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Résumé

Le ontat méanique est le problème de méanique des solides qui présente les non-

linéarités les plus di�iles à prendre en ompte. La bonne résolution numérique de

e problème est fortement perturbée par la non-linéarité et la non-di�érentiabilité des

équations régissant le ontat méanique frottant (ollement-déollement et amore du

glissement). Enore aujourd'hui, il n'existe pas de méthode permettant de résoudre le

problème de ontat frottant de manière universelle. Ce travail porte don sur l'élabo-

ration de méthodes permettant de résoudre le plus grand nombre de types de problème

de ontat frottant. Il peut être déomposé en deux parties.

La première partie porte sur la formation du système d'équations et l'algorithme de

résolution. Les méthodes les plus utilisées sont elles de pénalisation et du lagrangien

augmenté. Bien que très simples, es méthodes sont assez di�iles à utiliser en raison

de la di�ulté d'identi�ation des valeurs des oe�ients de pénalisation (normale

et tangentielle). A�n de pallier les arenes de es méthodes, une nouvelle approhe

est proposée, elle dite du � lagrangien augmenté adapté �. Cette nouvelle méthode

est basée sur elle du lagrangien augmenté jumelée à une adaptation de la pénalité.

Elle présente l'avantage de ne plus obliger l'utilisateur à hoisir des oe�ients de

pénalisation. De plus, elle umule la rapidité de l'adaptation de la pénalité et la �abilité

de la méthode du lagrangien augmenté.

La deuxième partie porte sur la prise en ompte du ontat sous une disrétisation

spatiale. La méthode la plus utilisée est la méthode � point-surfae �. Le ontat est

alulé pour haun des points d'une des surfaes ave l'autre surfae. Cette méthode

présente de nombreuses limites, notamment au niveau de la représentativité et de la

régularité de la solution lorsque les deux surfaes sont déformables et irrégulières. Une

autre méthode fait l'objet d'intense reherhe, la méthode � surfae-surfae �basée sur

les éléments joints. Le ontat est alulé pour haque n÷ud d'une des surfae en

fontion des deux surfaes e qui rend la solution plus régulière et plus représentative.

Cependant, les ompliations induites par ette méthode ne permettent pas de résoudre

les problèmes en trois dimensions. Une variante de ette méthode est don présentée

a�n de pouvoir être utilisée pour les problèmes en deux ou trois dimensions.

Toutes es méthodes sont testées sur des problèmes aadémiques simples et égale-

ment sur des problèmes industriels multiphysiques.

Courriel de l'auteur : phil_b_13�hotmail.om

i



Abstrat

The mehanial ontat is the problem of solids mehanis that presents the most

di�ult nonlinearity. The good resolution of the fritional ontat problem is disrupted

by the nonlinearity and the non di�erentiability of the ontat's equations (stik/unstik

and the initiation of sliding). Until now, no method ould be used to resolve all ontat

problems. This work is foused on the methods of alulation of the mehanial ontat

in a more general way. It ould be separated in two parts.

The �rst one onerns the reation of the systems of equations and the algorithm of

resolution. The methods more used are the Penalty Method and Lagrangian Augmented

Method. Although these methods are simple, they are very di�ult to use beause the

hoie of the value of penalty oe�ients (normal and tangential). For this reason, a new

method, the �Lagrangian Augmented Adapted Method� is proposed. This new method

is based on the Lagrangian Augmented Method and on the adaptation of the penalty

oe�ients. With it, the user does not need to hoose the value of penalty oe�ients.

In addition, this method has the speed of the Penalty Method and the reliability of the

Lagrangian Augmented Method.

The seond part of this work deals with the alulation of the mehanial ontat

under a spatial distretization. The method more used is the �Point-Surfae� Method.

The ontat is alulated between every point of one surfae and the other surfae.

This method has many limits, as the representativeness and the regularity of the solu-

tion when the boundaries are deformable and irregular. Many researhes are done on

another method, the �Surfae-Surfae� Method based on the Mortar Element Method.

The mehanial ontat is alulated on eah node of one surfae in funtion of the

two surfaes. With this method the solution is more regular and reliable. But the al-

ulation of the mehanial ontat is more di�ult, so it an not be used to the three

dimensional problems. An adaptation of this method has been proposed to the two and

three dimensional problems.

All these methods are tested on some aademis and industrials multi-physial pro-

blems.
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Chapitre 1

Introdution

1.1 Généralités

Dans un monde toujours plus onurrentiel, les industriels doivent sans esse augmenter

la qualité de leurs produits tout en diminuant leurs oûts pour ne pas disparaître.

L'avènement de l'informatique leur o�re la possibilité de pouvoir modéliser et simuler

numériquement de plus en plus de phénomènes. Les industriels investissent massivement

dans es nouveaux outils qui sont moins oûteux que des essais réels. Ceux-i permettent

de tester di�érents matériaux, di�érentes on�gurations, de nouveaux proédés et de

omprendre les méanismes en jeu, tout ela dans un monde virtuel sans in�uene sur

le monde réel.

Ces outils sont tellement e�aes qu'ils se sont rapidement imposés dans tous les

seteurs : de l'industrie lourde (prodution de matière première, aluminium, ...) à la

biologie (méanismes moléulaires, ...) en passant par la nanotehnologie (nano-robots,

nano-outils, ...). La diversité des phénomènes néessite un grand nombre d'outils dif-

férents. Une multitude de logiiels sont alors développés à travers le monde. Parmi les

logiiels ommeriaux utilisés pour la résolution des problèmes de méanique des so-

lides, les marques Abaqus et Ansys sont très répandues. La omplexité de l'analyse

numérique dépend diretement du phénomène traité. Ainsi, ertains omportements

méaniques ne sont toujours pas bien simulés et/ou demandent une attention partiu-

1
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lière. Le ontat méanique frottant fait partie de es problèmes.

1.2 Problématique

Les phénomènes liés au problème de ontat méanique sont présents dans de nom-

breuses appliations domestiques et industrielles. La nature fort omplexe, des phéno-

mènes liés à l'interation purement méanique ou multiphysique entre les solides exige,

enore aujourd'hui, une attention toute partiulière dans les domaines de la physique,

des mathématiques et de l'informatique. Or, le ontat méanique est très important

pour la bonne résolution de nombreux problèmes tels que la mise en forme (forgeage,

emboutissage, poinçonnement, ...), la simulation d'usures (engrenages, pneu-route, ...)

ou enore tout système omportant plusieurs pièes dans un ontexte méanique ou

multiphysique (uve d'életrolyse de l'aluminium, ...) (Figure 1.1). Ces problèmes sont

importants pour de nombreux seteurs industriels, tels que la prodution, l'automobile,

l'aéronautique, le nuléaire ou enore le militaire. Tous es domaines témoignent du

besoin grandissant d'outils performants et robustes a�n de modéliser mathématique-

ment et de simuler numériquement le phénomène de ontat méanique. Cei a�n de

quanti�er préisément l'in�uene du omportement des interfaes sur elui du système

global.

Le ontat demeure, enore aujourd'hui, le problème de méanique des solides qui

présente les non-linéarités les plus di�iles à prendre en ompte. Celles-i proviennent

du hangement brutal de omportement, assoié au phénomène de ollement / déol-

lement et/ou à elui de l'amore du glissement des solides mis en ontat. De plus,

l'évaluation des onditions de ontat, néessite la parfaite onnaissane de la position

relative des solides dans la on�guration déformée, a priori inonnue.

De nombreuses lois ont été proposées pour permettre la modélisation des di�érents

phénomènes se produisant au niveau de l'interfae dans un problème de ontat frot-
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tant. Le hoix de la loi appliable dépend à la fois des aratéristiques des matériaux,

de la nature de l'interfae mais aussi de la nature du problème. Néanmoins, es lois pré-

sentent souvent des non-linéarités qui sont non di�érentiables, e qui peut provoquer des

instabilités ou des osillations lors de la résolution numérique. Dans e dernier adre,

de nombreuses tehniques numériques ont été avanées. Cependant, haune d'entre

elles s'applique à un type de problème spéi�que. Atuellement, il n'existe don pas de

méthode de résolution du problème de ontat frottant su�samment �able, stable et

rapide pouvant être appliquée à tout type de problème.

(a) Emboutissage de t�le [3℄ (b) Cuve d'életrolyse [4℄

Figure 1.1 � Quelques exemples de problèmes présentant des zones de ontat

1.3 Objetifs

Ce travail de reherhe a pour but d'élaborer un ensemble de méthodes permettant

de résoudre une très vaste gamme de problèmes présentant une ou plusieurs interfaes

de ontat, de manière rapide et �able. Ces méthodes doivent pouvoir résoudre, sans

solliiter l'utilisateur, es problèmes de ontat frottant dans un ontexte méanique

ou multiphysique. Deux aspets sont envisagés : le premier est la tehnique de alul
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permettant d'obtenir une solution respetant les lois de ontat. Le deuxième est la

façon de prendre en ompte le ontat lorsque les frontières sont omposées de nuages

de points.

1.4 État des onnaissanes

Le problème de ontat méanique est bien onnu ar il fait partie des fondements de la

méanique. Malgré ei, fore est de onstater que la modélisation mathématique n'est

pas évidente. De nombreuses lois sont proposées pour représenter le omportement des

interfaes, aussi bien au niveau du ontat qu'au niveau du frottement [1, 2℄. Toujours

atuellement, des reherhes sont e�etuées pour proposer de nouvelles lois prenant en

ompte plus �dèlement les interations au niveau des interfaes de ontat. Dans ette

optique, une loi de frottement non linéaire et non loale est expliquée dans [2℄.

Le plus souvent, la di�ulté engendrée par la non-di�érentiabilité de es lois est

résolue ave une méthode de régularisation (pénalisation, lagrangien augmenté, ...)

[5, 6, 7, 8, 9℄. Or, l'utilisation d'une de es lois produit de nouvelles di�ultés lors de la

résolution numérique. Même si ertaines de es méthodes sont simples, leur utilisation

néessite une bonne onnaissane des phénomènes méaniques étudiés a�n de détermi-

ner les paramètres ruiaux. Ces paramètres sont les oe�ients de pénalisation normale

et tangentielle. Des valeurs trop faibles de es oe�ients engendrent une mauvaise so-

lution ave la méthode de pénalisation alors qu'ave elle du lagrangien augmenté une

vitesse de onvergene trop lente rend la résolution impossible. Par ontre, si les valeurs

de es oe�ients sont trop importantes, des osillations numériques apparaissent e

qui rend la résolution très lente ou impossible. La méthode du lagrangien augmenté

présente l'avantage de permettre un plus large hoix des oe�ients de pénalisation,

mais l'utilisateur doit aussi ontr�ler les valeurs maximales de l'interpénétration et du

glissement tangentiel réversible. Ces valeurs ont une grande in�uene sur le temps de

alul.
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En outre, la disrétisation spatiale du problème produit des di�ultés au niveau

du alul du ontat méanique. La détermination des valeurs entrant en jeu dans les

équations du ontat méanique est di�ile à aluler lorsque les deux frontières sont

onstituées de nuages de n÷uds. La méthode la plus utilisée est l'approhe point-surfae

sous une on�guration maître-eslave [13, 3, 4, 14, 15℄. Cette approhe renontre des

di�ultés lorsque les éléments des surfaes de ontat forment des angles importants

entre eux. Cei engendre de brusques variations spatiales et temporelles des valeurs

prises pour le alul du ontat méanique, e qui entraîne de fortes variations des

valeurs des ontraintes de ontat. Ces variations n'ont pas de sens méanique, elles

sont le fruit de l'ampli�ation des erreurs de disrétisation spatiale. Ces problèmes sont

aussi renontrés lorsque la projetion d'un point de la surfae eslave, sur lequel le

ontat est alulé, se déplae entre deux éléments maîtres.

Une alternative à ette approhe fait l'objet de nombreuses reherhes, elle basée

sur les éléments joints (� mortar elements � en anglais [16, 17, 18℄). Cette méthode

onsiste à aluler les valeurs relatives au ontat pour haque n÷ud de la surfae

eslave. Ces valeurs sont fontion de la position relative des éléments des deux surfaes

de ontat. Les solutions obtenues sont don plus régulières qu'ave la méthode point-

surfae. Mais ette méthode n'est présentée que pour les problèmes en deux dimensions

[18℄. Elle n'est pas étendue aux problèmes à trois dimensions à ause de la di�ulté de

aluler un veteur normal et un plan tangentiel en tous les n÷uds d'une des surfaes.

Le alul du ontat peut aussi être fait d'une autre manière. La disrétisation

spatiale n'est plus e�etuée grâe à la méthode des éléments �nis (utilisée dans la

grande majorité des as), mais par elle des éléments �nis étendus (x-fem) (voir

[19, 20, 21, 22, 23, 24℄). Bien que elle-i ait déjà prouvé son e�aité dans le adre de

la modélisation de la méanique des �ssures, elle n'est pas appropriée à la modélisation

de la méanique du ontat lorsque la géométrie des frontières de ontat est dé�nie au

début du problème. Néanmoins, elle pourrait être utilisée pour la modélisation des phé-

nomènes non linéaires loalisés dans le voisinage des frontières de ontat (déformation
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des aspérités surfaiques, endommagement, �ssuration, ...).

Une autre méthode de disrétisation spatiale peut améliorer le alul du ontat

méanique [26℄. Les méthodes sans maillages, telles que elles basées sur la partition

de l'unité ([25℄), ou enore elles des éléments naturels ([26, 27, 28, 29, 30, 31, 32℄)

présentent l'avantage d'être plus malléables. Ainsi, la densi�ation des zones de ontat

peut être failement e�etuée. Mais es méthodes ne règlent pas les problèmes du ontat

méanique. Quelle que soit la méthode de disrétisation spatiale utilisée, les di�ultés

produites par le ontat frottant sont toujours les mêmes.

Les méthodes de lissage des frontières permettent de mieux aluler les valeurs des

expressions importantes pour la modélisation du ontat [33, 34, 35, 36℄. Ces méthodes

donnent une approximation plus lisse des frontières de ontat e qui permet de diminuer

les perturbations engendrées par les erreurs numériques. Toutefois, la méthode de lissage

proposée dans [33, 34℄ ne s'applique pas au ontat frottant. De plus es méthodes sont

di�iles à mettre en ÷uvre et très oûteuses en temps de alul.

1.5 Méthodologie

La méthodologie utilisée pour remplir les objetifs de es travaux de reherhe est

artiulée autour de deux thèmes prinipaux : la tehnique de résolution des équations

de la méanique du ontat et la méthode de onsidération du ontat méanique sous

une disrétisation spatiale.

Ces travaux sont initiés par une étude de la méanique du ontat frottant. Elle

porte sur la modélisation mathématique de la méanique en présene de ontat frot-

tant. Cette étude met en évidene les problèmes liés à la non-di�érentiabilité des équa-

tions du ontat méanique. Suite à ela, une omparaison des méthodes de résolution

du problème de ontat méanique frottant les plus utilisées et les plus prometteuses

est faite. Cette étape est très importante ar la non-di�érentiabilité des équations de
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ontat rend la résolution numérique fort omplexe. Cette omparaison, permet de

distinguer les avantages et les inonvénients des di�érentes méthodes. Cei permet de

proposer une nouvelle méthode onjuguant les avantages des autres méthodes sans leurs

inonvénients. Cette nouvelle méthode peut résoudre un très grand nombre de types

di�érents de problème de ontat frottant en quasi-statique.

L'autre aspet important de la résolution numérique des problèmes de ontat mé-

anique est situé au niveau de la disrétisation spatiale des interfaes. En e�et, la

disrétisation spatiale des solides est partiulièrement néfaste pour le ontat. Les fron-

tières sont divisées en éléments, mais es derniers n'en sont qu'une approximation. Une

étude omparative des di�érentes méthodes de alul du ontat méanique est e�e-

tuée. Celle-i permet de mettre en évidene les avantages de haune des méthodes.

Par la suite, une méthode est proposée a�n de permettre la meilleure approximation

des ontraintes de ontat quelle que soit la méthode utilisée pour résoudre le système

d'équations.

En�n les méthodes proposées sont testées sur un problème industriel.

1.6 Originalité et plan

Ce travail ontribue à l'avanement des onnaissanes dans la prise en ompte des lois

de ontat et de frottement aussi bien au niveau mathématique que numérique.

Deux aspets peuvent être distingués dans ette ontribution. Le premier porte sur

l'élaboration d'une méthode de prise en ompte des lois régissant l'interfae de ontat

sous une disrétisation spatiale. Cette méthode permet d'atténuer les e�ets néfastes

de la disrétisation spatiale. Elle adopte une formulation surfae-surfae basée sur les

éléments joints ([16, 17, 18℄), mais les modi�ations apportées permettent de l'utiliser

failement pour des problèmes en trois dimensions.

Le deuxième aspet porte sur les tehniques de alul. Un ensemble de méthodes
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est proposé a�n de rendre la résolution des problèmes de ontat méanique frottant

rapide et �able. Une nouvelle méthode, elle du lagrangien augmenté adapté est ainsi

proposée. Cette méthode présente les avantages des méthodes usuelles (rapidité, symé-

trie de la tolérane par rapport à la frontière de ontat, simpliité, et �abilité) sans

leurs inonvénients.

Ainsi ela permet de résoudre de manière �able et rapide tout problème de ontat

méanique quasi-statique. Ces méthodes peuvent aussi être utilisées pour le alul du

ontat méanique dans un ontexte multiphysique. Ce qui permet de mieux traiter

de nombreux problèmes industriels pour lesquels la onnaissane préise des onditions

de ontat est primordiale. En e�et, dans ertains problèmes multiphysiques, les lois

de omportement à l'interfae de ontat peuvent dépendre fortement de la valeur des

ontraintes de ontat.

Cette thèse présente tous les aspets de la résolution numérique du problème de

ontat méanique dans le domaine quasi-statique, des fondements méaniques aux

appliations industrielles. Elle est omposée de six hapitres. Ce hapitre a pour but

d'en faire un survol général.

Le hapitre deux présente la méanique et la mathématique du ontat frottant.

Il onstitue un préliminaire néessaire à la résolution du problème. Il débute par les

notions de inématique et de sthénique utiles au problème de ontat méanique. Ces

notions permettent de dé�nir les équations représentant le ontat méanique frottant.

Le hapitre s'ahève sur la présentation des équations de la méanique des solides sous

la forme du prinipe des travaux virtuels.

Le hapitre trois passe en revue les méthodes de résolution du problème de ontat

méanique frottant les plus utilisées et les plus prometteuses. Il ommene par la for-

mation d'un système d'équations. Cette étape est très importante ar la non-di�éren-

tiabilité des équations de ontat rend la résolution numérique fort omplexe. A�n de
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pouvoir résoudre numériquement e problème, une disrétisation spatiale est e�etuée à

partir de la méthode des éléments �nis. La disrétisation spatiale des solides est partiu-

lièrement néfaste pour le ontat. En e�et les frontières sont divisées en éléments, mais

es derniers n'en sont qu'une approximation. Ainsi, di�érentes méthodes sont exposées

pour prendre en ompte le ontat méanique.

Malgré une reherhe très ative dans e domaine, la résolution numérique du pro-

blème de ontat méanique frottant pose toujours problème. Ainsi le hapitre quatre

met en avant les arenes des méthodes les plus souvent utilisées à travers quelques

exemples simples.

La inquième partie onstitue la prinipale ontribution originale de e travail de

reherhe. Elle explique les nouvelles méthodes envisagées. Cette reherhe a donné

naissane à une méthode permettant la résolution du problème de ontat frottant d'une

manière �able et rapide. De plus, une méthode de prise en ompte du ontat méanique

basée sur les éléments joints est envisagée pour les problèmes en trois dimensions. Ces

méthodes sont mises à l'épreuve grâe aux problèmes qui ont pris en défaut les méthodes

les plus répandues. Un exemple industriel démontre la robustesse de es méthodes.

La onlusion générale ainsi que les perspetives futures �gurent dans le dernier

hapitre.



Chapitre 2

Méanique du ontat frottant

Ce hapitre a pour but d'établir un système d'équations représentant la méanique des

solides en présene de ontat frottant. Cette analyse se foalise sur le ontat méa-

nique. Bien que elui-i soit un phénomène très onnu, une attention partiulière doit

être portée lors de la transription du système d'équations. En e�et, la détermination du

statut de ontat néessite la onnaissane de la position relative des frontières. Ainsi,

e hapitre ommene par une présentation de quelques notions de inématique et de

sthénique dans le adre général de grandes transformations. Par la suite, les onditions

permettant le respet de la méanique du ontat frottant sont exposées. Finalement,

le prinipe des travaux virtuels permet de former un système d'équations représentant

la méanique des solides en présene de ontat frottant.

2.1 Notions de inématique et de sthénique

2.1.1 Cinématique

Dans la on�guration initiale, le solide α, (ave α = 1 ou 2,) oupe l'espae noté Ωα.

La position de n'importe laquelle de es partiules est dé�nie par le veteur Xα
. À

l'instant t, (ave t ∈ [0, T ],) l'espae qu'il oupe est noté Ωt
α et la position de ette

même partiule est donnée par le veteur xα
, e veteur dépend don de Xα

et de t.

Le veteur déplaement de ette partiule est notée uα
et il est dé�ni par l'expression

10
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suivante :

uα(Xα, t) = xα(Xα, t)−Xα. (2.1)

La frontière du solide α est divisée en trois parties, notées respetivement, Γα
u , Γ

α
f et Γα

c

dans la on�guration initiale, et γαu , γ
α
f et γαc dans la on�guration déformée, à l'instant

t. Les parties des frontières notées ave un indie u, f ou c représentent respetivement,

la surfae sur laquelle un déplaement, une fore ou une ondition de ontat sont

imposés (Figure 2.1). Dans e doument, sauf mention ontraire, les indies en lettres

greques prennent les valeurs 1 ou 2.

Figure 2.1 � Représentation des solides au ours de la déformation.

A�n de onnaître l'état de déformation dans le voisinage de n'importe quelle par-

tiule, à l'instant t, la transformation étudiée est supposée être di�érentiable sur Ωα.

Ainsi, le tenseur gradient de déformation de ette transformation est noté F . C'est un

tenseur du seond ordre dé�ni par l'expression suivante :

F (Xα, t) =
∂xα

∂Xα
(Xα, t). (2.2)

Dans le adre de ette thèse, l'attention est prinipalement portée sur les frontières



CHAPITRE 2. MÉCANIQUE DU CONTACT FROTTANT 12

de ontat.

Partiule appartenant à la surfae andidate au ontat

Dans le as partiulier, où la partiule dé�nie préédemment appartient à une surfae

andidate au ontat, elle est notée P α
. La partiularité du problème de ontat impose

la onnaissane d'informations supplémentaires sur la géométrie des frontières andi-

dates au ontat. Pour ei, une fontion bijetive, ψ0, peut être dé�nie pour mettre en

relation la frontière de ontat Γα
c ave l'ensemble A (un sous-ensemble de R

2
). Ainsi,

la position de la partiule P α
peut être donnée par :

ψ0 : A → Γα
c (2.3)

ξ → ψ0(ξ) (2.4)

Xα = ψ0(ξ) (2.5)

xα = xα(ψ0(ξ), t) = ψ(ξ, t) (2.6)

où ξ (= (ξ1, ξ2)) est une oordonnée dans A.

Finalement, ette paramétrisation est supposée su�samment régulière pour per-

mettre le alul de toutes les dérivées néessaires. Cette paramétrisation, permet de

dé�nir une base, notée (T1,T2,N) dans la on�guration initiale ou (τ1, τ2,n) dans

la on�guration déformée, au temps t (pour un problème en deux dimensions, voir la

�gure 2.2 ). Les omposantes tangentielles de ette base sont dé�nies en dérivant le

veteur position par rapport aux paramètres ξβ, tel que :

Tβ(ξ) =
∂ψ0(ξ)

∂ξβ
(2.7)

τβ(ξ, t) =
∂xα

∂Xα

∂ψ0(ξ)

∂ξβ
= F .Tβ(ξ) (2.8)
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La omposante normale est dé�nie par :

N(ξ) =
T1 × T2

‖T1 × T2‖
(2.9)

n(ξ, t) =
τ1 × τ2

‖τ1 × τ2‖
(2.10)

Fore est de onstater que les propriétés des bases qui viennent d'être dé�nies ((T1,

T2, N ) et (τ1, τ2,n)), sont entièrement onditionnées par la nature de la paramétrisa-

tion de la surfae de ontat. Néanmoins, la paramétrisation est dé�nie de manière à

obtenir un veteur normal sortant (voir �gure 2.2).

Figure 2.2 � Représentation des frontières de ontat au ours de la déformation.

En outre, la desription de la inématique de deux partiules andidates au ontat

néessite la prise en ompte de deux aspets. Le premier est la notion d'interpénétrabi-

lité (distane entre deux partiules andidates). Le deuxième aspet est lié à la notion

de frottement (vitesse tangentielle des partiules andidates).

Pour e faire, la fontion éart g(X1, t) est dé�nie par l'expression suivante :

x1(X1, t)− x2(ψ(ξp), t) = −g(X1, t).n (2.11)

où, ξp est la oordonnée paramétrique du point x2
de la frontière γ2c , elui-i orres-

pondant à la projetion orthogonale du point de oordonnée x1
sur la surfae γ2c . Le

veteur normal à la surfae γ2c au point x2
est noté n. De plus, les frontières γ1c et
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γ2c sont supposées être su�samment prohes pour que le point x2
soit le point de la

surfae γ2c le plus prohe du point x1
. Si ette relation (équation (2.11)) est dérivée par

rapport au temps on obtient :

v1(X
1, t)−

(

v2(ψ(ξp), t)− g
∂n

∂t
(ψ(ξp), t)

)

=
∂ξβ

∂t
τ ′

β −
∂g

∂t
n(ψ(ξp), t) (2.12)

où, τ ′

β est dé�ni par :

τ ′

β
= τβ − g

∂n

∂ξβ
(2.13)

τ ′

1
et τ ′

2
représentent une nouvelle base de l'espae vetoriel formé par les veteurs τ1 et

τ2. De plus, le terme g
∂n

∂t
(ψ(ξp), t) représente la vitesse de l'extrémité d'une barre de

longueur g dont le veteur direteur est n et dont l'autre extrémité est �xée sur le point

de oordonnée x2
. Par onséquent, la partie de droite de l'équation (2.12) représente la

vitesse relative entre les points de oordonnées x1
et x2

(pour plus de détail voir [3℄).

La vitesse relative tangentielle, vt, peut don être failement isolée :

vt =
∂ξβ

∂t
τ ′

β. (2.14)

Petits déplaements

Dans le adre de l'hypothèse de petits déplaements relatifs entre les frontières de

ontat, la oordonnée paramétrique ξp ne varie que très peu. Le ouple de point x
1
et

x2
andidat au ontat est le même dans la on�guration initiale et dans la on�guration

déformée. De même, la base paramétrique de la surfae de ontat est identique dans la

on�guration déformée et dans la on�guration initiale (dé�nie dans les équations (2.7)

à (2.10)).

Tβ(ξ) = τβ(ξ, t) = τβ et N(ξ) = n(ξ, t) = n (2.15)
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La fontion éart et la vitesse relative tangentielle de deux partiules (de oordonnées

x1
et x2

) andidates au ontat sont exprimées par :

x1(X1, t)− x2(ψ(ξp), t) = −g(X1, t).n vt =
∂ξβ

∂t
τβ. (2.16)

2.1.2 Sthénique

Il existe di�érentes façons d'exprimer l'état de ontrainte d'un système. Elles dépendent

de la on�guration adoptée. Pour sa dé�nition, si on onsidère la on�guration déformée,

pour tout point xα
, de Ωt

α, un volume in�nitésimal entourant e point est noté dv. Une

surfae in�nitésimale extérieure de e volume dv (ds) et sa normale sortante (n) sont

onsidérées. La fore qui s'exere sur e volume dv par l'intermédiaire de ette surfae

ds est notée df . La valeur des ontraintes dans la on�guration déformée est donnée

par le tenseur des ontraintes de Cauhy, σ, qui est dé�ni par :

lim
ds→0

df

ds
= σ(x).n (2.17)

Une version lagrangienne de e tenseur peut aussi être donnée en transposant la

surfae, ds dans la on�guration initiale. Elle est notée dS, et N est sa normale. On

obtient ainsi le tenseur de ontraintes de Piola Kirho� de première espèe, Π, dé�nit

par :

lim
dS→0

df

dS
= Π(X).N ou bien par Π(X) = σ .F−T

α

(

detF
)

(2.18)

Le tenseur de Piola Kirho� de première espèe représente les ontraintes dans la

on�guration déformée par rapport aux surfaes prises dans la on�guration initiale.
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Petits déplaements

Dans le as partiulier de petits déplaements, tous les tenseurs de ontrainte sont

égaux :

Π = σ (2.19)

Suite à la présentation de quelques notions élémentaires de inématique et de sthé-

nique, les spéi�ités du ontat frottant seront exposées. Les relations que le ontat

méanique impose entre la inématique et la sthénique seront traitées.

2.2 Formulation du ontat ave frottement

Le problème de ontat méanique frottant est un exemple de problème régi par des

équations et des inéquations non linéaires [1℄. Deux genres de non-linéarités peuvent

être distingués ; elle du ontat et elle du frottement.

2.2.1 Modélisation du ontat

Figure 2.3 � Représentation du ontat normal

Il existe plusieurs modélisations du phénomène de ontat, entre autres, le ontat

unilatéral et le bilatéral. Le hoix du type de loi dépend des propriétés physiques et
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méaniques des surfaes mises en jeu. Le ontat bilatéral est un type de ontat ollant.

Cela signi�e que les solides ne peuvent pas s'interpénétrer mais qu'une fois en ontat,

une fore supérieure à un ertain seuil doit être appliquée pour pouvoir les déoller. Ce

type de ontat n'est pas traité dans e doument. Néanmoins, toutes les méthodes de

alul utilisées pourront être étendues à e type de ontat.

(a) Loi de ontat unilatéral (b) Loi de frottement de Coulomb

Figure 2.4 � Représentation des lois de ontat et de frottement

Le ontat unilatéral déoule diretement de l'impossibilité d'interpénétration de

la matière. D'après la partie préédente (partie 2.1 page 10), pour tout point A de

oordonnée xA, appartenant à la frontière de ontat γ1c , la distane entre e point et

la frontière de ontat γ2c est donnée par g(xA, t) (équation 2.11 page 13). Si la valeur

de g(xA, t) est �nie, ela signi�e que le point A admet un vis-à-vis sur la frontière γ2c ,

elui-i est noté B et sa oordonnée xB (Figure 2.3). La fore de ontat au point A,

t1c (= Π1N) est dé�nie à partir du tenseur de Piola Kirho� de première espèe. La

omposante normale de la fore de ontat est notée tn = −t1
c
n, où n est la normale

extérieure en A (Figure 2.3). La loi de ontat unilatéral de Signorini (Figure 2.4(a))

est exprimée par les inégalités suivantes :

g = (xA − xB).n ≤ 0 tn ≥ 0 (2.20)
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⇐⇒







g = 0 tn > 0 ontat

g < 0 tn = 0 non ontat

(2.21)

2.2.2 Modélisation du frottement

La modélisation du frottement onsiste à établir une relation entre la fore de ontat

tangentielle et la vitesse relative de glissement (Figure 2.5). Il est di�ile de prendre

en ompte le frottement (adhérene - glissement) à ause de la très grande diversité

des omportements et de la préision reherhée. Cei onduit à la formulation de

plusieurs modélisations du frottement. Historiquement, la loi de Coulomb est la première

à être proposée. De plus, elle est toujours la plus utilisée. En e�et, elle permet de bien

représenter le omportement en frottement de nombreux matériaux. Pour l'exposer,

deux quantités doivent être dé�nies : la fore de ontat tangentielle, tt, et la vitesse

relative tangentielle, vt (voir partie 2.1 page 10) :

tt = t1c + tnn (2.22)

vt =
∂ξβ

∂t
τ ′

β
. (2.23)

Figure 2.5 � Représentation du ontat tangentiel et du glissement.

En faisant l'hypothèse de persistane du ontat méanique et pour des raisons

d'objetivité, la forme de la fore de ontat tangentielle (équation (2.22)) et elle de la

vitesse relative (équation (2.23)) sont modi�ées (pour plus d'informations voir [3℄). Ces
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deux quantités sont exprimées dans la base duale du plan tangent, par les expressions

suivantes :

tt = ttβ τ
β

(2.24)

vt =
∂ξα

∂t
Mαβ τ

β. (2.25)

M• • est un tenseur du seond ordre dé�ni par :

Mαβ = Tα.Tβ (2.26)

Les veteurs τα
sont obtenus en transportant les veteurs de la base duale, Tα

, dans la

on�guration déformée. Les veteurs de la base duale, Tα
, sont dé�nis par la relation :

Tα =MαβTβ (2.27)

où, le tenseur du seond ordre M
• •

est l'inverse du tenseur M• •. Ainsi, la loi de

Coulomb peut être érite sous la forme :

‖tt‖ ≤ µtn ζ ≥ 0 (2.28)

⇐⇒







‖tt‖ < µtn vt = 0 adhérene

‖tt‖ = µtn vt = ζ
tt

‖tt‖
ave ζ ≥ 0 glissement

(2.29)

où ζ est le taux de glissement absolu.

De plus, e modèle peut permettre di�érents ajustements en fontion de la température

et d'autres variables loales, grâe au hoix du oe�ient de frottement de Coulomb, µ

(Figure 2.4(b)).

A�n de généraliser ette modélisation et de la rendre plus prohe de la réalité, la

mirostruture de la zone de ontat peut être prise en ompte par une approhe non

loale et non linéaire [2℄. Mais il existe aussi beauoup d'autres modélisations telles que
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la loi de Tresa, ou elle de Coulomb - Orowan. Le hoix de la loi de frottement est lié

aux aratéristiques méaniques des surfaes andidates au ontat.

L'exposé des onditions d'admissibilité du ontat frottant est suivi de l'étude des

équations régissant la méanique des solides et des strutures. Parmi les di�érentes

formulations envisageables, le prinipe des travaux virtuels est hoisi.

2.3 Prinipe des travaux virtuels

D'après le prinipe fondamental de la dynamique, dans le as quasi-statique, l'équation

suivante est véri�ée en tout point xα
de Ωt

α :

div σ + fv = 0 (2.30)

où, σ et fv désignent respetivement, le tenseur des ontraintes de Cauhy et la fore

volumique au point xα
de Ωt

α. En multipliant salairement l'équation préédente par

un déplaement virtuel quelonque δuα
, la forme variationnelle suivante est obtenue :

δuα.div σ + δuα.fv = 0 (2.31)

Les dé�nitions des opérateurs di�érentiels permettent d'obtenir l'égalité qui suit :

δuα.div σ = div(σ.δuα)− grad δuα : σ (2.32)

De plus, omme σ est symétrique, alors :

grad δuα : σ =
1

2
(grad δuα T + grad δuα) : σ = gradS δuα : σ (2.33)

L'expression (2.33) est introduite dans la forme variationnelle (équation (2.31)). En�n,

la forme variationnelle est intégrée sur l'ensemble des deux solides liés au problème de
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ontat. La formulation ainsi alulée prend en ompte les onditions aux limites, elle

est appelée forme faible. Cette forme faible orrespond au prinipe des travaux virtuels

dans le as quasi-statique, qui peut être érit de la manière suivante :

P int(u, δu) + Pext(u, δu) + Pc(u, δu) = 0 (2.34)

P int(u, δu) et Pext(u, δu) représentent, respetivement, le travail virtuel produit par

les fores internes et elui des fores externes à l'exeption des fores de ontat. Ces

dernières sont inluses dans le terme Pc(u, δu). u et δu désignent respetivement les

hamps réel et virtuel de déplaement dé�nis sur l'ensemble Ωt
(u1∪u2

et δu1∪δu1
).

L'ensemble Ωt
est dé�ni par l'union des ensembles Ωt

1 et Ωt
2. De même, l'ensemble Ω

désigne ette union dans la on�guration non déformée (Ω1 ∪ Ω2). De plus, les parties

de la frontière de Ωt
sur lesquelles des ontraintes, des déplaements, ou des onditions

possibles de ontat sont imposés, sont notées respetivement γf (γ
1
f ∪ γ

2
f), γu (γ

1
u ∪ γ

2
u)

ou γc (γ
1
c ∪ γ2c ). Ces parties de la frontière sont désignées dans le même ordre par Γf

(Γ1
f ∪Γ2

f ), Γu (Γ
1
u ∪Γ2

u) et par Γc (Γ
1
c ∪Γ2

c) dans la on�guration initiale (voir partie 2.1

page 10).

Le prinipe des travaux virtuels doit être véri�é par le hamp de déplaement réel

et ei pour tout hamp de déplaement virtuel inétiquement admissible. Cela signi�e

que le hamp de déplaement virtuel doit être su�samment régulier sur l'ensemble de

dé�nition et que sa valeur doit être nulle sur la frontière où des déplaements sont

imposés.

Dans la on�guration d'origine, es ontributions sont exprimées par :

P int(u, δu) = −

∫

Ω

∂δu

∂X
(X, t) : Π(X, t)dΩ (2.35)

Pext(u, δu) =

∫

Ω

δu(X, t).Fv(X, t)dΩ+

∫

Γf

δu(X, t).Fs(X, t)dΓf (2.36)

Pc(u, δu) =

∫

Γ1
c

δu1(X1, t).t
1
c(X

1, t)dΓ1
c +

∫

Γ2
c

δu2(X2, t).t
2
c(X

2, t)dΓ2
c (2.37)
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Dans la on�guration lagrangienne, Fv et Fs représentent respetivement les fores

volumiques imposées sur le domaine Ω et les fores surfaiques imposées sur la frontière

Γf . Ainsi, les relations entre es variables et elles de la on�guration eulérienne sont

données par les expressions suivantes :

Fv = fv

(

detF
)

et Fs = fs .F
−T

(

detF
)

. (2.38)

fs représente la fore appliquée en un point x de la surfae γf .

Pour tout point x1(X1, t) de γ
1
c appartenant à la zone de ontat ave γ2c , le point

orrespondant sur γ2c est noté x2(X2, t). Don, d'après le prinipe d'ation-réation :

t2
c
(X2, t)dΓ

2
c = −t1

c
(X1, t)dΓ

1
c (X1,X2) ∈ Γ1

c × Γ2
c (2.39)

D'après e prinipe (équation (2.39)), la omposante des travaux virtuels orrespon-

dante au ontat peut être érite sous la forme d'une intégrale sur la frontière Γ1
c :

Pc(u, δu) =

∫

Γ1
c

(
δξβ ttβ + δg tn

)
dΓ1

c (2.40)

Dans ette expression, les variables δξα et δg représentent respetivement le hamp

de déplaement virtuel tangentiel et le normal sur la surfae de ontat Γ1
c (pour plus

d'informations voir [3℄). Ces hamps sont dé�nis par les relations i-dessous :

Aαβ δξ
β =

[
δu1 − δu2

]
τα − gn.δu2

,α
(2.41)

δg =
[
δu1 − δu2

]
n (2.42)

Dans ette expression et dans la suite de e doument, ( ),α représente l'opérateur déri-

vation de ( ) par rapport au paramètre ξα. Pour des raisons de simpli�ation d'ériture,

les dépendanes ne seront plus notées. Néanmoins, la onnaissane de la on�guration

relative des frontières andidates au ontat à l'instant t (γ1c et γ
2
c ) est néessaire. En ef-
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fet, pour pouvoir aluler la valeur de la omposante des travaux virtuels liée aux fores

de ontat, la position du point x2 doit être déterminée pour tout point x1 de γ
1
c . Cette

formulation du prinipe des travaux virtuels omprend deux inonnues supplémentaires,

la fore normale de ontat et la fore tangentielle de ontat. Cette équation (2.34)

et les équations régissant le ontat frottant forment un système d'équations dérivant

la méanique des solides en présene de ontat frottant. Ce système d'équations peut

être représenté de la manière suivante :

∫

Ω

δu(X, t).Fv(X, t)dΩ+

∫

Γf

δu(X , t).Fs(X, t)dΓf

−

∫

Ω

∂δu

∂X
(X, t) : Π(X, t)dΩ+

∫

Γ1
c

(
δξβ ttβ + δg tn

)
dΓ1

c = 0

g ≤ 0

tn ≥ 0

‖tt‖ ≤ µtn

vt = ζ
tt

‖tt‖

ζ ≥ 0

g tn = 0

(‖tt‖ − µtn) ζ = 0

(2.43)

2.4 Conlusion

Après avoir exposé le problème de ontat méanique, nous remarquons qu'il n'est pas

failement modélisable. En e�et, le omportement méanique peut être très di�érent

entre deux interfaes, aussi bien au niveau du ontat qu'au niveau du frottement.

De nombreuses lois de omportement ont don été proposées dans la littérature. Le

hoix d'une de es lois est surtout lié aux aratéristiques physiques et méaniques des

surfaes de ontat, mais aussi à elles des solides et aux onditions d'évolution du

problème. Or, es lois présentent souvent des non-linéarités qui sont non di�érentiables.

Cei peut provoquer des instabilités ou des osillations numériques lors d'une résolution
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numérique. Néanmoins, e travail ne s'intéresse pas au hoix de la loi du ontat méa-

nique frottant, mais plut�t à la résolution du problème dans le as où ette loi est non

di�érentiable. Dans la suite de e doument, le problème de ontat méanique étudié

obéira à la loi du ontat unilatéral et à la loi de frottement de Coulomb.

Le hapitre suivant présente les méthodes de résolution du problème de ontat

méanique les plus utilisées.



Chapitre 3

Méthodes de résolution

La résolution d'un problème de méanique des solides en présene de ontat frottant

est généralement e�etuée à l'aide de méthodes numériques. Celles-i se montrent même

indispensables pour des problèmes omplexes. La résolution numérique du problème de

ontat frottant néessite la formulation d'un système d'équations ave un nombre �ni

d'inonnues. Or, la non-linéarité et la non-di�érentiabilité des équations régissant le

ontat méanique frottant posent des problèmes pour la résolution numérique. Pour

e faire, les méthodes de régularisation sont les plus utilisées pour former le système

d'équations à résoudre. Quelques unes de es méthodes sont présentées. Par la suite,

une disrétisation des équations est proposée. Cette disrétisation spatiale pose le pro-

blème de la prise en ompte du ontat méanique lorsque les frontières sont omposées

de points. Ainsi, la troisième partie expose deux méthodes de alul du ontat méa-

nique entre deux nuages de points. En�n, la dernière partie traite des algorithmes de

résolution.

3.1 Formulation du système d'équations

La formulation d'un système d'équations adapté à la disrétisation néessite la trans-

formation des inéquations en équations. Les méthodes de régularisation sont majori-

tairement répandues. Parmi es méthodes, les deux les plus importantes sont : elle de

25
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pénalisation [5, 3, 4℄ et elle des multipliateurs de Lagrange [10, 11, 12℄. Pour onilier

les avantages de l'une et de l'autre, un ertain nombre de méthodes hybrides ont été

proposées [7, 8, 9℄. La plus ommune de es méthodes hybrides est elle du lagrangien

augmenté [7, 8℄. Il est important de préiser que dans haun de es as, un système

d'équations est obtenu par la linéarisation du système formé à partir des équations du

prinipe des travaux virtuels (voir partie 2.3).

3.1.1 Méthode de pénalisation

Figure 3.1 � Représentation du ontat ave la méthode de pénalisation.

La méthode de pénalisation a été l'une des premières à être utilisée. Elle exploite le

fait que la résolution numérique d'un système d'équations produit une approximation

de la solution. Ainsi, les déplaements des interfaes de ontat sont onnus ave une

ertaine tolérane. Les onditions de ontat sont don respetées si l'interpénétration

et le glissement tangentiel réversible sont inférieurs à ette tolérane. En onséquene,

la méthode de pénalisation viole les onditions d'admissibilité en imposant une relation

de proportionnalité entre la fore de ontat et l'interpénétration (pour la omposante

normale de la fore) ou le glissement tangentiel réversible (pour la omposante tangen-

tielle de la fore). Elle présente l'avantage d'être d'une grande simpliité pour la mise

en ÷uvre, e qui fait d'elle, enore aujourd'hui, l'une des méthodes les plus répandues.

Cette méthode onsiste à remplaer les lois de ontat et de frottement par des relations

dé�nissant les ontraintes de ontates de manière ontinue en fontion de la distane
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entres les deux solides et le glissement relatif.

La ondition d'admissibilité de ontat (équation (2.20) page 17) est régularisée :

tn = εn < g > (3.1)

⇐⇒







g ≥ 0 tn = εng ontat

g < 0 tn = 0 non ontat

(3.2)

où, εn est le paramètre de pénalisation normale et <.> les rohets de Maauley qui

désignent la partie positive de son opérande.

(a) Loi de ontat unilatéral. (b) Loi de frottement de Coulomb.

Figure 3.2 � Représentation des lois de ontat et de frottement ave la méthode de

pénalisation.

La ondition d'admissibilité de frottement (équation (2.28) page 19) est régularisée :

Φ = ‖tt‖ − µtn ≤ 0 ζ ≥ 0 (3.3)

⇐⇒







Φ < 0 vt =
1

εt
Lvtt adhérene

Φ = 0 vt − ζ
tt

‖tt‖
=

1

εt
Lvtt ave ζ ≥ 0 glissement

(3.4)
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L'opérateur Lv désigne la dérivée de Lie, tel que :

Lvtt = ṫtβτβ,

et εt, le paramètre de pénalisation tangentielle. Le symbole (˙) orrespond à la dérivée

par rapport au temps.

Ainsi, le système d'équations régissant la méanique des solides en présene de

ontat frottant, (voir partie 2.3 page 20,) est exprimé par :

P int(u, δu) + Pext(u, δu)
︸ ︷︷ ︸

Pie(u,δu)

+

∫

Γ1
c

(
δξβ ttβ + δg tn

)
dΓ1

c = 0 (3.5)

ave

tn = εn < g > (3.6a)

Φ = ‖tt‖ − µtn ≤ 0 (3.6b)

vt − ζ
tt

‖tt‖
=

1

εt
Lvtt ave ζ ≥ 0 (3.6)

Φζ = 0 (3.6d)

La résolution de e problème est obtenue grâe à la linéarisation de l'équation d'équi-

libre (3.5) dans le adre de l'algorithme de Newton-Raphson. Cette résolution s'e�etue

en plusieurs itérations. Pour haque itération, le alul du développement limité au

premier ordre de l'équation d'équilibre (équation (3.5)) permet d'obtenir une orre-

tion inrémentale du hamp solution. Dans le as présent, l'inonnue est le hamp de

déplaement. Une orretion inrémentale du hamp de déplaement est alulée en



CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉSOLUTION 29

résolvant l'équation suivante :

P ie(u, δu) +

∫

Γ1
c

(
δξβ ttβ + δg tn

)
dΓ1

c

︸ ︷︷ ︸

δu.R

+∆P ie(u, δu) +

∫

Γ1
c

(
δξβ ∆ttβ + δg∆tn

)
dΓ1

c +

∫

Γ1
c

(
ttβ ∆δξ

β + tn ∆δg
)
dΓ1

c

︸ ︷︷ ︸

δu.KT .∆u

= δu.R+ δu.KT .∆u = 0

(3.7)

Lorsque les oe�ients de pénalisation tendent vers l'in�ni, les onditions de ontat

imposées par la méthode de pénalisation tendent vers les onditions d'admissibilité.

Cependant, une valeur trop élevée des oe�ients de pénalisation entraîne un mauvais

onditionnement du système et don, des osillations numériques lors de la résolution.

Une valeur trop faible provoque des interpénétrations ou des glissements tangentiels

réversibles inadmissibles. Don, le hoix de es paramètres est d'une grande impor-

tane. Des proédures d'ajustement ont été proposées pour se limiter à des valeurs

d'interpénétration admissible, [33, 34℄. Néanmoins, ette formulation reste très utilisée

[3, 12, 6℄, ar elle permet l'utilisation d'un shéma d'intégration en temps expliite, et

l'implémentation de elle-i est relativement simple. De plus, lorsque l'interpénétration

et les glissements tangentiels réversibles sont ontr�lés, ils peuvent avoir une représen-

tation physique. Ils peuvent servir à modéliser les déformations élastiques des aspérités

surfaiques.

Dans le but de pallier aux limites de ette méthode, et notamment a�n de pouvoir

entièrement respeter les onditions d'admissibilité, une autre méthode a été envisagée,

elle des multipliateurs de Lagrange.
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3.1.2 Méthode des multipliateurs de Lagrange

Cette méthode introduit de nouvelles variables, les multipliateurs de Lagrange notés

λ. Ils représentent les fores empêhant toute interpénétration à l'interfae de ontat.

Le hamp λ est déomposé en une partie normale à la surfae de ontat, λn, et une

partie tangentielle, λt, tel que :

λ = t1
c
= −λnn+ λt ave λt = λtβτ

β. (3.8)

Le hamp virtuel des fores de ontat, noté δλ est dé�ni sur la frontière de ontat

Γ1
c . Ce hamp doit être quelonque et su�samment régulier, il est déomposé en une

partie normale à la surfae de ontat et une tangentielle tel que :

δλ = δλnn+ δλt ave δλt = δλtβτ
β. (3.9)

La ondition d'admissibilité de ontat (équation (2.20) page 17) est remplaée par

la relation suivante :

g ≤ 0 λn ≥ 0 (3.10)

⇐⇒







g = 0 λn > 0 ontat

g < 0 λn = 0 non ontat

(3.11)

La ondition d'admissibilité de frottement (équation (2.28) page 19) est remplaée

par la relation :

Φ = ‖λt‖ − µλn ≤ 0 ζ ≥ 0 (3.12)

⇐⇒







Φ < 0 vt = 0 adhérene

Φ = 0 vt − ζ
λt

‖λt‖
= 0 ave ζ ≥ 0 glissement

(3.13)



CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉSOLUTION 31

Ainsi le système d'équations régissant la méanique des solides en présene de

ontat frottant, (voir partie 2.3 page 20,) est donné par :

P int(u, δu) + Pext(u, δu)
︸ ︷︷ ︸

Pie(u,δu)

+

∫

Γ1
c

(
δξβ λtβ + δg λn

)
Sc dΓ

1
c = 0 (3.14a)

∫

Γ1
c

g Sc δλn dΓ
1
c = 0 (3.14b)

∫

Γ1
c

ξ̇αMαβ Sa δλtβ dΓ
1
c = 0 (3.14)

où Sc et Sa désignent deux hamps de signe dé�ni sur la frontière Γ1
c . Ces deux hamps

sont dé�nis par les relations suivantes :

Sc = 1R+(λn + hg) Sa = 1R+(−φ − hζ) (3.15)

où h est une onstante stritement positive et 1R+
est la fontion indiatrie de R

+
.

Le problème de ontat méanique est résolu en utilisant l'algorithme de Newton-

Raphson, omme ave la méthode de pénalisation. Pour haune des itérations, une

orretion du hamp de déplaement et du hamp de fore sur la frontière de ontat

est alulée à partir de la linéarisation du système d'équations (3.14) :

δu.R+ δu.KT .∆u =








δu.R1

δλnR2

δλt.R3








+








δu.KT 1.∆uλ

δλnKT 2.∆u

δλt.KT 3.∆u








= 0 (3.16)
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ave

δu.R1 = P ie(u, δu) +

∫

Γ1
c

(
δξβ λtβ + δg λn

)
Sc dΓ

1
c

δλnR2 =

∫

Γ1
c

g Sc δλn dΓ
1
c

δλt.R3 =

∫

Γ1
c

ξ̇αMαβ Sa δλtβ dΓ
1
c

δu.KT 1.∆uλ = ∆P ie(u, δu)

+

∫

Γ1
c

(
δξβ ∆λtβ + δg∆λn

)
ScdΓ

1
c +

∫

Γ1
c

(
λtβ ∆δξ

β + λn∆δg
)
ScdΓ

1
c

δλnKT 2.∆u =

∫

Γ1
c

∆g Sc δλn dΓ
1
c

δλt.KT 3.∆u =

∫

Γ1
c

∆
(

ξ̇αMαβ

)

SaδλtβdΓ
1
c

(3.17)

Bien que ette méthode respete parfaitement les onditions d'admissibilité, elle

est ependant moins utilisée que la pénalisation. En e�et, ette méthode introduit de

nouvelles variables et la résolution du système d'équations engendré est beauoup plus

omplexe à résoudre. De plus, la non-violation des onditions d'admissibilité ne permet

pas la prise en ompte direte des déformations élastiques des aspérités surfaiques.

En e�et, l'utilisation de la méthode des multipliateurs de Lagrange suppose que les

surfaes de ontat sont parfaitement dérites.

La volonté d'unir dans une même proédure les avantages de la pénalisation et eux

du lagrangien a vu émerger une multitude de méthodes hybrides dont la plus utilisée

est elle du lagrangien augmenté.

3.1.3 Méthode du lagrangien augmenté

La méthode du lagrangien augmenté présente l'avantage de permettre le respet quasi

exat des onditions d'admissibilité sans ajouter des degrés de liberté supplémentaires.
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En e�et, les multipliateurs de Lagrange sont onsidérés omme des paramètres qui

sont mis à jour à partir d'une méthode de pénalisation. Don, les multipliateurs de

Lagrange, λ, sont toujours introduits mais omme des paramètres auxquels une om-

posante de pénalisation est ajoutée, pour obtenir les fores de ontat. Les omposantes

normale et la tangentielle de λ sont notées respetivement λn et λt. Elles respetent les

égalités suivantes :

λ = −λnn+ λt ave λt = λtβτ
β

(3.18)

La ondition d'admissibilité de ontat (équation (2.20) page 17) est remplaée par

une ombinaison entre elle utilisée ave la méthode de pénalisation (équation (3.1))

et elle utilisée ave la méthode des multipliateurs de Lagrange (équation (3.10)). La

relation établie pour représenter le ontat est la suivante :

tn =< λn + εng > (3.19)

⇐⇒







λn + εng ≥ 0 tn = λn + εng ontat

λn + εng < 0 tn = 0 non ontat

(3.20)

Par ailleurs, la ondition d'admissibilité de frottement (équation (2.28) page 19)

est substituée par une ombinaison entre elle utilisée ave la méthode de pénalisa-

tion (équation (3.3)) et elle utilisée ave la méthode des multipliateurs de Lagrange

(équation (3.12)). Le frottement est don représenté de la manière suivante :

Φ = ‖tt‖ − µtn ≤ 0 ζ ≥ 0 (3.21)

⇐⇒







Φ < 0 vt =
1

εt
(Lvtt −Lvλt) adhérene

Φ = 0 vt − ζ
tt

‖tt‖
=

1

εt
(Lvtt −Lvλt) ave ζ ≥ 0 glissement

(3.22)
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Ainsi le système d'équations régissant la méanique des solides en présene de

ontat frottant (voir partie 2.3 page 20,) est exprimé par :

P int(u, δu) + Pext(u, δu)
︸ ︷︷ ︸

Pie(u,δu)

+

∫

Γ1
c

(
δξβ ttβ + δg tn

)
dΓ1

c = 0 (3.23)

ave

tn = < λn + εng > (3.24a)

Φ = ‖tt‖ − µtn ≤ 0 (3.24b)

vt − ζ
tt

‖tt‖
=

1

εt
(Lvtt −Lvλt) ave ζ ≥ 0 (3.24)

Φζ = 0 (3.24d)

Comme pour les formulations préédentes, la résolution de e problème se fait ave la

méthode de Newton-Raphson. Pour haque itération, le alul de la orretion du hamp

de déplaement est e�etué de la même manière qu'ave la méthode de pénalisation (voir

équation (3.7) à la page 29). Mais les valeurs des fores de ontat sont obtenues grâe

aux équations (3.24). Lors de la mise à jour des multipliateurs de Lagrange, la valeur

atualisée est donnée par la relation :

λk+1
n = tk+1

n =< λkn + εng > (3.25a)

λk+1

t
= tk+1

t
(3.25b)

La méthode du lagrangien augmentée ombine les avantages de la méthode des

multipliateurs de Lagrange et eux de la méthode de pénalisation. En e�et, elle per-

met d'obtenir les onditions d'admissibilité lorsque les multipliateurs de Lagrange sont
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égaux aux fores de ontat ou lorsque les oe�ients de pénalisation tendent vers l'in-

�ni. De plus, le hoix des paramètres de pénalisation n'a pas vraiment d'in�uene sur

les résultats. L'avantage de ette méthode est de permettre l'utilisation de oe�ient de

pénalisation plus faible. Elle évite les problèmes engendrés par le hoix de oe�ients

de pénalisation trop élevés. De plus, elle autorise le ontr�le de la qualité de la solution

grâe à l'augmentation des multipliateurs de Lagrange (voir les équations 3.25). Néan-

moins, une valeur trop faible des oe�ients de pénalisations peut engendrer des temps

de alul très importants en raison de la faible vitesse de onvergene. Des oe�ients

de pénalisation trop grands provoquent, omme ave la méthode de pénalisation, des

osillations du statut de ontat (ontat / non ontat). Ces osillations peuvent soit

rendre le alul plus long soit rendre la résolution impossible. Ainsi, le hoix des oef-

�ients de pénalisation peut rendre ette approhe moins bien adaptée que elle de la

pénalisation ou elle des multipliateurs de Lagrange.

Après avoir formulé un système d'équations adapté à la résolution numérique, une

méthode de disrétisation des équations est présentée.

3.2 Disrétisation des équations

A�n de pouvoir résoudre e problème de ontat méanique entre deux orps défor-

mables, la méthode des éléments �nis est utilisée. L'ensemble des deux orps est déoupé

en ne éléments et nn n÷uds. Pour haque élément e du maillage, il existe une fontion

bijetive qui l'assoie à un élément de référene, eref . Les hamps de déplaements

virtuel et réel sont disrétisés sur l'élément de référene, tel que :

u(ξ, η, ζ, t) =

nne∑

k=1

Nk(ξ, η, ζ)Uk(t) δu(ξ, η, ζ, t) =

nne∑

k=1

Nk(ξ, η, ζ)δUk(t) (3.26)

Dans les expressions préédentes, nne
est le nombre de n÷uds de l'élément e. Nk est

la fontion de forme du kième

n÷ud de l'élément de référene eref . Les veteurs Uk et
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δUk représentent respetivement les valeurs du hamp de déplaement réel et virtuel

au kième

n÷ud de l'élément e. Pour la méthode des multipliateurs de Lagrange, les

hamps des fores de ontat virtuel et réel sont disrétisés sur les frontières de ontat

de la même manière.

D'après la partie préédente, (partie 3.1,) deux types di�érents de systèmes d'équa-

tions peuvent être identi�és en fontion de la méthode utilisée pour prendre en ompte

le ontat frottant, elui réé ave la méthode de pénalisation ou une hybride et elui

lié à la méthode des multipliateurs de Lagrange.

3.2.1 Méthode de pénalisation ou hybride

Pour la méthode de pénalisation, elle du lagrangien augmenté ou toute autre méthode

hybride, le système d'équations linéarisé à résoudre s'érit :

P ie(u, δu) + ∆P ie(u, δu) + Pc(u, δu) + ∆Pc(u, δu) = 0 (3.27)

ave

Pc(u, δu) =

∫

Γ1
c

(
δξβ ttβ + δg tn

)
dΓ1

c (3.28)

∆Pc(u, δu) =

∫

Γ1
c

(
δξβ ∆ttβ + δg∆tn

)
dΓ1

c +

∫

Γ1
c

(
ttβ ∆δξ

β + tn∆δg
)
dΓ1

c (3.29)

Seules les expressions de tn et de tt varient d'une méthode à une autre (voir paragraphe

3.1 page 26 et 32).

Dans le as général des grandes déformations, les termes relatifs aux travaux virtuels

des fores internes et externes (exeptées les fores de ontat) peuvent être érits sous

la forme :

P ie(u, δu) = δUT .Rie(U) (3.30)

∆P ie(u, δu) = δUT .Kie(U).∆U (3.31)
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où ∆U et δU sont des veteurs de taille nddl omposés respetivement des valeurs

nodales des déplaements inrémentaux et des déplaements virtuels de l'ensemble des

n÷uds des solides, tel que :

∆U =











∆U1

∆U2

.

.

.

∆Unn











et δU =











δU1

δU2

.

.

.

δUnn











(3.32)

nddl est le nombre de degrés de liberté du système. Rie et Kie sont respetivement un

veteur et une matrie arrée de taille nddl.

Les termes orrespondant aux fores de ontat peuvent aussi être mis sous la même

forme :

Pc(u, δu) = δUT .Rc(U) (3.33)

∆Pc(u, δu) = δUT .Kc(U).∆U . (3.34)

Le veteur Rc et la matrie arrée Kc ont la même taille que le veteur Rie et la

matrie arrée Kie (nddl). Le nombre d'éléments non nuls ompris dans le veteur Rc

et la matrie Kc dépend à la fois du nombre de n÷uds des surfaes de ontat et du

statut de ontat (dimension de la zone de ontat et position relative des frontières).

Ce nombre d'éléments peut don varier entre deux pas de temps. Mais, la formulation

du veteur Rc et la matrie Kc dépendent aussi de la méthode permettant de prendre

en ompte le ontat frottant entre deux solides disrétisés spatialement. Ainsi, le alul

du veteur Rc et la matrie Kc sont détaillés dans la partie suivante ave la méthode

de disrétisation du ontat méanique (paragraphe 3.3 page 39). Comme ette relation

(équation 3.27) doit être véri�ée pour tout hamp de déplaement δu inétiquement ad-

missible, alors l'équation à résoudre dans le adre d'un algorithme de Newton-Raphson
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est la suivante :

Rie(U) +Rc(U)
︸ ︷︷ ︸

R(U)

+ [Kie(U) +Kc(U)]
︸ ︷︷ ︸

KT (U)

.∆U = 0 (3.35)

où, R et KT sont respetivement le veteur résidu et la matrie tangente.

3.2.2 Méthode des multipliateurs de Lagrange

Pour la méthode des multipliateurs de Lagrange, une démarhe similaire à elle utilisée

ave la méthode de pénalisation est e�etuée. Mais, le système d'équations régissant

la méanique du ontat frottant est di�érent (voir paragraphe 3.1.2 équation 3.16).

Néanmoins, le système d'équations à résoudre peut être mis sous la forme :








Ru(U ,λ)

R′

λn
(U)

R′

λt
(U)








︸ ︷︷ ︸

R′(U)

+








Kuu(U ,λ) K ′

uλn
(U) K ′

uλt
(U)

K ′

λn u(U) 0 0

K ′

λt u
(U ) 0 0








︸ ︷︷ ︸

K′

T
(U)








∆U

∆λ′

n

∆λ′

t








= 0 (3.36)

ave

Ru(U ,λ) = Rie(U) +Rc λ(U ,λ) (3.37)

Kuu(U ,λ) = Kie(U) +Kc λ(U ,λ) (3.38)

La matrie arréeKuu et le veteur Ru ont la même taille que la matrie tangente et le

veteur résidu obtenus ave la méthode de pénalisation ou une méthode hybride (nddl).

La matrieKie et le veteur Rie sont dé�nis dans la partie préédente (équations 3.30

et 3.31). Les veteurs R′

λn
et ∆λ′

n
ont la taille du nombre de n÷uds de la surfae

de ontat Γ1
c (nc 1

n ), soit nc 1
ddl − nc 1

n (nc 1
ddl est le nombre de degrés de liberté lié aux

fores de ontat de la surfae Γ1
c). Les matries K ′

λn u, K
′

λt u
, K ′

uλn
et K ′

uλt
sont

respetivement de taille nc 1
n × nddl, (n

c 1
ddl − nc 1

n )× nddl, nddl × nc 1
n et nddl × (nc 1

ddl − nc 1
n ).
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La matrie tangente du système d'équations préédent, K ′

T
, omporte un ertain

nombre de lignes et de olonnes nulles dans les termes de ontat méanique (matries

notées ave l'indie λ). De même, le veteur résidu, R′
, omprend des éléments nuls

dans les termes de ontat (veteurs notés ave l'indie λ). Ces éléments nuls sont dus

au fait que ertains n÷uds de la frontière Γ1
c sont libres de tout ontat méanique. Si

uniquement les fores de ontat liées aux n÷uds en ontat méanique sont onsidérées,

alors la dimension de e système peut être réduite sous la forme :








Ru(U ,λ)

Rλn
(U)

Rλt
(U)








︸ ︷︷ ︸

R(U ,λ)

+








Kuu(U ,λ) Kuλn
(U) Kuλt

(U)

Kλn u(U) 0 0

Kλt u(U ) 0 0








︸ ︷︷ ︸

KT (U ,λ)








∆U

∆λn

∆λt








= 0 (3.39)

La matrie tangente KT ne omporte plus de lignes ou de olonnes nulles, mais sa

dimension peut varier entre deux itérations. En e�et, le nombre d'inonnues peut être

modi�é en fontion du hangement des statuts de ontat. Ainsi, la taille du veteur

solution et don la taille du système à résoudre peuvent varier au ours de la résolution.

La disrétisation spatiale utilisée pour la résolution numérique pose des problèmes

au niveau des interfaes de ontat. En e�et, le ontat méanique n'est plus onsidéré

entre deux frontières mais entre deux nuages de points.

3.3 Disrétisation du ontat méanique

La modélisation mathématique de l'interfae de ontat peut se faire de di�érentes

manières. Deux tehniques permettant de prendre en ompte les onditions de ontat

peuvent être utilisées : une méthode point-surfae et une méthode surfae-surfae.
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3.3.1 Méthode point-surfae

Cette méthode, sous la formulation maître-eslave, est la plus répandue ar elle est

simple et donne de bons résultats. Dans ette formulation, les deux interfaes n'ont

pas les mêmes statuts, e qui introduit une non-symétrie. Une surfae de ontat est

onsidérée maître et l'autre eslave. Les onditions de ontat frottant sont onsidérées

entre tout point de la surfae eslave ave la surfae maître (voir �gure 3.3).

Figure 3.3 � Représentation du alul de l'interpénétration au point A

Pour le problème de ontat méanique frottant exposé préédemment, le solide

1 est l'eslave et le solide 2 le maître. La frontière de ontat dans la on�guration

déformée γ1c est don la surfae eslave. Alors que γ
2
c est la frontière de ontat maître.

Les onditions de ontat et de frottement (loi de Coulomb) sont données pour haque

point, x1, de la surfae eslave, γ
1
c , par :







g ≤ 0

tn ≥ 0

gtn = 0







Φ = ‖tt‖ − µtn ≥ 0

vt = ζ
tt

‖tt‖

ζ ≤ 0

ζΦ = 0

∀x1 ∈ γ1c . (3.40)

Cette modélisation du ontat permet aussi bien d'utiliser les méthodes de résolution

basées sur la pénalisation que elles utilisant les multipliateurs de Lagrange.

Le alul des éléments relatifs au ontat, du système d'équations disrétisé, exposé

dans la partie préédente (partie 3.2 page 35), néessite de faire la distintion entre la
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méthode de pénalisation ou hybride et la méthode des multipliateurs de Lagrange.

Méthode de pénalisation ou hybride

Tenant ompte du système d'équations (3.27) et du fait que le ontat est onsidéré

pour tout point de la frontière γ1c , alors les omposantes relatives au ontat frottant

peuvent être mises sous la forme :

Pc(u, δu) =

ne∑

e=1

∫

eref

(
δξβ ttβ + δg tn

)
detJedξdη

︸ ︷︷ ︸

Pc
e

(3.41)

∆Pc(u, δu) =

ne∑

e=1

∫

eref

(
δξβ∆ttβ + δg∆tn + ttβ∆δξ

β + tn∆δg
)
detJe dξdη

︸ ︷︷ ︸

∆Pc
e

(3.42)

où Je est le jaobien de la transformation qui assoie à un élément du maillage, e, un

élément de référene, eref .

Si une intégration numérique est e�etuée, alors les ontributions de l'élément e sont

notées :

Pc
e(u, δu) =

npi∑

pi=1

(
δξβ ttβ + δg tn

)
w detJe

︸ ︷︷ ︸

Pc
e pi

(3.43)

∆Pc
e(u, δu) =

npi∑

pi=1

(
δξβ∆ttβ + δg∆tn + ttβ∆δξ

β + tn∆δg
)
w detJe

︸ ︷︷ ︸

∆Pc
e pi

(3.44)

où w est le poids d'intégration du point pi. Si la partiule de oordonnée X1(pi) admet

une relation de ontat ave une partiule d'un élément m appartenant à la frontière



CHAPITRE 3. MÉTHODES DE RÉSOLUTION 42

γ2c , alors les veteurs δU
c
pi et ∆U

c
pi sont dé�nis tels que :

δU c
pi

=

















δU1

.

.

.

δUnne

δU1

.

.

.

δUnnm























∈ e ⊂ Γ1
c







∈ m ⊂ Γ2
c

et ∆U c
pi

=

















∆U1

.

.

.

∆Unne

∆U1

.

.

.

∆Unnm























∈ e ⊂ Γ1
c







∈ m ⊂ Γ2
c

(3.45)

La partie supérieure des veteurs orrespond aux degrés de liberté de l'élément eslave

alors que la partie inférieure orrespond à eux de l'élément maître, relatif au point

d'intégration pi. Après quelques transformations, (pour plus de détails, voir [3℄,) les

ontributions relatives au point d'intégration pi peuvent être érites sous la forme :

Pc
e pi = δU c

pi
T .Rc

pi
(3.46)

∆Pc
e pi = δU c

pi
T .Kc

pi
.∆U c

pi
(3.47)

Méthode des multipliateurs de Lagrange

Une approhe similaire est utilisée ave la méthode des multipliateurs de Lagrange.

Les omposantes relatives au ontat du système d'équations (3.16) sont déomposées

en une somme sur les éléments de Γ1
c . Chaun des termes de ette somme est aussi

déomposé en une somme sur les points d'intégration. La partiule de pi appartenant à

l'élément e de la frontière Γ1
c est supposée être en relation de ontat ave l'élément m

de la frontière Γ2
c . Les ontributions à l'équation représentant la méanique du problème

et à la linéarisation de elle-i liées au point d'intégration pi de l'élément e sont données
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par les relations suivantes :








δU c
pi

δλn e

δλt e








T 






Rc
pi u

Rc
pi λn

Rc
pi λt








(3.48)

et








δU c
pi

δλne

δλt e








T 






Kc
pi uu

Kc
pi uλn

Kc
pi uλt

Kc
pi λnu

0 0

Kc
pi λtu

0 0















∆U c
pi

∆λn e

∆λt e








(3.49)

Cette méthode de prise en ompte du ontat pose ertains problèmes. Elle entraîne

des instabilités ou des bloages numériques, notamment lorsque les surfaes de ontat

ne sont pas assez régulières ou lorsque les déplaements relatifs sont trop importants.

A�n de remédier à es problèmes, une méthode surfae-surfae, basée sur les éléments

joints, est proposée.

3.3.2 Méthode surfae-surfae

La méthode des éléments joints a initialement été introduite pour gérer les inompa-

tibilités de raordement entre les maillages. Ce problème a émergé ave l'avènement

du alul parallèle. Cette méthode onsiste à aluler une égalité sur l'ensemble de l'in-

terfae (sur l'élément joint) et non plus loalement. L'appliation de ette méthode de

alul au problème de ontat frottant onsiste à imposer les onditions de ontat non

pas loalement, mais sur l'ensemble de la surfae andidate au ontat. On dé�nit don

une formulation surfae-surfae [16℄.

Si le problème de ontat exposé préédemment est onsidéré, les solides 1 et 2 sont

andidats au ontat par l'intermédiaire de la partie de leur frontière notée respetive-

ment dans la on�guration déformée γ1c , pour la surfae eslave (non joint) et γ2c pour
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la surfae maître (joint). Les onditions de ontat et de frottement (loi de Coulomb)

sont données pour haque point, x1, de la surfae eslave, γ
1
c , par :







g ≤ 0

tn ≥ 0
∫

γ1
c

gtndγ
1
c = 0







Φ = ‖tt‖ − µtn ≥ 0

vt = ζ
tt

‖tt‖

ζ ≤ 0

ζΦ = 0

∀x1 ∈ γ1c . (3.50)

Bien que ette tehnique de alul reste valable quelle que soit la disrétisation spa-

tiale, une disrétisation isoparamétrique des fores de ontat, du hamp de déplaement

réel et virtuel est e�etuée sur les frontières andidates au ontat, telle que :

t1
c

=

n1
c∑

i=1

N1
i t

1

c i
= −

n1
c∑

i=1

N1
i tn ini +

n1
c∑

i=1

N1
i ttβ i τ

β
i (3.51)

uα =

nα
c∑

i=1

Nα
i u

α
i

(3.52)

xα =

nα
c∑

i=1

Nα
i x

α
i

(3.53)

où, Nα
i et ()αi désigne respetivement la fontion d'interpolation au n÷ud i de la surfae

andidate au ontat α, et la valeur de la variable ( ) en e même n÷ud. nα
c est le

nombre de n÷uds que omporte la frontière andidate au ontat α. Ces équations sont

introduites dans la formulation faible de l'équation d'admissibilité du ontat unilatéral

(voir (3.50)) :

∫

γ1
c

tnn(x
1−x2)dγ1c = 0 ⇐⇒

∫

γ1
c

n1
c∑

A=1

N1
AtnAnA





n1
c∑

B=1

N1
Bx

1

B
−

n2
c∑

C=1

N2
Cx

2

C



 dγ1c = 0

⇐⇒

n1
c∑

A=1



tnAnA





n1
c∑

B=1

n1
ABx

1

B
−

n2
c∑

C=1

n2
ACx

2

C







 = 0 (3.54)
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ave : ni
AB =

∫

γ1
c

N1
AN

i
Bdγ

1
c . Une fontion éart gA est ainsi dé�nie, en tout n÷ud A de

la surfae γ1c , tel que :

gA = nA





n1
c∑

B=1

n1
ABx

1

B
−

n2
c∑

C=1

n2
ACx

2

C




(3.55)

Les onditions d'admissibilité du ontat unilatéral peuvent don être réérites sous la

forme : 





gA ≤ 0

tnA ≥ 0
n1
c∑

A=1

gAtnA = 0

⇐⇒







gA ≤ 0

tnA ≥ 0

gAtnA = 0

∀A ∈ [1, n1
c ] (3.56)

Une ondition d'admissibilité pour le ontat unilatéral est alors dé�nie pour haque

n÷ud de la surfae �non-joint�, γ1c . Cette ondition d'admissibilité dépend à la fois de

la géométrie de la surfae �non-joint�, γ1c , et de elle de la surfae �joint�, γ
2
c .

Figure 3.4 � Représentation du alul de l'interpénétration au n÷ud A

La valeur de la distane entre le n÷ud A et la surfae γ2c obtenue par la relation

(3.55) orrespond à l'aire (en deux dimensions) ou le volume (en trois dimensions) de
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l'interpénétration pondérer par les fontions de forme du n÷ud A. Cette valeur de la

distane entre les solides dépend aussi de la taille des éléments omprenant le n÷ud A.

Dans le as d'un problème en deux dimensions, ette aire est représentée sur la �gure

3.4. Une autre valeur de la distane peut être dé�nie a�n que elle-i ne dépende pas de

la taille des éléments [16℄. L'artile ité préédemment expose la méthode des éléments

joints pour un problème de ontat méanique frottant en deux dimensions. La distane

ainsi que la vitesse du n÷ud A par rapport à la surfae γ2c sont exprimées par :

gA = KA





n1
c∑

B=1

n1
ABx

1

B
−

n2
c∑

C=1

n2
ACx

2

C



nA (3.57)

vtA = KA





n1
c∑

B=1

ṅ1
ABx

1

B
−

n2
c∑

C=1

ṅ2
ACx

2

C



 τA ⊗ τA (3.58)

ave

KA =
1

∑n1
c

D=1 n
1,ref
AD

et n1,ref
AD =

∫

Γ1
c

N1
AN

1
DdΓ

1
c (3.59)

Dans es expressions, les veteurs nA et τA sont dé�nis au n÷ud A de la frontière γ1c .

Le veteur nA est égal à la moyenne des veteurs normaux des éléments omportant

le n÷ud A. Le veteur τA est orthogonal au veteur nA (le alul est fait en deux

dimensions).

Comme pour la modélisation point-surfae, ette méthode permet aussi bien d'uti-

liser les méthodes de résolution basées sur la pénalisation ou elles utilisant les multi-

pliateurs de Lagrange.

De même, le alul des éléments relatifs au ontat du système d'équations disrétisé

exposé préédemment (partie 3.2 page 35) doit être fait de deux manières di�érentes

(pour la méthode de pénalisation ou hybride et elle des multipliateurs de Lagrange).

Pour es deux types de méthodes, les aluls sont les mêmes qu'ave la méthode

point-surfae (voir paragraphe préédent (3.3.1)). Par ontre, dans e alul, les valeurs

de la distane et de la vitesse entre un n÷ud A de la frontière γ1c par rapport à la
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frontière γ2c sont redé�nies par les relations imposées par la méthode des éléments

joints (équations 3.57 et 3.58). Les valeurs de es variables aux points d'intégration

sont interpolées en fontion des valeurs nodales.

La prinipale di�ulté s'opposant à l'implémentation de ette méthode est la né-

essité de posséder un veteur normal et un veteur tangentiel en haque n÷ud de

la surfae � non-joint �, γ1c . Une méthode de alul de es valeurs est envisagée dans

[17, 18℄. En outre, une proédure de régularisation du veteur normal et du veteur

tangentiel est détaillée dans [16℄. Les frontières de ontat peuvent aussi être lissées,

a�n de déterminer un veteur normal et un veteur tangentiel ontinus.

Après avoir présenté les di�érents systèmes d'équations disrétisés, il reste à présen-

ter les tehniques de résolution et plus préisément, les algorithmes.

3.4 Algorithmes de résolution

Il existe de nombreux algorithmes permettant de résoudre le problème de méanique

des solides en présene de ontat frottant. Évidemment, es algorithmes sont liés au

système d'équations disrétisé. L'approhe adoptée dans e doument est basée sur

l'algorithme de Newton-Raphson.

3.4.1 Méthodes de pénalisation

En utilisant la méthode de la pénalisation, les inonnues du système d'équations à ré-

soudre sont onstituées des déplaements nodaux. Les degrés de liberté supplémentaires

liés aux fores de ontat ne sont don pas pris en ompte (voir partie 3.1.1 page 26).

Le système non linéaire obtenu est résolu par la méthode de Newton-Raphson. Celle-i

onsiste à aluler une suite de orretions inrémentales permettant d'obtenir la solu-

tion du problème à partir de l'état d'équilibre préédent. La orretion inrémentale à

la iième

itération (∆Ui) est obtenue par la résolution de l'équation (3.35) qui peut être
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érite sous une forme plus abrégée :

R(Ui) +KT (Ui)∆Ui = 0 (3.60)

R est le veteur résidu etKT est la matrie tangente orrespondant au développement

limité au premier ordre du veteur R par rapport au veteur déplaement, U . Dans e

système d'équations, la fore de ontat t1c est remplaée par une fontion des hamps de

déplaement u1 et u2 (voir équations 3.6 ). L'algorithme utilisé dans e doument pour

la résolution d'un problème de ontat méanique ave une méthode de pénalisation

est présenté dans l'Algorithme 3.1.

Algorithme 3.1 Méthode de pénalisation

Entrées: U0, εn et εt (i = 0).
1- Calul des onditions de ontat (εn, εt et t

1
c
).

2- Calul de la orretion inrémentale, ∆Ui :

(équation (3.60)), R(Ui) +KT (Ui)∆Ui = 0
Corretion du veteur des déplaements à l'itération i+ 1 : Ui+1 = Ui +∆Ui.

si onvergene alors

Ui+1 = état d'équilibre

sinon

retour à l'étape 1 ave i = i+ 1
�n (si)

Cette méthode néessite la dé�nition de deux onstantes : le oe�ient de pénalisa-

tion normale (εn) et le oe�ient de pénalisation tangentielle (εt). Plusieurs méthodes

peuvent être utilisées pour dé�nir la valeur des oe�ients de pénalisation.

Pénalité onstante

Cette méthode est de loin la plus utilisée. Cei, notamment, grâe à sa simpliité et au

fait qu'elle est une des premières à avoir vu le jour. Les oe�ients de pénalisation (εn et

εt) sont des onstantes. Ils ne varient ni dans l'espae ni dans le temps, e qui permet de

ne pas alourdir le alul. Il reste ainsi très prohe d'un alul de méanique non linéaire.
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Néanmoins, la prinipale di�ulté survenant lors de l'utilisation de ette méthode est

le hoix des oe�ients de pénalisation. Le hoix de oe�ients trop faibles engendre

des interpénétrations ou des glissements relatifs dont les valeurs sont trop grandes et

don inadmissibles physiquement. D'un autre �té, le hoix de oe�ients trop grands

onduit à des osillations et des problèmes de onvergene.

Pour pallier es di�ultés, la méthode de pénalisation adaptative a été proposée.

Pénalité adaptative

La méthode de pénalisation adaptative ne s'applique qu'au oe�ient de pénalisation

normale [34℄. Le oe�ient de pénalisation tangentielle reste onstant dans l'espae et

tout au long de la résolution (omme dans la méthode de pénalisation). Cette méthode

a pour but d'éliminer la di�ulté engendrée par le hoix du oe�ient de pénalisation

normale. L'utilisateur ne doit fournir qu'une valeur initiale de e oe�ient. Par ontre,

il doit hoisir une valeur d'interpénétration minimale (gmin) et une valeur maximale

(gmax). A�n de ontr�ler l'interpénétration, pour qu'elle reste omprise entre la valeur

minimale (gmin) et la maximale (gmax), une méthode d'adaptation du oe�ient de

pénalisation normale a été proposée ([34, 33, 35℄). Pour que l'interpénétration reste a-

eptable il faut que la borne supérieure soit de l'ordre de grandeur de l'erreur engendrée

par la résolution numérique. Lorsqu'il y a ontat, on souhaite que :

gmin ≤ g ≤ gmax. (3.61)

A�n de respeter l'inégalité (3.61), lors du alul de la fore normale de ontat, le

oe�ient de pénalisation normale (εn) est �xé selon les onditions de ontat (ei en

fontion de la valeur de l'interpénétration et la valeur de e même oe�ient à l'itération

préédente). Le oe�ient de pénalisation normal peut don être di�érent pour deux

points sur une même surfae de ontat.

Si l'interpénétration est trop importante, ou trop petite, le paramètre de pénalisation
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sera respetivement augmenté ou diminué. Le oe�ient de pénalisation normale à

l'itération i + 1 (εn i+1) est ajusté en fontion de l'interpénétration et de e même

paramètre à l'itération i (gi et εn i), tel que :

εn i+1 = F(gi, gmin, gmax)εn i (3.62)

ave pour g > 0

F(gi, gmin, gmax) =







gi

gmax

si gi > gmax

gi

gmin

si gi < gmin

1 sinon

(3.63)

Le ritère de onvergene est enrihi d'une ondition d'invariabilité des oe�ients

de pénalisation. Cei assure que les valeurs de l'interpénétration seront bien omprises

entre les valeurs maximales et minimales, fournies par l'utilisateur. Cette tehnique

d'adaptation de la pénalisation permet de rendre la méthode plus stable et plus ra-

pide. Néanmoins, la valeur majorant l'interpénétration admissible ne peut pas toujours

être aussi petite que e qui est désiré. Le hoix d'une valeur trop petite peut engen-

drer des osillations numériques, situation qui peut rendre la résolution impossible. En

outre, l'adaptation de la pénalité fait disparaître la possibilité de pouvoir représenter

la déformation élastique des aspérités surfaiques par l'interpénétration. Celle-i n'est

plus fontion de la pression de ontat. L'interpénétration est don uniquement une

erreur engendrée par la résolution numérique. De plus, la non-symétrie des onditions

de ontat (l'erreur n'est admise que lorsqu'il y a interpénétration,) peut réer ertains

problèmes de onvergene. En e�et, le franhissement de la frontière de ontat peut

entraîner des osillations numériques. Pour pallier les limites de es méthodes, elle du
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lagrangien augmenté peut être envisagée.

3.4.2 Méthodes du lagrangien augmenté

L'utilisation de la méthode du lagrangien augmenté n'introduit pas d'inonnues supplé-

mentaires (voir partie 3.1.3 page 32). Les inonnues du système d'équations à résoudre

sont les déplaements nodaux, omme pour la méthode de pénalisation. Le système

non linéaire obtenu peut être résolu par la même méthode utilisée dans le as de la

méthode de pénalisation (voir la partie préédente, 3.4.1, équation 3.60). Dans e sys-

tème d'équations, la fore de ontat t1
c
est remplaée par une fontion des hamps de

déplaement u1 et u2 et des multipliateurs de Lagrange (voir équations 3.24). La mise

à jour des multipliateurs de Lagrange est faite à partir des équations (3.25). Plusieurs

algorithmes peuvent être utilisés pour la résolution de problème utilisant la méthode

du lagrangien augmenté. L'algorithme 3.2 est utilisé dans ette analyse.

Algorithme 3.2 Méthode du lagrangien augmenté

Entrées: U0, εn et εt (i = 0) λ = t1
c
.

1- Calul des onditions de ontat (εn, εt et t
1
c
).

2- Calul de la orretion inrémentale, ∆Ui :

(équation (3.60)), R(Ui) +KT (Ui)∆Ui = 0
Calul du veteur des déplaements à l'itération i+ 1 : Ui+1 = Ui +∆Ui.

si onvergene alors

si l'interpénétration et le glissement relatif sont inférieurs à la tolérane alors

Ui+1 = état d'équilibre

sinon

mise à jour des multipliateurs de Lagrange (λ = t1
c
, équations (3.25))

retour à l'étape 1 ave i = i+ 1
�n (si)

sinon

retour à l'étape 1 ave i = i+ 1
�n (si)

L'algorithme utilisé ave la méthode du lagrangien augmenté néessite la détermi-

nation de deux onstantes, le oe�ient de pénalisation normale et le tangentielle. Les
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valeurs des oe�ients de pénalisation, εn et εt, sont onstantes et �xées par l'utilisa-

teur.

Cette méthode permet d'utiliser des valeurs plus faibles pour les oe�ients de

pénalisation. Cei réduit les risques d'avoir des osillations numériques et des problèmes

de onvergene. Néanmoins, omme pour la méthode de pénalisation, la prinipale

di�ulté survenant lors de son utilisation est le hoix des oe�ients de pénalisation.

Le hoix de oe�ients trop faibles engendre un trop grand nombre d'itérations, et don

des temps de alul inadmissibles.

A�n de supprimer le hoix des oe�ients de pénalisation, la méthode des multipli-

ateurs de Lagrange peut être envisagée.

3.4.3 Méthode des multipliateurs de Lagrange

L'utilisation de la méthode des multipliateurs de Lagrange n'introduit pas de o-

e�ients devant être déterminés par l'utilisateur mais ajoute des degrés de liberté.

Ces degrés de liberté supplémentaires orrespondent aux fores de ontat (voir par-

tie 3.1.2). Le système d'équations non linéaires est aussi résolu par la méthode de

Newton-Raphson. La orretion à l'itération i est obtenue par la résolution de l'équa-

tion (3.39), qui peut être réérite sous la forme :

R(Ui,λi) +KT (Ui,λi)∆Uλ i = 0 (3.64)

ave

R(Ui,λi) =








Ru(Ui,λi)

Rλn
(Ui)

Rλt
(Ui)








∆Uλ i =








∆Ui

∆λn i

∆λt i








(3.65)
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et

KT (Ui,λi) =








Kuu(Ui,λi) Kuλn
(Ui) Kuλt

(Ui)

Kλn u(Ui) 0 0

Kλt u(Ui) 0 0








(3.66)

La taille de e système peut varier entre nddl et nddl + nc 1
ddl en fontion du nombre de

n÷uds de la frontière Γ1
c en ontat. nddl et n

c 1
ddl sont respetivement, le nombre de

degrés de liberté des déplaements et elui des fores de ontat.

Résolution lassique

Une tehnique de résolution similaire à elle e�etuée ave la méthode de pénalisation

peut être retenue (voir 3.4.1). L'algorithme utilisé pour résoudre e système est, de

même, elui de Newton-Raphson (Algorithme 3.3) :

Algorithme 3.3 Méthode des multipliateurs de Lagrange

Entrées: U0 et λ0 = t1
c
(i = 0).

1- Calul de la orretion inrémentale, ∆Uλ i :

(équation (3.64)), R(Uλ i) +KT (Uλ i)∆Uλ i = 0
Corretion du veteur des déplaements et des fores de ontat à l'itération i + 1 :

Uλ i+1 = Uλ i +∆Uλ i.

si onvergene alors

Uλ i+1 = état d'équilibre

sinon

retour à l'étape 1 ave i = i+ 1
�n (si)

Cette tehnique de résolution pose plusieurs problèmes. Le premier est la taille du

système. En e�et, haque orretion inrémentale peut modi�er les statuts de ontat

et don modi�er le nombre de degrés de liberté lié aux fores de ontat. Le deuxième

problème est lié à la résolution de l'équation (3.64). La matrieKT omprend un ertain

nombre de zéros sur sa diagonale, l'inversion de elle-i n'est pas triviale. La résolution

de l'équation (3.64) néessite une tehnique partiulière plus oûteuse en temps de alul

que la fatorisation lasique généralement utilisée.
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Pour éviter es problèmes, une autre proédure de alul basée sur elle dite du

�lagrangien à inrément � avant �� est proposée.

Méthode du lagrangien à inrément � avant �

Pour ette approhe, les multipliateurs de Lagrange ne sont pas onsidérés omme

des inonnues mais plut�t omme des paramètres que l'on �xera a posteriori. Ces pa-

ramètres engendrent à leur tour des orretions du veteur des déplaements. Cette

tehnique permet don la résolution exate du problème en deux temps. Elle est uti-

lisée dans le as du problème de méanique du ontat en dynamique. Elle a d'abord

été proposée pour le ontat bidimensionnel [11℄ puis elle fut étendue au as tridi-

mensionnel et utilisée dans de nombreuses appliations [10, 12℄. Nous proposerons une

adaptation de ette méthode a�n de résoudre les problèmes de ontat méanique en

quasi-statique. Les équations d'équilibre sont véri�ées sans prendre en ompte toutes les

nouvelles onditions de ontat. Puis, des valeurs inrémentales permettant le respet

des onditions d'admissibilité sont alulées.

L'équation permettant le alul de la orretion du veteur solution (3.39) peut être

réérite sous la forme :




Ru(U ,λ)

Rλ(U)



+




Kuu(U ,λ) Kuλ(U)

Kλu(U) 0








∆U

∆λ



 = 0 (3.67)

ave

Rλ(U) =




Rλn

(U)

Rλt
(U)



 ∆λ =




∆λn

∆λt




(3.68)

et

Kuλ(U) =
[

Kuλn
(U) Kuλt

(U)
]

Kλu(U) =




Kλn u(U)

Kλt u(U)




(3.69)
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Le veteur des orretions des déplaements ∆U est déomposé en une somme de

deux termes, tel que :

∆U = ∆U ∗ +∆U c. (3.70)

où le terme ∆U ∗
orrespond à une approximation évaluée à ondition de ontat

onstante. ∆U c
et ∆λ orrespondent aux orretions permettant le respet des ondi-

tions d'admissibilité.

Le veteur ∆U∗
est alulé à partir de l'équation (3.67) en remplaçant le veteur

∆λ par zéro :

Ru(U
∗

j
,λ) +Kuu(U

∗

j
,λ)∆U∗

j
= 0 (3.71)

Cette équation non linéaire est résolue de façon itérative à l'aide de l'algorithme de

Newton-Raphson. La solution de ette équation est notée U∗
et la orretion ∆U ∗

est

donnée par la di�érene entre U∗
et U initiale (∆U ∗ = U ∗−U =

∑

j ∆U
∗

j
). Puis, les

valeurs des veteurs ∆U c
et ∆λ permettant le respet des onditions d'admissibilité

sont alulées. Ces veteurs sont déterminés à partir de l'équation (3.67), pour une

valeur du veteur déplaement égale à U ∗
. Cette équation permet d'obtenir les relations

suivantes :

Kuu(U
∗,λ)∆U c +Kuλ(U

∗)∆λ = 0 (3.72)

Rλ(U
∗) +Kλu(U

∗) [∆U∗ +∆U c] = 0 (3.73)

Après réarrangement, les expressions de ∆U c
et ∆λ sont données par :

[
KλuK

−1

uu
Kuλ

]
∆λ = Rλ +Kλu∆U

∗
(3.74)

∆U c = −K−1

uu
Kuλ∆λ (3.75)
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L'algorithme utilisé pour résoudre e système d'équations est présenté dans l'Algo-

rithme 3.4.

Algorithme 3.4 Méthode du lagrangien à inrément � avant �

Entrées: U0 et λ0 = t1
c
(i = 0).

1- Première étape du alul : U∗

0
= Ui (j = 0).

2- Calul de U∗

j
:

(équation (3.71), Ru(U
∗

j
,λ) +Kuu(U

∗

j
,λ)∆U∗

j
= 0

Corretion du veteur des déplaements à l'itération j + 1 :

U∗

j+1
= U∗

j
+∆U∗

j

si onvergene alors

∆U∗ = U∗

j+1
−Ui et U

∗ = U∗

j+1

sinon

retour à l'étape 2 ave j = j + 1
�n (si)

3- Deuxième étape du alul :

Calul de la matrie X : Kuu(U
∗,λ)X =Kuλ(U

∗)
Calul de la matrie Y : Y =Kλu(U

∗)X
Calul des orretions inrémentales, ∆U c

et ∆λ :

Y∆λ = Rλ(U
∗) +Kλu(U

∗)∆U∗
et ∆U c = −X∆λ

Calul des veteurs à l'itération i+1 : Ui+1 = Ui+∆U∗+∆U c
et λi+1 = λi+∆λ

si onvergene alors

Ui+1, λi+1 = état d'équilibre

sinon

retour à l'étape 1 ave i = i+ 1
�n (si)
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3.5 Conlusion

Le problème de méanique du ontat frottant fait partie des problèmes méaniques qui

sont les plus sensibles à la méthode de résolution numérique utilisée. La résolution de

e genre de problème néessite enore aujourd'hui une attention partiulière aussi bien

au niveau de la formation du système d'équations que de la disrétisation spatiale du

ontat et dans l'algorithme de résolution du problème.

L'intégration des lois de ontat dans un système d'équations n'est pas triviale. Il

existe plusieurs méthodes. Notre travail se foalise sur les méthodes de régularisation de

es lois, parmi lesquelles nous avons exposé les méthodes les plus lassiques, telles que

elle de pénalisation, elle des multipliateurs de Lagrange ou enore elles du lagran-

gien augmenté. Chaune de es méthodes présente des avantages et des inonvénients.

Les méthodes basées sur la pénalisation sont limitées par le hoix des oe�ients de pé-

nalisation alors que elle des multipliateurs de Lagrange est limitée par sa omplexité

et par un oût de alul plus important.

La prise en ompte du ontat méanique sous une disrétisation spatiale est exposée

sous une formulation point-surfae et une formulation surfae-surfae. La modélisation

point-surfae présente de nombreuses limites. Elle entraîne des instabilités ou des blo-

ages numériques, notamment lorsque les surfaes de ontat ne sont pas assez régulières

ou lorsque les déplaements relatifs sont trop importants. La formulation surfae-surfae

arborée n'est pas symétrique mais présente l'avantage de onsidérer la géométrie des

deux surfaes en ontat. Néanmoins, ette méthode présente aussi ertains problèmes

tels que la néessité de posséder un veteur normal et un veteur tangentiel en haque

n÷ud d'une des surfaes andidate au ontat. Cei limite ette formulation aux pro-

blèmes en deux dimensions.

Ce hapitre présente �nalement les algorithmes de résolution du problème de ontat

méanique frottant les plus utilisés. Le hapitre suivant permettra de mettre en évidene

les limites de es algorithmes grâe à des exemples simples.



Chapitre 4

Limites des méthodes habituelles

A�n de mettre en lumière les limites des di�érentes méthodes de alul présentées dans

le hapitre 3, des exemples sont exposés. La résolution de es exemples est faite ave

le logiiel de alul pour les problèmes multiphysiques, fesh++ (finite element shell

in C++ [3, 4℄). Cet outil se base sur la méthode des éléments �nis, il est développé

onjointement entre l'Université Laval et l'Université du Québe à Chioutimi. Il est

ouplé au module Contata (voir [3℄) a�n de permettre la résolution de problèmes de

ontat multiphysique. Ce module est programmé ave une méthode de disrétisation

des équations de ontat point-surfae. Cette dernière fait l'objet de la partie 3.3.1 à la

page 40. Dans un premier temps, des problèmes de ontat sans frottement sont abordés

à travers le problème de Hertz. Par la suite, l'analyse se porte sur des problèmes de

ontat frottant traitant de l'érasement de strutures mines.

4.1 Problèmes de Hertz

Le problème de Hertz est très souvent utilisé omme référene dans le proessus de

validation de modèle numérique. Il onsiste à aluler l'état méanique de deux ylindres

entrant en ontat le long de leur génératrie sous l'e�et d'une fore linéique P (Figure

4.1). Ce problème permet de véri�er si la méthode de alul peut donner une bonne

évaluation des onditions de ontat même si on ne onnaît qu'une approximation des

58
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frontières.

Figure 4.1 � Problème du ontat de Hertz

4.1.1 Solution analytique

Lorsque le omportement des solides est élastique, la solution analytique d'un tel pro-

blème est onnue depuis les travaux de Hertz publiés en 1882. La solution proposée par

Hertz n'est valable que si nous respetons ertaines hypothèses sur la zone de ontat

(Figure 4.2). Celles-i sont données par :

− les surfaes sont ontinues et non onformes : a << R1 et a << R2 (Figure 4.2)

− les déformations sont petites : a << R1 et a << R2

− haque solide peut être onsidéré omme un solide semi-in�ni, 'est-à-dire :

a << R1 et a << R2

− il n'y a pas de frottement : µ = 0

Figure 4.2 � Zone de ontat de Hertz.
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D'après les ouvrages [37, 38, 39℄, qui reprennent la théorie de Hertz, les équations

régissant la méanique dans la zone de ontat (Figure 4.2) des deux ylindres in�niment

longs en ontat le long de leur génératrie (Figure 4.1) sont données par :

a = 2

√

PR∗

πE∗
(4.1)

tN(x) =
2P

πa2
(a2 − x2)1/2 = tN 0

(

1−
x2

a2

)1/2

(4.2)

δ =
P

πE∗

(
2

3
+ Ln

2R1

a
+ Ln

2R2

a

)

(4.3)

ave :

1

R∗
=

1

R1

+
1

R2

1

E∗
=

1− ν21
E1

+
1− ν22
E2

(4.4)

4.1.2 Approhe numérique

Dans et exemple, les deux ylindres sont de même dimension. D'après les plans de

symétrie, de l'hypothèse des petites déformations et de la géométrie, le problème peut

être réduit à la modélisation de deux quarts de ylindres rentrant en ontat entre eux

(Figure 4.3).

Figure 4.3 � Problème du ontat de Hertz simpli�é.
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Compte tenu du fait que tout le ylindre n'est plus onsidéré, la fore linéique P

ne peut plus être imposée. A�n de résoudre le même problème, un déplaement est

imposé sur les faes des quarts de ylindre parallèles à la zone de ontat, eux-i ont

le même sens que la fore P et sont égaux à δ/2. De plus, les déplaements normaux

des frontières reposant sur les axes de symétries sont imposés nuls.

La résolution de e problème est e�etuée en deux dimensions en se basant sur

l'hypothèse des déformations planes. Le alul est aompli en deux pas de temps. Le

nombre d'itérations maximale pour haque pas de temps est �xé à ent.

Le maillage de la setion du quart de ylindre est omposé d'éléments triangulaires

à trois n÷uds (Figure 4.4). Les éléments situés dans le voisinage de la zone de ontat

sont supposés être de même dimension. Pour le hoix de la taille des éléments, nous

avons pris omme ritère le ratio entre la taille des éléments dans la zone de ontat

et la dimension de elle-i. Trois maillages sont dé�nis (noté maillage n, où n est le

nombre d'éléments dans la zone de ontat) :

− maillage 2,

− maillage 4,

− maillage 6.

Le hoix d'une méthode de régularisation des équations du ontat méanique a une

très grande in�uene sur la qualité de la solution ainsi que la vitesse de onvergene.

Nous avons omparé les trois méthodes suivantes :

− méthode de pénalisation (ave une pénalité normale de 105, 106 ou 107),

− méthode de pénalisation adaptative [34℄,

− méthode du lagrangien augmenté (ave une pénalité normale de 103, 104, 105 ou

106).

L'unité de longueur hoisie pour la modélisation de es problème est le millimètre. Une

interpolation linéaire est utilisée, ainsi qu'une intégration sur la frontière de ontat de
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type Newton-Cotes à deux points (pour un élément unidimensionnel, ela orrespond

à une intégration sur les n÷uds).

Figure 4.4 � Maillage du quart de ylindre en deux dimensions (maillage 6).

Pour la méthode de pénalisation, le hoix des valeurs du oe�ient de pénalisation

normale est motivé par les valeurs maximales de la fore normale de ontat attendue

(as des deux ylindres en aier : voir paragraphe 4.1.3) et de la tolérane à l'interpé-

nétration. De même, les valeurs du oe�ient de pénalisation normale pour la méthode

du lagrangien augmenté sont basées sur les valeurs utilisées ave la méthode de péna-

lisation. Pour la méthode d'adaptation de la pénalité, la valeur initiale du oe�ient

de pénalisation normale est prise égale à 2, 2 × 102, 2 × 104 ou 2 × 106. Ces valeurs

orrespondent à la valeur du module d'Young de l'aier multipliée par une puissane de

dix (as des deux ylindres en aier : voir paragraphe 4.1.3).
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4.1.3 Deux ylindres identiques

Le problème de ontat entre deux ylindres identiques est résolu de deux manières

di�érentes :

− un quart de ylindre rentrant en ontat ave un plan indéformable,

− deux quarts de ylindre identiques entrant en ontat entre eux.

Ces deux versions sont exposées aussi bien ave un omportement élastique qu'élasto-

plastique. Le problème élasto-plastique est utilisé pour tester l'e�ondrement de la va-

leur des ontraintes normales de ontat. Ainsi, a�n de maximiser la plasti�ation,

l'hypothèse des déformations planes est remplaée par elle des ontraintes planes. Les

aratéristiques physiques et méaniques de es problèmes sont dé�nies par les valeurs

suivantes :

− rayon des ylindres R = 0, 25m

− module d'Young E = 200GPa

− oe�ient de Poisson ν = 0, 3

− limite d'élastiité : σe = 472MPa

− la loi d'érouissage : σ0(MPa) = σe +Kε ave :

− K = 640MPa.

Solution analytique

Dans le as élastique, a�n de majorer la omposante normale de la fore de ontat on

pose :

tN 0 = 1 000MPa. (4.5)

Don, d'après les équations régissant la méanique dans la zone de ontat ((4.1) à (4.3)

de la page 60), les valeurs de a et de δ/2 sont données par :

δ

2
= 5, 927× 10−5

m = 0, 059 27mm (4.6)

a = 0, 002 275m = 2, 275mm (4.7)
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Solution numérique

Pour le problème élasto-plastique, les onditions aux limites et les maillages sont eux

utilisés pour le problème élastique. Ces problèmes sont résolus en deux pas de temps.

� Cas du quart de ylindre et du plan

Le as du quart de ylindre et du plan indéformable est la on�guration la plus

simple de e problème. C'est pour ette raison que e problème est présenté au début

de la validation des méthodes numériques de résolution.

� Méthode de pénalisation

Dans un premier temps, la méthode de pénalisation est étudiée ave un oe�ient

de pénalisation normale onstant. Une étude du as élastique permet de déterminer

la valeur optimale du oe�ient de pénalisation normale. Celle-i est la plus faible

valeur permettant une bonne approximation des fores normales de ontat. Les mêmes

oe�ients de pénalisation sont utilisés pour le as élasto-plastique. Le tableau 4.1

présente le nombre d'itérations en fontion du type du maillage, du omportement du

matériau et du oe�ient de pénalisation normale. Dans e tableau, le terme � os

nt � indique que l'algorithme de résolution a divergé à ause des osillations de statuts

de ontat (ontat / non ontat).

Le tableau 4.1 montre que le nombre d'itérations néessaires à la résolution de e

problème en deux pas de temps, ne dépend pas vraiment du oe�ient de pénalisation

normale. De plus, e nombre est quasiment identique pour tous les maillages utilisés

(lorsque la résolution est possible). Cependant, dans le as élasto-plastique, pour le

maillage le plus �n, les valeurs des oe�ients de pénalisation normale 106 et 107 sont

trop importantes, et ei rend la résolution impossible à ause de l'osillation de statut

de ontat. Cette onstatation peut s'expliquer par le fait que le maillage 6 permet de
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mieux prendre en ompte la plastiité et don le problème se di�érenie plus du as

élastique. Alors, pour les maillages utilisés ii, 105 est la plus grande valeur du oe�ient

de pénalisation normale permettant de résoudre le problème élasto-plastique en deux

pas de temps.

Tableau 4.1 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation (quart de ylindre

en aier et plan indéformable, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

105
3 4 4 4 5 4

2 3 3 5 5 5

106
4 4 5 6 5 os

3 3 4 7 5 nt

107
4 4 6 5 5 os

3 3 4 7 5 nt

Les �gures 4.5 et 4.6 exposent les ontraintes normales de ontat sur le ylindre

en fontion du oe�ient de pénalisation normale pour le maillage 4. La oordonnée X

représente la distane séparant un point de la droite, représentant le plan indéformable

et le plan de symétrie. La �gure 4.5 montre que dans le as élastique un oe�ient

de pénalisation normale d'une valeur de 105 engendre une erreur sur les valeurs des

ontraintes de ontat supérieur à vingt pour ent et une mauvaise évaluation de la

zone de ontat. Cette �gure révèle aussi que la plus faible valeur du oe�ient de

pénalisation normale permettant une bonne approximation de la fore de ontat est

106. Ces onlusions sont aussi valables pour les autres maillages (maillage 2 et 6).

En outre, la �gure 4.6 permet de onstater que pour es trois valeurs du oe�ient

de pénalisation normale, les ontraintes de ontat et la zone de ontat sont quasiment

identiques, dans le as élasto-plastique. Néanmoins, la solution obtenue ave le oe�-

ient de pénalisation le plus faible (105) est de moins bonne qualité que les autres. De
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même, des onstatations identiques peuvent être faites pour le maillage 2.

Figure 4.5 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation (maillage

4 et omportement élastique)

Figure 4.6 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation (maillage

4 et omportement élasto-plastique)

Le tableau 4.1 et les �gures 4.5 et 4.6 permettent de onstater qu'auune des va-

leurs du oe�ient de pénalisation normale ne permet de résoudre de façon optimale e

problème dans le as élastique et élasto-plastique. En e�et, la valeur optimale permet-

tant de résoudre le problème élastique est de 106 (voir la �gure 4.5), alors que pour le
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problème élasto-plastique la plus grande valeur permettant d'obtenir une solution ave

les trois maillages en deux pas de temps est de 105 (voir le tableau 4.1).

� Méthode de pénalisation adaptative

Pour la méthode de pénalisation adaptative, une étude de l'in�uene de la valeur

initiale du oe�ient de pénalisation normale est e�etuée. Les valeurs minimale et

maximale de l'interpénétration onsidérées dans la loi d'adaptation de la pénalité sont

respetivement de 10−5
mm et 10−3

mm. Le tableau 4.2 présente le nombre d'itérations

néessaires à la résolution en fontion du type de maillage, du omportement du maté-

riau et de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale.

Tableau 4.2 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (quart

de ylindre en aier et plan indéformable, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
8 9 8 8 10 10

17 26 25 12 15 12

2× 102
7 7 7 7 8 8

12 19 18 10 13 10

2× 104
6 6 6 7 7 7

8 11 11 9 11 8

2× 106
5 6 7 6 6 os

4 3 5 8 6 nt

Le tableau 4.2 montre que la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale a

une in�uene sur le temps de alul et don sur la onvergene du système. Comme pour

la méthode de pénalisation, plus la valeur du oe�ient de pénalisation est importante

plus les risques d'osillation numérique et de divergene augmentent. La valeur initiale

2 × 106 pour le oe�ient de pénalisation normale rend impossible la résolution du

problème en deux pas de temps ave le maillage 6 et un omportement élasto-plastique.
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En outre, lorsque la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale diminue le

nombre d'itérations néessaires à la résolution du problème augmente.

Figure 4.7 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adapta-

tive (maillage 4 et omportement élastique)

Figure 4.8 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adapta-

tive (maillage 4 et omportement élasto-plastique)

De plus, les �gures 4.7 et 4.8 permettent de onstater que pour le maillage 4, lorsque

la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale est trop importante (2 × 106),

les ontraintes normales de ontat sont moins bien évaluées. Cette onstatation est
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aussi valable pour les autres maillages. Pour que les ontraintes normales de ontat

soient bien évaluées ave une valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale trop

importante (2× 106), la valeur de l'interpénétration maximale doit être plus faible. Le

tableau 4.3 expose le nombre d'itérations néessaires à la résolution de e problème en

deux pas de temps ave une interpénétration maximale de 10−4
mm et une minimale

de 10−5
mm. Ce tableau montre que dans le as élasto-plastique, la résolution du pro-

blème dépend du hoix de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale. Il

semble impossible de déterminer un ensemble ontinu de valeurs du oe�ient de pé-

nalisation normale initial permettant de résoudre le problème. En e�et, l'augmentation

trop importante du oe�ient de pénalisation normale peut engendrer des osillations

numériques et ainsi provoquer la divergene de l'algorithme. Néanmoins, la diminution

de la valeur de l'interpénétration maximale permet de faire onverger les solutions vers

elle obtenue ave une valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale faible (2)

et une interpénétration maximale de 10−3
mm.

Tableau 4.3 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (quart

de ylindre en aier et plan indéformable, alul fait en deux pas de temps, gmax =
10−4

mm)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
7 6 8 8 7 os

8 10 8 10 9 nt

2× 102
6 6 7 6 7 7

7 8 7 9 8 8

2× 104
6 7 8 os os os

5 6 6 nt nt nt

2× 106
5 6 7 6 6 os

4 4 5 8 6 nt
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Ainsi, omme pour la méthode de pénalisation, le hoix de la valeur initiale du oe�-

ient de pénalisation normale reste important. Mais la plage de variation de ette valeur

est beauoup plus importante que dans le as de la pénalisation onstante. Cependant,

ette méthode ajoute des paramètres : l'interpénétration maximale et minimale. Le

hoix de es paramètres est très important pour obtenir la bonne résolution du pro-

blème. Une valeur d'interpénétration maximale trop importante risque de produire une

mauvaise approximation des pressions de ontat. Alors qu'une valeur trop faible peut

engendrer des osillations numériques et don ne pas permettre la résolution. De plus,

lorsque les valeurs de l'interpénétration maximale et minimale se rapprohent le temps

de alul augmente très rapidement. Si es valeurs sont trop prohes, des osillations

numériques peuvent empêher la résolution.

� Méthode du lagrangien augmenté

Pour la méthode du lagrangien augmenté, une étude similaire est faite pour déter-

miner l'intervalle dans lequel le oe�ient de pénalisation normale peut être hoisi. La

valeur minimale de l'interpénétration autorisée est de 10−3
mm. Le tableau 4.4 expose

l'in�uene du hoix de la valeur du oe�ient de pénalisation normale sur le nombre

d'itérations obtenu pour haun des deux pas de temps pris pour résoudre e problème

ave un omportement élastique ou élasto-plastique et en fontion du maillage. Dans e

tableau le terme � non vg � indique que l'algorithme de résolution n'a pas pu onverger

en un nombre d'augmentation des multipliateurs de Lagrange onvenable (inférieur à

20), à ause d'une vitesse de onvergene trop faible . Celle-i est ausée par une valeur

trop petite du oe�ient de pénalisation normale.

Le tableau 4.4 montre que le hoix du oe�ient de pénalisation normale deumeure

ritique ave la méthode du lagrangien augmenté. En e�et, la résolution du problème

n'est possible, dans toutes les on�gurations, que pour un oe�ient de pénalisation

normale bien hoisi (ompris entre 104 et 105). En outre, lorsque le oe�ient de péna-
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lisation normale diminue le nombre d'itérations augmente rapidement.

Tableau 4.4 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (quart de

ylindre en aier et plan indéformable, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

103
non non non non non non

vg vg vg vg vg vg

104
28 26 29 26 24 25

17 20 41 26 36 43

105
8 8 9 7 8 7

5 6 5 11 13 11

106
4 4 5 6 5 os

3 3 4 7 5 nt

Les �gures 4.9 et 4.10 présentent la valeur de la ontrainte normale de ontat sur la

surfae du ylindre en fontion du oe�ient de pénalisation normale pour le maillage 4.

Ces �gures permettent de onstater que les ontraintes normales de ontat dépendent

de la valeur du oe�ient de pénalisation. La qualité de la solution diminue ave l'aug-

mentation du oe�ient de pénalisation normale. Dans le as élastique omme pour

l'élasto-plastique, un oe�ient de pénalisation de 106 donne une très mauvaise ap-

proximation des ontraintes normales de ontat. En e�et, la valeur du oe�ient de

pénalisation normale est reliée à la rigidité de l'interfae. Ainsi, plus ette valeur est

importante plus la fore néessaire pour déformer l'interfae est importante. Ce phé-

nomène est ampli�é par le proessus d'augmentation des multipliateurs de Lagrange.

Pour que la solution obtenue ave un oe�ient de pénalisation normale important

(106) soit de la même qualité que elle obtenue ave un oe�ient plus faible (104),

la tolérane sur l'interpénétration doit être diminuée. Évidemment, ei augmente le

nombre d'itérations. Ces onstatations sont valables quel que soit le maillage.
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Figure 4.9 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 4 et omportement élastique)

Figure 4.10 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 4 et omportement élastique)

Le tableau 4.4 et les �gures 4.9 et 4.10 montrent l'importane de la valeur du o-

e�ient de pénalisation normale. Néanmoins, dans et exemple, tous les types de pro-

blèmes présentés, (élastique ou élasto-plastique ave les maillages 2, 4 ou 6,) peuvent

être résolus ave un même oe�ient de pénalisation (ompris entre 104 et 105).

Cet exemple démontre l'importane du ontr�le de la valeur du oe�ient de pé-
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nalisation normale et de l'interpénétration pour une pression de ontat donnée. Dans

le as de la pénalisation, es deux variables sont liées. Le ontr�le du oe�ient de

pénalisation normale permet don elui de l'interpénétration. Mais ette méthode ne

permet pas de résoudre e problème, sous toutes es on�gurations, ave la même va-

leur du oe�ient de pénalisation normale. Or, la méthode de pénalisation adaptative

et elle du lagrangien augmenté peuvent être utilisées pour résoudre e problème ave

une valeur du oe�ient de pénalisation normale identique pour toutes les on�gu-

rations. Un avantage distingue ependant la méthode de pénalisation adaptative. La

plage de variation du oe�ient de pénalisation est plus large que elle de la méthode

du lagrangien augmenté. Mais es méthodes sont aussi entravées par le hoix de la va-

leur de l'interpénétration maximale. Une valeur trop faible ne permet pas la résolution

du problème, alors qu'une valeur trop importante produit une mauvaise approximation

des ontraintes de ontat. De plus, la méthode de pénalisation adaptative impose à

l'utilisateur de hoisir une valeur d'interpénétration minimale.

� Cas des deux quarts de ylindre

Le as des deux quarts de ylindres identiques entrant en ontat est une on�gu-

ration plus ompliquée que la préédente. Elle vise à tester les méthodes de résolution

lorsque les deux frontières de ontat sont déformables, e qui peut engendrer une plus

grande variation des onditions de ontat entre deux itérations. La même étude que

elle e�etuée ave la on�guration ylindre-plan est reprise sous ette on�guration.

� Méthode de pénalisation

Le tableau 4.5 présente le nombre d'itérations e�etuées pour la résolution de e

problème en deux pas de temps. Ce tableau permet de onstater que la méthode de pé-

nalisation se omporte moins bien lorsque les deux frontières sont disrétisées, surtout

ave un omportement élasto-plastique. En e�et, auun des oe�ients de pénalisation
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hoisi ne permet de résoudre e problème en deux pas de temps, ave un omportement

élasto-plastique et le maillage 6. En e qui onerne la qualité de la solution, les onlu-

sions sont les mêmes que pour la on�guration ave une seule frontière déformable.

Don la méthode de pénalisation n'est pas appropriée pour résoudre e problème sous

ette on�guration en deux pas de temps.

Tableau 4.5 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation (deux quarts de

ylindre en aier, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

105
4 5 5 5 5 os

3 4 3 6 5 nt

106
4 4 6 5 5 os

3 3 4 7 6 nt

107
os 7 9 os os os

nt 3 4 nt nt nt

� Méthode de pénalisation adaptative

Le tableau 4.6 montre également que la méthode de pénalisation adaptative n'est pas

utilisable pour résoudre adéquatement e problème. En e�et, malgré la large plage de

variation de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale proposée, (ompris

en 2 et 2 × 106) auun de eux hoisis ne permet la résolution du problème élasto-

plastique en deux pas de temps ave le maillage 6. Néanmoins, lorsqu'une solution est

obtenue, elle est d'une bonne qualité omme elle obtenue dans la on�guration plan-

ylindre. Ainsi, et exemple met en lumière une des limites de la méthode de pénalisation

adaptative. Cette méthode est moins performante dans le as élasto-plastique lorsque

les deux solides sont déformables.
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Tableau 4.6 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (deux

quarts de ylindre en aier, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
13 18 23 13 15 os

12 17 12 11 12 nt

2× 102
12 17 21 11 14 os

9 13 9 9 10 nt

2× 104
11 16 20 os os os

6 8 7 nt nt nt

2× 106
9 14 19 os os os

5 5 5 nt nt nt

� Méthode du lagrangien augmenté

Tableau 4.7 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (deux

quarts de ylindre en aier, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

103
non non non non non non

vg vg vg vg vg vg

104
18 30 38 16 23 30

14 16 25 20 27 34

105
6 7 7 8 8 os

5 5 6 11 9 nt

106
4 4 6 5 5 os

3 3 4 7 6 nt

Le tableau 4.7 limite enore les avantages de la méthode du lagrangien augmenté.

En e�et, pour pouvoir résoudre e problème sous toutes les variations présentées, il
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faut prendre une valeur du oe�ient de pénalisation normale plus faible que dans

la on�guration plan-ylindre (104 à la plae de 105), ei augmente la qualité de la

solution mais aussi le temps de alul. La résolution de e problème ave un oe�ient

de pénalisation normale bien hoisi (104) donne des solutions quasiment identiques à

elles obtenues sous la on�guration plan-ylindre.

Cet exemple, sous es deux on�gurations, (plan-ylindre ou ylindre-ylindre,) dé-

montre la supériorité de la méthode du lagrangien augmenté sur elle de la pénalisation

ave ou sans adaptation de la pénalité. En e�et, seule la méthode du lagrangien aug-

menté permet de résoudre e problème sous toutes es on�gurations ave une même

valeur du oe�ient de pénalisation normale. De plus, la méthode de pénalisation, que

e soit ave ou sans adaptation de la pénalité ne permet pas de résoudre e problème

ave un omportement élasto-plastique, en deux pas de temps, lorsque les deux fron-

tières de ontat sont déformables.

4.1.4 Deux ylindres de matériaux di�érents

Cet exemple a pour but de tester l'in�uene de la di�érene de aratéristiques méa-

niques des deux solides mis en ontat sur les méthodes de résolution. Ainsi, le problème

de ontat entre un ylindre en aluminium et un autre en aier est exposé aussi bien ave

un omportement élastique qu'élasto-plastique. Pour la même raison que elle du pro-

blème préédent, dans le as élasto-plastique, l'hypothèse des déformations planes est

remplaée par elle des ontraintes planes. Les aratéristiques physiques et méaniques

de e problème sont dé�nies par :

− rayon des ylindres R = 0, 25m

− aier : les aratéristiques physiques et méaniques sont les mêmes que elles de

l'aier du problème préédent (voir page 63)

− aluminium :

− module d'Young E = 70GPa
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− oe�ient de Poisson ν = 0, 3

− limite d'élastiité : σe = 325MPa

− la loi d'érouissage : σ0(MPa) = σe +Kε ave :

− K = 690MPa.

Solution analytique

Dans le as élastique, a�n de majorer la omposante normale de la fore de ontat on

pose :

tN 0 = 500MPa. (4.8)

Don, d'après les équations régissant la méanique dans la zone de ontat ((4.1) à (4.3)

de la page 60), les valeurs de a et de δ/2 sont données par :

δ

2
= 5, 546× 10−5

m = 0, 055 46mm (4.9)

a = 0, 002 194m = 2, 194mm (4.10)

Solution numérique

Pour les deux problèmes (élastique et élasto-plastique), les maillages sont eux utilisés

pour le problème des deux quarts de ylindre. Pour le problème élasto-plastique, les

onditions aux limites utilisées sont elles alulées pour le problème élastique.

� Méthode de pénalisation

Pour e problème, omme les ontraintes normales de ontat sont moins impor-

tantes, une valeur plus faible du oe�ient de pénalisation normale (104) est utilisée.

Le tableau 4.8 présente le nombre d'itérations pour haun des deux pas de temps. Il

permet de onstater que la résolution de e problème pour tous les maillages et quel

que soit le omportement des matériaux (élastique ou élasto-plastique) n'est possible
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qu'ave le oe�ient de pénalisation normale le plus faible (104). De plus, les �gures

4.11 et 4.12 montrent que la valeur des ontraintes normales de ontat n'est pas or-

retement évaluée ave le oe�ient de pénalisation de 104. L'erreur produite ave e

oe�ient est prohe de quarante pour ent. Il semble impossible de pouvoir résoudre

onvenablement e problème sous toutes es on�gurations, en deux pas de temps, ave

la méthode de pénalisation.

Tableau 4.8 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation (deux quarts de

ylindre, un en aier et l'autre en aluminium, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

104
3 4 4 3 4 4

3 3 4 3 3 4

105
4 4 4 4 5 os

3 3 4 4 4 nt

106
4 4 6 4 5 os

3 3 4 4 4 nt

107
os os os os os os

nt nt nt nt nt nt

Figure 4.11 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation (mail-

lage 4 et omportement élastique)
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Figure 4.12 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation (mail-

lage 4 et omportement élasto-plastique)

� Méthode de pénalisation adaptative

Tableau 4.9 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (deux

quarts de ylindre, un en aier et l'autre en aluminium, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
13 18 23 13 18 22

13 24 12 9 11 9

2× 102
12 17 22 12 17 21

10 16 9 7 9 8

2× 104
11 16 19 os os os

4 5 7 nt nt nt

2× 106
9 os 19 os os os

5 nt 7 nt nt nt

La méthode de pénalisation adaptative permet de résoudre e problème en deux

pas de temps lorsque la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale est hoisi
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orretement (voir tableau 4.9). La plage de variation de e oe�ient est quand même

large (entre 2 et 2× 102). De plus, le nombre d'itérations varie très peu entre les deux

valeurs extrêmes. Les �gures 4.13 et 4.14 montrent que les valeurs de la pression normale

de ontat sont bien évaluées.

Figure 4.13 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adap-

tative (maillage 4 et omportement élastique)

Figure 4.14 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adap-

tative (maillage 4 et omportement élasto-plastique)

� Méthode du lagrangien augmenté
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Dans et exemple, le hoix du oe�ient de pénalisation normale est assez restreint.

Le tableau 4.10 montre que seule la valeur 104 permet la résolution dans toutes les

on�gurations en un temps de alul raisonnable.

Tableau 4.10 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (deux

quarts de ylindre, un en aier et l'autre en aluminium, alul fait en deux pas de

temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

103
non non non non non non

vg vg vg vg vg vg

104
11 18 20 11 18 18

10 12 14 12 19 19

105
6 6 7 6 7 os

5 5 6 6 6 nt

106
4 4 6 4 5 os

3 3 4 4 4 nt

Figure 4.15 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 4 et omportement élastique)
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Figure 4.16 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 4 et omportement élastique)

Les �gures 4.15 et 4.16 exposent les valeurs des ontraintes normales de ontat en

fontion de la valeur du oe�ient de pénalisation normale pour le maillage 4. Celles-i

sont bien évaluées pour une valeur du oe�ient de pénalisation normale de 104. Pour

les valeurs plus importantes, l'approximation est moins bonne mais elle onverge vers

ette même valeur lorsque la tolérane sur l'interpénétration diminue.

Cet exemple met en évidene l'avantage des méthodes ontr�lant l'interpénétration.

La méthode du lagrangien augmenté et elle de la pénalisation adaptative permettent

de résoudre et exemple pour tous les as de �gures. La plage de variation de la valeur

initiale du oe�ient de pénalisation normale est plus importante ave la méthode

d'adaptation de la pénalité. De plus, ette dernière est en moyenne moins gourmande

en temps de alul. Par ontre, la méthode de pénalisation se montre inapable de

résoudre e problème en deux pas de temps ave un omportement élasto-plastique.

Après la résolution de problèmes de ontat méanique sans frottement sur des

solides massifs, quelques exemples de ontat méanique frottant mettant en jeu des

strutures mines sont présentés.
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4.2 Problèmes de ontat frottant

Deux problèmes de ontat frottant di�érents sont traités : l'érasement du tube entre

deux plans rigides et le développement du ontat lorsque e tube est plaé à l'intérieur

d'un autre. Le matériau onstituant e tube est l'aier présenté dans le problème de

Hertz (voir partie 4.1, page 63). Le oe�ient de frottement de la loi de Coulomb µ

vaut 0, 15. Comme ave les exemples préédents, l'unité de longueur utilisée dans la

modélisation de es problèmes est le mm et une interpolation linéaire est utilisée.

4.2.1 Érasement d'un tube entre deux plans rigides

Les dimensions du tube onsidéré sont les suivantes (4.17) :

− rayon extérieur R = 0, 25m

− épaisseur e = 5mm.

Figure 4.17 � Érasement d'un tube entre deux plans rigides

Grâe aux plans de symétrie, e problème est résolu en deux dimensions et unique-

ment un quart du tube est modélisé. Les di�érents maillages utilisés sont notés maillage

n, où n est le nombre d'éléments linéiques sur la surfae extérieure du quart du tube :

− maillage 100,

− maillage 200,

− maillage 400.

Pour tous es maillages, l'épaisseur du tube est déoupée en deux éléments (voir �gure

4.18). Les éléments utilisés sont des quadrangles à 4 n÷uds. Ce problème est résolu
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aussi bien ave un omportement élastique qu'ave un élasto-plastique. Comme ave le

problème de Hertz, l'hypothèse des déformations planes est faite ave le omportement

élastique alors que pour le omportement élasto-plastique l'hypothèse retenue est elle

des ontraintes planes. Le shéma d'intégration numérique sur la frontière de ontat

est le même que elui utilisé ave le problème de Hertz, les points d'intégrations sont

situés sur les n÷uds (Newton-Cotes à 2 points).

Figure 4.18 � Maillage du quart de tube en deux dimensions (maillage 200).

La fae parallèle au plan indéformable du tube est pilotée en déplaement. La dire-

tion du déplaement imposé est elle de la normale au plan indéformable (�gure 4.19).

Ce problème se divise en deux parties. Dans un premier temps, le tube s'érase sur le

plan de la même manière qu'un ylindre. La zone de ontat est une bande entrée sur la

projetion du entre du tube sur le plan. Puis, la partie entrale se déolle de la plaque.

La zone de ontat est omposée de deux bandes et les fores tangentielles deviennent

importantes (voir �gure 4.19). Le alul est déoupé en 10 pas de temps. Dans le as

élastique, pendant les inq premiers pas de temps, le déplaement inrémental est de
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13 mm. Pour les pas de temps suivants, il est de 2,6 mm. Au total, l'érasement du

quart de tube est de 78 mm. Ave un omportement élasto-plastique, le déplaement

inrémental des inq premiers pas de temps est de 9 mm. Alors que elui des suivants

est de 0,9 mm. Ainsi, le quart de tube s'érase de 49,5 mm sur le plan indéformable.

Figure 4.19 � Déformations d'un quart de tube érasé sur un plan rigide

� Méthode de pénalisation

Les exemples de problèmes de Hertz ont démontré l'in�uene du oe�ient de pé-

nalisation normale. Pour résoudre e problème, la valeur du oe�ient de pénalisation

normale est �xée à 104. Cette valeur permet de rendre l'interpénétration négligeable tout

en évitant des osillations numériques. En outre, une attention partiulière est portée

au oe�ient de pénalisation tangentielle. Le alul est fait pour plusieurs valeurs du

oe�ient de pénalisation tangentielle (102, 103 et 104). Le tableau 4.11 présente le

nombre d'itérations en fontion du type du maillage, du omportement du matériau et

du oe�ient de pénalisation tangentielle.

Le tableau 4.11 prouve que le nombre d'itérations est quasiment indépendant du

type de maillage, du omportement du matériau et du oe�ient de pénalisation tan-

gentielle. De plus, il on�rme que la méthode de pénalisation garantie une bonne vitesse

de onvergene. En e�et, la résolution est e�etuée ave en moyenne trois ou quatre

itérations par pas de temps.
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Tableau 4.11 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation (tube en aier et

plan indéformable)

élastique élasto-plastique

εt
maillage maillage

100 200 400 100 200 400

102 34 38 37 29 28 29

103 34 38 35 29 30 32

104 34 36 36 29 30 32

Les �gures 4.20 et 4.21 représentent la valeur totale de la fore normale de ontat

sur la surfae de ontat en fontion du déplaement imposé. La troisième ourbe, elle

nommée � solution � est obtenue à partir d'un maillage omprenant mille éléments

linéiques sur la surfae extérieure du quart de tube et quatre sur l'épaisseur. Pour le

maillage 100, le pro�l obtenu est identique à elui du maillage 200 mais l'éart ave

la solution de référene est plus important. La valeur maximale de la fore normale de

ontat est égale à 25 N. Ces deux �gures montrent que la méthode de pénalisation

permet d'obtenir une bonne approximation de la fore normale de ontat, quel que

soit la valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle. Néanmoins, la valeur de e

oe�ient a une in�uene sur la qualité de la solution (�gure 4.21).
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Figure 4.20 � Fore normale de ontat ave la méthode de pénalisation (maillage 200

et omportement élastique)

Figure 4.21 � Fore normale de ontat ave la méthode de pénalisation (maillage 400

et omportement élastique)

La �gure 4.22 permet de onstater, que dans le as élasto-plastique omme dans

le as élastique, la valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle n'a pas vraiment
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d'importane à faible érasement. Toutefois, lorsque la fore tangentielle devient im-

portante, la fore normale de ontat est moins bien évaluée et sa �utuation est assez

importante. Ces onstatations sont aussi valables pour les autres maillages.

Figure 4.22 � Fore normale de ontat ave la méthode de pénalisation (maillage 400

et omportement élasto-plastique)

� Méthode de pénalisation adaptative

La méthode d'adaptation de la pénalité ne permet pas d'ajuster le oe�ient de

pénalisation tangentielle. Cependant, la valeur des ontraintes normales de ontat in-

�uene fortement la valeur de la omposante tangentielle. Le oe�ient de pénalisation

tangentielle est �xé à 103 ar 'est la valeur qui paraît optimale ave la méthode de pé-

nalisation. Trois valeurs initiales sont prises pour le oe�ient de pénalisation normale

(20, 2×102 et 2×103). Ces valeurs sont plus faibles qu'ave le problème de Hertz ar les

ontraintes de ontat sont beauoup plus faibles. Comme dans l'exemple préédent, les

valeurs de l'interpénétration maximale et minimale sont respetivement de 10−3
et 10−5

mm. Le tableau 4.12 expose le nombre d'itérations pour les di�érents maillages, quel
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que soit le omportement du matériau en fontion de la valeur initiale du oe�ient de

pénalisation normale. Le nombre n dans l'insription � os nt (n) � indique la valeur

du plus grand pas de temps pour lequel le problème a été résolu. Le alul d'après n'a

pas pu aboutir à ause d'osillations numériques du statut de ontat.

Tableau 4.12 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (tube

en aier et plan indéformable)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

100 200 400 100 200 400

20 62 83 135 53

os

130

nt(8)

2× 102 62 90

os

48 85 105

nt(9)

2× 103 42 40

os

35 36 41

nt(9)

Le tableau 4.12 montre que le nombre d'itérations varie beauoup entre deux as (de

35 à 135). De plus, auune des valeurs initiales du oe�ient de pénalisation normale

ne permet de produire une solution pour les dix pas de temps et ei pour toutes les

on�gurations. L'algorithme diverge lorsque le frottement devient important et que la

partie entrale se déolle. Au niveau de la qualité de la solution, elle-i est meilleure

ou identique à elle obtenue ave la méthode de pénalisation. Dans le as élastique,

pour les maillages 100 et 200 la solution est quasiment identique à elle obtenue ave

la méthode de pénalisation (voir �gure 4.20). Pour le maillage 400, la solution est la

meilleure ombinaison possible des solutions obtenues ave la méthode de pénalisation

(voir �gure 4.21). Mais seule la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale

la plus faible (20) permet d'obtenir une solution pour les dix pas de temps (voir ta-

bleau 4.12). Dans le as élasto-plastique, les solutions obtenues ave les maillages 100 et

200 sont plus régulières que elles obtenues ave la méthode de pénalisation. Mais des

�utuations importantes de la fore de ontat normale peuvent apparaître en fontion
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de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale (voir �gure 4.23). De même,

le maillage 400 permet l'obtention d'une très bonne approximation (voir �gure 4.24).

Figure 4.23 � Fore normale de ontat ave la méthode de pénalisation adaptative

(maillage 200 et omportement élasto-plastique)

Figure 4.24 � Fore normale de ontat ave la méthode de pénalisation adaptative

(maillage 400 et omportement élasto-plastique)
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� Méthode du lagrangien augmenté

Comme pour la méthode de pénalisation, et exemple permet de tester l'in�uene

de la valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle. Le oe�ient de pénalisation

normale est �xé à 103 ar ette valeur semble optimale pour e problème. De plus,

l'interpénétration maximale et le glissement tangentiel réversible sont �xés à 10−3
mm.

Le tableau 4.13 présente le nombre d'itérations en fontion du oe�ient de pénalisation

tangentielle, du maillage et du omportement du matériau. Dans e tableau la non

onvergene de la solution (� non vg �) indique une vitesse de onvergene trop faible.

Celle-i est induite par un oe�ient de pénalisation trop faible.

Tableau 4.13 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (tube en

aier et plan indéformable)

élastique élasto-plastique

εt
maillage maillage

100 200 400 100 200 400

10
non

62

non

42 45

non

vg vg vg

102 54 60 72 42 45 74

103 54 57 64 44 45 64

Le tableau 4.13 permet de onstater que, omme ave le oe�ient de pénalisation

normale, une valeur trop faible du oe�ient de pénalisation tangentielle (10) rend la

vitesse de onvergene trop faible. Exepté pour un oe�ient de pénalisation tangen-

tielle faible (10), le nombre d'itérations varie entre 42 et 74. En outre, les �gures 4.25 et

4.26 montrent pour le maillage 400 que la valeur de la fore normale de ontat subit des

�utuations importantes. Elles apparaissent dans la deuxième partie du problème, et

elles augmentent ave la valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle. Pour rendre

la solution moins sensible, il faut diminuer la valeur maximale de l'interpénétration et
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du glissement réversible. Mais ei augmente fortement le temps de alul.

Figure 4.25 � Fore normale de ontat ave la méthode du lagrangien augmenté (mail-

lage 400 et omportement élastique)

Figure 4.26 � Fore normale de ontat ave la méthode du lagrangien augmenté (mail-

lage 400 et omportement élasto-plastique)
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Cet exemple prouve que quelle que soit la méthode utilisée, la valeur du oe�ient

de pénalisation tangentielle est très importante pour e type de problème. La mé-

thode permettant de résoudre le plus rapidement le problème est elle de pénalisation.

Mais les solutions obtenues ave elle-i ne sont pas très �ables. Bien que la méthode

d'adaptation de la pénalité soit beauoup plus �able, ette dernière est beauoup trop

gourmande en temps de alul et ne permet pas toujours de résoudre entièrement le

problème. La méthode du lagrangien augmenté semble être un bon ompromis, mais le

hoix des valeurs des oe�ients de pénalisation tangentielle, normale, de l'interpéné-

tration maximale et du glissement réversible a une grande in�uene sur la résolution

du problème ainsi que sur la qualité de la solution.

4.2.2 Érasement de deux tubes onentriques

Le problème étudié est elui de deux tubes onentriques. Le tube intérieur est appuyé

ontre l'autre (voire �gure 4.27). Les deux tubes ont une épaisseur identique (e = 10

mm). Le rayon intérieur du tube extérieur est égal au rayon extérieur du tube intérieur

(25 m). Le matériau onstituant es deux tubes est l'aier présenté dans le problème

de Hertz (voir partie 4.1, page 63). Dans et exemple le matériau est supposé élastique.

Figure 4.27 � Érasement de deux tubes onentriques

Ce problème est modélisé en trois dimensions. La longueur des deux tubes est de

100 mm. A�n de retrouver des déformations planes, les déplaements suivant l'axe

longitudinal des tubes, sont bloqués sur les deux setions extrêmes. Les déplaements

tangentiel et radial sont bloqués sur la surfae extérieure du tube extérieur.
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Deux demi-tubes sont modélisés. Deux maillages sont utilisés, ils sont onstitués

d'hexaèdres à 8 n÷uds. Les deux maillages sont déoupés en trois éléments sur l'épais-

seur. Le tube intérieur est déoupé en 9 éléments dans le sens de la profondeur alors

que le tube extérieur est divisé en 4 éléments. Le maillage 1 est onstitué de 58 élé-

ments sur la demi-ironférene du tube intérieur et de 39 sur elle du tube extérieur

(voir �gure 4.28(a)). Le maillage 2 omporte 40 éléments sur la demi-ironférene du

tube intérieur et du tube extérieur (voir �gure 4.28(b)). Un déplaement de 0, 1 mm est

appliqué sur la surfae intérieure du demi-tube intérieur suivant la diretion U (voir

�gure 4.27). Le shéma d'intégration utilisé sur les frontières de ontat est un shéma

de Newton-Cotes à 9 points par ligne.

(a) Maillage 1 (b) Maillage 2

Figure 4.28 � Maillage des deux demi-tubes en trois dimensions.

La résolution de e problème est e�etuée ave la méthode de pénalisation et elle

du lagrangien augmenté. Pour la méthode du lagrangien augmenté, la valeur de l'inter-

pénétration maximale est de 10−3
mm. Le alul est e�etué en un seul pas de temps.

Le tableau 4.14 reprend le nombre d'itérations pour haun des as de �gure.

Le tableau (4.14), montre que pour e problème, la onordane du maillage ne

diminue pas le nombre d'itérations, mais au ontraire l'augmente. De plus, le nombre

important d'itérations néessaires pour la résolution du problème ave la méthode du

lagrangien augmenté s'explique par les valeurs très élevées des ontraintes normales

de ontat et don du grand nombre de yles d'augmentation des multipliateurs de
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Lagrange indispensable pour respeter les valeurs maximales de l'interpénétration et

du glissement réversible.

Tableau 4.14 � Nombre d'itérations en fontion du type de modélisation (érasement

de deux tubes onentriques)

εn εt
maillage

1 2

pénalisation

104 103 8 8

105 104 10 14

lagrangien

augmenté

105 104 40 82

Les �gures 4.29 à 4.32 montrent que quelle que soit la méthode utilisée, la solution

obtenue ave le maillage 1 présente de très fortes irrégularités qui n'ont auun sens

physique. En outre, même ave un maillage onordant (maillage 2), la solution est

régulière et symétrique uniquement ave la méthode de pénalisation et les oe�ients

de pénalisation les plus faibles (εn = 104 et εt = 103 voir �gure 4.30).

Les solutions obtenues ave la méthode de pénalisation sont plus régulières et plus

symétrique qu'ave la méthode du lagrangien augmenté ar l'interpénétration est plus

importante. Ainsi, plus l'interpénétration maximale diminue, plus l'irrégularité de la

solution augmente ar la valeur de la distane entre les frontières est faussée par la

disrétisation spatiale. Cet exemple prouve qu'ave la méthode point-surfae, le ontr�le

de l'interpénétration ne rime pas forément ave une solution de qualité. La valeur de

l'interpénétration doit être onsidérée en fontion de la taille des éléments des frontières

de ontat.
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Figure 4.29 � Contrainte normale de ontat ave la méthode de pénalisation (maillage

1)

Figure 4.30 � Contrainte normale de ontat ave la méthode de pénalisation (maillage

2)
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Figure 4.31 � Contrainte normale de ontat ave la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 1)

Figure 4.32 � Contrainte normale de ontat ave la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 2)
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4.3 Conlusion

Ces exemples montrent les limites des méthodes les plus répandues, elle de pénalisa-

tion, d'adaptation de la pénalité et du lagrangien augmenté. Ces exemples démontrent

aussi l'importane de ontr�ler l'interpénétration, du glissement réversible et des o-

e�ients de pénalisation. Ainsi, lorsque l'interpénétration et le glissement réversible

sont ontr�lés, toutes les méthodes donnent des résultats quasiment identiques (lorsque

l'algorithme de résolution onverge). Mais, les valeurs maximales de l'interpénétration

et du glissement réversible dépendent de la méthode de régularisation utilisée et des

oe�ients de pénalisation.

Les méthodes les plus répandues sont handiapées par le fait que l'utilisateur doit

hoisir adéquatement les valeurs de paramètres (oe�ient de pénalisation, interpéné-

tration maximale, minimale et/ou glissement réversible maximal), pour la bonne réso-

lution du problème. Or, les valeurs optimales de es paramètres varient en fontion du

problème étudié. De plus, auune des méthodes utilisées ne permet de résoudre tous les

problèmes étudiés sans que l'utilisateur hange les valeurs de ertains de ses oe�ients.

Pour la méthode de pénalisation, l'interpénétration et le glissement réversible sont

des fontions des oe�ients de pénalisation. Ces derniers sont don les seuls à être

ontr�lés par l'utilisateur. Ainsi, ette méthode est relativement rapide et simple, mais

ela rend le hoix des oe�ients de pénalisation ruial. De plus, la plage de variation

des oe�ients de pénalisation est très restreinte. Celle-i varie d'un problème à l'autre.

La méthode de pénalisation adaptative n'apporte pas vraiment d'amélioration par

rapport à la méthode de pénalisation. Le hoix du oe�ient de pénalisation normale

est plus large. Mais l'utilisateur doit également fournir les valeurs de l'interpénétration

maximale et minimale. L'ajout de es variables omplique la résolution du problème. Si

les valeurs de l'interpénétration minimale et maximale sont trop prohes, alors le temps

de alul peut devenir très important. De plus, si l'interpénétration maximale est trop

faible, l'augmentation du oe�ient de pénalisation normale risque d'être trop brutale.
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Ce dernier peut devenir trop grand et des osillations du statut de ontat (ontat /

non ontat) peuvent diminuer la robustesse de la méthode ou empêher la onvergene

de l'algorithme.

La méthode du lagrangien augmenté est la plus �able ar la qualité de la solution

peut être rapportée au nombre d'augmentation des multipliateurs de Lagrange. Mais

le temps de alul peut devenir important si la valeur des oe�ients de pénalisation

est trop faible.

En outre, lorsque la géométrie des frontières de ontat est omplexe auune de es

méthodes ne permet la bonne résolution du problème. En e�et, les erreurs dues à la dis-

rétisation spatiale des frontières de ontat engendrent une solution ne orrespondant

pas à la physique du problème. Cela prouve que la méthode point-surfae ne permet

pas d'atténuer les erreurs induites par la disrétisation spatiale mais les ampli�e. Ainsi

de fortes onentrations de ontraintes peuvent apparaître puisque le alul du ontat

est loalisé sur des point et non pas sur un élément.

Ainsi, le hapitre suivant expose une méthode qui présente à la fois la �abilité de

elle du lagrangien augmenté, la rapidité de elle de pénalisation et en même temps

sa robustesse. Une méthode surfae-surfae basée sur les éléments joints est également

présentée pour les problèmes en trois dimensions.



Chapitre 5

Méthodes de résolution proposées

Les nouvelles méthodes qui sont présentées dans e hapitre sont basées sur elles pré-

sentées dans le hapitre 3. Tout d'abord, une première méthode, fondée sur une adap-

tation de la pénalisation est expliquée. Par la suite, elle-i est reprise et est ouplée

à la méthode du lagrangien augmenté. En�n, les exemples traités au hapitre 4 sont

utilisés pour valider es méthodes.

5.1 Méthode de pénalisation adaptative modi�ée

Cette nouvelle méthode de pénalisation adaptative est inspirée de la méthode de péna-

lisation adaptative présentée dans la partie 3.4.1. Elle permet de réduire au minimum

les osillations du statut de ontat engendré par une augmentation trop importante

du oe�ient de pénalisation normale (ontat / non ontat). Elle autorise aussi le

ontr�le de l'interpénétration résiduelle. Ainsi, les bornes de variation de l'interpéné-

tration admissible (gmin et gmax) peuvent être hoisies de façon plus libre.

L'algorithme utilisé pour la résolution d'un problème de ontat méanique ave

ette nouvelle méthode de pénalisation adaptative est le même que elui présenté pour

la méthode de pénalisation (voir l'algorithme 3.1 page 48). Elle peut don aisément

être implémentée dans un ode omprenant la méthode de pénalisation adaptative.

Pour haque itération et haque point, la valeur des ontraintes de ontat doit être

100
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alulée. Or, la omposante normale dépend du oe�ient de pénalisation normale. La

valeur de e oe�ient est adaptée à partir de l'algorithme 5.1.

Algorithme 5.1 Adaptation du oe�ient de pénalisation normale

Entrées: εn, gi et gi−1.

si gi > gmax alors

si |gi − gi−1| > max(gi/10; gi−1/10; 5gmax) alors
εn = 2εn

sinon si |0.99gi−1| < |gi| < |1.01gi−1| < 10gmax alors

εn = εn(
√

(gi/gmax − 1) + 1)2

sinon si |gi| > |1.01gi−1| alors
εn = 2εn(gi−1/gi)

sinon

εn = εn(
√

(gi/gmax − 1) + 1)
�n (si)

sinon si gi < gmin alors

εn = εngi/gmin

sinon

εn = εn
�n (si)

Cette tehnique d'adaptation de la pénalisation permet de rendre la méthode plus

stable et plus rapide. En e�et, l'adaptation de la valeur du oe�ient de pénalisation

normale est alulée en fontion de l'évolution des variables. Trois as de �gures sont

envisageables, soit la valeur de l'interpénétration est inférieure à la limite minimale,

soit elle est omprise entre la limite minimale et la maximale, soit elle est supérieure à

la limite maximale.

Dans les deux premiers as, l'adaptation de la valeur du oe�ient de pénalisation

normale est identique à elle de la pénalisation adaptative (hapitre 3, partie 3.4.1). Si

gi est inférieur à gmin alors la ondition de ontat est onsidérée parfaitement respetée

et pour réduire les risques d'osillations numériques la valeur de εn est diminuée. Si gi

est ompris entre gmin et gmax alors l'évaluation des onditions de ontat est onsidérée

onvenable, ainsi la valeur de εn n'est pas modi�ée.

Dans le as où gi est supérieur à gmax, l'adaptation de εn doit permettre d'augmenter



CHAPITRE 5. MÉTHODES DE RÉSOLUTION PROPOSÉES 102

la valeur de la ontrainte normale de ontat sans provoquer d'osillations numérique.

A�n d'optimiser le temps de alul plusieurs sous-as sont envisagés. Si la valeur de

l'interpénétration varie trop (supérieur au max(gi/10; gi−1/10; 5gmax)), alors a�n d'évi-

ter les osillations numériques, le oe�ient de pénalisation normale est multiplié par

deux. Si la valeur de l'interpénétration est quasiment onstante (gi est égale à gi−1 ave

une tolérane d'un pourent), alors a�n de réduire le temps de alul, le oe�ient de

pénalisation normale est adapté deux fois (le oe�ient multipliatif est élevé au arré)

dans la limite où ette augmentation n'est pas trop importante (le oe�ient multipli-

atif doit être inférieur à seize). Si la valeur de l'interpénétration augmente, alors a�n

de la ramener le plus rapidement possible sous la limite sans engendrer d'osillations

numériques, l'adaptation de εn permet de doubler la valeur de la ontrainte normale

de ontat. Si non, la fontion par laquelle le oe�ient de pénalisation normale est

multiplié varie en fontion de la raine arrée du rapport entre l'interpénétration et la

valeur maximale autorisée. Lorsque gi est supérieur à deux fois gmax, la roissane de

ette fontion est plus lente que elle utilisée ave la méthode d'adaptation de la péna-

lité (linéaire [34℄), e qui réduit les risques d'osillations numériques. De plus, lorsque

gi est inférieur à deux fois gmax, la roissane de ette fontion est plus rapide que elle

de la fontion linéaire, e qui rend le alul plus rapide.

Cette adaptation permet de réduire les risques d'augmentation trop brutale de la

valeur du oe�ient de pénalisation normale. Néanmoins, omme pour la méthode de

pénalité adaptative, il reste di�ile de hoisir la valeur majorant l'interpénétration

admissible aussi faible que souhaitée. Un hoix d'une valeur trop faible peut engendrer

des osillations de la distane entre les frontières autour de zéro et don des osillations

du statut de ontat, et ainsi ralentir voir empêher la onvergene. De plus, le hoix

de la valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle n'est pas réglé. Pour pallier aux

limites de ette méthode, elle du lagrangien augmenté adapté est proposée.
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5.2 Méthode du lagrangien augmenté adapté

La méthode du lagrangien augmenté adapté est basée à la fois sur elle du lagrangien

augmenté (voir partie 3.4.2) et sur elle de la nouvelle pénalisation adaptative (voir

partie 5.1). Elle a pour but de umuler la �abilité de la méthode du lagrangien augmenté

et la rapidité de elle de la pénalisation. L'algorithme utilisé pour la résolution d'un

problème de ontat ave la méthode du lagrangien augmenté adapté est le même que

elui présenté pour la méthode du lagrangien augmenté (voir l'algorithme 3.2 page 51),

ette méthode peut don failement être utilisée dans un ode de alul l'utilisant. Par

ontre, les onditions de ontat sont alulées di�éremment. Lors de haque itération, la

valeur des oe�ients de pénalisation et des ontraintes de ontat doit être realulée.

Algorithme 5.2 Calul de la valeur de la ontrainte normale de ontat

Entrées: εn, gi et gi−1.

si gi × gi−1 < 0 alors
si deuxième hangement onséutif alors

Evaltn = 0
sinon

Evaltn = εngi−1

�n (si)

�n (si)

si gi < 0 ou tn(i− 1) > 0 alors
εn = adaptation de εn

sinon

εn = valeur initiale de εn
�n (si)

tn =< Evaltn + εngi + λn >

La ontrainte normale de ontat est alulée de la même manière qu'ave la mé-

thode du lagrangien augmenté. Mais un terme est ajouté a�n de mieux l'évaluer lorsque

la valeur de l'interpénétration hange de signe (voir l'algorithme 5.2). Cette proédure

de alul est basée sur le prinipe suivant : si la valeur de l'interpénétration hange de

signe (gi × gi−1 < 0), ela signi�e que la orretion apportée est trop importante. Cette
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dernière (gi−1εn) est ajoutée à la omposante normale du multipliateur de Lagrange

a�n de réduire les osillations numériques. Par ontre, lorsque e phénomène se répète

plusieurs fois onséutives, auun historique des orretions apportées par la pénalisa-

tion n'est onservé ar la valeur trop importante du oe�ient de pénalisation normale

provoque es instabilités (voir l'algorithme 5.2).

Lors de l'entrée en ontat, une valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale

est imposée. Cette valeur peut être hoisie en fontion des aratéristique des matériaux.

Par la suite, ette valeur est ajustée en fontion de l'historique des onditions de ontat

(voir l'algorithme 5.3). Ainsi, la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale

n'a que très peu d'importane sur le temps de alul et quasiment auune sur la valeur

de la solution.

Algorithme 5.3 Adaptation du oe�ient de pénalisation normale

Entrées: εn, gi et gi−1.

si gi × gi−1 < 0 alors
si gi−1 > gmax alors

εn = |(εngi−1)/gi × (|gi|+ gmax)/(gi − gi−1)|
sinon

εn = |εngi−1/(10gi)|
�n (si)

sinon si gi > gmax alors

si |gi − gi−1| > max(gi/10; gi−1/10; 5gmax) alors
εn = 2εn

sinon si |0.99gi−1| < |gi| < |1.01gi−1| < 10gmax alors

εn = εn(
√

(|gi|/gmax − 1) + 1)2

sinon si |gi| > |1.01gi−1| alors
εn = 2εn(gi−1/gi)

sinon

εn = εn((
√

(|gi|/gmax − 1) + 1))
�n (si)

sinon

εn = εn
�n (si)

Trois as de �gures sont distingués pour l'adaptation du oe�ient de pénalisation
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normale, soit la valeur de l'interpénétration hange de signe (gi × gi−1 < 0), soit la

valeur absolue de l'interpénétration est supérieure à la limite maximale (|gi| > gmax),

soit elle est inférieure à la limite maximale (|gi| < gmax) (voir l'algorithme 5.3). Dans

le dernier as, la valeur du oe�ient de pénalisation normale est identique à elui de

l'itération préédente.

Dans le as où gi × gi−1 est négatif, la valeur de εn est ajustée a�n de rendre la

valeur de l'interpénétration la plus petite possible en valeur absolue sans qu'elle hange

à nouveau de signe. Le déplaement normale maximale que peut ajouter la pénalisation

doit être inférieur à |gi| + gmax a�n que la valeur absolue de l'interpénétration soit

majorée par gmax. La valeur du déplaement normal entre les deux itérations est égale

à |gi − gi−1|. Si gi−1 est supérieure à gmax, alors l'adaptation de εn permet d'apporter

une orretion à la ontrainte normale par pénalisation égale en valeur absolue à elle

de l'itération préédente multipliée par le rapport entre |gi|+ gmax et |gi − gi−1|. Sinon,

la valeur absolue de la orretion apportée à la ontrainte normale de ontat par

pénalisation est dix fois inférieure à elle de l'itération préédente.

Dans le as où la valeur absolue de l'interpénétration est supérieure à gmax, alors le

oe�ient de pénalisation normale est adapté de la même manière qu'ave la méthode

de pénalisation adaptative modi�ée (voir partie préédente). L'adaptation de εn doit

permettre d'augmenter la ontribution de la pénalisation dans la valeur de la ontrainte

normale sans que l'interpénétration hange de signe (voir l'algorithme 5.3).

La ondition de onvergene entre deux augmentations des multipliateurs de La-

grange est enrihie, de sorte qu'à onvergene la valeur maximale de l'interpénétration

soit inférieur à la valeur maximale onsidérée dans l'algorithme d'adaptation de la pé-

nalité. Lors de l'augmentation des multipliateurs de Lagrange, la valeur maximale

de l'interpénétration pour l'adaptation de la pénalité est remplaée par la valeur de

l'interpénétration maximale divisée par dix. Ainsi, l'utilisateur peut imposer une inter-

pénétration maximale aussi petite qu'il le désire. Pour ela, il doit soit hoisir deux de
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es trois valeurs :

− un nombre de yle d'augmentation des multipliateurs de Lagrange,

− la valeur maximale de l'interpénétration pour la solution ou

− la valeur maximale de l'interpénétration lors de la première augmentation des

multipliateurs de Lagrange.

Le alul des ontraintes tangentielles est e�etué de la même manière qu'ave la

méthode du lagrangien augmenté. Mais, l'utilisateur ne doit pas hoisir la valeur du

oe�ient de pénalisation tangentielle. Cette dernière est basée sur une étude empirique

qui montre qu'une surévaluation de la ontrainte tangentielle perturbe la résolution.

Lors de l'entrée en ontat, la valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle permet

d'obtenir une ontrainte tangentielle égale à dix pour ent de elle de glissement. La

valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle est ajustée pendant l'augmentation des

multipliateurs de Lagrange (voir l'algorithme 5.4). De plus, la valeur du oe�ient de

pénalisation tangentielle est divisée par deux si un retournement du sens de glissement

se produit entre deux itérations.

Algorithme 5.4 Calul de la valeur du oe�ient de pénalisation tangentielle

Entrées: εt, GlRe = Valeur absolue du glissement réversible.

si (pas de ontat à l'itération i−1) ou (Première itération après l'augmentation des

multipliateurs de Lagrange et GlRe < Tol) alors

εt = µtn/(10 GlRe )
sinon si retournement du sens de glissement alors

εt = εt/2
�n (si)

Cette méthode de alul des onditions de ontat permet d'optimiser le temps

de alul sans demander à l'utilisateur de déterminer les valeurs des oe�ients de

pénalisation. La qualité de la solution d'un problème de ontat méanique est aussi

liée à la méthode de prise en ompte du ontat sur l'interfae disrétisée spatialement.

Une méthode surfae-surfae est don présentée.
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5.3 Méthode surfae-surfae

La méthode surfae-surfae proposée est basée sur les éléments joints. Une version pour

les problèmes en deux dimensions est déjà présentée dans le hapitre 3 (partie 3.3.2,

page 43). Cette version est adaptée à la résolution de problèmes en trois dimensions.

La redé�nition des valeurs nodales de la distane entres les surfaes et du glissement

tangentiel est identique à elle présentée dans la partie 3.3.2. Mais, dans es expres-

sions, le veteur normal et les veteurs dé�nissant le plan tangentiel au n÷ud A sont

eux du point le plus prohe sur l'autre frontière de ontat. Il n'est don pas néessaire

de aluler de manière ompliquée la valeur de es veteurs à partir de eux des élé-

ments voisins. Cette manière de aluler la distane et la vitesse tangentielle au n÷uds

d'une des surfaes permet l'utilisation de ette méthode pour des problèmes en trois

dimensions.

Le proessus de validation de es méthodes est fait à partir des exemples utilisés

pour exposer les limites des méthodes les plus onnues (voir hapitre 4).

5.4 Validation des méthodes

Des problèmes de ontat ave et sans frottement sont abordés respetivement à travers

le problème de Hertz et l'érasement de strutures mines (présentés au hapitre 4). Ils

mettent en lumière les améliorations apportées par es méthodes.

5.4.1 Problèmes de Hertz

Les problèmes de Hertz résolus sont eux de la partie 4.1 à la page 58. Les araté-

ristiques méaniques et les maillages sont exposés dans la setion itée préédemment.

Dans la méthode de pénalité adaptative modi�ée, la valeur minimale et la valeur maxi-

male de l'interpénétration onsidérées dans la loi d'adaptation de la pénalité sont respe-

tivement de 10−5
mm et 10−3

mm. Ave la méthode du lagrangien augmenté adapté, la
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valeur de l'interpénétration maximale autorisée et elle de l'interpénétration maximale

permettant l'ajustement de la pénalité normale sont égales, ette valeur est de 10−3
mm.

Ainsi, la résolution de e problème ne néessite pas plusieurs yles d'augmentation des

multipliateurs de Lagrange.

Deux ylindres identiques

Le problème de ontat entre deux ylindres identiques est exposé de deux manières

di�érentes :

− un quart de ylindre rentrant en ontat ave un plan indéformable,

− deux quarts de ylindre identiques entrant en ontat entre eux.

Les aratéristiques physiques et méaniques de es problèmes sont dé�nies à la

page 63 (partie 4.1.3).

� Cas du quart de ylindre et du plan

Comme pour la méthode de la pénalisation adaptative, la valeur initiale du oe�-

ient de pénalisation normale doit être fournie par l'utilisateur.

� Méthode de pénalisation adaptative modi�ée

A�n de déterminer l'in�uene de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation

normale sur la qualité de la solution et la vitesse de onvergene, les valeurs initiales

suivantes sont hoisies : 2, 2 × 102 et 2× 104. Le tableau 5.1 présente le nombre d'ité-

rations pour les deux pas de temps.

D'après le tableau 5.1, la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale n'a

pas beauoup d'in�uene sur la onvergene du problème. Cette méthode permet de

résoudre e problème quel que soit le maillage et le omportement du matériau et pour

une valeur initiale du oe�ient de pénalisation omprise entre 2 et 2× 104. De plus, le

nombre d'itérations ne varie pas beauoup, il passe d'une quinzaine (εn = 2) à moins
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d'une dizaine (εn = 2 × 104). En général, il est quasiment identique à elui obtenu

ave la méthode de pénalisation adaptative (voir tableau 4.2). Dans le meilleur des as

(εn = 2 × 104), le nombre d'itérations est quasiment égal au plus petit nombre obtenu

ave la méthode du lagrangien augmenté (voir tableau 4.4). Cette méthode devient vite

plus rapide lorsque la valeur du oe�ient de pénalisation normale diminue.

Tableau 5.1 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative modi�ée

(quart de ylindre en aier et plan indéformable, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
13 13 13 13 13 15

16 18 20 17 18 16

2× 102
11 11 11 11 11 11

13 14 15 14 14 13

2× 104
8 8 8 7 8 7

7 8 9 11 11 9

Figure 5.1 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adapta-

tive modi�ée (maillage 4 et omportement élastique)
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Figure 5.2 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adapta-

tive modi�ée(maillage 4 et omportement élasto-plastique)

En outre, la solution est d'une très bonne qualité (voir �gures 5.1 et 5.2 pour le

maillage 4). Les ontraintes normales de ontat sont quasiment identiques à elles

obtenues ave la méthode de pénalisation adaptative (voir �gures 4.7 et 4.8 pour le

maillage 4).

� Méthode du lagrangien augmenté adapté

De même, pour ette méthode, les valeurs initiales 2, 20, 2× 102, 2× 103 et 2× 104

sont prises pour le oe�ient de pénalisation normale. Le tableau 5.2 présente le nombre

d'itérations pour haun des deux pas de temps.

Le tableau 5.2 permet de onstater que la valeur du oe�ient de pénalisation

normale a moins d'in�uene sur le temps de alul que sur elui obtenu par la méthode

de pénalisation adaptative modi�ée. De plus, le nombre d'itérations est légèrement

inférieur et il y a une meilleure répartition des itérations entre les deux pas de temps.

Les �gures 5.3 et 5.4 exposent les valeurs des ontraintes normales de ontat sur la

frontière de ontat pour le maillage 4. Elles permettent de onstater que la solution

de la méthode du lagrangien augmenté adapté est plus prohe de la solution analytique
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que elle produite par les méthodes d'adaptation de la pénalité. Cette onstatation est

aussi valable pour les autres maillages.

Tableau 5.2 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté

(quart de ylindre en aier et plan indéformable, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
16 13 15 15 13 16

13 13 15 16 15 13

2× 101
12 14 12 15 14 12

12 14 14 14 14 16

2× 102
13 11 13 13 11 13

11 11 11 12 12 12

2× 103
13 12 12 13 12 12

11 9 9 13 11 10

2× 104
8 10 8 11 9 11

8 10 8 10 9 10

Figure 5.3 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

adapté (maillage 4 et omportement élastique)
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Figure 5.4 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

adapté (maillage 4 et omportement élasto-plastique)

Par onséquene, la méthode du lagrangien augmenté adapté est la plus �able des

méthodes présentées. Elle semble être un bon ompromis entre rapidité et �abilité, sans

que l'utilisateur détermine minutieusement le oe�ient de pénalisation normale. En

e�et, et exemple prouve que le nombre d'itérations néessaires ave ette méthode

n'est que très faiblement orrélé à la valeur initiale du oe�ient de pénalisation nor-

male. Il peut être onstaté que les solutions varient légèrement en fontion de la valeur

du oe�ient de pénalisation normal initiale. Cette dépendane est annulée si l'inter-

pénétration maximale est diminuée du fateur dix par un autre yle d'augmentation

des multipliateurs de Lagrange. Durant e nouveau yle, il n'est pas néessaire de

realuler la matrie tangente, e qui réduit fortement le temps de alul.

� Cas des deux quarts de ylindre

Cette on�guration vise à tester le omportement des méthodes proposée lorsque

les deux orps en ontat sont déformables.

� Méthode de pénalisation adaptative modi�ée
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Le nombre d'itérations en fontion de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation

normale apparaît dans le tableau 5.3.

Tableau 5.3 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative modi�ée

(deux quarts de ylindre en aier, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
22 25 28 25 25 os

15 16 14 19 16 nt

2× 102
20 22 25 23 22 os

11 10 11 14 13 nt

2× 104
15 19 21 18 17 os

7 8 7 10 9 nt

Cet exemple met en lumière une des limites de la méthode de pénalisation adaptative

modi�ée. Le problème élasto-plastique ne peut pas être résolu ave le maillage 6 quelle

que soit la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale (voir tableau 5.3).

Comme la méthode de pénalisation adaptative et elle de la pénalisation, le problème

élasto-plastique ne peut pas être résolu en deux pas de temps lorsque les deux frontières

sont déformables. En outre, lorsque l'algorithme onverge, les solutions sont quasiment

identiques à elle du problème sous la on�guration plan-ylindre.

� Méthode du lagrangien augmenté adapté

Le tableau 5.4 expose le nombre d'itérations pour haun des deux pas de temps,

en fontion du oe�ient de pénalisation normale initial. Il montre qu'ave ette mé-

thode, la résolution du problème ylindre-ylindre est faite ave un nombre d'itérations

quasiment égal à elui du problème plan-ylindre. De plus, la valeur des ontraintes

normales de ontat est pratiquement identique à elle trouvée dans la on�guration

plan-ylindre.
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Tableau 5.4 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté

(deux quarts de ylindre en aier, alul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
14 15 15 15 15 15

14 15 15 14 15 17

2× 101
13 14 14 14 14 13

13 14 17 15 14 13

2× 102
14 12 14 14 12 13

12 12 15 15 13 12

2× 103
13 11 13 12 10 11

11 11 14 16 12 13

2× 104
7 8 9 8 7 9

7 8 8 9 9 7

La on�guration ylindre-ylindre met en évidene un des avantages de la méthode

du lagrangien augmenté adapté. Cette méthode permet de résoudre un problème de

ontat de deux orps dont les lois de omportements sont élasto-plastique en moins

de pas de temps que les autres méthodes présentées. De plus, ette méthode est plus

rapide que la méthode du lagrangien augmenté grâe à l'adaptation de la pénalité.

Deux ylindres de matériaux di�érents

Comme dans la setion 4.1.4, le problème de ontat entre un ylindre en aluminium

et un autre en aier, est exposé aussi bien ave un omportement élastique qu'élasto-

plastique. Les aratéristiques physiques et méaniques de es problèmes sont les mêmes

que elles dé�nies dans le hapitre 4 (pages 63 et 76).

� Méthode de pénalisation adaptative modi�ée

Le tableau 5.5 montre que pour que tous les as de �gures soient résolus il faut
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restreindre la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale. Ainsi, le nombre

d'itérations s'en trouve onsidérablement augmenté (plus d'une vingtaine par pas de

temps). En e qui onerne la qualité de la solution, les �gures 5.5 et 5.6 révèlent que

la valeur des ontraintes normales de ontat est mieux évaluée ave ette méthode

qu'ave les méthodes habituellement utilisées (voire �gure 4.11 à 4.16).

Tableau 5.5 � Nombre d'itérations pour la méthode de pénalisation adaptative modi�ée

(deux quarts de ylindre, l'un en aier et l'autre en aluminium, alul fait en deux pas

de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
22 24 27 22 24 27

15 17 15 15 16 15

2× 102
19 21 24 19 22 25

11 9 11 11 11 12

2× 104
16 17 20 16 19 os

5 9 7 6 8 nt

Figure 5.5 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adapta-

tive modi�ée (maillage 4 et omportement élastique)
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Figure 5.6 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode de pénalisation adapta-

tive modi�ée (maillage 4 et omportement élasto-plastique)

� Méthode du lagrangien augmenté adapté

Tableau 5.6 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté

(deux quarts de ylindre, l'un en aier et l'autre en aluminium, alul fait en deux pas

de temps)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

2 4 6 2 4 6

2
14 14 14 13 15 14

14 15 16 13 14 14

2× 101
12 13 13 14 12 14

12 12 15 12 13 13

2× 102
13 13 13 14 13 13

11 11 12 12 11 15

2× 103
10 10 10 9 10 10

10 11 10 9 11 10

2× 104
11 9 8 11 9 8

7 7 7 7 6 10

Le tableau 5.6 montre que la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale
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n'a que très peu d'in�uene sur le temps de alul. Quelle que soit ette valeur, le

nombre d'itérations est toujours inférieur à elui obtenu ave la méthode du lagrangien

augmenté, à elui de l'adaptation de la pénalité ou à elui de la pénalisation adaptative

modi�ée. Dans le meilleur des as, le nombre d'itérations est omparable à elui obtenu

ave la méthode de pénalisation.

D'après les �gures 5.7 et 5.8, la valeur des ontraintes normales varie en fontion

de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale. Mais dans tous les as,

l'approximation obtenue est plus régulière que elle des autres méthodes. Ces variations

deviennent négligeables après un deuxième yle d'augmentation des multipliateurs de

Lagrange. De plus, le alul de la matrie tangente n'est plus néessaire durant e

deuxième yle, e qui rend le temps de alul de elui-i négligeable.

Figure 5.7 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

adapté (maillage 4 et omportement élastique)
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Figure 5.8 � Contrainte normale de ontat tn ave la méthode du lagrangien augmenté

adapté(maillage 4 et omportement élasto-plastique)

Le tableau 5.6 et les �gures 5.7 et 5.8 prouvent que la méthode du lagrangien

augmenté adapté permet de résoudre orretement e problème dans tous les as de

�gure et quelle que soit la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale.

Ces exemples de problème de Hertz on�rment que la méthode du lagrangien aug-

menté adapté est un bon ompromis entre rapidité et �abilité dans le as de solides

massifs en présene de ontat sans frottement. Ces méthodes sont aussi testées pour

des problèmes de ontat méanique frottant mettant en jeu des strutures mines.

5.4.2 Problèmes de ontat frottant

Les problèmes de déformation de strutures mines en présene de ontat frottant sont

eux exposés dans la partie 4.2 à la page 83.

Érasement d'un tube entre deux plans rigides

Les dimensions du tube et les aratéristiques des maillages utilisés sont présentées

dans la partie 4.2.1. Dans et exemple, les ontraintes normales de ontat sont très

inférieures à elle du problème de Hertz (d'un fateur ent).
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La méthode du lagrangien augmenté adapté est utilisée ave les valeurs initiales

du oe�ient de pénalisation normale suivantes : 20, 2 × 102 et 2 × 103. Le nombre

d'itérations néessaires pour résoudre le problème ave ette méthode, est exposé dans

le tableau 5.7. Dans e tableau, le nombre entre parenthèse orrespond à l'ensemble des

itérations e�etuées après la première augmentation des multipliateurs de Lagrange.

Ce tableau montre que pour et exemple, la méthode du lagrangien augmenté adapté

est assez lente et que l'utilisation d'une tehnique de fatorisation séletive permet dans

ertain as, de réduire le temps de alul par un fateur deux. Si la méthode du lagran-

gien augmenté adapté est utilisée et si uniquement le premier yle d'augmentation des

multipliateurs de Lagrange de haque pas de temps est onsidéré, alors il faut entre

deux et quatre fois plus d'itérations que pour la méthode de pénalisation.

Tableau 5.7 � Nombre d'itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté

(tube en aier et plan indéformable)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

100 200 400 100 200 400

20 126 147 122 83 91 102

(17) (40) (86) (8) (0) (0)

2× 102 70 84 122 52 97 62

(6) (17) (15) (15) (0) (83)

2× 103 77 61 54 43 os 56

(0) (62) (0) (0) nt (0)

Les �gures 5.9 et 5.10 montrent que ette méthode permet d'obtenir des ontraintes

de ontat évoluant de manière plus régulière dans le temps. De plus, la faible valeur

des ontraintes normales de ontat et la présene du frottement rendent le hoix de

la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale plus di�ile. La valeur 2 × 103

paraît trop importante ar elle engendre des variations importantes de la fore normale

de ontat.
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Figure 5.9 � Fore normale de ontat ave la méthode du lagrangien augmenté adapté

(maillage 400 et omportement élastique)

Figure 5.10 � Fore normale de ontat ave la méthode du lagrangien augmenté adapté

(maillage 400 et omportement élasto-plastique)

Ainsi, la résolution de et exemple peut être faite ave la méthode du lagrangien

augmenté adapté. Cette méthode permet don de résoudre un problème de ontat
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frottant sans introduire de oe�ient de pénalisation tangentielle. Cependant, la pré-

sene de ontraintes tangentielles de ontat handiape ette méthode, e qui oblige à

restreindre le hoix de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale.

Érasement de deux tubes onentriques

Les propriétés méaniques et géométriques de e problème sont exposées dans la partie

4.2.2 à la page 93. Il est résolu ave la méthode de pénalisation (εn = 105 et εt = 104).

Les �gures 5.11 et 5.12 mettent en évidene les di�érenes entre les deux méthodes

de prise en ompte du ontat entre deux solides disrétisés spatialement. La méthode

surfae-surfae est basée sur les éléments joints, elle est présentée dans la partie 5.3.

Figure 5.11 � Contrainte normale de ontat (maillage 1)
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Figure 5.12 � Contrainte normale de ontat (maillage 2)

Les solutions obtenues ave la méthode surfae-surfae sont plus régulières, que le

maillage soit onordant ou pas. Dans le as d'un maillage non onordant, il est impor-

tant de remarquer que l'interpénétration n'a plus vraiment de signi�ation physique,

mais elle doit être onsidérée omme une erreur de disrétisation. L'interpénétration

maximale doit don être déterminée en fontion de la taille des éléments.

Le dernier exemple étudié est un problème multiphysique venant de l'industrie de

l'aluminium.

5.4.3 Préhau�age d'une uve d'életrolyse

La fabriation de l'aluminium est e�etuée dans des uves d'életrolyse. La rédution

de l'oxyde d'aluminium se produit à haute température (environ à 950°C). A�n d'éviter

tout endommagement des matériaux par un ho thermique, un préhau�age életrique

(par e�et Joule) de la uve d'életrolyse est e�etué, avant le versement du bain en

fusion.

Ce problème traite du préhau�age életrique des athodes d'une uve d'életrolyse.
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Ce problème industriel a été traité par P. Goulet ([4℄). C'est un problème thermo-életro-

méanique omposé de trois parties, la athode (arbone), la barre olletrie (aier) et

le joint entre les deux (fonte). Le blo athodique est présenté sur la �gure 5.13.

(a) Shéma d'un blo athodique (b) Sellement des barres olletries

Figure 5.13 � Blo athodique [4℄

Le omportement méanique de l'aier et de la fonte est supposé élastique, alors

que elui du arbone est thermo-élasto-plastique ave érouissage et adouissement.

Les aratéristiques thermiques, életriques et méaniques de es matériaux sont prises

dans [4℄.

Le préhau�age dure dix-huit heures, pendant les seize premières heures, la tempé-

rature augmente linéairement pour atteindre 600°C. Suite à ei, le bain en fusion est

versé, e qui aélère le réhau�ement jusqu'à environ 950°C (voir �gure 5.14). Durant

ette période, le blo athodique est traversé par un ourant életrique. Une densité

de ourant est imposée au bout de la barre olletrie. Un potentiel életrique nul est

appliqué sur la surfae supérieure de la athode. Cei permet de ontr�ler l'évolution

de la perte de potentiel életrique dut aux résistanes de ontat.
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Figure 5.14 � Courbe de montée en température du dessus du blo athodique [4℄

En raison des onditions de symétrie, le alul est e�etué sur une demi-athode.

Le maillage utilisé pour la résolution de e problème est repris de la thèse de P. Goulet

([4℄), il est présenté dans les �gures 5.15. D'autres matériaux (pâte à brasquer, béton,

...) entourent le blo athodique mais, l'auteur a déidé de ne pas les modéliser. Il a

déidé de représenter l'in�uene de es autres matériaux par des interations de ontat

et don par des rigidités équivalentes.
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(a) vue isométrique

(b) vue du �té

() vue de fae

Figure 5.15 � Maillage d'un blo athodique [4℄
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La résolution de e problème a été faite ave la méthode de pénalisation (dans

[4℄). Les frontières de ontat sont représentées sur la �gure 5.16. Les oe�ients de

pénalisation normale des frontières 1, 2 et 3 sont égaux à 108 eux des frontières 4 et 5

à 106 alors que eux des frontières 6 et 7 à 1010 (voir �gure 5.16). Ces oe�ients sont

déterminés par les propriétés méaniques des matériaux entourant le blo athodique.

Ces frontières de ontat permettent don, une première approximation de l'in�uene de

l'environnement. Pour haune de es frontières, la valeur du oe�ient de pénalisation

tangentielle est égale 106.

Figure 5.16 � Éléments de reouvrement des frontières de ontat méanique [4℄

La frontière de ontat entre la fonte et le arbone est une interfae thermo-életro-

méanique. Les propriétés thermoéletriques ne sont pas reprises (voir dans [4℄), mais

les propriétés méaniques sont les suivantes :

− oe�ient de pénalisation normale : εn = 1010,

− oe�ient de pénalisation tangentielle : εt = 108,

− oe�ient de frottement : µ = 0, 08

Il est très important de bien déterminer les ontraintes de ontat sur ette interfae
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ar les valeurs de la ondutane de ontat thermique et de la résistane de ontat

életrique sont fontion des ontraintes de ontat. Le alul est e�etué en dix-huit pas

de temps d'une heure (voire �gure 5.14). La résolution de e problème est testée ave

la méthode du lagrangien augmenté adapté et elle de pénalisation pour la frontière

entre le arbone et la fonte. Ave la méthode du lagrangien augmenté adapté, la valeur

initiale du oe�ient de pénalisation normale pour l'interfae fonte/arbone est de 108.

A�n de respeter les onditions aux limites du problème, les autres interfaes de ontat

sont traitées ave la méthode de pénalisation.

La valeur de l'interpénétration maximale pour la solution et pour l'adaptation de la

pénalité normale est prise à 0.001 m. La valeur du glissement tangentiel réversible est

de 0.002 m.

Figure 5.17 � Nombre d'itérations totale en fontion du temps

La �gure 5.17 expose le nombre d'itérations relatif au système méanique (M) et

au système thermo-életrique (TE), en fontion du nombre de pas de temps pour les

deux méthodes utilisées. Cette �gure permet de onstater que la méthode du lagrangien

augmenté adapté est plus rapide que elle de la pénalisation. La méthode du lagrangien
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augmenté adapté permet un gain de performane de l'ordre de inquante pourent pour

le système méanique et par réperutions un de l'ordre de soixante pourent pour le

système thermo-életrique.

Figure 5.18 � Valeur de l'interpénétration maximale sur l'interfae entre la fonte et le

arbone en fontion du temps (méthode du lagrangien augmenté adapté)

La �gure 5.18 montre qu'ave la méthode du lagrangien augmenté adapté, même si

la valeur maximale de l'interpénétration est importante (0.001), la valeur maximale de

l'interpénétration sur l'interfae de ontat thermo-életro-méanique est faible tout au

long du problème (inférieur à 4× 10−4
m).

Les �gures 5.19 à 5.24 montrent la distribution de la première ontrainte prinipale

dans la athode, pour la sixième itération (�gure 5.19 et 5.20), la douzième (�gure 5.21

et 5.22) et la dernière (�gure 5.23 et 5.24). Les �gures 5.19 et 5.20 exposent le fait

qu'à la sixième heure la méthode du lagrangien augmenté adapté permet d'avoir moins

de onentration de ontrainte dans le voisinage de l'interfae fonte / arbone. Cette

onstatation est aussi véri�ée pour les autres pas de temps (pour le douzième voir �gure

5.21 et 5.22 et pour le dix-huitième voir �gure 5.23 et 5.24). Au dix-huitième pas de

temps, la solution obtenue ave la méthode de pénalisation ne représente pas l'équilibre
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thermo-életro-méanique puisque la onvergene de l'algorithme n'est pas atteinte.

La �gure 5.23 présente une ontrainte en tration supérieure à la limite du matériau

(7, 35 MPa). Néanmoins, ette �ssuration n'est pas réelle puisqu'une adaptation du pas

de temps permet une rédution de la onentration des ontraintes. Ave la méthode

du lagrangien augmenté adapté, la onentration des ontraintes est beauoup moins

importante, e qui permet de ne pas dépasser la limite d'élastiité du matériau (voir

�gure 5.24).
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Figure 5.19 � Première ontrainte prinipale dans la athode t = 6 heures (en Pa,

méthode de pénalisation)

Figure 5.20 � Première ontrainte prinipale dans la athode t = 6 heures (en Pa,

méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.21 � Première ontrainte prinipale dans la athode t = 12 heures (en Pa,

méthode de pénalisation)

Figure 5.22 � Première ontrainte prinipale dans la athode t = 12 heures (en Pa,

méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.23 � Première ontrainte prinipale dans la athode t = 18 heures (en Pa,

méthode de pénalisation, hors équilibre)

Figure 5.24 � Première ontrainte prinipale dans la athode t = 18 heures (en Pa,

méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.25 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 2 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.26 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 2 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)



CHAPITRE 5. MÉTHODES DE RÉSOLUTION PROPOSÉES 134

Figure 5.27 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 4 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.28 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 4 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.29 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 6 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.30 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 6 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.31 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 8 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.32 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 8 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.33 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 10 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.34 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 10 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.35 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 12 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.36 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 12 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.37 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 14 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.38 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 14 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.39 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 16 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

Figure 5.40 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 16 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Figure 5.41 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 18 heures (en Pa, méthode de pénalisation, hors équilibre)

Figure 5.42 � Contrainte normale de ontat sur l'interfae entre le arbone et la fonte

t = 18 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Les �gures 5.25 à 5.42 présentent les ontraintes normales de ontat sur l'interfae

entre le arbone et la fonte. Ces �gures permettent de onstater que la distribution

des pressions de ontat est beauoup plus homogène ave la méthode du lagrangien

augmenté adapté. La méthode du lagrangien augmenté adapté permet de réduire les

onentrations de ontraintes sur les frontières de ontat tout au long du alul. L'évo-

lution de la position de la zone de ontat est similaire pour les deux méthodes.

Figure 5.43 � Fore normale de ontat sur l'interfae (Id :1 = vertiale ; Id :2 = hori-

zontale)

La �gure 5.43 expose la valeur de la fore normale de ontat en fontion du temps

pour les interfaes 1 et 2. Ces dernières sont respetivement les interfaes thermo-életro-

méanique vertiale et horizontale entre le arbone et la fonte. Les résultats obtenus

ave les deux méthodes sont assez réguliers dans le temps. Néanmoins, les résultats

obtenus par la méthode du lagrangien augmenté adapté, ont une évolution plus linéaire

dans le temps. Cette méthode semble don plus �able.

La méthode du lagrangien augmenté adapté permet de réduire fortement le temps de

alul aussi bien elui lié au système méanique que elui du système thermo-életrique.

De plus, les solutions obtenues ave ette méthode sont beauoup plus régulière qu'ave

la méthode de pénalisation (les zones de ontat sont plus larges et les ontraintes sont
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plus faibles). Cette méthode permet don de résoudre des problèmes thermo-életro-

méanique de manière rapide et �able.

5.5 Conlusion

Ces exemples ont démontré les avantages des méthodes proposées. La nouvelle mé-

thode proposée, elle du lagrangien augmenté adaptative permet la résolution de tous

les problèmes de ontat exposés. Cette méthode onjugue les avantages du lagrangien

augmenté (symétrie de la tolérane, simpliité, et stabilité) aux avantages de l'adap-

tation de la pénalité (optimisation du temps de alul). La méthode du lagrangien

augmenté adapté est très performante pour résoudre les problèmes de ontat méa-

nique sans frottement. Pour es types de problèmes, la rapidité de ette méthode est

omparable à elle de la pénalisation. De plus, elle permet de prendre des pas de temps

plus importants et le hoix de la valeur initiale du oe�ient de pénalisation normale

n'a pas vraiment d'importane. En outre, ette méthode peut résoudre les problèmes de

ontat frottant sans solliiter l'utilisateur pour hoisir la valeur du oe�ient de péna-

lisation tangentielle. Cette méthode est aussi performante pour des problèmes mettant

en jeu des ontraintes de ontat pouvant varier entre quelques mégapasal à quelques

milliers de mégapasal. De plus, la méthode du lagrangien augmenté adapté se trouve

partiulièrement e�ae pour les problèmes élasto-plastiques lorsque les deux solides

sont déformables. Les avantages de ette méthode sont enore plus importants dans le

ontexte multiphysique. Cette méthode est don un bon ompromis entre robustesse et

rapidité.

En outre, es exemples présentent l'avantage d'utiliser une méthode surfae-surfae.

Cette dernière permet de rendre la solution beauoup plus régulière. La méthode pré-

sentée est basée sur les éléments joints et permet de résoudre des problèmes en trois

dimensions.



Chapitre 6

Conlusion et reommandations

6.1 Conlusion

De nos jours, le ontat reste un problème de méanique des solides qui exige une atten-

tion toute partiulière aussi bien dans les domaines de la physique, des mathématiques

et de l'informatique. En e�et, le problème de ontat méanique n'est pas failement

modélisable. L'interfae de ontat peut présenter une très grande gamme de ompor-

tements au niveau du ontat ou/et du frottement. Les lois utilisées pour modéliser

es phénomènes présentent souvent des non-linéarités qui sont non-di�érentiables. Ces

non-linéarités peuvent provoquer des instabilités ou des osillations numériques lors de

la résolution numérique.

La formation d'un système d'équations n'est pas triviale. Elle demande la modi�a-

tion des équations qui régissent le ontat. Les méthodes les plus utilisées sont elles de

la régularisation (la méthode de pénalisation, elle des multipliateurs de Lagrange ou

enore elles du lagrangien augmenté). Or, es méthodes présentent plus d'inonvénients

que d'avantages.

La méthode des multipliateurs de Lagrange respete parfaitement les lois de ontat

et de frottement. Mais, elle fait intervenir de nouvelles inonnues, et rend le système

d'équations plus omplexe à résoudre.

La méthode de pénalisation et elle du lagrangien augmenté sont plus simples. Mais

144



CHAPITRE 6. CONCLUSION ET RECOMMANDATIONS 145

ave es méthodes, l'utilisateur doit déterminer les valeurs de oe�ients ruiaux, les

oe�ients de pénalisation (normale et tangentielle). La qualité de la solution dépend

énormément du hoix de es oe�ients. La méthode du lagrangien augmenté donne

plus de liberté au niveau du hoix des oe�ients de pénalisation mais l'utilisateur

doit également déterminer la valeur maximale de l'interpénétration et du glissement

réversible.

En outre, la résolution numérique du problème de ontat frottant néessite la dis-

rétisation spatiale des solides, et don des interfaes de ontat. Par onséquent, les

aluls sont e�etués sur une approximation des surfaes de ontat. Ainsi, les méthodes

de disrétisation des équations du ontat sont aussi importantes que les méthodes de

régularisation. La méthode de disrétisation des équations du ontat la plus utilisée est

elle dite point-surfae. Or, elle entraîne de nombreux problèmes numériques lorsque les

surfaes de ontat ne sont pas assez régulières ou lorsque les déplaements relatifs sont

trop importants. Pour éviter es problèmes, une autre méthode, dite surfae-surfae,

peut être utilisée. Le prinipal inonvénient de ette méthode est l'obtention d'un ve-

teur normal et tangentiel pour haque n÷ud d'une des surfaes de ontat. Le alul

de es valeurs est failement réalisable en deux dimensions mais il est beauoup plus

omplexe en trois dimensions, e qui rend ette méthode inutilisable. Ce problème est

ontourné si le veteur normal et tangentiel en un n÷ud est dé�ni par rapport au point

le plus prohe sur l'autre surfae de ontat.

En�n, lors de la résolution numérique d'un tel système, di�érentes méthodes peuvent

être utilisées pour la prise en ompte du ontat. Les méthodes les plus utilisées (péna-

lisation, pénalité adaptative ou lagrangien augmenté) présentent toutes de nombreuses

limites. Chaune de es méthodes produit de très bons résultats mais pour ela l'uti-

lisateur doit hoisir orretement les valeurs des oe�ients de pénalisation et les pas

de temps. En outre, les performanes en termes de temps de alul dépendent énor-

mément du type d'exemple. Ainsi, auune de es méthodes (pénalisation, pénalisation
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adaptative et lagrangien augmenté) n'est onvenable.

Ces travaux de reherhe proposent don une nouvelle méthode, elle du lagrangien

augmenté adapté. Cette méthode onjugue les avantages des méthodes usuelles sans

leurs inonvénients (symétrie de la tolérane, simpliité, stabilité et optimisation du

temps de alul). L'adaptation de la pénalité permet d'éliminer les osillations du sta-

tut de ontat (ontat / non ontat), et rend ainsi la résolution plus rapide et plus

�able. Cette méthode permet de ontr�ler l'interpénétration. En e�et, l'utilisateur peut

hoisir la valeur maximale de l'interpénétration qu'il souhaite. Cette valeur peut être

reliée à une signi�ation méanique ou bien à la disrétisation spatiale. Ce paramètre

permet don de ontr�ler la représentativité de la réalité. L'annexe A renfore les avan-

tages de ette nouvelle méthode en montrant que les résultats obtenus ave elle-i sont

transposables dans d'autres ontextes. De plus, une tehnique de fatorisation séletive

permet de réduire onsidérablement l'in�uene de e paramètre sur le temps de alul.

Cette méthode est par onséquent, plus �able, plus rapide et plus robuste que n'im-

porte laquelle des méthodes les plus utilisées (pénalisation, pénalisation adaptative et

lagrangien augmenté).

En outre, es travaux présentent également une méthode surfae-surfae permettant

la résolution de problèmes en trois dimensions. Elle diminue l'erreur produite par la

disrétisation spatiale. Cette méthode n'a que peu d'in�uene sur le temps de alul. Elle

permet de produire une solution plus régulière. Néanmoins, ette formulation surfae-

surfae présente de grandes di�érenes par rapport à la formulation point-surfae. Des

ajustements sont néessaires dans la proédure de résolution.

6.2 Reommandations

Les travaux e�etués durant ette reherhe dotorale peuvent être améliorés sur er-

tains points. Bien que la méthode du lagrangien augmenté adapté soit très performante,

l'utilisation d'une tehnique de fatorisation séletive permettant de ne pas realuler
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la matrie tangente pour toutes les itérations après la première augmentation des mul-

tipliateurs de Lagrange, permettrait d'éviter l'intervention de l'utilisateur. En e�et,

ela donne la possibilité d'e�etuer plusieurs yles d'augmentation des multipliateurs

de Lagrange, sans réellement in�uener le temps de alul. Ainsi, un ritère d'erreur sur

les ontraintes de ontat pourrait être alulé entre deux yles, e qui permettrait de

supprimer les valeurs d'interpénétration maximale et du glissement réversible maximal.

D'autre part, une étude omplémentaire devrait être menée sur le frottement. Cette

étude déterminera si l'algorithme de alul du oe�ient de pénalisation tangentielle

doit être modi�é ou si ette méthode doit utiliser la tehnique de résolution des mul-

tipliateurs de Lagrange à inrément avant (voire partie 3.4.3). Dans e as, après un

ertain nombre de yles d'augmentation des multipliateurs de Lagrange (un ou deux),

les statuts de ontat sont dé�nis, la résolution par la méthode des multipliateurs de

Lagrange à inrément avant pourrait ainsi être envisagée aisément.

En e qui onerne la méthode des éléments joints, la modi�ation apportée permet

la résolution des problèmes de dimensions trois. Mais les performanes de ette méthode

n'ont pas pu être exploitées au maximum en raison de l'arhiteture du ode de alul

utilisé. Le ode utilisé est onstruit pour aluler les ontraintes de ontat sur un élé-

ment eslave en fontion des éléments maîtres. Or, dans la formulation surfae-surfae,

le alul e�etué sur haun des n÷uds de la surfae eslave dépend de l'ensemble de ses

voisins et des éléments maîtres. Dans le adre d'une résolution de type Newton-Raphson,

le alul du veteur résidu peut failement être e�etué ave ette arhiteture, mais le

alul de la matrie tangente s'avère très omplexe. Ces di�érenes rendent obligatoire

d'importantes modi�ations du ode de alul. Bien qu'en théorie rien ne laisse penser

que l'utilisation de la méthode du lagrangien augmenté adapté ave elle des éléments

joints devrait poser problème, ette ombinaison devrait être étudiée. Elle devrait pro-

duire une amélioration du alul des ontraintes de ontat aussi bien dans un ontexte

méanique que multiphysique.



Annexe A

Approhe di�érente

Cette annexe a pour but de présenter une autre approhe des problèmes de ontat

méanique a�n de prouver que les études faites dans le adre de e projet de reherhe

peuvent être utilisées pour d'autres odes de aluls. Dans un premier temps la métho-

dologie et les outils utilisés à l'Université de Liège sont présentés. Puis, le problème de

Hertz présenté dans le hapitre 4 à la partie 4.1.3 est repris et résolu ave es outils.

A.1 Approhe utilisée à l'Université de Liège

Les problèmes de ontat méanique résolu à l'université de Liège sont di�érents de

eux alulés à l'Université du Québe à Chioutimi. L'approhe prise pour résoudre

es problèmes est d'autant plus di�érente que haune des deux institutions utilise des

outils qu'elle développe elle-même.

A.1.1 Metafor

Metafor est le logiiel développé à l'université de Liège pour la résolution par élément

�ni de problèmes de ontat en grandes transformations. Il di�ère de elui développé à

l'Université du Québe à Chioutimi en de nombreux points. Les buts des deux logiiels

sont di�érents. Metafor avait à l'origine pour objetif de résoudre des problèmes de for-

mage (problème dynamique de ontat méanique en grandes déformations). Par ontre,
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fesh++ est destiné à la résolution de problèmes multiphysiques en quasi-statique, le

module Contata est dédié au ontat ([3, 4℄). Les stratégies de alul sont don dif-

férentes et de nombreuses astues de alul sont di�érentes. Cei rend la omparaison

des deux logiiels très di�ile.

A.1.2 Gestion du temps

La stratégie de résolution de Metafor est basée sur l'adaptation du pas de temps. Dans

fesh++ une méthode d'adaptation du pas de temps peut être utilisée mais elle ne l'est

que très rarement. Le logiiel Metafor utilise une tehnique de alul permettant d'ajus-

ter la taille du pas de temps en fontion de la vitesse de onvergene. Si l'algorithme ne

onverge pas avant un ertain nombre de pas de temps, alors le alul est repris ave

un pas de temps plus petit.

Cette tehnique semble permettre une optimisation du temps de alul et assure

l'obtention d'une solution �able. La gestion du ontat est également di�érente.

A.1.3 Gestion du ontat

La formulation hoisie pour aluler le ontat méanique dans Metafor, est omme elle

utilisée dans fesh++, une approhe maître/eslave. La surfae eslave entre en ontat

ave la surfae maître (obstale). Mais ontrairement à e qui est fait dans Contata

(un élément eslave entre en ontat ave la surfae maître), le ontat est onsidéré

pour haun des n÷uds de la surfae eslave. Ainsi, la notion d'élément de ontat n'est

pas dé�nie. Les n÷uds de la surfae eslave sont simplement mis en relation ave les

n÷uds de la surfae maître a�n de aluler les onditions de ontat. En onséquene,

e sont des fores et non pas des ontraintes de ontat qui sont alulées. Ces fores

sont don appliquées sur haun des n÷uds de la surfae eslave. A�n de respeter le

prinipe d'ation - réation, pour haque n÷ud eslave, la fore opposée est appliquée

sur la surfae maître, elle est divisée entre les n÷uds de l'élément en ontat ave e
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n÷ud, en fontion de la position du ontat sur et élément. Une option permet de tenir

ompte de la di�érene de densité de maillage en venant multiplier la fore de ontat

par une valeur aratérisant la taille de la zone d'in�uene du n÷ud (ette valeur est

onstante au ours du alul). De plus, e ode de alul donne la possibilité d'utiliser

l'approhe double maître/eslave. Les deux frontières sont prises suessivement ave le

statut eslave et les fores de ontat sont sommées. Cette tehnique présente l'avantage

d'être très rapide et simple. Elle permet d'utiliser des tehniques pouvant rendre les

résultats plus réguliers, omme la régularisation du veteur normal [40, 41℄.

A.1.4 Régularisation du veteur normal

Le logiiel Metafor utilise une méthode de régularisation du veteur normal sur la fron-

tière maître au voisinage de la frontière des éléments. La position des axes permettant

la représentation du ontat est une fontion de la position du n÷ud eslave par rapport

aux éléments maîtres. Lorsque le n÷ud eslave se trouve dans le voisinage de plusieurs

éléments maîtres, la position des axes varie de manière ontinue entre les valeurs prises

pour haun des éléments maîtres en fontion de la position du n÷ud par rapport aux

éléments maîtres. Cette méthode apporte de la stabilité et diminue le temps de alul

tout en augmentant la �abilité.

A.1.5 Matériaux élasto-plastique

L'outil Metafor est développé, entre autre, pour la résolution de méanique ave un

omportement élasto-plastique. Il omporte des méthodes permettant la bonne repré-

sentation des déformations élasto-plastiques. Une intégration di�érentielle est e�etuée

pour mieux prendre en ompte les déformations élasto-plastiques.

Malgré toutes es di�érenes, la résolution d'un même problème est e�etuée ave

les deux outils pour ompléter l'étude des méthodes de alul du ontat méanique.
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A.2 Problème de Hertz

Le problème de Hertz résolu, est présenté dans la partie 4.1. Mis à part pour le problème

élasto-plastique dans lequel l'hypothèse des ontraintes planes et remplaé par elle

des déformations planes. Les maillages utilisés sont produits par un utilitaire (Gen4)

inorporé dans le logiiel Metafor. Ces maillages sont omposés d'éléments quadrangles

et notés maillage n ou n est la longueur en millimètre des éléments linéique dans la

zone de ontat. Trois maillages di�érents sont utilisés :

− maillage 1 ;

− maillage 0,5 ;

− maillage 0,25.

Les aratéristiques méaniques sont exposées dans la partie 4.1 à la page 58. Ces

exemples sont résolus ave la méthode de pénalisation. Les valeurs du oe�ient de

pénalisation sont identiques à eux utilisés dans les exemples de la partie 4.1 (105, 106

et 107).

� Cas du quart de ylindre et du plan

Tableau A.1 � Nombre d'itérations et de pas de temps (quart de ylindre en aier et du

plan indéformable)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

1 0,5 0,25 1 0,5 0,25

105
5 7 7 6 7 18

(2) (2) (2) (2) (2) (5)

106
6 9 9 19 21 34

(2) (3) (3) (5) (5) (9)

107
6 9 12 20 31 33

(2) (3) (4) (5) (9) (9)
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Le tableau A.1 présente le nombre d'itérations et le nombre de pas de temps (nombre

entre parenthèses) pour haune des on�gurations.

Le tableau (A.1) permet de onstater que l'augmentation de la valeur du oe�ient

de pénalisation normale rend la résolution plus di�ile. De même, la plasti�ation du

matériau oblige une diminution des pas de temps. Le rapport du nombre d'itérations

et de elui des pas de temps démontre la rapidité de la méthode de pénalisation (entre

trois et quatre itérations par pas de temps). Dans le as élastique, le nombre d'itérations

est omparable à elui obtenu ave la méthode du lagrangien augmenté adapté (voir

tableau 5.2).

Figure A.1 � Contrainte normale de ontat tn (maillage 0,5 et omportement élastique)

Les �gures A.1 et A.2 représentent les � ontraintes � de ontat (les fores de ontat

au n÷uds divisées par la surfae d'in�uene), pour le maillage 0,5. Elles montrent la

bonne évaluation des onditions de ontat pour les valeurs du oe�ient de pénalisation

de 106 et 107. Des onstatations similaires sont valables pour les autres maillages.
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Figure A.2 � Contrainte normale de ontat tn (maillage 0,5 et omportement élasto-

plastique)

� Cas des deux quarts de ylindre

Tableau A.2 � Nombre d'itérations et de pas de temps (deux quart de ylindre en aier)

élastique élasto-plastique

εn
maillage maillage

1 0,5 0,25 1 0,5 0,25

105
5 7 11 7 21 37

(2) (2) (4) (2) (5) (9)

106
7 11 23 19 26 31

(2) (4) (5) (6) (6) (9)

107
32 18 36 30 31 40

(9) (6) (9) (9) (10) (11)

Le tableau A.2 présente le nombre d'itérations et de pas de temps pour la résolution

de e problème sous la on�guration des deux quarts de ylindre. Dans le as général, le

nombre de pas de temps augmente par rapport à la on�guration plan-ylindre. Ainsi,

le nombre d'itérations est également plus important mais, s'il est ramené au pas de

temps, il est identique (entre trois ou quatre itérations par pas de temps). Le nombre
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d'itérations, dans le as élastique, est supérieur à elui obtenu ave la méthode du

lagrangien augmenté adapté (voir tableau 5.4).

De plus, les solutions sont quasiment identiques à elles obtenues sous la on�gura-

tion plan-ylindre.

Malgré les nombreuses di�érenes entres les deux logiiels, e problème permet d'en-

visager le fait que la méthode du lagrangien augmenté adapté pourrait apporter une

amélioration onséquente à la rapidité et la �abilité de l'outil de alul Metafor. De plus,

d'après la struture de la proédure de alul, la méthode surfae-surfae basée sur les

éléments joints (voir hapitre 5) apporterait une meilleure régularité de la solution.
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