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Résumé

Le contact mécanique est le probléme de mécanique des solides qui présente les non-
linéarités les plus difficiles & prendre en compte. La bonne résolution numérique de
ce probléme est fortement perturbée par la non-linéarité et la non-différentiabilité des
équations régissant le contact mécanique frottant (collement-décollement et amorce du
glissement). Encore aujourd’hui, il n’existe pas de méthode permettant de résoudre le
probléme de contact frottant de maniére universelle. Ce travail porte donc sur 1’élabo-
ration de méthodes permettant de résoudre le plus grand nombre de types de probléme
de contact frottant. Il peut étre décomposé en deux parties.

La premiére partie porte sur la formation du systéme d’équations et ’algorithme de
résolution. Les méthodes les plus utilisées sont celles de pénalisation et du lagrangien
augmenté. Bien que trés simples, ces méthodes sont assez difficiles a utiliser en raison
de la difficulté d’identification des valeurs des coefficients de pénalisation (normale
et tangentielle). Afin de pallier les carences de ces méthodes, une nouvelle approche
est proposée, celle dite du « lagrangien augmenté adapté ». Cette nouvelle méthode
est basée sur celle du lagrangien augmenté jumelée a une adaptation de la pénalité.
Elle présente ’avantage de ne plus obliger 1'utilisateur a choisir des coefficients de
pénalisation. De plus, elle cumule la rapidité de I’adaptation de la pénalité et la fiabilité
de la méthode du lagrangien augmenté.

La deuxiéme partie porte sur la prise en compte du contact sous une discrétisation
spatiale. La méthode la plus utilisée est la méthode « point-surface ». Le contact est
calculé pour chacun des points d’une des surfaces avec I'autre surface. Cette méthode
présente de nombreuses limites, notamment au niveau de la représentativité et de la
régularité de la solution lorsque les deux surfaces sont déformables et irréguliéres. Une
autre méthode fait 'objet d’intense recherche, la méthode « surface-surface »basée sur
les éléments joints. Le contact est calculé pour chaque nceud d’une des surface en
fonction des deux surfaces ce qui rend la solution plus réguliére et plus représentative.
Cependant, les complications induites par cette méthode ne permettent pas de résoudre
les problémes en trois dimensions. Une variante de cette méthode est donc présentée
afin de pouvoir étre utilisée pour les problémes en deux ou trois dimensions.

Toutes ces méthodes sont testées sur des problémes académiques simples et égale-
ment sur des problémes industriels multiphysiques.

Courriel de 'auteur : phil b_13@hotmail.com



Abstract

The mechanical contact is the problem of solids mechanics that presents the most
difficult nonlinearity. The good resolution of the frictional contact problem is disrupted
by the nonlinearity and the non differentiability of the contact’s equations (stick /unstick
and the initiation of sliding). Until now, no method could be used to resolve all contact
problems. This work is focused on the methods of calculation of the mechanical contact
in a more general way. It could be separated in two parts.

The first one concerns the creation of the systems of equations and the algorithm of
resolution. The methods more used are the Penalty Method and Lagrangian Augmented
Method. Although these methods are simple, they are very difficult to use because the
choice of the value of penalty coefficients (normal and tangential). For this reason, a new
method, the “Lagrangian Augmented Adapted Method” is proposed. This new method
is based on the Lagrangian Augmented Method and on the adaptation of the penalty
coefficients. With it, the user does not need to choose the value of penalty coefficients.
In addition, this method has the speed of the Penalty Method and the reliability of the
Lagrangian Augmented Method.

The second part of this work deals with the calculation of the mechanical contact
under a spatial disctretization. The method more used is the “Point-Surface” Method.
The contact is calculated between every point of one surface and the other surface.
This method has many limits, as the representativeness and the regularity of the solu-
tion when the boundaries are deformable and irregular. Many researches are done on
another method, the “Surface-Surface” Method based on the Mortar Element Method.
The mechanical contact is calculated on each node of one surface in function of the
two surfaces. With this method the solution is more regular and reliable. But the cal-
culation of the mechanical contact is more difficult, so it can not be used to the three
dimensional problems. An adaptation of this method has been proposed to the two and
three dimensional problems.

All these methods are tested on some academics and industrials multi-physical pro-
blems.

Author’s e-mail : phil b _13@hotmail.com
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Généralités

Dans un monde toujours plus concurrentiel, les industriels doivent sans cesse augmenter
la qualité de leurs produits tout en diminuant leurs coiits pour ne pas disparaitre.
[’avénement de l'informatique leur offre la possibilité de pouvoir modéliser et simuler
numériquement de plus en plus de phénoménes. Les industriels investissent massivement
dans ces nouveaux outils qui sont moins cotiteux que des essais réels. Ceux-ci permettent
de tester différents matériaux, différentes configurations, de nouveaux procédés et de
comprendre les mécanismes en jeu, tout cela dans un monde virtuel sans influence sur

le monde réel.

Ces outils sont tellement efficaces qu’ils se sont rapidement imposés dans tous les
secteurs : de l'industrie lourde (production de matiére premiére, aluminium, ...) a la
biologie (mécanismes moléculaires, ...) en passant par la nanotechnologie (nano-robots,
nano-outils, ...). La diversité des phénoménes nécessite un grand nombre d’outils dif-
férents. Une multitude de logiciels sont alors développés a travers le monde. Parmi les
logiciels commerciaux utilisés pour la résolution des problémes de mécanique des so-
lides, les marques ABAQUS et ANSYS sont trés répandues. La complexité de I'analyse
numérique dépend directement du phénoméne traité. Ainsi, certains comportements

mécaniques ne sont toujours pas bien simulés et /ou demandent une attention particu-
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liére. Le contact mécanique frottant fait partie de ces problémes.

1.2 Problématique

Les phénoménes liés au probléme de contact mécanique sont présents dans de nom-
breuses applications domestiques et industrielles. La nature fort complexe, des phéno-
menes liés a 'interaction purement mécanique ou multiphysique entre les solides exige,
encore aujourd’hui, une attention toute particuliére dans les domaines de la physique,
des mathématiques et de I'informatique. Or, le contact mécanique est trés important
pour la bonne résolution de nombreux problémes tels que la mise en forme (forgeage,
emboutissage, poingonnement, ...), la simulation d’usures (engrenages, pneu-route, ...)
ou encore tout systéme comportant plusieurs piéces dans un contexte mécanique ou
multiphysique (cuve d’électrolyse de I’aluminium, ...) (Figure 1.1). Ces problémes sont
importants pour de nombreux secteurs industriels, tels que la production, l’automobile,
I’aéronautique, le nucléaire ou encore le militaire. Tous ces domaines témoignent du
besoin grandissant d’outils performants et robustes afin de modéliser mathématique-
ment et de simuler numériquement le phénoméne de contact mécanique. Ceci afin de
quantifier précisément 'influence du comportement des interfaces sur celui du systéme

global.

Le contact demeure, encore aujourd’hui, le probléme de mécanique des solides qui
présente les non-linéarités les plus difficiles & prendre en compte. Celles-ci proviennent
du changement brutal de comportement, associé au phénoméne de collement / décol-
lement et/ou a celui de 'amorce du glissement des solides mis en contact. De plus,
I’évaluation des conditions de contact, nécessite la parfaite connaissance de la position

relative des solides dans la configuration déformée, a priori inconnue.

De nombreuses lois ont été proposées pour permettre la modélisation des différents

phénoménes se produisant au niveau de l'interface dans un probléme de contact frot-
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tant. Le choix de la loi applicable dépend a la fois des caractéristiques des matériaux,
de la nature de l'interface mais aussi de la nature du probléme. Néanmoins, ces lois pré-
sentent souvent des non-linéarités qui sont non différentiables, ce qui peut provoquer des
instabilités ou des oscillations lors de la résolution numérique. Dans ce dernier cadre,
de nombreuses techniques numériques ont été avancées. Cependant, chacune d’entre
elles s’applique & un type de probléme spécifique. Actuellement, il n’existe donc pas de
méthode de résolution du probléme de contact frottant suffisamment fiable, stable et

rapide pouvant étre appliquée a tout type de probléme.

(a) Emboutissage de tole [3] (b) Cuve d’électrolyse [4]

Figure 1.1 — Quelques exemples de problémes présentant des zones de contact

1.3 Objectifs

Ce travail de recherche a pour but d’élaborer un ensemble de méthodes permettant
de résoudre une trés vaste gamme de problémes présentant une ou plusieurs interfaces
de contact, de maniére rapide et fiable. Ces méthodes doivent pouvoir résoudre, sans
solliciter I'utilisateur, ces problémes de contact frottant dans un contexte mécanique

ou multiphysique. Deux aspects sont envisagés : le premier est la technique de calcul



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4

permettant d’obtenir une solution respectant les lois de contact. Le deuxiéme est la
facon de prendre en compte le contact lorsque les frontiéres sont composées de nuages

de points.

1.4 FEtat des connaissances

Le probléme de contact mécanique est bien connu car il fait partie des fondements de la
mécanique. Malgré ceci, force est de constater que la modélisation mathématique n’est
pas évidente. De nombreuses lois sont proposées pour représenter le comportement des
interfaces, aussi bien au niveau du contact qu’au niveau du frottement [1, 2|. Toujours
actuellement, des recherches sont effectuées pour proposer de nouvelles lois prenant en
compte plus fidélement les interactions au niveau des interfaces de contact. Dans cette

optique, une loi de frottement non linéaire et non locale est expliquée dans [2].

Le plus souvent, la difficulté engendrée par la non-différentiabilité de ces lois est
résolue avec une méthode de régularisation (pénalisation, lagrangien augmenté, ...)
[5, 6, 7, 8, 9]. Or, I'utilisation d’une de ces lois produit de nouvelles difficultés lors de la
résolution numérique. Méme si certaines de ces méthodes sont simples, leur utilisation
nécessite une bonne connaissance des phénomeénes mécaniques étudiés afin de détermi-
ner les paramétres cruciaux. Ces paramétres sont les coefficients de pénalisation normale
et tangentielle. Des valeurs trop faibles de ces coefficients engendrent une mauvaise so-
lution avec la méthode de pénalisation alors qu’avec celle du lagrangien augmenté une
vitesse de convergence trop lente rend la résolution impossible. Par contre, si les valeurs
de ces coefficients sont trop importantes, des oscillations numériques apparaissent ce
qui rend la résolution trés lente ou impossible. La méthode du lagrangien augmenté
présente l'avantage de permettre un plus large choix des coefficients de pénalisation,
mais 'utilisateur doit aussi controler les valeurs maximales de l'interpénétration et du
glissement tangentiel réversible. Ces valeurs ont une grande influence sur le temps de

calcul.
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En outre, la discrétisation spatiale du probléme produit des difficultés au niveau
du calcul du contact mécanique. La détermination des valeurs entrant en jeu dans les
équations du contact mécanique est difficile & calculer lorsque les deux frontiéres sont
constituées de nuages de nceuds. La méthode la plus utilisée est ’approche point-surface
sous une configuration maitre-esclave [13, 3, 4, 14, 15]. Cette approche rencontre des
difficultés lorsque les éléments des surfaces de contact forment des angles importants
entre eux. Ceci engendre de brusques variations spatiales et temporelles des valeurs
prises pour le calcul du contact mécanique, ce qui entraine de fortes variations des
valeurs des contraintes de contact. Ces variations n’ont pas de sens mécanique, elles
sont le fruit de I'amplification des erreurs de discrétisation spatiale. Ces problémes sont
aussi rencontrés lorsque la projection d’'un point de la surface esclave, sur lequel le
contact est calculé, se déplace entre deux éléments maitres.

Une alternative a cette approche fait 'objet de nombreuses recherches, celle basée
sur les éléments joints (« mortar elements » en anglais [16, 17, 18]). Cette méthode
consiste a calculer les valeurs relatives au contact pour chaque nceud de la surface
esclave. Ces valeurs sont fonction de la position relative des éléments des deux surfaces
de contact. Les solutions obtenues sont donc plus réguliéres qu’avec la méthode point-
surface. Mais cette méthode n’est présentée que pour les problémes en deux dimensions
[18]. Elle n’est pas étendue aux problémes a trois dimensions a cause de la difficulté de
calculer un vecteur normal et un plan tangentiel en tous les noeuds d’une des surfaces.

Le calcul du contact peut aussi étre fait d’'une autre maniére. La discrétisation
spatiale n’est plus effectuée grace a la méthode des éléments finis (utilisée dans la
grande majorité des cas), mais par celle des éléments finis étendus (X-FEM) (voir
[19, 20, 21, 22, 23, 24]). Bien que celle-ci ait déja prouvé son efficacité dans le cadre de
la modélisation de la mécanique des fissures, elle n’est pas appropriée a la modélisation
de la mécanique du contact lorsque la géométrie des frontiéres de contact est définie au
début du probléme. Néanmoins, elle pourrait étre utilisée pour la modélisation des phé-

noménes non linéaires localisés dans le voisinage des frontiéres de contact (déformation
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des aspérités surfaciques, endommagement, fissuration, ...).

Une autre méthode de discrétisation spatiale peut améliorer le calcul du contact
mécanique [26]. Les méthodes sans maillages, telles que celles basées sur la partition
de 'unité (|25]), ou encore celles des éléments naturels ([26, 27, 28, 29, 30, 31, 32|)
présentent ’avantage d’étre plus malléables. Ainsi, la densification des zones de contact
peut étre facilement effectuée. Mais ces méthodes ne réglent pas les problémes du contact
mécanique. Quelle que soit la méthode de discrétisation spatiale utilisée, les difficultés

produites par le contact frottant sont toujours les mémes.

Les méthodes de lissage des frontiéres permettent de mieux calculer les valeurs des
expressions importantes pour la modélisation du contact |33, 34, 35, 36]. Ces méthodes
donnent une approximation plus lisse des frontiéres de contact ce qui permet de diminuer
les perturbations engendrées par les erreurs numériques. Toutefois, la méthode de lissage
proposée dans [33, 34| ne s’applique pas au contact frottant. De plus ces méthodes sont

difficiles & mettre en ceuvre et trés coiteuses en temps de calcul.

1.5 Méthodologie

La méthodologie utilisée pour remplir les objectifs de ces travaux de recherche est
articulée autour de deux thémes principaux : la technique de résolution des équations
de la mécanique du contact et la méthode de considération du contact mécanique sous

une discrétisation spatiale.

Ces travaux sont initiés par une étude de la mécanique du contact frottant. Elle
porte sur la modélisation mathématique de la mécanique en présence de contact frot-
tant. Cette étude met en évidence les problémes liés a la non-différentiabilité des équa-
tions du contact mécanique. Suite a cela, une comparaison des méthodes de résolution
du probléme de contact mécanique frottant les plus utilisées et les plus prometteuses

est faite. Cette étape est trés importante car la non-différentiabilité des équations de
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contact rend la résolution numeérique fort complexe. Cette comparaison, permet de
distinguer les avantages et les inconvénients des différentes méthodes. Ceci permet de
proposer une nouvelle méthode conjuguant les avantages des autres méthodes sans leurs
inconvénients. Cette nouvelle méthode peut résoudre un trés grand nombre de types

différents de probléme de contact frottant en quasi-statique.

L’autre aspect important de la résolution numérique des problémes de contact mé-
canique est situé au niveau de la discrétisation spatiale des interfaces. En effet, la
discrétisation spatiale des solides est particuliérement néfaste pour le contact. Les fron-
tiéres sont divisées en éléments, mais ces derniers n’en sont qu’une approximation. Une
étude comparative des différentes méthodes de calcul du contact mécanique est effec-
tuée. Celle-ci permet de mettre en évidence les avantages de chacune des méthodes.
Par la suite, une méthode est proposée afin de permettre la meilleure approximation
des contraintes de contact quelle que soit la méthode utilisée pour résoudre le systéme

d’équations.

Enfin les méthodes proposées sont testées sur un probléme industriel.

1.6 Originalité et plan

Ce travail contribue a ’avancement des connaissances dans la prise en compte des lois
de contact et de frottement aussi bien au niveau mathématique que numeérique.

Deux aspects peuvent étre distingués dans cette contribution. Le premier porte sur
I’élaboration d’'une méthode de prise en compte des lois régissant I'interface de contact
sous une discrétisation spatiale. Cette méthode permet d’atténuer les effets néfastes
de la discrétisation spatiale. Elle adopte une formulation surface-surface basée sur les
éléments joints (|16, 17, 18]), mais les modifications apportées permettent de 'utiliser
facilement pour des problémes en trois dimensions.

Le deuxiéme aspect porte sur les techniques de calcul. Un ensemble de méthodes
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est proposé afin de rendre la résolution des problémes de contact mécanique frottant
rapide et fiable. Une nouvelle méthode, celle du lagrangien augmenté adapté est ainsi
proposée. Cette méthode présente les avantages des méthodes usuelles (rapidité, symé-
trie de la tolérance par rapport a la frontiére de contact, simplicité, et fiabilité) sans

leurs inconvénients.

Ainsi cela permet de résoudre de maniére fiable et rapide tout probléme de contact
mécanique quasi-statique. Ces méthodes peuvent aussi étre utilisées pour le calcul du
contact mécanique dans un contexte multiphysique. Ce qui permet de mieux traiter
de nombreux problémes industriels pour lesquels la connaissance précise des conditions
de contact est primordiale. En effet, dans certains problémes multiphysiques, les lois
de comportement a 'interface de contact peuvent dépendre fortement de la valeur des

contraintes de contact.

Cette thése présente tous les aspects de la résolution numérique du probléme de
contact mécanique dans le domaine quasi-statique, des fondements mécaniques aux
applications industrielles. Elle est composée de six chapitres. Ce chapitre a pour but
d’en faire un survol général.

Le chapitre deux présente la mécanique et la mathématique du contact frottant.
Il constitue un préliminaire nécessaire a la résolution du probléme. Il débute par les
notions de cinématique et de sthénique utiles au probléme de contact mécanique. Ces
notions permettent de définir les équations représentant le contact mécanique frottant.
Le chapitre s’achéve sur la présentation des équations de la mécanique des solides sous
la forme du principe des travaux virtuels.

Le chapitre trois passe en revue les méthodes de résolution du probléme de contact
mécanique frottant les plus utilisées et les plus prometteuses. Il commence par la for-
mation d’'un systéme d’équations. Cette étape est trés importante car la non-différen-

tiabilité des équations de contact rend la résolution numérique fort complexe. Afin de
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pouvoir résoudre numériquement ce probléme, une discrétisation spatiale est effectuée a
partir de la méthode des éléments finis. La discrétisation spatiale des solides est particu-
liéerement néfaste pour le contact. En effet les frontiéres sont divisées en éléments, mais
ces derniers n’en sont qu’une approximation. Ainsi, différentes méthodes sont exposées
pour prendre en compte le contact mécanique.

Malgré une recherche trés active dans ce domaine, la résolution numérique du pro-
bléme de contact mécanique frottant pose toujours probléme. Ainsi le chapitre quatre
met en avant les carences des méthodes les plus souvent utilisées a travers quelques
exemples simples.

La cinquiéme partie constitue la principale contribution originale de ce travail de
recherche. Elle explique les nouvelles méthodes envisagées. Cette recherche a donné
naissance a une méthode permettant la résolution du probléme de contact frottant d’une
maniére fiable et rapide. De plus, une méthode de prise en compte du contact mécanique
basée sur les éléments joints est envisagée pour les problémes en trois dimensions. Ces
méthodes sont mises a I’épreuve grace aux problémes qui ont pris en défaut les méthodes
les plus répandues. Un exemple industriel démontre la robustesse de ces méthodes.

La conclusion générale ainsi que les perspectives futures figurent dans le dernier

chapitre.



Chapitre 2

Mécanique du contact frottant

Ce chapitre a pour but d’établir un systéme d’équations représentant la mécanique des
solides en présence de contact frottant. Cette analyse se focalise sur le contact méca-
nique. Bien que celui-ci soit un phénoméne trés connu, une attention particuliére doit
étre portée lors de la transcription du systéme d’équations. En effet, la détermination du
statut de contact nécessite la connaissance de la position relative des frontiéres. Ainsi,
ce chapitre commence par une présentation de quelques notions de cinématique et de
sthénique dans le cadre général de grandes transformations. Par la suite, les conditions
permettant le respect de la mécanique du contact frottant sont exposées. Finalement,
le principe des travaux virtuels permet de former un systéme d’équations représentant

la mécanique des solides en présence de contact frottant.

2.1 Notions de cinématique et de sthénique

2.1.1 Cinématique

Dans la configuration initiale, le solide a, (avec e = 1 ou 2,) occupe 'espace noté €.
La position de n’importe laquelle de ces particules est définie par le vecteur X®. A
l'instant ¢, (avec t € [0,7T],) 'espace qu’il occupe est noté € et la position de cette
méme particule est donnée par le vecteur x®, ce vecteur dépend donc de X< et de t.

Le vecteur déplacement de cette particule est notée u® et il est défini par 'expression

10
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suivante :

u®( XY t) =x*( X t) — X (2.1)

La frontiére du solide « est divisée en trois parties, notées respectivement, I'y, I'¢ et I'¢
dans la configuration initiale, et 7;', 77 et 7 dans la configuration déformée, a 'instant
t. Les parties des frontiéres notées avec un indice ,,, y ou . représentent respectivement,
la surface sur laquelle un déplacement, une force ou une condition de contact sont
imposés (Figure 2.1). Dans ce document, sauf mention contraire, les indices en lettres

grecques prennent les valeurs 1 ou 2.

Figure 2.1 — Représentation des solides au cours de la déformation.

Afin de connaitre I'é¢tat de déformation dans le voisinage de n’importe quelle par-
ticule, a l'instant ¢, la transformation étudiée est supposée étre différentiable sur €2,,.
Ainsi, le tenseur gradient de déformation de cette transformation est noté F. Clest un

tenseur du second ordre défini par ’expression suivante :

oxr~

F(X*t) = 5xa

(X, 1). (2.2)

Dans le cadre de cette thése, 'attention est principalement portée sur les frontiéres
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de contact.

Particule appartenant a la surface candidate au contact

Dans le cas particulier, ou la particule définie précédemment appartient a une surface
candidate au contact, elle est notée P®. La particularité du probléme de contact impose
la connaissance d’informations supplémentaires sur la géométrie des frontiéres candi-
dates au contact. Pour ceci, une fonction bijective, 1)y, peut étre définie pour mettre en
relation la frontiére de contact I'* avec 'ensemble A (un sous-ensemble de R?). Ainsi,

la position de la particule P® peut étre donnée par :

o A — IY (2.3)

& — o(§) (2.4)

X% = ¢o(§) (2.5)
% = x%(Yo(§),t) = Y(&,1) (2.6)

ol £ (= (£4,€?)) est une coordonnée dans A.

Finalement, cette paramétrisation est supposée suffisamment réguliére pour per-
mettre le calcul de toutes les dérivées nécessaires. Cette paramétrisation, permet de
définir une base, notée (T7,T, N) dans la configuration initiale ou (71, 72,n) dans
la configuration déformée, au temps ¢ (pour un probléme en deux dimensions, voir la
figure 2.2 ). Les composantes tangentielles de cette base sont définies en dérivant le

vecteur position par rapport aux parameétres §B, tel que :

Ts(¢) = a@gzgg) (2.7)
et = 22 0%l _Fpe (2.8)

9X>  0¢h
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La composante normale est définie par :

T1 X T2

N(¢) 1T, % T (2.9)
. T1 X To

n(f,t) - ||Tl % T2|| (210)

Force est de constater que les propriétés des bases qui viennent d’étre définies (77,
T, N) et (11, T2,m)), sont entiérement conditionnées par la nature de la paramétrisa-
tion de la surface de contact. Néanmoins, la paramétrisation est définie de maniére a

obtenir un vecteur normal sortant (voir figure 2.2).

Figure 2.2 — Représentation des frontiéres de contact au cours de la déformation.

En outre, la description de la cinématique de deux particules candidates au contact
nécessite la prise en compte de deux aspects. Le premier est la notion d’interpénétrabi-
lité (distance entre deux particules candidates). Le deuxiéme aspect est lié a la notion

de frottement (vitesse tangentielle des particules candidates).

Pour ce faire, la fonction écart g(X*,t) est définie par 'expression suivante :

T (X7, t) —2®($(&p),t) = —g(X T t)m (2.11)

ot, &, est la coordonnée paramétrique du point x? de la frontiére 72, celui-ci corres-
pondant a la projection orthogonale du point de coordonnée x! sur la surface 72. Le

vecteur normal a la surface 72 au point 2 est noté m. De plus, les frontiéres ! et
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72 sont supposées étre suffisamment proches pour que le point 2 soit le point de la

surface 72 le plus proche du point x'. Si cette relation (équation (2.11)) est dérivée par

rapport au temps on obtient :

B
w(X00) = (02060~ 95 (W(&).0) ) = Fomh ~ i) (212)

olt, 75 est défini par :

Ta=T8—9n;5 (2.13)

T, et T, représentent une nouvelle base de I’espace vectoriel formé par les vecteurs 7 et
To. De plus, le terme g%—?(t/)(ﬁp), t) représente la vitesse de 'extrémité d’une barre de
longueur g dont le vecteur directeur est n et dont 'autre extrémité est fixée sur le point
de coordonnée x2. Par conséquent, la partie de droite de ’équation (2.12) représente la
vitesse relative entre les points de coordonnées ! et 2 (pour plus de détail voir [3]).
La vitesse relative tangentielle, vy, peut donc étre facilement isolée :

ok,

Petits déplacements

Dans le cadre de I’hypothése de petits déplacements relatifs entre les frontiéres de
contact, la coordonnée paramétrique &, ne varie que trés peu. Le couple de point &' et
2?2 candidat au contact est le méme dans la configuration initiale et dans la configuration
déformée. De méme, la base paramétrique de la surface de contact est identique dans la
configuration déformée et dans la configuration initiale (définie dans les équations (2.7)

a (2.10)).

T5(8) = 15(£, 1) = 75 et N(§) =n(§t)=n (2.15)
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La fonction écart et la vitesse relative tangentielle de deux particules (de coordonnées

x! et £?) candidates au contact sont exprimées par :

B
' (X t) - a:z(q,b(&p),t) = —g(X' t)n v = aaitrg. (2.16)

2.1.2 Sthénique

Il existe différentes fagons d’exprimer 1’état de contrainte d’un systéme. Elles dépendent
de la configuration adoptée. Pour sa définition, si on considére la configuration déformeée,
pour tout point %, de ¢, un volume infinitésimal entourant ce point est noté dv. Une
surface infinitésimale extérieure de ce volume dv (ds) et sa normale sortante (n) sont
considérées. La force qui s’exerce sur ce volume dv par I'intermédiaire de cette surface
ds est notée df. La valeur des contraintes dans la configuration déformée est donnée

par le tenseur des contraintes de Cauchy, @, qui est défini par :
lim — =&(x).n (2.17)

Une version lagrangienne de ce tenseur peut aussi étre donnée en transposant la
surface, ds dans la configuration initiale. Elle est notée dS, et IN est sa normale. On
obtient ainsi le tenseur de contraintes de Piola Kirchoff de premiére espéce, ﬁ, définit
par :

4

. - = . — = :—T _—
dl'olglo 75 = II(X).N ou bien par II(X)=0¢.F <detF> (2.18)

Le tenseur de Piola Kirchoff de premiére espéce représente les contraintes dans la

configuration déformée par rapport aux surfaces prises dans la configuration initiale.
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Petits déplacements

Dans le cas particulier de petits déplacements, tous les tenseurs de contrainte sont

égaux :

=
I
Qll

(2.19)

Suite & la présentation de quelques notions élémentaires de cinématique et de sthé-
nique, les spécificités du contact frottant seront exposées. Les relations que le contact

mécanique impose entre la cinématique et la sthénique seront traitées.

2.2 Formulation du contact avec frottement

Le probléme de contact mécanique frottant est un exemple de probléme régi par des
équations et des inéquations non linéaires [1]. Deux genres de non-linéarités peuvent

étre distingués; celle du contact et celle du frottement.

2.2.1 Modélisation du contact

tn (enAsur'yi)

n (enBsur‘yZ)

Figure 2.3 — Représentation du contact normal

Il existe plusieurs modélisations du phénomeéne de contact, entre autres, le contact

unilatéral et le bilatéral. Le choix du type de loi dépend des propriétés physiques et
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mécaniques des surfaces mises en jeu. Le contact bilatéral est un type de contact collant.
Cela signifie que les solides ne peuvent pas s’interpénétrer mais qu’une fois en contact,
une force supérieure a un certain seuil doit étre appliquée pour pouvoir les décoller. Ce
type de contact n’est pas traité dans ce document. Néanmoins, toutes les méthodes de

calcul utilisées pourront étre étendues a ce type de contact.

At Alle.l
It
9 v,
(a) Loi de contact unilatéral (b) Loi de frottement de Coulomb

Figure 2.4 — Représentation des lois de contact et de frottement

Le contact unilatéral découle directement de 'impossibilité d’interpénétration de
la matiére. D’aprés la partie précédente (partie 2.1 page 10), pour tout point A de
coordonnée x 4, appartenant & la frontiére de contact 7!, la distance entre ce point et
la frontiére de contact 72 est donnée par g(x4,t) (équation 2.11 page 13). Si la valeur
de g(xa,t) est finie, cela signifie que le point A admet un vis-a-vis sur la frontiére 72,
celui-ci est noté B et sa coordonnée xp (Figure 2.3). La force de contact au point A,
t (= ﬁlN) est définie & partir du tenseur de Piola Kirchoff de premiére espéce. La
composante normale de la force de contact est notée t, = —t}:n, ou n est la normale
extérieure en A (Figure 2.3). La loi de contact unilatéral de Signorini (Figure 2.4(a))

est exprimée par les inégalités suivantes :

g=(xa—xB)m <0 tn >0 (2.20)
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g=20 t, >0 contact
(2.21)

g<0 t, =0 non contact

2.2.2 Modélisation du frottement

La modélisation du frottement consiste a établir une relation entre la force de contact
tangentielle et la vitesse relative de glissement (Figure 2.5). Il est difficile de prendre
en compte le frottement (adhérence - glissement) a cause de la trés grande diversité
des comportements et de la précision recherchée. Ceci conduit a la formulation de
plusieurs modélisations du frottement. Historiquement, la loi de Coulomb est la premiére
a étre proposée. De plus, elle est toujours la plus utilisée. En effet, elle permet de bien
représenter le comportement en frottement de nombreux matériaux. Pour I'exposer,
deux quantités doivent étre définies : la force de contact tangentielle, t;, et la vitesse

relative tangentielle, v, (voir partie 2.1 page 10) :

t: = ti+t,n (2.22)
0P

Figure 2.5 — Représentation du contact tangentiel et du glissement.

En faisant I’hypothése de persistance du contact mécanique et pour des raisons
d’objectivité, la forme de la force de contact tangentielle (équation (2.22)) et celle de la

vitesse relative (équation (2.23)) sont modifiées (pour plus d’informations voir [3]). Ces
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deux quantités sont exprimées dans la base duale du plan tangent, par les expressions

suivantes :

te = t, ™ (2.24)
e

= =M, ;7" 2.25

vt ot esT (2:25)

M 44 est un tenseur du second ordre défini par :
Maﬁ = TaT,B (226)

Les vecteurs 7 sont obtenus en transportant les vecteurs de la base duale, T'“, dans la

configuration déformée. Les vecteurs de la base duale, T'“, sont définis par la relation :
T = M*°Tg (2.27)

—_—ee —_—
ou, le tenseur du second ordre M  est I'inverse du tenseur M o,. Ainsi, la loi de

Coulomb peut étre écrite sous la forme :

[Eell < it (>0 (2.28)
[Eell < puts, vy =10 adhérence 2.29)
t .
[t = ptn vy = m avec (>0 glissement
t

ol ( est le taux de glissement absolu.
De plus, ce modéle peut permettre différents ajustements en fonction de la température
et d’autres variables locales, grace au choix du coefficient de frottement de Coulomb,
(Figure 2.4(b)).

Afin de généraliser cette modélisation et de la rendre plus proche de la réalité, la
microstructure de la zone de contact peut étre prise en compte par une approche non

locale et non linéaire [2]. Mais il existe aussi beaucoup d’autres modélisations telles que
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la loi de Tresca, ou celle de Coulomb - Orowan. Le choix de la loi de frottement est lié

aux caractéristiques mécaniques des surfaces candidates au contact.

L’exposé des conditions d’admissibilité du contact frottant est suivi de ’étude des
équations régissant la mécanique des solides et des structures. Parmi les différentes

formulations envisageables, le principe des travaux virtuels est choisi.

2.3 Principe des travaux virtuels

D’aprés le principe fondamental de la dynamique, dans le cas quasi-statique, I’équation

suivante est vérifiée en tout point * de Q, :

ol, o et f, désignent respectivement, le tenseur des contraintes de Cauchy et la force
volumique au point * de Qf,. En multipliant scalairement I'équation précédente par

un déplacement virtuel quelconque du®, la forme variationnelle suivante est obtenue :
du*.dive + du®.f, =0 (2.31)

Les définitions des opérateurs différentiels permettent d’obtenir ’égalité qui suit :
du®.dive = div(F.0u*) — grad du® : & (2.32)

De plus, comme & est symétrique, alors :

= __ 1 — = __
graddu® : o = é(g'rad ducT 4+ graddu®) : ¢ = grads du® : & (2.33)

L’expression (2.33) est introduite dans la forme variationnelle (équation (2.31)). Enfin,

la forme variationnelle est intégrée sur I’ensemble des deux solides liés au probléme de
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contact. La formulation ainsi calculée prend en compte les conditions aux limites, elle
est appelée forme faible. Cette forme faible correspond au principe des travaux virtuels

dans le cas quasi-statique, qui peut étre écrit de la maniére suivante :
Pt (u, Su) + P (u, du) + P (u, du) =0 (2.34)

Pt (u, du) et P'(u, du) représentent, respectivement, le travail virtuel produit par
les forces internes et celui des forces externes a I’exception des forces de contact. Ces
derniéres sont incluses dans le terme P°(u, du). u et du désignent respectivement les
champs réel et virtuel de déplacement définis sur 'ensemble Qf (u! Uu? et du' Udul).
L’ensemble Q' est défini par 'union des ensembles 2} et Q. De méme, I'ensemble €
désigne cette union dans la configuration non déformée (£2; U €2). De plus, les parties
de la frontiére de Qf sur lesquelles des contraintes, des déplacements, ou des conditions
possibles de contact sont imposés, sont notées respectivement v (v;U~F), v (74 U72)
ou 7. (72 U~2). Ces parties de la frontiére sont désignées dans le méme ordre par I';
(TyuUT%), Ty (T, UT) et par T (I UT?) dans la configuration initiale (voir partie 2.1
page 10).

Le principe des travaux virtuels doit étre vérifié par le champ de déplacement réel
et ceci pour tout champ de déplacement virtuel cinétiquement admissible. Cela signifie
que le champ de déplacement virtuel doit étre suffisamment régulier sur I’ensemble de
définition et que sa valeur doit étre nulle sur la frontiére ou des déplacements sont

imposés.

Dans la configuration d’origine, ces contributions sont exprimées par :

P, du) = — | —(X,t): II(X,t)d 2.35

(u, Ou) i ax X1 (X, 1) (2.35)

Pt (u, du) = / du(X,t).Fo(X,1)dQ + / du(X,t).Fy(X,t)dl; (2.36)
Q I'f

P(u,du) = / dul(Xy,t).tE(Xt t)dl} + / du?(Xo,t).2(X2,t)dl? (2.37)
r}

Iz
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Dans la configuration lagrangienne, F, et F§ représentent respectivement les forces
volumiques imposées sur le domaine (2 et les forces surfaciques imposées sur la frontiére
I';. Ainsi, les relations entre ces variables et celles de la configuration eulérienne sont

données par les expressions suivantes :
F,=f, (detF) et F,=f, F " (deiF). (2.38)

fs représente la force appliquée en un point  de la surface ;.
Pour tout point x1(X7y,t) de ! appartenant a la zone de contact avec 2, le point

correspondant sur > est noté xs(Xsz,t). Donc, d’aprés le principe d’action-réaction :
(X, 1)dl? = —tH( Xy, t)dl, (X1, Xa) €T) x I (2.39)

D’apreés ce principe (équation (2.39)), la composante des travaux virtuels correspon-

dante au contact peut étre écrite sous la forme d’une intégrale sur la frontiére T} :

Pe(u, $u) = / (6% 1,, + dgt,) T (2.40)

FC

Dans cette expression, les variables 66 et dg représentent respectivement le champ
de déplacement virtuel tangentiel et le normal sur la surface de contact '} (pour plus

d’informations voir [3]). Ces champs sont définis par les relations ci-dessous :

Aag 68’ = [ou' — du?] 1o — gn.éufa (2.41)

og = [ou' —du®|n (2.42)

Dans cette expression et dans la suite de ce document, (), représente I'opérateur déri-
vation de () par rapport au paramétre £“. Pour des raisons de simplification d’écriture,
les dépendances ne seront plus notées. Néanmoins, la connaissance de la configuration

relative des frontiéres candidates au contact a 'instant ¢ (7! et 72) est nécessaire. En ef-
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fet, pour pouvoir calculer la valeur de la composante des travaux virtuels liée aux forces
de contact, la position du point x5 doit étre déterminée pour tout point &, de v!. Cette
formulation du principe des travaux virtuels comprend deux inconnues supplémentaires,
la force normale de contact et la force tangentielle de contact. Cette équation (2.34)
et les équations régissant le contact frottant forment un systéme d’équations décrivant
la mécanique des solides en présence de contact frottant. Ce systéme d’équations peut

étre représenté de la maniére suivante :
/ Su(X,1).Fy(X, 1)d0 +/ Su(X ). F,(X, t)dT'
Q T,

09 =
—/8—;(X,t) :H(X,t)dQ+/ (6%, + 0gt,) dlL =0
Q

1
g <0
¢ > 0
9.43
It < ut, (243)
t,
(% = C—
]|
¢ > 0
gtn = 0

(Ite]] = ptn) ¢ = 0
2.4 Conclusion

Aprés avoir exposé le probléme de contact mécanique, nous remarquons qu’il n’est pas
facilement modélisable. En effet, le comportement mécanique peut étre trés différent
entre deux interfaces, aussi bien au niveau du contact qu’au niveau du frottement.
De nombreuses lois de comportement ont donc été proposées dans la littérature. Le
choix d’une de ces lois est surtout lié aux caractéristiques physiques et mécaniques des
surfaces de contact, mais aussi a celles des solides et aux conditions d’évolution du
probléme. Or, ces lois présentent souvent des non-linéarités qui sont non différentiables.

Ceci peut provoquer des instabilités ou des oscillations numériques lors d’une résolution
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numérique. Néanmoins, ce travail ne s’intéresse pas au choix de la loi du contact méca-
nique frottant, mais plutot a la résolution du probléme dans le cas ot cette loi est non
différentiable. Dans la suite de ce document, le probléme de contact mécanique étudié
obéira a la loi du contact unilatéral et a la loi de frottement de Coulomb.

Le chapitre suivant présente les méthodes de résolution du probléme de contact

mécanique les plus utilisées.



Chapitre 3

Méthodes de résolution

La résolution d'un probléme de mécanique des solides en présence de contact frottant
est généralement effectuée a ’aide de méthodes numériques. Celles-ci se montrent méme
indispensables pour des problémes complexes. La résolution numérique du probléme de
contact frottant nécessite la formulation d’un systéme d’équations avec un nombre fini
d’inconnues. Or, la non-linéarité et la non-différentiabilité des équations régissant le
contact mécanique frottant posent des problémes pour la résolution numérique. Pour
ce faire, les méthodes de régularisation sont les plus utilisées pour former le systéme
d’équations a résoudre. Quelques unes de ces méthodes sont présentées. Par la suite,
une discrétisation des équations est proposée. Cette discrétisation spatiale pose le pro-
bléme de la prise en compte du contact mécanique lorsque les frontiéres sont composées
de points. Ainsi, la troisiéme partie expose deux méthodes de calcul du contact méca-
nique entre deux nuages de points. Enfin, la derniére partie traite des algorithmes de

résolution.

3.1 Formulation du systéme d’équations

La formulation d’un systéme d’équations adapté a la discrétisation nécessite la trans-
formation des inéquations en équations. Les méthodes de régularisation sont majori-

tairement répandues. Parmi ces méthodes, les deux les plus importantes sont : celle de

25
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pénalisation [5, 3, 4| et celle des multiplicateurs de Lagrange [10, 11, 12]. Pour concilier
les avantages de 'une et de I'autre, un certain nombre de méthodes hybrides ont été
proposées |7, 8, 9. La plus commune de ces méthodes hybrides est celle du lagrangien
augmenté |7, 8. Il est important de préciser que dans chacun de ces cas, un systéme
d’équations est obtenu par la linéarisation du systéme formé a partir des équations du

principe des travaux virtuels (voir partie 2.3).

3.1.1 Meéthode de pénalisation

1
tn (enAsur‘yc)
n (enBsur‘yz)

T (enBsur ‘yé)

Figure 3.1 — Représentation du contact avec la méthode de pénalisation.

La méthode de pénalisation a été I'une des premiéres a étre utilisée. Elle exploite le
fait que la résolution numérique d’un systéme d’équations produit une approximation
de la solution. Ainsi, les déplacements des interfaces de contact sont connus avec une
certaine tolérance. Les conditions de contact sont donc respectées si l'interpénétration
et le glissement tangentiel réversible sont inférieurs a cette tolérance. En conséquence,
la méthode de pénalisation viole les conditions d’admissibilité en imposant une relation
de proportionnalité entre la force de contact et I'interpénétration (pour la composante
normale de la force) ou le glissement tangentiel réversible (pour la composante tangen-
tielle de la force). Elle présente 'avantage d’étre d’une grande simplicité pour la mise
en ceuvre, ce qui fait d’elle, encore aujourd’hui, I'une des méthodes les plus répandues.
Cette méthode consiste a remplacer les lois de contact et de frottement par des relations

définissant les contraintes de contactes de maniére continue en fonction de la distance
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entres les deux solides et le glissement relatif.

La condition d’admissibilité de contact (équation (2.20) page 17) est régularisée :

th =6 <g> (3.1)
>0 t, =€n contact
9= g (3.2)
g<0 t, =0 non contact

ol, ¢, est le paramétre de pénalisation normale et <.> les crochets de Macauley qui

désignent la partie positive de son opérande.

At, At

[ -

a¥
A

(a) Loi de contact unilatéral. (b) Loi de frottement de Coulomb.

Figure 3.2 — Représentation des lois de contact et de frottement avec la méthode de
pénalisation.

La condition d’admissibilité de frottement (équation (2.28) page 19) est régularisée :

® = [te]| — ptn <0 (=0 (3-3)
1
P <0 vy = — Lyt adhérence
€
— 4,1 _ (3.4)
b = v — C —Lyt; avec (>0 glissement

el e
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L’opérateur L, désigne la dérivée de Lie, tel que :
Evtt = itBTﬁa

et g;, le paramétre de pénalisation tangentielle. Le symbole () correspond a la dérivée

par rapport au temps.

Ainsi, le systéme d’équations régissant la mécanique des solides en présence de

contact frottant, (voir partie 2.3 page 20,) est exprimé par :

P (u, du) + P (u, du) + / (6%, + 0gt,) dLE =0 (3.5)
Pie(‘ur,&u) te
avec

th = e, <g> (3.6a)
O = |ty|| —pt, <0 (3.6b)

t 1
v — C—t = —Lyt; avec (>0 (3.6¢)

2] €
o = 0 (3.6d)

La résolution de ce probléme est obtenue grace a la linéarisation de 1’équation d’équi-
libre (3.5) dans le cadre de 'algorithme de Newton-Raphson. Cette résolution s’effectue
en plusieurs itérations. Pour chaque itération, le calcul du développement limité au
premier ordre de I’équation d’équilibre (équation (3.5)) permet d’obtenir une correc-
tion incrémentale du champ solution. Dans le cas présent, 'inconnue est le champ de

déplacement. Une correction incrémentale du champ de déplacement est calculée en
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résolvant 1’équation suivante :

P(u, du) + / (6¢° tr, +0gt,) dl’}

SuR
+ AP (u, 6u) + / (€7 Aty + 09 At,) dI'; + / (1, A7+, Adg) T (3.7)
! rd
6u.%\;.Au

=o0uR + 5u.ﬁT.Au =0

Lorsque les coefficients de pénalisation tendent vers ’infini, les conditions de contact
imposées par la méthode de pénalisation tendent vers les conditions d’admissibilité.
Cependant, une valeur trop élevée des coefficients de pénalisation entraine un mauvais
conditionnement du systéme et donc, des oscillations numériques lors de la résolution.
Une valeur trop faible provoque des interpénétrations ou des glissements tangentiels
réversibles inadmissibles. Donc, le choix de ces paramétres est d'une grande impor-
tance. Des procédures d’ajustement ont été proposées pour se limiter a des valeurs
d’interpénétration admissible, [33, 34]. Néanmoins, cette formulation reste trés utilisée
[3, 12, 6], car elle permet 'utilisation d’un schéma d’intégration en temps explicite, et
I'implémentation de celle-ci est relativement simple. De plus, lorsque I'interpénétration
et les glissements tangentiels réversibles sont controlés, ils peuvent avoir une représen-
tation physique. Ils peuvent servir & modéliser les déformations élastiques des aspérités

surfaciques.

Dans le but de pallier aux limites de cette méthode, et notamment afin de pouvoir
entiérement respecter les conditions d’admissibilité, une autre méthode a été envisagée,

celle des multiplicateurs de Lagrange.
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3.1.2 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

Cette méthode introduit de nouvelles variables, les multiplicateurs de Lagrange notés
A. Ils représentent les forces empéchant toute interpénétration a l'interface de contact.
Le champ A\ est décomposé en une partie normale & la surface de contact, \,, et une

partie tangentielle, A, tel que :
A=tl=-\n+X avec A=A\,7" (3.8)

Le champ virtuel des forces de contact, noté d\ est défini sur la frontiére de contact
I'l. Ce champ doit étre quelconque et suffisamment régulier, il est décomposé en une

partie normale & la surface de contact et une tangentielle tel que :

A =0An+8X  avec Ay =6\, ", (3.9)

La condition d’admissibilité de contact (équation (2.20) page 17) est remplacée par

la relation suivante :

g<0 An >0 (3.10)
g=20 An >0 contact
(3.11)
g<0 An =0 non contact

La condition d’admissibilité de frottement (équation (2.28) page 19) est remplacée

par la relation :

O = || M| — A <0 (>0 (3.12)
b <0 ve =0 adhérence

= s (3.13)
d = vy —(—=0 avec (>0 glissement

[ Al
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Ainsi le systéme d’équations régissant la mécanique des solides en présence de

contact frottant, (voir partie 2.3 page 20,) est donné par :

Pt (u, du) + P (u, du) + / (0% Ny, +6gAn) Sedll = 0 (3.14a)

Pie(u,ou)

/gSCMndFi =0 (3.14b)
Il

£ Mug SadXi, dT = 0 (3.14c)
i
ou S, et S, désignent deux champs de signe défini sur la frontiére I'!. Ces deux champs

sont, définis par les relations suivantes :
SC = 1]R+(/\n + hg) Sa == 1R+(—¢ - hg) (315)

ol h est une constante strictement positive et 1g+ est la fonction indicatrice de RT.
Le probléme de contact mécanique est résolu en utilisant ['algorithme de Newton-

Raphson, comme avec la méthode de pénalisation. Pour chacune des itérations, une

correction du champ de déplacement et du champ de force sur la frontiére de contact

est calculée & partir de la linéarisation du systéme d’équations (3.14) :

6U.R1 6“.%T1.A’U,)‘
(5At.R3 (5At.%T3.A'U,

0 (3.16)
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avec
buR: = P“(u,du)+ / (6% My + 69 An) SedT:
It
ARy = / 950X, dT;
rd
ARz = | £*MagSy0M, dl'
ry

SulriAuy = AP*(u, du)
+ / (667 AN, + 0g AN,) SedD + / (A, ASE + N, Adg) S.dl}
Tl Il

c

SAn Ko 2. Au Ag S. 5\, dT':

I

SAKrsAu = / A (€ Map) Sabi,dr:
1

(3.17)

Bien que cette méthode respecte parfaitement les conditions d’admissibilité, elle
est cependant moins utilisée que la pénalisation. En effet, cette méthode introduit de
nouvelles variables et la résolution du systéme d’équations engendré est beaucoup plus
complexe a résoudre. De plus, la non-violation des conditions d’admissibilité ne permet
pas la prise en compte directe des déformations élastiques des aspérités surfaciques.
En effet, 'utilisation de la méthode des multiplicateurs de Lagrange suppose que les

surfaces de contact sont parfaitement décrites.

La volonté d’unir dans une méme procédure les avantages de la pénalisation et ceux
du lagrangien a vu émerger une multitude de méthodes hybrides dont la plus utilisée

est celle du lagrangien augmenté.

3.1.3 Meéthode du lagrangien augmenté

La méthode du lagrangien augmenté présente ’avantage de permettre le respect quasi

exact des conditions d’admissibilité sans ajouter des degrés de liberté supplémentaires.
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En effet, les multiplicateurs de Lagrange sont considérés comme des paramétres qui
sont mis a jour a partir d’'une méthode de pénalisation. Donc, les multiplicateurs de
Lagrange, A, sont toujours introduits mais comme des parameétres auxquels une com-
posante de pénalisation est ajoutée, pour obtenir les forces de contact. Les composantes
normale et la tangentielle de A sont notées respectivement A, et A;. Elles respectent les

égalités suivantes :
A=-\n+X  avec  Ag= A, 7’ (3.18)

La condition d’admissibilité de contact (équation (2.20) page 17) est remplacée par
une combinaison entre celle utilisée avec la méthode de pénalisation (équation (3.1))
et celle utilisée avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange (équation (3.10)). La

relation établie pour représenter le contact est la suivante :

by =< A\, +€,9 > (3.19)
A+ Erg=>0 tn, = A\ + € contact
= g g (3.20)
A+ €ng <0 t,=0 non contact

Par ailleurs, la condition d’admissibilité de frottement (équation (2.28) page 19)
est substituée par une combinaison entre celle utilisée avec la méthode de pénalisa-
tion (équation (3.3)) et celle utilisée avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange

(équation (3.12)). Le frottement est donc représenté de la maniére suivante :

O = ||ty]| — pt,, <0 (>0 (3.21)
1
d <0 vy = — (Lyty — LoyAy) adhérence
€
= “t, 1 _
o = vy — Cm = —(Lyty — LyAy) avec (>0 glissement
t €t

(3.22)
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Ainsi le systéme d’équations régissant la mécanique des solides en présence de

contact frottant (voir partie 2.3 page 20,) est exprimé par :

P (u, du) + P (u, du) + / (067 ty, + bgt,) dTy = 0 (3.23)
N ~~ 4 1
Pie(u,du) Fe
avec
tn, = <M +eng> (3.24a)
O = |ty — pt, <0 (3.24h)
t 1
vy — (o = = (Lot — LoAy)  avec (>0 (3.24c)
12| €t
¢ = 0 (3.24d)

Comme pour les formulations précédentes, la résolution de ce probléme se fait avec la
méthode de Newton-Raphson. Pour chaque itération, le calcul de la correction du champ
de déplacement est effectué de la méme maniére qu’avec la méthode de pénalisation (voir
équation (3.7) a la page 29). Mais les valeurs des forces de contact sont obtenues grace
aux équations (3.24). Lors de la mise a jour des multiplicateurs de Lagrange, la valeur

actualisée est donnée par la relation :

MNAFL — e — e N g > (3.25a)

A1 tett (3.25D)

La méthode du lagrangien augmentée combine les avantages de la méthode des
multiplicateurs de Lagrange et ceux de la méthode de pénalisation. En effet, elle per-

met d’obtenir les conditions d’admissibilité lorsque les multiplicateurs de Lagrange sont
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égaux aux forces de contact ou lorsque les coefficients de pénalisation tendent vers I'in-
fini. De plus, le choix des paramétres de pénalisation n’a pas vraiment d’influence sur
les résultats. L’avantage de cette méthode est de permettre I'utilisation de coefficient de
pénalisation plus faible. Elle évite les problémes engendrés par le choix de coefficients
de pénalisation trop élevés. De plus, elle autorise le controle de la qualité de la solution
grace a 'augmentation des multiplicateurs de Lagrange (voir les équations 3.25). Néan-
moins, une valeur trop faible des coefficients de pénalisations peut engendrer des temps
de calcul trés importants en raison de la faible vitesse de convergence. Des coefficients
de pénalisation trop grands provoquent, comme avec la méthode de pénalisation, des
oscillations du statut de contact (contact / non contact). Ces oscillations peuvent soit
rendre le calcul plus long soit rendre la résolution impossible. Ainsi, le choix des coef-
ficients de pénalisation peut rendre cette approche moins bien adaptée que celle de la

pénalisation ou celle des multiplicateurs de Lagrange.

Aprés avoir formulé un systéme d’équations adapté a la résolution numérique, une

méthode de discrétisation des équations est présentée.

3.2 Discrétisation des équations

Afin de pouvoir résoudre ce probléme de contact mécanique entre deux corps défor-
mables, la méthode des éléments finis est utilisée. L’ensemble des deux corps est découpé
en n. éléments et n, noeuds. Pour chaque élément e du maillage, il existe une fonction
bijective qui l'associe & un élément de référence, e,.¢. Les champs de déplacements
virtuel et réel sont discrétisés sur I’élément de référence, tel que :

Nne Nne

Dans les expressions précédentes, n,, est le nombre de nceuds de I’élément e. N est

la fonction de forme du £**™° nceud de ’élément de référence eref. Les vecteurs Uy et
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0U,, représentent respectivement les valeurs du champ de déplacement réel et virtuel
au kM neeud de 1'élément e. Pour la méthode des multiplicateurs de Lagrange, les
champs des forces de contact virtuel et réel sont discrétisés sur les frontiéres de contact
de la méme maniére.

D’aprés la partie précédente, (partie 3.1,) deux types différents de systémes d’équa-
tions peuvent étre identifiés en fonction de la méthode utilisée pour prendre en compte
le contact frottant, celui créé avec la méthode de pénalisation ou une hybride et celui

lié¢ & la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

3.2.1 Meéthode de pénalisation ou hybride

Pour la méthode de pénalisation, celle du lagrangien augmenté ou toute autre méthode

hybride, le systéme d’équations linéarisé a résoudre s’écrit :
Pe(u, du) + AP*(u, du) + P¢(u, du) + AP (u, du) = 0 (3.27)
avec

P(u,du) = / (6¢° t, + 0gty,) dT'} (3.28)
Il

AP (u,du) = / (667 Aty, + 0g Aty,) dTL + / (te, ASEP +t, Adg) dT} (3.29)
Il rl

Seules les expressions de t,, et de t; varient d’'une méthode a une autre (voir paragraphe
3.1 page 26 et 32).

Dans le cas général des grandes déformations, les termes relatifs aux travaux virtuels
des forces internes et externes (exceptées les forces de contact) peuvent étre écrits sous

la forme :

P(u,0u) = SUT.R;(U) (3.30)
AP*(u,0u) = SUT.K;(U).AU (3.31)
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ou AU et 6U sont des vecteurs de taille ngy composés respectivement des valeurs
nodales des déplacements incrémentaux et des déplacements virtuels de I’ensemble des

neceuds des solides, tel que :

AUl 6U1
AUz 6U2

AU = _ et dU=| (3.32)
AU, 6U,,.

ngq est le nombre de degrés de liberté du systéme. R;. et K, sont respectivement un
vecteur et une matrice carrée de taille ngg.
Les termes correspondant aux forces de contact peuvent aussi étre mis sous la méme

forme :

Pe(u,du) = SUT.R.(U) (3.33)
AP (u,du) = SUT K. (U).AU. (3.34)

Le vecteur R, et la matrice carrée K. ont la méme taille que le vecteur R;. et la
matrice carrée K. (ngqg). Le nombre d’éléments non nuls compris dans le vecteur R,
et la matrice K, dépend a la fois du nombre de nceuds des surfaces de contact et du
statut de contact (dimension de la zone de contact et position relative des frontiéres).
Ce nombre d’éléments peut donc varier entre deux pas de temps. Mais, la formulation
du vecteur R, et la matrice K. dépendent aussi de la méthode permettant de prendre
en compte le contact frottant entre deux solides discrétisés spatialement. Ainsi, le calcul
du vecteur R, et la matrice K. sont détaillés dans la partie suivante avec la méthode
de discrétisation du contact mécanique (paragraphe 3.3 page 39). Comme cette relation
(équation 3.27) doit étre vérifiée pour tout champ de déplacement du cinétiquement ad-

missible, alors 1’équation a résoudre dans le cadre d’un algorithme de Newton-Raphson
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est la suivante :

Ri(U) + Rc(U) + [K;(U) + K (U)].AU =0 (3.35)
R(U) Kr(U)

ol, R et K sont respectivement le vecteur résidu et la matrice tangente.

3.2.2 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

Pour la méthode des multiplicateurs de Lagrange, une démarche similaire a celle utilisée
avec la méthode de pénalisation est effectuée. Mais, le systéme d’équations régissant
la mécanique du contact frottant est différent (voir paragraphe 3.1.2 équation 3.16).

Néanmoins, le systéme d’équations a résoudre peut étre mis sous la forme :

R,(U,\) K..(U X K., (U) K., U | av
R, (U) [*+| K},.(U) 0 0 AN | =0 (3.36)
R(U) Ky (U)
avec
R,U,\) = Ri(U)+R.5(U, X (3.37)
KuuUA) = Ki(U)+ Koa(U,N) (3.38)

La matrice carrée K, , et le vecteur R, ont la méme taille que la matrice tangente et le
vecteur résidu obtenus avec la méthode de pénalisation ou une méthode hybride (n44).
La matrice K. et le vecteur R;e sont définis dans la partie précédente (équations 3.30

et 3.31). Les vecteurs R} et AX ont la taille du nombre de nceuds de la surface

cl

ehy soit nGy — nét (ngy est le nombre de degrés de liberté lié aux

K/

At w’

de contact T'! (n

forces de contact de la surface I'!). Les matrices K} .

/7 /
Ku)\n et KuAt sont

. . 1 1 1 1 1 1
respectivement de taille n¢' X ngq, (nGg — nS") X Nadr, Naa X NS et ngg X (nSy —ns').
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La matrice tangente du systéme d’équations précédent, K7., comporte un certain
nombre de lignes et de colonnes nulles dans les termes de contact mécanique (matrices
notées avec 'indice A\). De méme, le vecteur résidu, R’, comprend des éléments nuls
dans les termes de contact (vecteurs notés avec l'indice \). Ces éléments nuls sont dus
au fait que certains nceuds de la frontiére I'L sont libres de tout contact mécanique. Si
uniquement les forces de contact liées aux nceuds en contact mécanique sont considérées,

alors la dimension de ce systéme peut étre réduite sous la forme :

R,(U,\) KuuwU,A) Kyx, (U) Ky, (U) AU

Ry, (U) |+ | Kx,U) 0 0 AN, | =0 (339
Ry, (U) Ky, .(U) 0 0 AN

R(v)\) n KTZE,A) .

La matrice tangente K ne comporte plus de lignes ou de colonnes nulles, mais sa
dimension peut varier entre deux itérations. En effet, le nombre d’inconnues peut étre
modifié en fonction du changement des statuts de contact. Ainsi, la taille du vecteur

solution et donc la taille du systéme a résoudre peuvent varier au cours de la résolution.

La discrétisation spatiale utilisée pour la résolution numeérique pose des problémes
au niveau des interfaces de contact. En effet, le contact mécanique n’est plus considéré

entre deux frontiéres mais entre deux nuages de points.

3.3 Discrétisation du contact mécanique

La modélisation mathématique de l'interface de contact peut se faire de différentes
maniéres. Deux techniques permettant de prendre en compte les conditions de contact

peuvent étre utilisées : une méthode point-surface et une méthode surface-surface.
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3.3.1 Meéthode point-surface

Cette méthode, sous la formulation maitre-esclave, est la plus répandue car elle est
simple et donne de bons résultats. Dans cette formulation, les deux interfaces n’ont
pas les mémes statuts, ce qui introduit une non-symétrie. Une surface de contact est
considérée maitre et ’autre esclave. Les conditions de contact frottant sont considérées

entre tout point de la surface esclave avec la surface maitre (voir figure 3.3).

Figure 3.3 — Représentation du calcul de l'interpénétration au point A

Pour le probléme de contact mécanique frottant exposé précédemment, le solide
1 est ’esclave et le solide 2 le maitre. La frontiére de contact dans la configuration
déformée ! est donc la surface esclave. Alors que v?2 est la frontiére de contact maitre.
Les conditions de contact et de frottement (loi de Coulomb) sont données pour chaque

point, &1, de la surface esclave, 7!, par :

e

g < 0 v, = t;
. = (—
thw > 0 2] Vg €ql. (3.40)
¢ <0
gt, = 0
| @ = 0

Cette modélisation du contact permet aussi bien d’utiliser les méthodes de résolution

basées sur la pénalisation que celles utilisant les multiplicateurs de Lagrange.

Le calcul des éléments relatifs au contact, du systéme d’équations discrétisé, exposé

dans la partie précédente (partie 3.2 page 35), nécessite de faire la distinction entre la
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méthode de pénalisation ou hybride et la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Méthode de pénalisation ou hybride

Tenant compte du systéme d’équations (3.27) et du fait que le contact est considéré
pour tout point de la frontiére !, alors les composantes relatives au contact frottant

peuvent étre mises sous la forme :

P(u,6u) = Y (06° t,, + bgt,) detJ.dédn (3.41)
e=1

= Eref
~ 7

g
c
Pe

AP (u,du) = Z (68°Aty, + 6gAt, + t,,AE” +1,Aq) detJ, dédn (3.42)
e=1

= Eref
~ 7

-~
AP

ou J, est le jacobien de la transformation qui associe a un élément du maillage, e, un
¢lément de référence, e,.¢.

Si une intégration numérique est effectuée, alors les contributions de 1’élément e sont

notées :
Po(u,6u) = Y (6"t + dgt,) wdet, (3.43)
pi=1" g d
73ecpi
AP (u,0u) = Y (06°Aty, + 5gAt, + b, A" + t,Adg) wdetJ,  (3.44)
pim1 -

AP

epi

ot w est le poids d’intégration du point pi. Si la particule de coordonnée X*(pi) admet

une relation de contact avec une particule d’un élément m appartenant a la frontiére
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72, alors les vecteurs 0US; et AUS; sont définis tels que :

) )
oU, AU,
cecCT)} : cecCT)}
U, AU,
sUE, = | ——me |4 et AUS = | —2me |
(SUl AUI
cmcCI? : cmcCI?
8Un... || AU,

(3.45)
La partie supérieure des vecteurs correspond aux degrés de liberté de I’élément esclave
alors que la partie inférieure correspond a ceux de 1’élément maitre, relatif au point
d’intégration pi. Aprés quelques transformations, (pour plus de détails, voir [3],) les

contributions relatives au point d’intégration pi peuvent étre écrites sous la forme :

i = O6UST RS, (3.46)
APS, oU: " K:, AU, (3.47)

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Une approche similaire est utilisée avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange.
Les composantes relatives au contact du systéme d’équations (3.16) sont décomposées
en une somme sur les éléments de I't. Chacun des termes de cette somme est aussi
décomposé en une somme sur les points d’intégration. La particule de pi appartenant a
I'élément e de la frontiére I'! est supposée étre en relation de contact avec 1’élément m
de la frontiére I'2. Les contributions & 'équation représentant la mécanique du probléme

et a la linéarisation de celle-ci liées au point d’intégration pi de I’élément e sont données
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par les relations suivantes :

T

oU,; R.

5An e RS, (3.48)

SAte RS,

et
T

6Upi Kpi uu Kpi UAn Kpi Ut AUpz
OAne Ky, O 0 AX,. (3.49)
SA¢e KSyu O 0 Al

Cette méthode de prise en compte du contact pose certains problémes. Elle entraine
des instabilités ou des blocages numériques, notamment lorsque les surfaces de contact
ne sont pas assez réguliéres ou lorsque les déplacements relatifs sont trop importants.
Afin de remédier a ces problémes, une méthode surface-surface, basée sur les éléments

joints, est proposée.

3.3.2 Meéthode surface-surface

La méthode des éléments joints a initialement été introduite pour gérer les incompa-
tibilités de raccordement entre les maillages. Ce probléme a émergé avec I’avénement
du calcul paralléle. Cette méthode consiste a calculer une égalité sur ’ensemble de I'in-
terface (sur I’élément joint) et non plus localement. L'application de cette méthode de
calcul au probléme de contact frottant consiste & imposer les conditions de contact non
pas localement, mais sur 'ensemble de la surface candidate au contact. On définit donc
une formulation surface-surface [16].

Si le probléme de contact exposé précédemment est considéré, les solides 1 et 2 sont
candidats au contact par I'intermédiaire de la partie de leur frontiére notée respective-

ment dans la configuration déformée v}, pour la surface esclave (non joint) et 72 pour
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la surface maitre (joint). Les conditions de contact et de frottement (loi de Coulomb)

sont données pour chaque point, xy, de la surface esclave, !, par :

;

, <0 d = ||ttl|t—,utnzo

t, >0 T el Ve eyl (3.50)
/gtnd%,} =0 C = 0
Y (P = 0

\

Bien que cette technique de calcul reste valable quelle que soit la discrétisation spa-
tiale, une discrétisation isoparamétrique des forces de contact, du champ de déplacement

réel et virtuel est effectuée sur les frontiéres candidates au contact, telle que :

te = ZNiltrlzi = _ZNiltnini+ZNiltt@in (3.51)
i=1 i=1 i=1
ut = ) Njuf (3.52)
i=1

z* = ) Nfag (3.53)

ou, N et ()¢ désigne respectivement la fonction d’interpolation au noeud 7 de la surface
candidate au contact «, et la valeur de la variable () en ce méme nceud. n% est le
nombre de nceuds que comporte la frontiére candidate au contact «. Ces équations sont
introduites dans la formulation faible de I’équation d’admissibilité du contact unilatéral

(voir (3.50)) :

ng ng n?
tan(xt—x2)dyl =0 «— / Nit,an Nigl — N2zx2 | dvt =0
/ ( )de 12 Aln ATLA le BLRB 021 cTc | @

fyg Ye A=1

n

ne n?
= tn AT A E nhpTly — E nhexs || =0 (3.54)
A=1 B=1 c=1

1
c
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avec : n'yp = [ NiNpdyl. Une fonction écart g4 est ainsi définie, en tout nceud A de
e
la surface 7, tel que :

ne n?
E 1 1 E 2 2
B=1 C=1

Les conditions d’admissibilité du contact unilatéral peuvent donc étre réécrites sous la

forme :
< 0
g4 N ga < 0
tnA Z 1
. = tha > 0 VAe][l,n] (3.56)
ZgAtnA =0 gatna = 0
\ A=1

Une condition d’admissibilité pour le contact unilatéral est alors définie pour chaque
nceud de la surface “non-joint”, 7). Cette condition d’admissibilité dépend a la fois de

la géométrie de la surface “non-joint”, v}, et de celle de la surface “joint”, v2.

N
4[_‘ ;

Ed
N Ik
=
=
=
i
&

T ¥4 ; t, il >0

.
=

Figure 3.4 — Représentation du calcul de 'interpénétration au nceud A

La valeur de la distance entre le nceud A et la surface 72 obtenue par la relation

(3.55) correspond a 'aire (en deux dimensions) ou le volume (en trois dimensions) de
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I'interpénétration pondérer par les fonctions de forme du nceud A. Cette valeur de la
distance entre les solides dépend aussi de la taille des éléments comprenant le nceud A.
Dans le cas d’un probléme en deux dimensions, cette aire est représentée sur la figure
3.4. Une autre valeur de la distance peut étre définie afin que celle-ci ne dépende pas de
la taille des éléments [16]. L’article cité précédemment expose la méthode des éléments
joints pour un probléme de contact mécanique frottant en deux dimensions. La distance

ainsi que la vitesse du nceud A par rapport a la surface 72 sont exprimées par :

ga = Ka ZniBa}}B — Znicwzc na (3.57)

B=1 o=

ne n?
vua = Ka ZniBw}B—Zhicwé TARTaA (3.58)

B=1 c=1

avec
1
K= g ¢t mip' = / NLN}Ldr! (3.59)
ZD 1MAD e

Dans ces expressions, les vecteurs n4 et 74 sont définis au nceud A de la frontiére ..
Le vecteur m 4 est égal & la moyenne des vecteurs normaux des éléments comportant
le noeud A. Le vecteur T4 est orthogonal au vecteur m 4 (le calcul est fait en deux
dimensions).

Comme pour la modélisation point-surface, cette méthode permet aussi bien d’uti-
liser les méthodes de résolution basées sur la pénalisation ou celles utilisant les multi-

plicateurs de Lagrange.

De méme, le calcul des éléments relatifs au contact du systéme d’équations discrétisé
exposé précédemment (partie 3.2 page 35) doit étre fait de deux maniéres différentes
(pour la méthode de pénalisation ou hybride et celle des multiplicateurs de Lagrange).

Pour ces deux types de méthodes, les calculs sont les mémes qu’avec la méthode
point-surface (voir paragraphe précédent (3.3.1)). Par contre, dans ce calcul, les valeurs

de la distance et de la vitesse entre un nceud A de la frontiére 4! par rapport a la
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frontiére 72 sont redéfinies par les relations imposées par la méthode des éléments
joints (équations 3.57 et 3.58). Les valeurs de ces variables aux points d’intégration

sont interpolées en fonction des valeurs nodales.

La principale difficulté s’opposant a l'implémentation de cette méthode est la né-
cessité de posséder un vecteur normal et un vecteur tangentiel en chaque noeud de
la surface « non-joint », v!. Une méthode de calcul de ces valeurs est envisagée dans
[17, 18]. En outre, une procédure de régularisation du vecteur normal et du vecteur
tangentiel est détaillée dans [16]. Les frontiéres de contact peuvent aussi étre lissées,

afin de déterminer un vecteur normal et un vecteur tangentiel continus.

Apreés avoir présenté les différents systémes d’équations discrétisés, il reste a présen-

ter les techniques de résolution et plus précisément, les algorithmes.

3.4 Algorithmes de résolution

Il existe de nombreux algorithmes permettant de résoudre le probléme de mécanique
des solides en présence de contact frottant. Evidemment, ces algorithmes sont liés au
systéme d’équations discrétisé. L’approche adoptée dans ce document est basée sur

I’algorithme de Newton-Raphson.

3.4.1 Meéthodes de pénalisation

En utilisant 1a méthode de la pénalisation, les inconnues du systéme d’équations a ré-
soudre sont constituées des déplacements nodaux. Les degrés de liberté supplémentaires
liés aux forces de contact ne sont donc pas pris en compte (voir partie 3.1.1 page 26).
Le systéme non linéaire obtenu est résolu par la méthode de Newton-Raphson. Celle-ci
consiste a calculer une suite de corrections incrémentales permettant d’obtenir la solu-
tion du probléme a partir de ’état d’équilibre précédent. La correction incrémentale a

la 7M€ jtération (AU;) est obtenue par la résolution de I'équation (3.35) qui peut étre
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écrite sous une forme plus abrégée :
R(U;) + K1 (U;)AU; =0 (3.60)

R est le vecteur résidu et K7 est la matrice tangente correspondant au développement
limité au premier ordre du vecteur R par rapport au vecteur déplacement, U. Dans ce
systéme d’équations, la force de contact t}: est remplacée par une fonction des champs de
déplacement uq et uy (voir équations 3.6 ). L’algorithme utilisé dans ce document pour
la résolution d’un probléme de contact mécanique avec une méthode de pénalisation

est présenté dans I’Algorithme 3.1.

Algorithme 3.1 Méthode de pénalisation
ENTREES: Uy, ¢, et ¢, (1 = 0).
1- Calcul des conditions de contact (e, ; et t}).
2- Calcul de la correction incrémentale, AUj :
(équation (3.60)), R(U;) + Kr(U;)AU; =0
Correction du vecteur des déplacements a l'itération ¢ + 1 : U; 1 = U; + AU,.
si convergence alors
U,;1 — état d’équilibre
sinon
retour a ’étape 1 avec it =i + 1
fin (si)

Cette méthode nécessite la définition de deux constantes : le coefficient de pénalisa-
tion normale (e,,) et le coefficient de pénalisation tangentielle (g;). Plusieurs méthodes

peuvent étre utilisées pour définir la valeur des coefficients de pénalisation.

Pénalité constante

Cette méthode est de loin la plus utilisée. Ceci, notamment, grace a sa simplicité et au
fait qu’elle est une des premiéres a avoir vu le jour. Les coefficients de pénalisation (&, et
e¢) sont des constantes. Ils ne varient ni dans I’espace ni dans le temps, ce qui permet de

ne pas alourdir le calcul. Il reste ainsi trés proche d’un calcul de mécanique non linéaire.
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Néanmoins, la principale difficulté survenant lors de 1'utilisation de cette méthode est
le choix des coefficients de pénalisation. Le choix de coefficients trop faibles engendre
des interpénétrations ou des glissements relatifs dont les valeurs sont trop grandes et
donc inadmissibles physiquement. D’un autre coté, le choix de coefficients trop grands
conduit a des oscillations et des problémes de convergence.

Pour pallier ces difficultés, la méthode de pénalisation adaptative a été proposée.

Pénalité adaptative

La méthode de pénalisation adaptative ne s’applique qu’au coefficient de pénalisation
normale [34]. Le coefficient de pénalisation tangentielle reste constant dans l’espace et
tout au long de la résolution (comme dans la méthode de pénalisation). Cette méthode
a pour but d’éliminer la difficulté engendrée par le choix du coefficient de pénalisation
normale. L’utilisateur ne doit fournir qu’une valeur initiale de ce coefficient. Par contre,
il doit choisir une valeur d’interpénétration minimale (g,,;,) et une valeur maximale
(gmaz)- Afin de controler I'interpénétration, pour qu’elle reste comprise entre la valeur
minimale (gnn) et la maximale (gq.), une méthode d’adaptation du coefficient de
pénalisation normale a été proposée (|34, 33, 35]). Pour que l'interpénétration reste ac-
ceptable il faut que la borne supérieure soit de ’ordre de grandeur de ’erreur engendrée

par la résolution numérique. Lorsqu’il y a contact, on souhaite que :

gmin S g S gmax- (361)

Afin de respecter I'inégalité (3.61), lors du calcul de la force normale de contact, le
coefficient de pénalisation normale (&,,) est fixé selon les conditions de contact (ceci en
fonction de la valeur de I'interpénétration et la valeur de ce méme coefficient a ’itération
précédente). Le coefficient de pénalisation normal peut donc étre différent pour deux
points sur une méme surface de contact.

Si l'interpénétration est trop importante, ou trop petite, le paramétre de pénalisation
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sera respectivement augmenté ou diminué. Le coefficient de pénalisation normale a
litération 7 + 1 (£,411) est ajusté en fonction de l'interpénétration et de ce méme

paramétre a I'itération i (g; et £,;), tel que :

Eni+l = ‘F(gza Imins gmaz>5ni (362)
avec pour g > 0
(
gi .
S1 g > Imax
9mazx
F(gza Gmins gmax) = g; . (363)
Sl G < Gmin
GImin
1 sinon
\

Le critére de convergence est enrichi d'une condition d’invariabilité des coefficients
de pénalisation. Ceci assure que les valeurs de l'interpénétration seront bien comprises
entre les valeurs maximales et minimales, fournies par l'utilisateur. Cette technique
d’adaptation de la pénalisation permet de rendre la méthode plus stable et plus ra-
pide. Néanmoins, la valeur majorant 'interpénétration admissible ne peut pas toujours
étre aussi petite que ce qui est désiré. Le choix d’une valeur trop petite peut engen-
drer des oscillations numériques, situation qui peut rendre la résolution impossible. En
outre, I'adaptation de la pénalité fait disparaitre la possibilité de pouvoir représenter
la déformation élastique des aspérités surfaciques par l'interpénétration. Celle-ci n’est
plus fonction de la pression de contact. L’interpénétration est donc uniquement une
erreur engendrée par la résolution numérique. De plus, la non-symétrie des conditions
de contact (I’erreur n’est admise que lorsqu’il y a interpénétration,) peut créer certains
problémes de convergence. En effet, le franchissement de la frontiére de contact peut

entrainer des oscillations numériques. Pour pallier les limites de ces méthodes, celle du
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lagrangien augmenté peut étre envisagée.

3.4.2 Meéthodes du lagrangien augmenté

L’utilisation de la méthode du lagrangien augmenté n’introduit pas d’inconnues supplé-
mentaires (voir partie 3.1.3 page 32). Les inconnues du systéme d’équations a résoudre
sont les déplacements nodaux, comme pour la méthode de pénalisation. Le systéme
non linéaire obtenu peut étre résolu par la méme méthode utilisée dans le cas de la
méthode de pénalisation (voir la partie précédente, 3.4.1, équation 3.60). Dans ce sys-
téme d’équations, la force de contact £ est remplacée par une fonction des champs de
déplacement uq et ug et des multiplicateurs de Lagrange (voir équations 3.24). La mise
a jour des multiplicateurs de Lagrange est faite a partir des équations (3.25). Plusieurs
algorithmes peuvent étre utilisés pour la résolution de probléme utilisant la méthode

du lagrangien augmenté. L’algorithme 3.2 est utilisé dans cette analyse.

Algorithme 3.2 Méthode du lagrangien augmenté
ENTREES: Uy, ¢, et &, (i =0) A =¢.
1- Calcul des conditions de contact (g, €, et t}).
2- Calcul de la correction incrémentale, AU; :
(équation (3.60)), R(U;) + Kr(U;)AU; =0
Calcul du vecteur des déplacements a l'itération ¢ + 1 : U; 1 = U; + AU;.
si convergence alors
si I'interpénétration et le glissement relatif sont inférieurs a la tolérance alors
U;+1 — état d’équilibre
sinon
mise & jour des multiplicateurs de Lagrange (A = t}, équations (3.25))
retour a l'étape 1 avec 2 =17+ 1
fin (si)
sinon
retour a ’étape 1 avec i1 =i + 1
fin (si)

L’algorithme utilisé avec la méthode du lagrangien augmenté nécessite la détermi-

nation de deux constantes, le coefficient de pénalisation normale et le tangentielle. Les
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valeurs des coefficients de pénalisation, ¢, et &;, sont constantes et fixées par 1'utilisa-
teur.

Cette méthode permet d’utiliser des valeurs plus faibles pour les coefficients de
pénalisation. Ceci réduit les risques d’avoir des oscillations numériques et des problémes
de convergence. Néanmoins, comme pour la méthode de pénalisation, la principale
difficulté survenant lors de son utilisation est le choix des coefficients de pénalisation.
Le choix de coefficients trop faibles engendre un trop grand nombre d’itérations, et donc
des temps de calcul inadmissibles.

Afin de supprimer le choix des coefficients de pénalisation, la méthode des multipli-

cateurs de Lagrange peut étre envisagée.

3.4.3 Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

L’utilisation de la méthode des multiplicateurs de Lagrange n’introduit pas de co-
efficients devant étre déterminés par l'utilisateur mais ajoute des degrés de liberté.
Ces degrés de liberté supplémentaires correspondent aux forces de contact (voir par-
tie 3.1.2). Le systéme d’équations non linéaires est aussi résolu par la méthode de
Newton-Raphson. La correction a ’itération ¢ est obtenue par la résolution de 1’équa-

tion (3.39), qui peut étre réécrite sous la forme :

R(U;, \;) + Kp(Ui, M) AUy ; = 0 (3.64)
avec
R, (Ui, \i) AU;
RU;Ni) = | Ry, (Uy) AUx; = | AN, (3.65)

R,,(U;) AN
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et
KU, Ni) Ky, (U;) Kya,(U;)
Kr(Us, Ai) = | Ky, o(U;) 0 0 (3.66)
K)\tu(Ui) 0 0

La taille de ce systéme peut varier entre ngy et ngg + nflél en fonction du nombre de
nceuds de la frontiére T'! en contact. ngg et nS), sont respectivement, le nombre de

degrés de liberté des déplacements et celui des forces de contact.

Résolution classique

Une technique de résolution similaire & celle effectuée avec la méthode de pénalisation
peut étre retenue (voir 3.4.1). L’algorithme utilisé pour résoudre ce systéme est, de

méme, celui de Newton-Raphson (Algorithme 3.3) :

Algorithme 3.3 Méthode des multiplicateurs de Lagrange
ENTREES: Ug et Ao =t (i = 0).
1- Calcul de la correction incrémentale, AU, ; :
(équation (364)), R(U)\z) + KT(U)\i)AU)\i =0
Correction du vecteur des déplacements et des forces de contact a 'itération i 4+ 1 :
Uxit1 = Ux; + AUx;.
si convergence alors
Uxi41 = état d’équilibre
sinon
retour a ’étape 1 avec i1 =i + 1

fin (si)

Cette technique de résolution pose plusieurs problémes. Le premier est la taille du
systéme. En effet, chaque correction incrémentale peut modifier les statuts de contact
et donc modifier le nombre de degrés de liberté lié aux forces de contact. Le deuxiéme
probléme est lié & la résolution de I’équation (3.64). La matrice K7 comprend un certain
nombre de zéros sur sa diagonale, I'inversion de celle-ci n’est pas triviale. La résolution
de I’équation (3.64) nécessite une technique particuliére plus cotiteuse en temps de calcul

que la factorisation clasique généralement utilisée.
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Pour éviter ces problémes, une autre procédure de calcul basée sur celle dite du

“lagrangien a incrément « avant »” est proposée.

Méthode du lagrangien a incrément « avant »

Pour cette approche, les multiplicateurs de Lagrange ne sont pas considérés comme
des inconnues mais plutot comme des paramétres que I'on fixera a posteriori. Ces pa-
rameétres engendrent a leur tour des corrections du vecteur des déplacements. Cette
technique permet donc la résolution exacte du probléme en deux temps. Elle est uti-
lisée dans le cas du probléme de mécanique du contact en dynamique. Elle a d’abord
été proposée pour le contact bidimensionnel [11] puis elle fut étendue au cas tridi-
mensionnel et utilisée dans de nombreuses applications [10, 12]. Nous proposerons une
adaptation de cette méthode afin de résoudre les problémes de contact mécanique en
quasi-statique. Les équations d’équilibre sont vérifiées sans prendre en compte toutes les
nouvelles conditions de contact. Puis, des valeurs incrémentales permettant le respect

des conditions d’admissibilité sont calculées.

[’équation permettant le calcul de la correction du vecteur solution (3.39) peut étre

réécrite sous la forme :

R,(U,X) N K..(U X K,\(U) AU 0 (367)
RA(U) Kxo(U) 0 A '
R [ Rx.(U) [ A
A(U) = AN = (3.68)
R, (U) AN,
et
Ky, .(U)
Kir(U)= | Kux,(U) Kun(U) |  Kaull) = (3.6
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Le vecteur des corrections des déplacements AU est décomposé en une somme de

deux termes, tel que :

AU = AU* + AU". (3.70)

ou le terme AU™ correspond a une approximation évaluée a condition de contact
constante. AU et AN correspondent aux corrections permettant le respect des condi-

tions d’admissibilité.

Le vecteur AU* est calculé a partir de I’équation (3.67) en remplagant le vecteur
AN par zéro :
R (U ) + Ko o(UZ NAUS =0 (3.71)

Cette équation non linéaire est résolue de facon itérative a l'aide de l'algorithme de
Newton-Raphson. La solution de cette équation est notée U™* et la correction AU™ est
donnée par la différence entre U™ et U initiale (AU" =U" —U = }_,; AUy). Puis, les
valeurs des vecteurs AU€ et AX permettant le respect des conditions d’admissibilité
sont calculées. Ces vecteurs sont déterminés a partir de I’équation (3.67), pour une
valeur du vecteur déplacement égale & U*. Cette équation permet d’obtenir les relations

suivantes :

K, (U N)AU® + K, A(U*)AX =0 (3.72)
RA(U*) + K (U*) [AU* + AU =0 (3.73)

Apreés réarrangement, les expressions de AU et A sont données par :

(KoK LKyx| AN = R+ Ky, AU* (3.74)
AU® = —K] 1K, A\ (3.75)
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L’algorithme utilisé pour résoudre ce systéme d’équations est présenté dans 1I’Algo-

rithme 3.4.

Algorithme 3.4 Méthode du lagrangien a incrément « avant »
ENTREES: Ug et Ao =t (i = 0).
1- Premiére étape du calcul : Uy = U; (j = 0).
2- Calcul de U; :
(équation (3.71), Ry (Uj, A) + Ky u(Uy, A)AU; =0
Correction du vecteur des déplacements a 'itération j + 1 :
U;,=U;+AU;

g+
si convergence alors
* * o . * *
.AU =U;, - UetU =U},
sinon
retour & I’étape 2 avec j =7+ 1
fin (si)

3- Deuxiéme étape du calcul :
Calcul de la matrice X : K, ,(U*, A\) X = K, A(U")
Calcul de la matrice Y : Y = K, (U*)X
Calcul des corrections incrémentales, AU et AN :
YAXN = R\(U*) + Kxo(U*)AU* et AU = —X AN
Calcul des vecteurs a l'itération i +1 : U;4q = U; + AU* + AU et Ajy1 = A+ AN
si convergence alors

Uit1, Aig1 — état d’équilibre
sinon

retour a I’étape 1 avec i =i + 1
fin (si)
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3.5 Conclusion

Le probléme de mécanique du contact frottant fait partie des problémes mécaniques qui
sont les plus sensibles a la méthode de résolution numérique utilisée. La résolution de
ce genre de probléme nécessite encore aujourd’hui une attention particuliére aussi bien
au niveau de la formation du systéme d’équations que de la discrétisation spatiale du

contact et dans 1’algorithme de résolution du probléme.

L’intégration des lois de contact dans un systéme d’équations n’est pas triviale. Il
existe plusieurs méthodes. Notre travail se focalise sur les méthodes de régularisation de
ces lois, parmi lesquelles nous avons exposé les méthodes les plus classiques, telles que
celle de pénalisation, celle des multiplicateurs de Lagrange ou encore celles du lagran-
gien augmenté. Chacune de ces méthodes présente des avantages et des inconvénients.
Les méthodes basées sur la pénalisation sont limitées par le choix des coefficients de pé-
nalisation alors que celle des multiplicateurs de Lagrange est limitée par sa complexité

et par un cott de calcul plus important.

La prise en compte du contact mécanique sous une discrétisation spatiale est exposée
sous une formulation point-surface et une formulation surface-surface. La modélisation
point-surface présente de nombreuses limites. Elle entraine des instabilités ou des blo-
cages numériques, notamment lorsque les surfaces de contact ne sont pas assez réguliéres
ou lorsque les déplacements relatifs sont trop importants. La formulation surface-surface
arborée n’est pas symétrique mais présente ’avantage de considérer la géométrie des
deux surfaces en contact. Néanmoins, cette méthode présente aussi certains problémes
tels que la nécessité de posséder un vecteur normal et un vecteur tangentiel en chaque
neeud d’une des surfaces candidate au contact. Ceci limite cette formulation aux pro-

blémes en deux dimensions.

Ce chapitre présente finalement les algorithmes de résolution du probléme de contact
mécanique frottant les plus utilisés. Le chapitre suivant permettra de mettre en évidence

les limites de ces algorithmes grace a des exemples simples.



Chapitre 4

Limites des méthodes habituelles

Afin de mettre en lumiére les limites des différentes méthodes de calcul présentées dans
le chapitre 3, des exemples sont exposés. La résolution de ces exemples est faite avec
le logiciel de calcul pour les problémes multiphysiques, FESh-++ (Finite Element Shell
in C++ [3, 4]). Cet outil se base sur la méthode des éléments finis, il est développé
conjointement entre I’Université Laval et 1'Université du Québec & Chicoutimi. Il est
couplé au module Contacta (voir [3]) afin de permettre la résolution de problémes de
contact multiphysique. Ce module est programmé avec une méthode de discrétisation
des équations de contact point-surface. Cette derniére fait 'objet de la partie 3.3.1 a la
page 40. Dans un premier temps, des problémes de contact sans frottement sont abordés
a travers le probléme de Hertz. Par la suite, ’analyse se porte sur des problémes de

contact frottant traitant de ’écrasement de structures minces.

4.1 Problémes de Hertz

Le probléeme de Hertz est trés souvent utilisé comme référence dans le processus de
validation de modéle numérique. Il consiste a calculer I’état mécanique de deux cylindres
entrant en contact le long de leur génératrice sous ’effet d’une force linéique P (Figure
4.1). Ce probléme permet de vérifier si la méthode de calcul peut donner une bonne

évaluation des conditions de contact méme si on ne connait qu’une approximation des

o8
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frontiéres.

Figure 4.1 — Probléme du contact de Hertz

4.1.1 Solution analytique

Lorsque le comportement des solides est élastique, la solution analytique d’un tel pro-
bléme est connue depuis les travaux de Hertz publiés en 1882. La solution proposée par
Hertz n’est valable que si nous respectons certaines hypothéses sur la zone de contact
(Figure 4.2). Celles-ci sont données par :

— les surfaces sont continues et non conformes : a << R; et a << Ry (Figure 4.2)

— les déformations sont petites : a << R et a << Ry

— chaque solide peut étre considéré comme un solide semi-infini, ¢’est-a-dire :

a << Rieta<< Ry

— il n’y a pas de frottement : 4 = 0

Figure 4.2 — Zone de contact de Hertz.
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D’aprés les ouvrages [37, 38, 39|, qui reprennent la théorie de Hertz, les équations
régissant la mécanique dans la zone de contact (Figure 4.2) des deux cylindres infiniment

longs en contact le long de leur génératrice (Figure 4.1) sont données par :

PR*

=2 4.1
“ TE* (4.1)
/2
2P 2\1/2 22\
P /2 2R, 2R,
0 = -+ In— 4+ Ln——= 4.3
TE* <3+ " A a ) (4:3)
avec :
1 1 1 1 1—uf 1—u22
Bl i 4.4
m R R B B L (44)

4.1.2 Approche numérique

Dans cet exemple, les deux cylindres sont de méme dimension. D’apres les plans de
symétrie, de 'hypothése des petites déformations et de la géométrie, le probléme peut
étre réduit a la modélisation de deux quarts de cylindres rentrant en contact entre eux

(Figure 4.3).

:Lg 5 >lle %>L

Figure 4.3 — Probléme du contact de Hertz simplifié.
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Compte tenu du fait que tout le cylindre n’est plus considéré, la force linéique P
ne peut plus étre imposée. Afin de résoudre le méme probléme, un déplacement est
imposé sur les faces des quarts de cylindre paralléles & la zone de contact, ceux-ci ont
le méme sens que la force P et sont égaux a d/2. De plus, les déplacements normaux

des frontiéres reposant sur les axes de symétries sont imposés nuls.

La résolution de ce probléme est effectuée en deux dimensions en se basant sur
I’hypothése des déformations planes. Le calcul est accompli en deux pas de temps. Le

nombre d’itérations maximale pour chaque pas de temps est fixé a cent.

Le maillage de la section du quart de cylindre est composé d’éléments triangulaires
a trois nceuds (Figure 4.4). Les éléments situés dans le voisinage de la zone de contact
sont supposés étre de méme dimension. Pour le choix de la taille des éléments, nous
avons pris comme critére le ratio entre la taille des éléments dans la zone de contact
et la dimension de celle-ci. Trois maillages sont définis (noté maillage n, ou n est le
nombre d’éléments dans la zone de contact) :

— maillage 2,

— maillage 4,

— maillage 6.

Le choix d’une méthode de régularisation des équations du contact mécanique a une
trés grande influence sur la qualité de la solution ainsi que la vitesse de convergence.
Nous avons comparé les trois méthodes suivantes :

— méthode de pénalisation (avec une pénalité normale de 10°, 105 ou 107),

— meéthode de pénalisation adaptative [34],

— méthode du lagrangien augmenté (avec une pénalité normale de 103, 10%, 105 ou

106).
L’unité de longueur choisie pour la modélisation de ces probléme est le millimétre. Une

interpolation linéaire est utilisée, ainsi qu’une intégration sur la frontiére de contact de
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type Newton-Cotes a deux points (pour un élément unidimensionnel, cela correspond

a une intégration sur les nceuds).
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Figure 4.4 — Maillage du quart de cylindre en deux dimensions (maillage 6).

Pour la méthode de pénalisation, le choix des valeurs du coefficient de pénalisation
normale est motivé par les valeurs maximales de la force normale de contact attendue
(cas des deux cylindres en acier : voir paragraphe 4.1.3) et de la tolérance a 'interpé-
nétration. De méme, les valeurs du coefficient de pénalisation normale pour la méthode
du lagrangien augmenté sont basées sur les valeurs utilisées avec la méthode de péna-
lisation. Pour la méthode d’adaptation de la pénalité, la valeur initiale du coefficient
de pénalisation normale est prise égale a 2, 2 x 102, 2 x 10* ou 2 x 10%. Ces valeurs
correspondent & la valeur du module d"Young de I’acier multipliée par une puissance de

dix (cas des deux cylindres en acier : voir paragraphe 4.1.3).
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4.1.3 Deux cylindres identiques

Le probléme de contact entre deux cylindres identiques est résolu de deux maniéres
différentes :

— un quart de cylindre rentrant en contact avec un plan indéformable,

— deux quarts de cylindre identiques entrant en contact entre eux.
Ces deux versions sont exposées aussi bien avec un comportement élastique qu’élasto-
plastique. Le probléme élasto-plastique est utilisé pour tester I’effondrement de la va-
leur des contraintes normales de contact. Ainsi, afin de maximiser la plastification,
I’hypothése des déformations planes est remplacée par celle des contraintes planes. Les
caractéristiques physiques et mécaniques de ces problémes sont définies par les valeurs
suivantes :

— rayon des cylindres R = 0,25 m

— module d’Young E = 200 GPa

coefficient de Poisson v = 0,3
— limite d’élasticité : o, = 472 MPa
— la loi d’écrouissage : 0o(MPa) = 0. + K¢ avec :

— K =640 MPa.

Solution analytique

Dans le cas élastique, afin de majorer la composante normale de la force de contact on
pose :

tno = 1000 MPa. (4.5)

Donc, d’aprés les équations régissant la mécanique dans la zone de contact ((4.1) a (4.3)

de la page 60), les valeurs de a et de /2 sont données par :

= 5,927 x 107°m = 0, 059 27 mm (4.6)

Q NI

= 0,002275m = 2,275 mm (4.7)
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Solution numérique

Pour le probléme élasto-plastique, les conditions aux limites et les maillages sont ceux

utilisés pour le probléme élastique. Ces problémes sont résolus en deux pas de temps.
— Cas du quart de cylindre et du plan

Le cas du quart de cylindre et du plan indéformable est la configuration la plus
simple de ce probléme. C’est pour cette raison que ce probléme est présenté au début

de la validation des méthodes numériques de résolution.
— Méthode de pénalisation

Dans un premier temps, la méthode de pénalisation est étudiée avec un coefficient
de pénalisation normale constant. Une étude du cas élastique permet de déterminer
la valeur optimale du coefficient de pénalisation normale. Celle-ci est la plus faible
valeur permettant une bonne approximation des forces normales de contact. Les mémes
coefficients de pénalisation sont utilisés pour le cas élasto-plastique. Le tableau 4.1
présente le nombre d’itérations en fonction du type du maillage, du comportement du
matériau et du coefficient de pénalisation normale. Dans ce tableau, le terme « osc
cnt » indique que l'algorithme de résolution a divergé a cause des oscillations de statuts

de contact (contact / non contact).

Le tableau 4.1 montre que le nombre d’itérations nécessaires a la résolution de ce
probléme en deux pas de temps, ne dépend pas vraiment du coefficient de pénalisation
normale. De plus, ce nombre est quasiment identique pour tous les maillages utilisés
(lorsque la résolution est possible). Cependant, dans le cas élasto-plastique, pour le
maillage le plus fin, les valeurs des coefficients de pénalisation normale 10° et 107 sont
trop importantes, et ceci rend la résolution impossible a cause de 'oscillation de statut

de contact. Cette constatation peut s’expliquer par le fait que le maillage 6 permet de
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mieux prendre en compte la plasticité et donc le probléme se différencie plus du cas
élastique. Alors, pour les maillages utilisés ici, 10° est la plus grande valeur du coefficient
de pénalisation normale permettant de résoudre le probléme élasto-plastique en deux

pas de temps.

Tableau 4.1 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation (quart de cylindre
en acier et plan indéformable, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
"l 2] 4|6 2 | 4 | 6
5 3 4 4 4 5 4
10 2 3 3 5 5 5
106 4 4 5 6 5 0S¢

3 3 4 7 5 cnt
107 4 4 6 5 5 0S¢

3 3 4 7 5 cnt

Les figures 4.5 et 4.6 exposent les contraintes normales de contact sur le cylindre
en fonction du coefficient de pénalisation normale pour le maillage 4. La coordonnée X
représente la distance séparant un point de la droite, représentant le plan indéformable
et le plan de symétrie. La figure 4.5 montre que dans le cas élastique un coefficient
de pénalisation normale d’une valeur de 10° engendre une erreur sur les valeurs des
contraintes de contact supérieur a vingt pour cent et une mauvaise évaluation de la
zone de contact. Cette figure révéle aussi que la plus faible valeur du coefficient de
pénalisation normale permettant une bonne approximation de la force de contact est
10°%. Ces conclusions sont aussi valables pour les autres maillages (maillage 2 et 6).

En outre, la figure 4.6 permet de constater que pour ces trois valeurs du coefficient
de pénalisation normale, les contraintes de contact et la zone de contact sont quasiment
identiques, dans le cas élasto-plastique. Néanmoins, la solution obtenue avec le coeffi-

cient de pénalisation le plus faible (10°) est de moins bonne qualité que les autres. De
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méme, des constatations identiques peuvent étre faites pour le maillage 2.

T 1000 =50 -10°
=3 7 \\ b
B S Fg =10°
8 800 L A
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Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure 4.5 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode de pénalisation (maillage
4 et comportement élastique)
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Figure 4.6 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode de pénalisation (maillage
4 et comportement élasto-plastique)

Le tableau 4.1 et les figures 4.5 et 4.6 permettent de constater qu’aucune des va-
leurs du coefficient de pénalisation normale ne permet de résoudre de facon optimale ce
probléme dans le cas élastique et élasto-plastique. En effet, la valeur optimale permet-

tant de résoudre le probléme élastique est de 10° (voir la figure 4.5), alors que pour le
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probléme élasto-plastique la plus grande valeur permettant d’obtenir une solution avec

les trois maillages en deux pas de temps est de 10° (voir le tableau 4.1).
— Méthode de pénalisation adaptative

Pour la méthode de pénalisation adaptative, une étude de l'influence de la valeur
initiale du coefficient de pénalisation normale est effectuée. Les valeurs minimale et
maximale de I'interpénétration considérées dans la loi d’adaptation de la pénalité sont
respectivement de 10> mm et 10~>mm. Le tableau 4.2 présente le nombre d’itérations
nécessaires a la résolution en fonction du type de maillage, du comportement du maté-

riau et de la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale.

Tableau 4.2 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (quart
de cylindre en acier et plan indéformable, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage

§ 2 | 4] 6 2 | 4| 6
5 8 9 8 8 10 [ 10
17 | 26 | 25 12 | 15 | 12
7 7 7 7 8 8

2
2x10%0 95 119 |18 | 10 | 13 | 10
6 6 6 7 7 7

4
2X1000 o by 11 |9 |11 | s
5 6 7 6 6 0SC

6
231000 g | 5 8 | 6 | cnt

Le tableau 4.2 montre que la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale a
une influence sur le temps de calcul et donc sur la convergence du systéme. Comme pour
la méthode de pénalisation, plus la valeur du coefficient de pénalisation est importante
plus les risques d’oscillation numérique et de divergence augmentent. La valeur initiale
2 x 10° pour le coefficient de pénalisation normale rend impossible la résolution du

probléme en deux pas de temps avec le maillage 6 et un comportement élasto-plastique.



CHAPITRE 4. LIMITES DES METHODES HABITUELLES 68

En outre, lorsque la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale diminue le

nombre d’itérations nécessaires a la résolution du probléme augmente.
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Figure 4.7 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode de pénalisation adapta-
tive (maillage 4 et comportement élastique)
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Figure 4.8 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode de pénalisation adapta-
tive (maillage 4 et comportement élasto-plastique)

De plus, les figures 4.7 et 4.8 permettent de constater que pour le maillage 4, lorsque
la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale est trop importante (2 x 10°),

les contraintes normales de contact sont moins bien évaluées. Cette constatation est
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aussi valable pour les autres maillages. Pour que les contraintes normales de contact
soient bien évaluées avec une valeur initiale du coefficient de pénalisation normale trop
importante (2 x 10°), la valeur de I'interpénétration maximale doit étre plus faible. Le
tableau 4.3 expose le nombre d’itérations nécessaires a la résolution de ce probléme en
deux pas de temps avec une interpénétration maximale de 10™* mm et une minimale
de 1075 mm. Ce tableau montre que dans le cas élasto-plastique, la résolution du pro-
bléme dépend du choix de la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale. Tl
semble impossible de déterminer un ensemble continu de valeurs du coefficient de pé-
nalisation normale initial permettant de résoudre le probléme. En effet, I’augmentation
trop importante du coefficient de pénalisation normale peut engendrer des oscillations
numériques et ainsi provoquer la divergence de I'algorithme. Néanmoins, la diminution
de la valeur de I'interpénétration maximale permet de faire converger les solutions vers
celle obtenue avec une valeur initiale du coefficient de pénalisation normale faible (2)

et une interpénétration maximale de 1073 mm.

Tableau 4.3 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (quart
de cylindre en acier et plan indéformable, calcul fait en deux pas de temps, gmae =
10~ *mm)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
8 2 | 4 | 6 2 | 4| 6
9 7 6 8 8 7 0SC
8 10 8 10 9 cnt
6 6 7 6 7 7
2
21000 g L7l o | s | o8
6 7 8 osc | osc | osc
4
2> 10 5) 6 6 cnt | cnt | cnt
5) 6 7 6 6 0SC
6
23y | s 8 | 6 | cnt
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Ainsi, comme pour la méthode de pénalisation, le choix de la valeur initiale du coeffi-
cient de pénalisation normale reste important. Mais la plage de variation de cette valeur
est beaucoup plus importante que dans le cas de la pénalisation constante. Cependant,
cette méthode ajoute des paramétres : l'interpénétration maximale et minimale. Le
choix de ces paramétres est trés important pour obtenir la bonne résolution du pro-
bléme. Une valeur d’interpénétration maximale trop importante risque de produire une
mauvaise approximation des pressions de contact. Alors qu'une valeur trop faible peut
engendrer des oscillations numériques et donc ne pas permettre la résolution. De plus,
lorsque les valeurs de l'interpénétration maximale et minimale se rapprochent le temps
de calcul augmente trés rapidement. Si ces valeurs sont trop proches, des oscillations

numériques peuvent empécher la résolution.
— Méthode du lagrangien augmenté

Pour la méthode du lagrangien augmenté, une étude similaire est faite pour déter-
miner I'intervalle dans lequel le coefficient de pénalisation normale peut étre choisi. La
valeur minimale de Iinterpénétration autorisée est de 10~>mm. Le tableau 4.4 expose
I'influence du choix de la valeur du coefficient de pénalisation normale sur le nombre
d’itérations obtenu pour chacun des deux pas de temps pris pour résoudre ce probléme
avec un comportement élastique ou élasto-plastique et en fonction du maillage. Dans ce
tableau le terme « non cvg » indique que I’algorithme de résolution n’a pas pu converger
en un nombre d’augmentation des multiplicateurs de Lagrange convenable (inférieur a
20), a cause d’une vitesse de convergence trop faible . Celle-ci est causée par une valeur

trop petite du coefficient de pénalisation normale.

Le tableau 4.4 montre que le choix du coefficient de pénalisation normale deumeure
critique avec la méthode du lagrangien augmenté. En effet, la résolution du probléme
n’est possible, dans toutes les configurations, que pour un coefficient de pénalisation

normale bien choisi (compris entre 10 et 10°). En outre, lorsque le coefficient de péna-
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lisation normale diminue le nombre d’itérations augmente rapidement.

Tableau 4.4 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (quart de
cylindre en acier et plan indéformable, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
"l 2] 4|6 2 | 4 | 6
103 | Bon | mon | mon || mon | non | non
cvg | cvg | cvg || cvg | cvg | cvg
10t 28 26 29 26 24 25
17 20 41 26 36 43
10° 8 8 9 7 8 7
5t 6 5 11 13 11
106 4 4 5 6 5 0S¢
3 3 4 7 ) cnt

Les figures 4.9 et 4.10 présentent la valeur de la contrainte normale de contact sur la
surface du cylindre en fonction du coefficient de pénalisation normale pour le maillage 4.
Ces figures permettent de constater que les contraintes normales de contact dépendent
de la valeur du coefficient de pénalisation. La qualité de la solution diminue avec ’aug-
mentation du coefficient de pénalisation normale. Dans le cas élastique comme pour
I'élasto-plastique, un coefficient de pénalisation de 10° donne une trés mauvaise ap-
proximation des contraintes normales de contact. En effet, la valeur du coefficient de
pénalisation normale est reliée a la rigidité de I'interface. Ainsi, plus cette valeur est
importante plus la force nécessaire pour déformer 'interface est importante. Ce phé-
nomeéne est amplifié par le processus d’augmentation des multiplicateurs de Lagrange.
Pour que la solution obtenue avec un coefficient de pénalisation normale important
(105) soit de la méme qualité que celle obtenue avec un coefficient plus faible (10%),
la tolérance sur l'interpénétration doit étre diminuée. Evidemment, ceci augmente le

nombre d’itérations. Ces constatations sont valables quel que soit le maillage.
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Figure 4.9 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 4 et comportement élastique)
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Figure 4.10 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode du lagrangien augmenté

(maillage 4 et comportement élastique)

Le tableau 4.4 et les figures 4.9 et 4.10 montrent I'importance de la valeur du co-

efficient de pénalisation normale. Néanmoins, dans cet exemple, tous les types de pro-

blémes présentés, (élastique ou élasto-plastique avec les maillages 2, 4 ou 6,) peuvent

étre résolus avec un méme coefficient de pénalisation (compris entre 10* et 10%).

Cet exemple démontre I'importance du controle de la valeur du coefficient de pé-
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nalisation normale et de I'interpénétration pour une pression de contact donnée. Dans
le cas de la pénalisation, ces deux variables sont liées. Le controle du coefficient de
pénalisation normale permet donc celui de I'interpénétration. Mais cette méthode ne
permet pas de résoudre ce probléme, sous toutes ces configurations, avec la méme va-
leur du coefficient de pénalisation normale. Or, la méthode de pénalisation adaptative
et celle du lagrangien augmenté peuvent étre utilisées pour résoudre ce probléme avec
une valeur du coefficient de pénalisation normale identique pour toutes les configu-
rations. Un avantage distingue cependant la méthode de pénalisation adaptative. La
plage de variation du coefficient de pénalisation est plus large que celle de la méthode
du lagrangien augmenté. Mais ces méthodes sont aussi entravées par le choix de la va-
leur de I'interpénétration maximale. Une valeur trop faible ne permet pas la résolution
du probléme, alors qu’une valeur trop importante produit une mauvaise approximation
des contraintes de contact. De plus, la méthode de pénalisation adaptative impose a

I'utilisateur de choisir une valeur d’interpénétration minimale.

— Cas des deux quarts de cylindre

Le cas des deux quarts de cylindres identiques entrant en contact est une configu-
ration plus compliquée que la précédente. Elle vise & tester les méthodes de résolution
lorsque les deux frontiéres de contact sont déformables, ce qui peut engendrer une plus
grande variation des conditions de contact entre deux itérations. La méme étude que

celle effectuée avec la configuration cylindre-plan est reprise sous cette configuration.

— Méthode de pénalisation

Le tableau 4.5 présente le nombre d’itérations effectuées pour la résolution de ce
probléme en deux pas de temps. Ce tableau permet de constater que la méthode de pé-
nalisation se comporte moins bien lorsque les deux frontiéres sont discrétisées, surtout

avec un comportement élasto-plastique. En effet, aucun des coefficients de pénalisation
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choisi ne permet de résoudre ce probléme en deux pas de temps, avec un comportement
élasto-plastique et le maillage 6. En ce qui concerne la qualité de la solution, les conclu-
sions sont les mémes que pour la configuration avec une seule frontiére déformable.
Donc la méthode de pénalisation n’est pas appropriée pour résoudre ce probléme sous

cette configuration en deux pas de temps.

Tableau 4.5 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation (deux quarts de
cylindre en acier, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique

- maillage maillage
"l 2] 4] 6 2 | 4] 6
105 4 5 5 5 5 0sc
3 4 3 6 5 cnt
106 4 4 6 5 5 0sc
3 3 4 7 6 cnt
107 | ©os¢ 7 9 osc | osc | osc
cnt 3 4 cnt | cnt | cnt

— Méthode de pénalisation adaptative

Le tableau 4.6 montre également que la méthode de pénalisation adaptative n’est pas
utilisable pour résoudre adéquatement ce probléme. En effet, malgré la large plage de
variation de la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale proposée, (compris
en 2 et 2 x 10°) aucun de ceux choisis ne permet la résolution du probléme élasto-
plastique en deux pas de temps avec le maillage 6. Néanmoins, lorsqu’une solution est
obtenue, elle est d’'une bonne qualité comme celle obtenue dans la configuration plan-
cylindre. Ainsi, cet exemple met en lumiére une des limites de la méthode de pénalisation
adaptative. Cette méthode est moins performante dans le cas élasto-plastique lorsque

les deux solides sont déformables.
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Tableau 4.6 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (deux

quarts de cylindre en acier, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
§ 2 | 4 | 6 2 | 4 | 6
9 13 18 23 13 15 0sc
12 17 12 11 12 cnt
12 17 21 11 14 0sC
2
2x1070 g 13 | g 9 | 10 | ent
11 16 20 0SC 0SC 0SC
4
2> 10 6 8 7 cnt cnt cnt
9 14 19 0SC 0SC 0SC
6
2> 10 5 5 5) cnt cnt cnt

— Méthode du lagrangien augmenté

Tableau 4.7 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (deux

quarts de cylindre en acier, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
"l 2] 4|6 2 | 4 ] 6
103 | mon | mon | non || non | non | non
cvg | cvg | cvg || cvg | cvg | cvg
10t 18 30 38 16 23 30
14 16 25 20 27 34
105 6 7 7 8 8 0SC
5 5 6 11 9 cnt
106 4 4 6 5 5 0SC
3 3 4 7 6 cnt

Le tableau 4.7 limite encore les avantages de la méthode du lagrangien augmenté.

En effet, pour pouvoir résoudre ce probléme sous toutes les variations présentées, il
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faut prendre une valeur du coefficient de pénalisation normale plus faible que dans
la configuration plan-cylindre (10* & la place de 10°), ceci augmente la qualité de la
solution mais aussi le temps de calcul. La résolution de ce probléme avec un coefficient
de pénalisation normale bien choisi (10%) donne des solutions quasiment identiques a

celles obtenues sous la configuration plan-cylindre.

Cet exemple, sous ces deux configurations, (plan-cylindre ou cylindre-cylindre,) dé-
montre la supériorité de la méthode du lagrangien augmenté sur celle de la pénalisation
avec ou sans adaptation de la pénalité. En effet, seule la méthode du lagrangien aug-
menté permet de résoudre ce probléme sous toutes ces configurations avec une méme
valeur du coefficient de pénalisation normale. De plus, la méthode de pénalisation, que
ce soit avec ou sans adaptation de la pénalité ne permet pas de résoudre ce probléme
avec un comportement élasto-plastique, en deux pas de temps, lorsque les deux fron-

tiéres de contact sont déformables.

4.1.4 Deux cylindres de matériaux différents

Cet exemple a pour but de tester 'influence de la différence de caractéristiques méca-
niques des deux solides mis en contact sur les méthodes de résolution. Ainsi, le probléme
de contact entre un cylindre en aluminium et un autre en acier est exposé aussi bien avec
un comportement élastique qu’élasto-plastique. Pour la méme raison que celle du pro-
bléme précédent, dans le cas élasto-plastique, I’hypothése des déformations planes est
remplacée par celle des contraintes planes. Les caractéristiques physiques et mécaniques
de ce probléme sont définies par :

— rayon des cylindres R = 0,25m

— acier : les caractéristiques physiques et mécaniques sont les mémes que celles de

l'acier du probléme précédent (voir page 63)
— aluminium :

— module d’Young E = 70 GPa
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— coefficient de Poisson v =0, 3
— limite d’élasticité : o, = 325 MPa
— la loi d’écrouissage : 0q(MPa) = o, + K¢ avec :

— K =690 MPa.

Solution analytique

Dans le cas élastique, afin de majorer la composante normale de la force de contact on
pose :

Donc, d’aprés les équations régissant la mécanique dans la zone de contact ((4.1) & (4.3)

de la page 60), les valeurs de a et de /2 sont données par :

= 5,546 x 107°m = 0,055 46 mm (4.9)

Q NI

= 0,002194m = 2,194 mm (4.10)

Solution numérique

Pour les deux problémes (élastique et élasto-plastique), les maillages sont ceux utilisés
pour le probléme des deux quarts de cylindre. Pour le probléme élasto-plastique, les

conditions aux limites utilisées sont celles calculées pour le probléme élastique.
— Méthode de pénalisation

Pour ce probléme, comme les contraintes normales de contact sont moins impor-
tantes, une valeur plus faible du coefficient de pénalisation normale (10) est utilisée.
Le tableau 4.8 présente le nombre d’itérations pour chacun des deux pas de temps. Il
permet de constater que la résolution de ce probléme pour tous les maillages et quel

que soit le comportement des matériaux (élastique ou élasto-plastique) n’est possible
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qu’avec le coefficient de pénalisation normale le plus faible (10%). De plus, les figures
4.11 et 4.12 montrent que la valeur des contraintes normales de contact n’est pas cor-
rectement évaluée avec le coefficient de pénalisation de 10*. L’erreur produite avec ce
coefficient est proche de quarante pour cent. Il semble impossible de pouvoir résoudre
convenablement ce probléme sous toutes ces configurations, en deux pas de temps, avec

la méthode de pénalisation.

Tableau 4.8 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation (deux quarts de
cylindre, un en acier et autre en aluminium, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
"l 2] 4|6 2 | 4 | 6
10t 3 4 4 3 4 4
3 3 4 3 3 4
105 4 4 4 4 5 0S¢
3 3 4 4 4 cnt
106 4 4 6 4 3 0sc
3 3 4 4 4 cnt
107 || ©sc | osc | osc | osc | osc | osc
cnt | cnt | cnt cnt | cnt | cnt
§ . T T T I
% 500 :;:‘:\— i\\\ e =10*
8 400 \f‘\\:\F\\ Tg =10°
S - \ g =10°
® 300 \\ solution analytique
© r N\
E 200 X\“T‘:\
£ N \\\\ o
g 100 \\J
3 SN .
% o5 1 s 2 25 3 35

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure 4.11 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode de pénalisation (mail-
lage 4 et comportement élastique)
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Figure 4.12 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode de pénalisation (mail-
lage 4 et comportement élasto-plastique)

— Méthode de pénalisation adaptative

Tableau 4.9 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (deux
quarts de cylindre, un en acier et ’autre en aluminium, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
§ 2 | 4] 6 2 | 4 | 6
9 13 18 23 13 18 22
13 24 12 9 11 9
12 17 22 12 17 21
2
21000 90 116 | 9 71 9 | 8
11 16 19 0SC 0osc | osc
4
2> 10 4 5 7 cnt | cnt | cnt
9 0SC 19 0SC 0sSCc | osc
6
2x 10 5 cnt 7 cnt | cnt | cnt

La méthode de pénalisation adaptative permet de résoudre ce probléme en deux

pas de temps lorsque la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale est choisi
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correctement (voir tableau 4.9). La plage de variation de ce coefficient est quand méme
large (entre 2 et 2 x 10%). De plus, le nombre d’itérations varie trés peu entre les deux
valeurs extrémes. Les figures 4.13 et 4.14 montrent que les valeurs de la pression normale

de contact sont bien évaluées.

T ' T T " T T

E 500 *“:7‘—/4,,,, o \\\ g =2
= ok e ”
- A T~ = = 2
§ 400 \\ € 2x10
[=
) [ A g, =2x10*
()
E 300 g =2x10°
© [ \\\\ n
1S [ solution analytique
S 200 \\
%) A\
g A\
£ 100 \
c

0 . I . I . I N e = |

0 0,5 1 15 2 25 3 3,5

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure 4.13 — Contrainte normale de contact ¢, avec la méthode de pénalisation adap-
tative (maillage 4 et comportement élastique)

400 ¢ 1 T T T 1 T 1 T T T
350 '\ g =2
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Contrainte normale de contact (MPa)
N
o
o

0 E . I . I . I . I
0 0,5 1 1,5 2 2,5

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

‘ b
3 3,5

Figure 4.14 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode de pénalisation adap-
tative (maillage 4 et comportement élasto-plastique)

— Méthode du lagrangien augmenté
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Dans cet exemple, le choix du coefficient de pénalisation normale est assez restreint.

Le tableau 4.10 montre que seule la valeur 10* permet la résolution dans toutes les

configurations en un temps de calcul raisonnable.

Tableau 4.10 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (deux
quarts de cylindre, un en acier et ’autre en aluminium, calcul fait en deux pas de

temps)
élastique élasto-plastique
- maillage maillage
"l 2] 4]6 2 | 4] 6
1o? | non | mon | mon | mon | non | non
cvg | cvg | cvg || cvg | cvg | cvg
10t 11 18 20 11 18 18
10 12 14 12 19 19
105 6 6 7 6 7 0SC
5 5t 6 6 6 cnt
106 4 4 6 4 ) 0SC
3 3 4 4 4 cnt
S 600 - . | ‘ ]
% L e g =10
§ S0 o & =10°
S 400 = - g =10°
E r solution analytique | |
= 300 - ]
s 200 - ]
£ 00
3 I - - : - ]
0 ! ! ! \ g |
0 05 1 15 2 25 3

Figure 4.15 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode du lagrangien augmenté

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

(maillage 4 et comportement élastique)

3,5
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Figure 4.16 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode du lagrangien augmenté
(maillage 4 et comportement élastique)

Les figures 4.15 et 4.16 exposent les valeurs des contraintes normales de contact en
fonction de la valeur du coefficient de pénalisation normale pour le maillage 4. Celles-ci
sont bien évaluées pour une valeur du coefficient de pénalisation normale de 10*. Pour
les valeurs plus importantes, ’approximation est moins bonne mais elle converge vers

cette méme valeur lorsque la tolérance sur l'interpénétration diminue.

Cet exemple met en évidence ’avantage des méthodes controlant 'interpénétration.
La méthode du lagrangien augmenté et celle de la pénalisation adaptative permettent
de résoudre cet exemple pour tous les cas de figures. La plage de variation de la valeur
initiale du coefficient de pénalisation normale est plus importante avec la méthode
d’adaptation de la pénalité. De plus, cette derniére est en moyenne moins gourmande
en temps de calcul. Par contre, la méthode de pénalisation se montre incapable de
résoudre ce probléme en deux pas de temps avec un comportement élasto-plastique.

Aprés la résolution de problémes de contact mécanique sans frottement sur des
solides massifs, quelques exemples de contact mécanique frottant mettant en jeu des

structures minces sont présentés.
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4.2 Problémes de contact frottant

Deux problémes de contact frottant différents sont traités : I’écrasement du tube entre
deux plans rigides et le développement du contact lorsque ce tube est placé a I'intérieur
d’un autre. Le matériau constituant ce tube est ’acier présenté dans le probléme de
Hertz (voir partie 4.1, page 63). Le coefficient de frottement de la loi de Coulomb u
vaut 0,15. Comme avec les exemples précédents, I'unité de longueur utilisée dans la

modélisation de ces problémes est le mm et une interpolation linéaire est utilisée.

4.2.1 Ecrasement d’un tube entre deux plans rigides

Les dimensions du tube considéré sont les suivantes (4.17) :
— rayon extérieur R = 0,25m

— épaisseur e = 5 mm.

Figure 4.17 — Ecrasement d’un tube entre deux plans rigides

Grace aux plans de symétrie, ce probléme est résolu en deux dimensions et unique-
ment un quart du tube est modélisé. Les différents maillages utilisés sont notés maillage
n, ol n est le nombre d’éléments linéiques sur la surface extérieure du quart du tube :

— maillage 100,

— maillage 200,

— maillage 400.

Pour tous ces maillages, I’épaisseur du tube est découpée en deux éléments (voir figure

4.18). Les éléments utilisés sont des quadrangles a 4 nceuds. Ce probléme est résolu
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aussi bien avec un comportement élastique qu’avec un élasto-plastique. Comme avec le
probléme de Hertz, I’hypothése des déformations planes est faite avec le comportement
élastique alors que pour le comportement élasto-plastique I'hypothése retenue est celle
des contraintes planes. Le schéma d’intégration numérique sur la frontiére de contact
est le méme que celui utilisé avec le probléme de Hertz, les points d’intégrations sont

situés sur les nceuds (Newton-Cotes a 2 points).

AN

[E mov z1 zoos
= 17:59:18

Figure 4.18 — Maillage du quart de tube en deux dimensions (maillage 200).

La face paralléle au plan indéformable du tube est pilotée en déplacement. La direc-
tion du déplacement imposé est celle de la normale au plan indéformable (figure 4.19).
Ce probléme se divise en deux parties. Dans un premier temps, le tube s’écrase sur le
plan de la méme maniére qu’un cylindre. La zone de contact est une bande centrée sur la
projection du centre du tube sur le plan. Puis, la partie centrale se décolle de la plaque.
La zone de contact est composée de deux bandes et les forces tangentielles deviennent
importantes (voir figure 4.19). Le calcul est découpé en 10 pas de temps. Dans le cas

élastique, pendant les cinq premiers pas de temps, le déplacement incrémental est de
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13 mm. Pour les pas de temps suivants, il est de 2,6 mm. Au total, I’écrasement du
quart de tube est de 78 mm. Avec un comportement élasto-plastique, le déplacement
incrémental des cingq premiers pas de temps est de 9 mm. Alors que celui des suivants
est de 0,9 mm. Ainsi, le quart de tube s’écrase de 49,5 mm sur le plan indéformable.

u¢ |
Y 0,

—_—

Pas de temps : 0 1a5b 5a10

Figure 4.19 — Déformations d’un quart de tube écrasé sur un plan rigide

— Méthode de pénalisation

Les exemples de problémes de Hertz ont démontré 'influence du coefficient de pé-
nalisation normale. Pour résoudre ce probléme, la valeur du coefficient de pénalisation
normale est fixée & 10%. Cette valeur permet de rendre l'interpénétration négligeable tout
en évitant des oscillations numériques. En outre, une attention particuliére est portée
au coefficient de pénalisation tangentielle. Le calcul est fait pour plusieurs valeurs du
coefficient de pénalisation tangentielle (102, 10® et 10%). Le tableau 4.11 présente le
nombre d’itérations en fonction du type du maillage, du comportement du matériau et

du coefficient de pénalisation tangentielle.

Le tableau 4.11 prouve que le nombre d’itérations est quasiment indépendant du
type de maillage, du comportement du matériau et du coefficient de pénalisation tan-
gentielle. De plus, il confirme que la méthode de pénalisation garantie une bonne vitesse
de convergence. En effet, la résolution est effectuée avec en moyenne trois ou quatre

itérations par pas de temps.



CHAPITRE 4. LIMITES DES METHODES HABITUELLES

86

Tableau 4.11 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation (tube en acier et

plan indéformable)

élastique élasto-plastique

- maillage maillage
" | 100 | 200 | 400 || 100 | 200 | 400
102 || 34 | 38 | 37 || 29 | 28 | 29
10% || 34 | 38 | 35 || 29 | 30 | 32
10 || 34 | 36 | 36 || 29 | 30 | 32

Les figures 4.20 et 4.21 représentent la valeur totale de la force normale de contact

sur la surface de contact en fonction du déplacement imposé. La troisiéme courbe, celle

nommeée « solution » est obtenue a partir d’'un maillage comprenant mille éléments

linéiques sur la surface extérieure du quart de tube et quatre sur I'épaisseur. Pour le

maillage 100, le profil obtenu est identique a celui du maillage 200 mais I’écart avec

la solution de référence est plus important. La valeur maximale de la force normale de

contact est égale & 25 N. Ces deux figures montrent que la méthode de pénalisation

permet d’obtenir une bonne approximation de la force normale de contact, quel que

soit la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle. Néanmoins, la valeur de ce

coefficient a une influence sur la qualité de la solution (figure 4.21).
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Figure 4.20 — Force normale de contact avec la méthode de pénalisation (maillage 200
et comportement élastique)
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Figure 4.21 — Force normale de contact avec la méthode de pénalisation (maillage 400
et comportement élastique)

La figure 4.22 permet de constater, que dans le cas élasto-plastique comme dans

le cas élastique, la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle n’a pas vraiment
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d’importance a faible écrasement. Toutefois, lorsque la force tangentielle devient im-
portante, la force normale de contact est moins bien évaluée et sa fluctuation est assez

importante. Ces constatations sont aussi valables pour les autres maillages.

16 -

| ¢ e=10°
14 - '

|7 g=10°
12 - t

L A — = 4
10 g 10

F Solution

Force normale de contact (N)

20 30 40 50
Valeur de I'écrasement (mm)

Figure 4.22 — Force normale de contact avec la méthode de pénalisation (maillage 400
et comportement élasto-plastique)

— Méthode de pénalisation adaptative

La méthode d’adaptation de la pénalité ne permet pas d’ajuster le coefficient de
pénalisation tangentielle. Cependant, la valeur des contraintes normales de contact in-
fluence fortement la valeur de la composante tangentielle. Le coefficient de pénalisation
tangentielle est fixé & 103 car c’est la valeur qui parait optimale avec la méthode de pé-
nalisation. Trois valeurs initiales sont prises pour le coefficient de pénalisation normale
(20, 2 x 102 et 2 x 103). Ces valeurs sont plus faibles qu’avec le probléme de Hertz car les
contraintes de contact sont beaucoup plus faibles. Comme dans I’exemple précédent, les
valeurs de 'interpénétration maximale et minimale sont respectivement de 1073 et 10~°

mm. Le tableau 4.12 expose le nombre d’itérations pour les différents maillages, quel
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que soit le comportement du matériau en fonction de la valeur initiale du coefficient de
pénalisation normale. Le nombre n dans l'inscription « osc c¢nt (n) » indique la valeur
du plus grand pas de temps pour lequel le probléme a été résolu. Le calcul d’aprés n’a

pas pu aboutir & cause d’oscillations numériques du statut de contact.

Tableau 4.12 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative (tube
en acier et plan indéformable)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
" || 100 | 200 | 400 || 100 | 200 | 400
0SC

20 62 | 83 135 53 ent(8) 130
9 0SC

2x 10 62 | 90 cnt(9) 48 85 105
3 0SC

2x 10 42 | 40 cnt(9) 35 36 41

Le tableau 4.12 montre que le nombre d’itérations varie beaucoup entre deux cas (de
35 a 135). De plus, aucune des valeurs initiales du coefficient de pénalisation normale
ne permet de produire une solution pour les dix pas de temps et ceci pour toutes les
configurations. L’algorithme diverge lorsque le frottement devient important et que la
partie centrale se décolle. Au niveau de la qualité de la solution, celle-ci est meilleure
ou identique a celle obtenue avec la méthode de pénalisation. Dans le cas élastique,
pour les maillages 100 et 200 la solution est quasiment identique a celle obtenue avec
la méthode de pénalisation (voir figure 4.20). Pour le maillage 400, la solution est la
meilleure combinaison possible des solutions obtenues avec la méthode de pénalisation
(voir figure 4.21). Mais seule la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale
la plus faible (20) permet d’obtenir une solution pour les dix pas de temps (voir ta-
bleau 4.12). Dans le cas élasto-plastique, les solutions obtenues avec les maillages 100 et
200 sont plus réguliéres que celles obtenues avec la méthode de pénalisation. Mais des

fluctuations importantes de la force de contact normale peuvent apparaitre en fonction
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de la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale (voir figure 4.23). De méme,

le maillage 400 permet I’obtention d’une trés bonne approximation (voir figure 4.24).

16 —
F gn=20
14 — )
O 8n=2x10
12 -
f A 8n=2x103
10 N Solution

Force normale de contact (N)

0 10 20 30 40 50
Valeur de I'écrasement (mm)

Figure 4.23 — Force normale de contact avec la méthode de pénalisation adaptative
(maillage 200 et comportement élasto-plastique)
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Figure 4.24 — Force normale de contact avec la méthode de pénalisation adaptative
(maillage 400 et comportement élasto-plastique)
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— Méthode du lagrangien augmenté

Comme pour la méthode de pénalisation, cet exemple permet de tester 'influence
de la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle. Le coefficient de pénalisation
normale est fixé & 10% car cette valeur semble optimale pour ce probléme. De plus,
l'interpénétration maximale et le glissement tangentiel réversible sont fixés a 1073 mm.
Le tableau 4.13 présente le nombre d’itérations en fonction du coefficient de pénalisation
tangentielle, du maillage et du comportement du matériau. Dans ce tableau la non
convergence de la solution (« non cvg ») indique une vitesse de convergence trop faible.

Celle-ci est induite par un coefficient de pénalisation trop faible.

Tableau 4.13 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté (tube en
acier et plan indéformable)

élastique élasto-plastique

- maillage maillage
" | 100 | 200 | 400 || 100 | 200 | 400
10 |lmon | gy |moR |l o | s | DOD
cvg cvg cvg

102 | 54 | 60 | 72 || 42 | 45 | 74

103 | 54 | 57 | 64 || 44 | 45 | 64

Le tableau 4.13 permet de constater que, comme avec le coefficient de pénalisation
normale, une valeur trop faible du coefficient de pénalisation tangentielle (10) rend la
vitesse de convergence trop faible. Excepté pour un coefficient de pénalisation tangen-
tielle faible (10), le nombre d’itérations varie entre 42 et 74. En outre, les figures 4.25 et
4.26 montrent pour le maillage 400 que la valeur de la force normale de contact subit des
fluctuations importantes. Elles apparaissent dans la deuxiéme partie du probléme, et
elles augmentent avec la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle. Pour rendre

la solution moins sensible, il faut diminuer la valeur maximale de 'interpénétration et
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du glissement réversible. Mais ceci augmente fortement le temps de calcul.
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Figure 4.25 — Force normale de contact avec la méthode du lagrangien augmenté (mail-
lage 400 et comportement élastique)
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Figure 4.26 — Force normale de contact avec la méthode du lagrangien augmenté (mail-
lage 400 et comportement élasto-plastique)



CHAPITRE 4. LIMITES DES METHODES HABITUELLES 93

Cet exemple prouve que quelle que soit la méthode utilisée, la valeur du coefficient
de pénalisation tangentielle est trés importante pour ce type de probléme. La mé-
thode permettant de résoudre le plus rapidement le probléme est celle de pénalisation.
Mais les solutions obtenues avec celle-ci ne sont pas trés fiables. Bien que la méthode
d’adaptation de la pénalité soit beaucoup plus fiable, cette derniére est beaucoup trop
gourmande en temps de calcul et ne permet pas toujours de résoudre entiérement le
probléme. La méthode du lagrangien augmenté semble étre un bon compromis, mais le
choix des valeurs des coefficients de pénalisation tangentielle, normale, de I'interpéné-
tration maximale et du glissement réversible a une grande influence sur la résolution

du probléme ainsi que sur la qualité de la solution.

4.2.2 Ecrasement de deux tubes concentriques

Le probléme étudié est celui de deux tubes concentriques. Le tube intérieur est appuyé
contre 'autre (voire figure 4.27). Les deux tubes ont une épaisseur identique (e = 10
mm). Le rayon intérieur du tube extérieur est égal au rayon extérieur du tube intérieur
(25 ¢cm). Le matériau constituant ces deux tubes est ’acier présenté dans le probléme

de Hertz (voir partie 4.1, page 63). Dans cet exemple le matériau est supposé élastique.

Figure 4.27 — Ecrasement de deux tubes concentriques

Ce probléme est modélisé en trois dimensions. La longueur des deux tubes est de
100 mm. Afin de retrouver des déformations planes, les déplacements suivant ’axe
longitudinal des tubes, sont bloqués sur les deux sections extrémes. Les déplacements

tangentiel et radial sont bloqués sur la surface extérieure du tube extérieur.



CHAPITRE 4. LIMITES DES METHODES HABITUELLES 94

Deux demi-tubes sont modélisés. Deux maillages sont utilisés, ils sont constitués
d’hexaédres a 8 noeuds. Les deux maillages sont découpés en trois éléments sur 1’épais-
seur. Le tube intérieur est découpé en 9 éléments dans le sens de la profondeur alors
que le tube extérieur est divisé en 4 éléments. Le maillage 1 est constitué de 58 élé-
ments sur la demi-circonférence du tube intérieur et de 39 sur celle du tube extérieur
(voir figure 4.28(a)). Le maillage 2 comporte 40 éléments sur la demi-circonférence du
tube intérieur et du tube extérieur (voir figure 4.28(b)). Un déplacement de 0, 1 mm est
appliqué sur la surface intérieure du demi-tube intérieur suivant la direction U (voir
figure 4.27). Le schéma d’intégration utilisé sur les frontiéres de contact est un schéma

de Newton-Cotes & 9 points par ligne.

(a) Maillage 1

Figure 4.28 — Maillage des deux demi-tubes en trois dimensions.

La résolution de ce probléme est effectuée avec la méthode de pénalisation et celle
du lagrangien augmenté. Pour la méthode du lagrangien augmenté, la valeur de I'inter-
pénétration maximale est de 1072 mm. Le calcul est effectué en un seul pas de temps.

Le tableau 4.14 reprend le nombre d’itérations pour chacun des cas de figure.

Le tableau (4.14), montre que pour ce probléme, la concordance du maillage ne
diminue pas le nombre d’itérations, mais au contraire I’augmente. De plus, le nombre
important d’itérations nécessaires pour la résolution du probléme avec la méthode du
lagrangien augmenté s’explique par les valeurs trés élevées des contraintes normales

de contact et donc du grand nombre de cycles d’augmentation des multiplicateurs de
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Lagrange indispensable pour respecter les valeurs maximales de l'interpénétration et

du glissement réversible.

Tableau 4.14 — Nombre d’itérations en fonction du type de modélisation (écrasement
de deux tubes concentriques)

maillage
1 2

1001 10°| 8 | 8

€n €t

pénalisation TEABBIEEY
lagrangw’n 10 |10t | 40 | 2
augmenté

Les figures 4.29 a 4.32 montrent que quelle que soit la méthode utilisée, la solution
obtenue avec le maillage 1 présente de trés fortes irrégularités qui n’ont aucun sens
physique. En outre, méme avec un maillage concordant (maillage 2), la solution est
réguliére et symétrique uniquement avec la méthode de pénalisation et les coefficients
de pénalisation les plus faibles (g, = 10* et &, = 10% voir figure 4.30).

Les solutions obtenues avec la méthode de pénalisation sont plus réguliéres et plus
symétrique qu’avec la méthode du lagrangien augmenté car 'interpénétration est plus
importante. Ainsi, plus 'interpénétration maximale diminue, plus lirrégularité de la
solution augmente car la valeur de la distance entre les frontiéres est faussée par la
discrétisation spatiale. Cet exemple prouve qu’avec la méthode point-surface, le controle
de l'interpénétration ne rime pas forcément avec une solution de qualité. La valeur de
I'interpénétration doit étre considérée en fonction de la taille des éléments des frontiéres

de contact.
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Figure 4.30 — Contrainte normale de contact avec la méthode de pénalisation (maillage
2)
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Figure 4.31 — Contrainte normale de contact avec la méthode du lagrangien augmenté
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4.3 Conclusion

Ces exemples montrent les limites des méthodes les plus répandues, celle de pénalisa-
tion, d’adaptation de la pénalité et du lagrangien augmenté. Ces exemples démontrent
aussi I'importance de controler 'interpénétration, du glissement réversible et des co-
efficients de pénalisation. Ainsi, lorsque l'interpénétration et le glissement réversible
sont controlés, toutes les méthodes donnent des résultats quasiment identiques (lorsque
I'algorithme de résolution converge). Mais, les valeurs maximales de l'interpénétration
et du glissement réversible dépendent de la méthode de régularisation utilisée et des
coefficients de pénalisation.

Les méthodes les plus répandues sont handicapées par le fait que 'utilisateur doit
choisir adéquatement les valeurs de paramétres (coefficient de pénalisation, interpéné-
tration maximale, minimale et/ou glissement réversible maximal), pour la bonne réso-
lution du probléme. Or, les valeurs optimales de ces paramétres varient en fonction du
probléme étudié. De plus, aucune des méthodes utilisées ne permet de résoudre tous les
problémes étudiés sans que 'utilisateur change les valeurs de certains de ses coefficients.

Pour la méthode de pénalisation, I'interpénétration et le glissement réversible sont
des fonctions des coefficients de pénalisation. Ces derniers sont donc les seuls & étre
controlés par 'utilisateur. Ainsi, cette méthode est relativement rapide et simple, mais
cela rend le choix des coefficients de pénalisation crucial. De plus, la plage de variation
des coefficients de pénalisation est trés restreinte. Celle-ci varie d’un probléme a I'autre.

La méthode de pénalisation adaptative n’apporte pas vraiment d’amélioration par
rapport a la méthode de pénalisation. Le choix du coefficient de pénalisation normale
est plus large. Mais 'utilisateur doit également fournir les valeurs de I'interpénétration
maximale et minimale. L.’ajout de ces variables complique la résolution du probléme. Si
les valeurs de l'interpénétration minimale et maximale sont trop proches, alors le temps
de calcul peut devenir trés important. De plus, si l'interpénétration maximale est trop

faible, ’augmentation du coefficient de pénalisation normale risque d’étre trop brutale.
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Ce dernier peut devenir trop grand et des oscillations du statut de contact (contact /
non contact) peuvent diminuer la robustesse de la méthode ou empécher la convergence
de I’algorithme.

La méthode du lagrangien augmenté est la plus fiable car la qualité de la solution
peut étre rapportée au nombre d’augmentation des multiplicateurs de Lagrange. Mais
le temps de calcul peut devenir important si la valeur des coefficients de pénalisation
est trop faible.

En outre, lorsque la géométrie des frontiéres de contact est complexe aucune de ces
méthodes ne permet la bonne résolution du probléme. En effet, les erreurs dues a la dis-
crétisation spatiale des frontiéres de contact engendrent une solution ne correspondant
pas a la physique du probléme. Cela prouve que la méthode point-surface ne permet
pas d’atténuer les erreurs induites par la discrétisation spatiale mais les amplifie. Ainsi
de fortes concentrations de contraintes peuvent apparaitre puisque le calcul du contact
est localisé sur des point et non pas sur un élément.

Ainsi, le chapitre suivant expose une méthode qui présente a la fois la fiabilité de
celle du lagrangien augmenté, la rapidité de celle de pénalisation et en méme temps
sa robustesse. Une méthode surface-surface basée sur les éléments joints est également

présentée pour les problémes en trois dimensions.



Chapitre 5

Méthodes de résolution proposées

Les nouvelles méthodes qui sont présentées dans ce chapitre sont basées sur celles pré-
sentées dans le chapitre 3. Tout d’abord, une premiére méthode, fondée sur une adap-
tation de la pénalisation est expliquée. Par la suite, celle-ci est reprise et est couplée
a la méthode du lagrangien augmenté. Enfin, les exemples traités au chapitre 4 sont

utilisés pour valider ces méthodes.

5.1 Meéthode de pénalisation adaptative modifiée

Cette nouvelle méthode de pénalisation adaptative est inspirée de la méthode de péna-
lisation adaptative présentée dans la partie 3.4.1. Elle permet de réduire au minimum
les oscillations du statut de contact engendré par une augmentation trop importante
du coefficient de pénalisation normale (contact / non contact). Elle autorise aussi le
controle de l'interpénétration résiduelle. Ainsi, les bornes de variation de l'interpéné-

tration admissible (gmin €t gmae) peuvent étre choisies de fagon plus libre.

L’algorithme utilisé pour la résolution d'un probléme de contact mécanique avec
cette nouvelle méthode de pénalisation adaptative est le méme que celui présenté pour
la méthode de pénalisation (voir I'algorithme 3.1 page 48). Elle peut donc aisément
étre implémentée dans un code comprenant la méthode de pénalisation adaptative.

Pour chaque itération et chaque point, la valeur des contraintes de contact doit étre

100
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calculée. Or, la composante normale dépend du coefficient de pénalisation normale. La

valeur de ce coefficient est adaptée a partir de I’algorithme 5.1.

Algorithme 5.1 Adaptation du coefficient de pénalisation normale
ENTREES: ¢,, g; et g;_1.
Si g; > Gmas alors
si|g;i — gi—1| > max(g;/10; g;—1/10; 5gma.) alors
€, = 26,
sinon si |0.99¢;_1| < |gi| < |1.01g;-1| < 10¢,q. alors
En = €n( V (9i/ Gmaz — 1) + 1)2
sinon si |g;| > |[1.01g;_,| alors
en = 26,(9i-1/9:)

sinon
a 571( :.)571( V (gi/gmax - 1) + 1)

sinon si g; < gin alors
En = Engz/gmm

sinon
En = En

fin (si)

Cette technique d’adaptation de la pénalisation permet de rendre la méthode plus
stable et plus rapide. En effet, I’adaptation de la valeur du coefficient de pénalisation
normale est calculée en fonction de I’évolution des variables. Trois cas de figures sont
envisageables, soit la valeur de l'interpénétration est inférieure a la limite minimale,
soit elle est comprise entre la limite minimale et la maximale, soit elle est supérieure a
la limite maximale.

Dans les deux premiers cas, I’adaptation de la valeur du coefficient de pénalisation
normale est identique & celle de la pénalisation adaptative (chapitre 3, partie 3.4.1). Si
g; est inférieur & g,,;, alors la condition de contact est considérée parfaitement respectée
et pour réduire les risques d’oscillations numériques la valeur de ¢,, est diminuée. Si g;
est compris entre ¢,,in €t gmae alors I’évaluation des conditions de contact est considérée
convenable, ainsi la valeur de €,, n’est pas modifiée.

Dans le cas ou g; est supérieur a g,,q., 'adaptation de ¢, doit permettre d’augmenter
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la valeur de la contrainte normale de contact sans provoquer d’oscillations numérique.
Afin d’optimiser le temps de calcul plusieurs sous-cas sont envisagés. Si la valeur de
I'interpénétration varie trop (supérieur au max(g;/10; g;—1/10; 5gmaz)), alors afin d’évi-
ter les oscillations numériques, le coefficient de pénalisation normale est multiplié par
deux. Si la valeur de I'interpénétration est quasiment constante (g; est égale a g; 1 avec
une tolérance d’un pourcent), alors afin de réduire le temps de calcul, le coefficient de
pénalisation normale est adapté deux fois (le coefficient multiplicatif est élevé au carré)
dans la limite o cette augmentation n’est pas trop importante (le coefficient multipli-
catif doit étre inférieur a seize). Si la valeur de l'interpénétration augmente, alors afin
de la ramener le plus rapidement possible sous la limite sans engendrer d’oscillations
numériques, 'adaptation de ¢, permet de doubler la valeur de la contrainte normale
de contact. Si non, la fonction par laquelle le coefficient de pénalisation normale est
multiplié varie en fonction de la racine carrée du rapport entre l'interpénétration et la
valeur maximale autorisée. Lorsque g; est supérieur a deux fois ¢4z, la croissance de
cette fonction est plus lente que celle utilisée avec la méthode d’adaptation de la péna-
lité (linéaire [34]), ce qui réduit les risques d’oscillations numériques. De plus, lorsque
g; est inférieur & deux fois ¢,,q., la croissance de cette fonction est plus rapide que celle

de la fonction linéaire, ce qui rend le calcul plus rapide.

Cette adaptation permet de réduire les risques d’augmentation trop brutale de la
valeur du coefficient de pénalisation normale. Néanmoins, comme pour la méthode de
pénalité adaptative, il reste difficile de choisir la valeur majorant l'interpénétration
admissible aussi faible que souhaitée. Un choix d’une valeur trop faible peut engendrer
des oscillations de la distance entre les frontiéres autour de zéro et donc des oscillations
du statut de contact, et ainsi ralentir voir empécher la convergence. De plus, le choix
de la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle n’est pas réglé. Pour pallier aux

limites de cette méthode, celle du lagrangien augmenté adapté est proposée.
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5.2 Meéthode du lagrangien augmenté adapté

La méthode du lagrangien augmenté adapté est basée a la fois sur celle du lagrangien
augmenté (voir partie 3.4.2) et sur celle de la nouvelle pénalisation adaptative (voir
partie 5.1). Elle a pour but de cumuler la fiabilité de la méthode du lagrangien augmenté
et la rapidité de celle de la pénalisation. L’algorithme utilisé pour la résolution d’un
probléme de contact avec la méthode du lagrangien augmenté adapté est le méme que
celui présenté pour la méthode du lagrangien augmenté (voir I’algorithme 3.2 page 51),
cette méthode peut donc facilement étre utilisée dans un code de calcul I'utilisant. Par
contre, les conditions de contact sont calculées differemment. Lors de chaque itération, la

valeur des coefficients de pénalisation et des contraintes de contact doit étre recalculée.

Algorithme 5.2 Calcul de la valeur de la contrainte normale de contact
ENTREES: ¢,, g; et g;_1.
si g; X g;_1 <0 alors
si deuxiéme changement consécutif alors

FEvalt, =0
sinon
Evalt, = €,9; 1
fin (si)
fin (si)

si g; <0out,(i—1)>0 alors
€, = adaptation de ¢,

sinon
€, = valeur initiale de ¢,

fin (si)

t, =< Bvalt, + €,9; + A\, >

La contrainte normale de contact est calculée de la méme maniére qu’avec la mé-
thode du lagrangien augmenté. Mais un terme est ajouté afin de mieux I’évaluer lorsque
la valeur de I'interpénétration change de signe (voir 'algorithme 5.2). Cette procédure
de calcul est basée sur le principe suivant : si la valeur de I'interpénétration change de

signe (g; X g;_1 < 0), cela signifie que la correction apportée est trop importante. Cette
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derniére (g;_1¢,) est ajoutée a la composante normale du multiplicateur de Lagrange
afin de réduire les oscillations numériques. Par contre, lorsque ce phénomeéne se répéte
plusieurs fois consécutives, aucun historique des corrections apportées par la pénalisa-
tion n’est conservé car la valeur trop importante du coefficient de pénalisation normale
provoque ces instabilités (voir I’algorithme 5.2).

Lors de ’entrée en contact, une valeur initiale du coefficient de pénalisation normale
est imposée. Cette valeur peut étre choisie en fonction des caractéristique des matériaux.
Par la suite, cette valeur est ajustée en fonction de I’historique des conditions de contact
(voir I’algorithme 5.3). Ainsi, la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale
n’a que trés peu d’'importance sur le temps de calcul et quasiment aucune sur la valeur

de la solution.

Algorithme 5.3 Adaptation du coefficient de pénalisation normale
ENTREES: ¢,, g; et g;_1.
si g; X g;_1 <0 alors
Si ;1 > Gmas alors
en = |(engi-1)/9i X (9| + Gimaz) /(9 — gi-1)]
sinon
€n = |engi—1/(10g;)|
fin (si)
sinon si g; > g4 alors
si|g;i — gi—1| > max(g;/10; g;—1/10; 5gma.) alors
€, = 26,
sinon si |0.99¢;_1| < |g;| < |1.01g;-1| < 10¢,q. alors
En = 5n(\/(|gz|/gmaz - ]-) + ]-)2
sinon si |g;| > |1.01g;_1| alors
en = 26,(9i-1/9:)
sinon

En :. 5n((\/(|gZ|/gmaz - ]-) + 1))

Trois cas de figures sont distingués pour 'adaptation du coefficient de pénalisation
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normale, soit la valeur de linterpénétration change de signe (g; X g;—1 < 0), soit la
valeur absolue de 'interpénétration est supérieure a la limite maximale (|g:| > gmaz)s
soit elle est inférieure & la limite maximale (|g;| < gmaz) (voir 'algorithme 5.3). Dans
le dernier cas, la valeur du coefficient de pénalisation normale est identique & celui de
I'itération précédente.

Dans le cas ou g; X g;_1 est négatif, la valeur de &, est ajustée afin de rendre la
valeur de l'interpénétration la plus petite possible en valeur absolue sans qu’elle change
a nouveau de signe. Le déplacement normale maximale que peut ajouter la pénalisation
doit étre inférieur & |g;| + gmar afin que la valeur absolue de l'interpénétration soit
majorée par gmq.. La valeur du déplacement normal entre les deux itérations est égale
a |g; — gi—1|. Si g;_1 est supérieure & g,q., alors 'adaptation de ¢, permet d’apporter
une correction a la contrainte normale par pénalisation égale en valeur absolue a celle
de Ditération précédente multipliée par le rapport entre |g;| + gmaz €t |g; — gi—1|- Sinon,
la valeur absolue de la correction apportée a la contrainte normale de contact par
pénalisation est dix fois inférieure a celle de I'itération précédente.

Dans le cas ou la valeur absolue de 'interpénétration est supérieure a g,q., alors le
coefficient de pénalisation normale est adapté de la méme maniére qu’avec la méthode
de pénalisation adaptative modifiée (voir partie précédente). L’adaptation de e, doit
permettre d’augmenter la contribution de la pénalisation dans la valeur de la contrainte

normale sans que Uinterpénétration change de signe (voir 1’algorithme 5.3).

La condition de convergence entre deux augmentations des multiplicateurs de La-
grange est enrichie, de sorte qu’a convergence la valeur maximale de 'interpénétration
soit inférieur a la valeur maximale considérée dans I’algorithme d’adaptation de la pé-
nalité. Lors de 'augmentation des multiplicateurs de Lagrange, la valeur maximale
de l'interpénétration pour l'adaptation de la pénalité est remplacée par la valeur de
I'interpénétration maximale divisée par dix. Ainsi, I'utilisateur peut imposer une inter-

pénétration maximale aussi petite qu’il le désire. Pour cela, il doit soit choisir deux de
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ces trois valeurs :
— un nombre de cycle d’augmentation des multiplicateurs de Lagrange,
— la valeur maximale de I'interpénétration pour la solution ou
— la valeur maximale de I'interpénétration lors de la premiére augmentation des

multiplicateurs de Lagrange.

Le calcul des contraintes tangentielles est effectué de la méme maniére qu’avec la
méthode du lagrangien augmenté. Mais, 'utilisateur ne doit pas choisir la valeur du
coefficient de pénalisation tangentielle. Cette derniére est basée sur une étude empirique
qui montre qu’'une surévaluation de la contrainte tangentielle perturbe la résolution.
Lors de I'entrée en contact, la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle permet
d’obtenir une contrainte tangentielle égale a dix pour cent de celle de glissement. La
valeur du coefficient de pénalisation tangentielle est ajustée pendant 'augmentation des
multiplicateurs de Lagrange (voir 'algorithme 5.4). De plus, la valeur du coefficient de
pénalisation tangentielle est divisée par deux si un retournement du sens de glissement

se produit entre deux itérations.

Algorithme 5.4 Calcul de la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle
ENTREES: ¢;, GIRe = Valeur absolue du glissement réversible.
si (pas de contact a l'itération i — 1) ou (Premiére itération aprés ’augmentation des
multiplicateurs de Lagrange et GIRe < Tol) alors
e = put, /(10 GlRe )
sinon si retournement du sens de glissement alors
e =¢€¢/2
fin (si)

Cette méthode de calcul des conditions de contact permet d’optimiser le temps
de calcul sans demander & l'utilisateur de déterminer les valeurs des coefficients de
pénalisation. La qualité de la solution d’un probléme de contact mécanique est aussi
liée a la méthode de prise en compte du contact sur 'interface discrétisée spatialement.

Une méthode surface-surface est donc présentée.
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5.3 Méthode surface-surface

La méthode surface-surface proposée est basée sur les éléments joints. Une version pour
les problémes en deux dimensions est déja présentée dans le chapitre 3 (partie 3.3.2,
page 43). Cette version est adaptée a la résolution de problémes en trois dimensions.
La redéfinition des valeurs nodales de la distance entres les surfaces et du glissement
tangentiel est identique a celle présentée dans la partie 3.3.2. Mais, dans ces expres-
sions, le vecteur normal et les vecteurs définissant le plan tangentiel au noceud A sont
ceux du point le plus proche sur I’autre frontiére de contact. Il n’est donc pas nécessaire
de calculer de maniére compliquée la valeur de ces vecteurs a partir de ceux des élé-
ments voisins. Cette maniére de calculer la distance et la vitesse tangentielle au nceuds
d’une des surfaces permet 'utilisation de cette méthode pour des problémes en trois

dimensions.

Le processus de validation de ces méthodes est fait & partir des exemples utilisés

pour exposer les limites des méthodes les plus connues (voir chapitre 4).

5.4 Validation des méthodes

Des problémes de contact avec et sans frottement sont abordés respectivement a travers
le probléme de Hertz et ’écrasement de structures minces (présentés au chapitre 4). Ils

mettent en lumiére les améliorations apportées par ces méthodes.

5.4.1 Problémes de Hertz

Les problémes de Hertz résolus sont ceux de la partie 4.1 a la page 58. Les caracté-
ristiques mécaniques et les maillages sont exposés dans la section citée précédemment.
Dans la méthode de pénalité adaptative modifiée, la valeur minimale et la valeur maxi-
male de I'interpénétration considérées dans la loi d’adaptation de la pénalité sont respec-

tivement de 10~°mm et 1073mm. Avec la méthode du lagrangien augmenté adapté, la
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valeur de l'interpénétration maximale autorisée et celle de I'interpénétration maximale
permettant I’ajustement de la pénalité normale sont égales, cette valeur est de 10~*mm.
Ainsi, la résolution de ce probléme ne nécessite pas plusieurs cycles d’augmentation des

multiplicateurs de Lagrange.

Deux cylindres identiques

Le probléme de contact entre deux cylindres identiques est exposé de deux maniéres
différentes :

— un quart de cylindre rentrant en contact avec un plan indéformable,

— deux quarts de cylindre identiques entrant en contact entre eux.

Les caractéristiques physiques et mécaniques de ces problémes sont définies a la

page 63 (partie 4.1.3).
— Cas du quart de cylindre et du plan

Comme pour la méthode de la pénalisation adaptative, la valeur initiale du coeffi-

cient de pénalisation normale doit étre fournie par I'utilisateur.
— Méthode de pénalisation adaptative modifiée

Afin de déterminer I'influence de la valeur initiale du coefficient de pénalisation
normale sur la qualité de la solution et la vitesse de convergence, les valeurs initiales
suivantes sont choisies : 2, 2 x 102 et 2 x 10%. Le tableau 5.1 présente le nombre d’ité-

rations pour les deux pas de temps.

D’aprés le tableau 5.1, la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale n’a
pas beaucoup d’influence sur la convergence du probléme. Cette méthode permet de
résoudre ce probléme quel que soit le maillage et le comportement du matériau et pour
une valeur initiale du coefficient de pénalisation comprise entre 2 et 2 x 10%. De plus, le

nombre d’itérations ne varie pas beaucoup, il passe d’une quinzaine (g, = 2) & moins
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d’une dizaine (g, = 2 x 10%). En général, il est quasiment identique & celui obtenu

avec la méthode de pénalisation adaptative (voir tableau 4.2). Dans le meilleur des cas

(6, = 2 x 10%), le nombre d’itérations est quasiment égal au plus petit nombre obtenu

avec la méthode du lagrangien augmenté (voir tableau 4.4). Cette méthode devient vite

plus rapide lorsque la valeur du coefficient de pénalisation normale diminue.

Tableau 5.1 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative modifiée
(quart de cylindre en acier et plan indéformable, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
" 2 | 4|6 | 2] 4] 6
9 13 13 13 13 13 15
16 18 20 17 18 16
11 11 11 11 11 11
2
2XA0 s g s | 14 | 14| 13
8 8 8 7 8 7
4
20 s g g | 11|
o 1000 = /& € =2
b= % !
3 800 o g =2x10°
s & =2x10*
% 600 solution analytique
g
S 400
§ 200
3 .
0 I ! [ S
0 05 1 15 2 25 3 35

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure 5.1 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode de pénalisation adapta-
tive modifiée (maillage 4 et comportement élastique)
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Figure 5.2 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode de pénalisation adapta-
tive modifiée(maillage 4 et comportement élasto-plastique)

En outre, la solution est d’une trés bonne qualité (voir figures 5.1 et 5.2 pour le
maillage 4). Les contraintes normales de contact sont quasiment identiques a celles
obtenues avec la méthode de pénalisation adaptative (voir figures 4.7 et 4.8 pour le

maillage 4).
— Méthode du lagrangien augmenté adapté

De méme, pour cette méthode, les valeurs initiales 2, 20, 2 x 102, 2 x 103 et 2 x 10*
sont prises pour le coefficient de pénalisation normale. Le tableau 5.2 présente le nombre

d’itérations pour chacun des deux pas de temps.

Le tableau 5.2 permet de constater que la valeur du coefficient de pénalisation
normale a moins d’influence sur le temps de calcul que sur celui obtenu par la méthode
de pénalisation adaptative modifiée. De plus, le nombre d’itérations est légérement
inférieur et il y a une meilleure répartition des itérations entre les deux pas de temps.
Les figures 5.3 et 5.4 exposent les valeurs des contraintes normales de contact sur la
frontiére de contact pour le maillage 4. Elles permettent de constater que la solution

de la méthode du lagrangien augmenté adapté est plus proche de la solution analytique
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que celle produite par les méthodes d’adaptation de la pénalité. Cette constatation est

aussi valable pour les autres maillages.

Tableau 5.2 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté

(quart de cylindre en acier et plan indéformable, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
! 2 | 4 | 6 2 | 4| 6
) 16 | 13 | 15 || 15 | 13 | 16
13 ] 13 15 || 16 | 15 | 13
12 | 14 [ 12 | 15 | 14 | 12
1
2xA000 o g | 14 | 14 | 14 | 16
13 | 11 | 13 || 13 | 11 | 13
2
2xXA00 b 1 | 12 | 12 | 12
13 | 12 | 12 | 13 | 12 | 12
3
231070 4y 1 g | g 13 | 11 ] 10
8 | 10 | 8 11 ] 9 11
4
231000 o 1 g | g 10 | 9 | 10
g 1000 :*7”2/&\\\ gn=2
g 800 TS = g =2x107
§ X sn=2x104
ﬁ 600 N solution analytique
o \\tif\
E 400 \
§ 200 \
8 \ AN
0 I L b ! LN |
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

3,5

Figure 5.3 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode du lagrangien augmenté

adapté (maillage 4 et comportement élastique)
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Figure 5.4 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode du lagrangien augmenté
adapté (maillage 4 et comportement élasto-plastique)

Par conséquence, la méthode du lagrangien augmenté adapté est la plus fiable des
méthodes présentées. Elle semble étre un bon compromis entre rapidité et fiabilité, sans
que l'utilisateur détermine minutieusement le coefficient de pénalisation normale. En
effet, cet exemple prouve que le nombre d’itérations nécessaires avec cette méthode
n’est que trés faiblement corrélé a la valeur initiale du coefficient de pénalisation nor-
male. Il peut étre constaté que les solutions varient légérement en fonction de la valeur
du coefficient de pénalisation normal initiale. Cette dépendance est annulée si I'inter-
pénétration maximale est diminuée du facteur dix par un autre cycle d’augmentation
des multiplicateurs de Lagrange. Durant ce nouveau cycle, il n’est pas nécessaire de

recalculer la matrice tangente, ce qui réduit fortement le temps de calcul.
— Cas des deux quarts de cylindre

Cette configuration vise a tester le comportement des méthodes proposée lorsque

les deux corps en contact sont déformables.

— Méthode de pénalisation adaptative modifiée
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Le nombre d’itérations en fonction de la valeur initiale du coefficient de pénalisation

normale apparait dans le tableau 5.3.

Tableau 5.3 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative modifiée
(deux quarts de cylindre en acier, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage

! 2 | 4 | 6 2 | 4| 6
9 22 25 28 25 25 0SC
15 16 14 19 16 cnt
20 22 25 23 22 0SC

2
23050 b0 | |14 | 13 | ent
15 19 21 18 17 0SC

4
2> g b7 | 10| 9 | ent

Cet exemple met en lumiére une des limites de la méthode de pénalisation adaptative
modifiée. Le probléme élasto-plastique ne peut pas étre résolu avec le maillage 6 quelle
que soit la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale (voir tableau 5.3).
Comme la méthode de pénalisation adaptative et celle de la pénalisation, le probléme
élasto-plastique ne peut pas étre résolu en deux pas de temps lorsque les deux frontiéres
sont déformables. En outre, lorsque I'algorithme converge, les solutions sont quasiment

identiques a celle du probléme sous la configuration plan-cylindre.
— Méthode du lagrangien augmenté adapté

Le tableau 5.4 expose le nombre d’itérations pour chacun des deux pas de temps,
en fonction du coefficient de pénalisation normale initial. I1 montre qu’avec cette mé-
thode, la résolution du probléme cylindre-cylindre est faite avec un nombre d’itérations
quasiment égal a celui du probléme plan-cylindre. De plus, la valeur des contraintes
normales de contact est pratiquement identique a celle trouvée dans la configuration

plan-cylindre.
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Tableau 5.4 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté

(deux quarts de cylindre en acier, calcul fait en deux pas de temps)

élastique élasto-plastique
- maillage maillage

§ 2 | 4] 6 2 | 4 | 6
5 14 | 15 | 15 || 15 | 15 | 15
14 | 15 | 15 || 14 | 15 | 17
13 [ 14 | 14 || 14 | 14 | 13

1
2X1000 s g 17 | 15 | 14 | 13
14 [ 12 | 14 || 14 | 12 | 13

2
231050 o Lo 15 | 15 | 13 | 12
13 [ 11 | 13 || 12 | 10 | 11

3
2X10°0 b 4 | 16 |12 | 13
7 1 8 | 9 8 | 7 | 9

4
23000 o) g | g 9 | 9 | 7

La configuration cylindre-cylindre met en évidence un des avantages de la méthode

du lagrangien augmenté adapté. Cette méthode permet de résoudre un probléme de

contact de deux corps dont les lois de comportements sont élasto-plastique en moins

de pas de temps que les autres méthodes présentées. De plus, cette méthode est plus

rapide que la méthode du lagrangien augmenté grace a I’adaptation de la pénalité.

Deux cylindres de matériaux différents

Comme dans la section 4.1.4, le probléme de contact entre un cylindre en aluminium

et un autre en acier, est exposé aussi bien avec un comportement élastique qu’élasto-

plastique. Les caractéristiques physiques et mécaniques de ces problémes sont les mémes

que celles définies dans le chapitre 4 (pages 63 et 76).

— Méthode de pénalisation adaptative modifiée

Le tableau 5.5 montre que pour que tous les cas de figures soient résolus il faut
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restreindre la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale. Ainsi, le nombre
d’itérations s’en trouve considérablement augmenté (plus d’une vingtaine par pas de
temps). En ce qui concerne la qualité de la solution, les figures 5.5 et 5.6 révélent que

la valeur des contraintes normales de contact est mieux évaluée avec cette méthode

qu’avec les méthodes habituellement utilisées (voire figure 4.11 a 4.16).

Tableau 5.5 — Nombre d’itérations pour la méthode de pénalisation adaptative modifiée
(deux quarts de cylindre, I'un en acier et 'autre en aluminium, calcul fait en deux pas

de temps)

Contrainte normale de contact (MPa)

Figure 5.5 — Contrainte normale de contact ¢,, avec la méthode de pénalisation adapta-

élastique élasto-plastique
- maillage maillage
" 2 | 4 | 6 2 | 4] 6
9 22 24 27 22 24 27
15 17 15 15 16 15
19 21 24 19 22 25
2
2xA50 g o 1 |1 | 12
16 17 20 16 19 0SC
4
2> g L 7 | 6 | 8 | ent
F L B T T T T
500 :;‘*/\/7 \\\\L\ Sn=2
400 \>X§\; 8n=2x1 0?
\3\ 27 g =2x10*
300 A .
[ \\\\ solution analytique
200 © \\\(
100 - \
\N 7
0 . I | . | T a5l
0 05 1 1,5 2 25 3

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

tive modifiée (maillage 4 et comportement élastique)

3,5
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Figure 5.6 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode de pénalisation adapta-
tive modifiée (maillage 4 et comportement élasto-plastique)

— Méthode du lagrangien augmenté adapté

Tableau 5.6 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté
(deux quarts de cylindre, I'un en acier et 'autre en aluminium, calcul fait en deux pas

de temps)
élastique élasto-plastique
- maillage maillage

§ 2 | 4] 6 2 | 4 | 6
5 14 | 14 | 14 || 13 | 15 | 14
14 | 15 | 16 || 13 | 14 | 14
12 | 13 | 13 || 14 | 12 | 14

1
231000 o b o 15 | 12 | 13 | 13
13 | 13 | 13 || 14 | 13 | 13

2
2xA000 b 12 |12 |1 |1
10 |10 | 10 9 | 10 | 10

3
2x10%0 90 111 10 | o9 |11 | 10
1119 | 8 || 11| 9 | 8

4
R U R R 71 6 | 10

Le tableau 5.6 montre que la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale
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n’a que trés peu d’influence sur le temps de calcul. Quelle que soit cette valeur, le
nombre d’itérations est toujours inférieur a celui obtenu avec la méthode du lagrangien
augmenté, a celui de 'adaptation de la pénalité ou a celui de la pénalisation adaptative
modifiée. Dans le meilleur des cas, le nombre d’itérations est comparable & celui obtenu
avec la méthode de pénalisation.

D’aprés les figures 5.7 et 5.8, la valeur des contraintes normales varie en fonction
de la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale. Mais dans tous les cas,
I’approximation obtenue est plus réguliére que celle des autres méthodes. Ces variations
deviennent négligeables aprés un deuxiéme cycle d’augmentation des multiplicateurs de
Lagrange. De plus, le calcul de la matrice tangente n’est plus nécessaire durant ce

deuxiéme cycle, ce qui rend le temps de calcul de celui-ci négligeable.

500 f‘/:;f»éf \\ < € =2

~ € =2x102
% n

N A g =2x10*
n

solution analytique

Contrainte normale de contact (MPa)
w
o
o
£
,;/
/.

0 05 1 15 2 25 3 35
Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure 5.7 — Contrainte normale de contact t, avec la méthode du lagrangien augmenté
adapté (maillage 4 et comportement élastique)
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Contrainte normale de contact (MPa)
N
o
o

0 E . I . I . I . I - k|
0 0,5 1 1,5 2 25 3 3,5

Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure 5.8 — Contrainte normale de contact t,, avec la méthode du lagrangien augmenté
adapté(maillage 4 et comportement élasto-plastique)

Le tableau 5.6 et les figures 5.7 et 5.8 prouvent que la méthode du lagrangien
augmenté adapté permet de résoudre correctement ce probléme dans tous les cas de
figure et quelle que soit la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale.

Ces exemples de probléme de Hertz confirment que la méthode du lagrangien aug-
menté adapté est un bon compromis entre rapidité et fiabilité dans le cas de solides
massifs en présence de contact sans frottement. Ces méthodes sont aussi testées pour

des problémes de contact mécanique frottant mettant en jeu des structures minces.

5.4.2 Problémes de contact frottant

Les problémes de déformation de structures minces en présence de contact frottant sont
ceux exposés dans la partie 4.2 & la page 83.

Ecrasement d’un tube entre deux plans rigides

Les dimensions du tube et les caractéristiques des maillages utilisés sont présentées
dans la partie 4.2.1. Dans cet exemple, les contraintes normales de contact sont trés

inférieures a celle du probléme de Hertz (d’un facteur cent).
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La méthode du lagrangien augmenté adapté est utilisée avec les valeurs initiales
du coefficient de pénalisation normale suivantes : 20, 2 x 10 et 2 x 103. Le nombre
d’itérations nécessaires pour résoudre le probléme avec cette méthode, est exposé dans
le tableau 5.7. Dans ce tableau, le nombre entre parenthése correspond a I’ensemble des
itérations effectuées aprés la premiére augmentation des multiplicateurs de Lagrange.
Ce tableau montre que pour cet exemple, la méthode du lagrangien augmenté adapté
est assez lente et que 'utilisation d’une technique de factorisation sélective permet dans
certain cas, de réduire le temps de calcul par un facteur deux. Si la méthode du lagran-
gien augmenté adapté est utilisée et si uniquement le premier cycle d’augmentation des
multiplicateurs de Lagrange de chaque pas de temps est considéré, alors il faut entre

deux et quatre fois plus d’itérations que pour la méthode de pénalisation.

Tableau 5.7 — Nombre d’itérations pour la méthode du lagrangien augmenté adapté
(tube en acier et plan indéformable)

élastique élasto-plastique

maillage maillage
100 | 200 | 400 || 100 | 200 | 400
20 126 | 147 | 122 || 83 | 91 | 102
(17) | (40) | (86) | (8) | (0) | (0)
2x10% | 70 | 84 | 122 | 52 | 97 | 62
(6) | (17) | (15) | (15) | (0) | (83)
2x10° | 77 | 61 | 54 | 43 | osc | 56

(0) | (62) ] (0) | (0) | cnt | (0)

Les figures 5.9 et 5.10 montrent que cette méthode permet d’obtenir des contraintes
de contact évoluant de maniére plus réguliére dans le temps. De plus, la faible valeur
des contraintes normales de contact et la présence du frottement rendent le choix de
la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale plus difficile. La valeur 2 x 103
parait trop importante car elle engendre des variations importantes de la force normale

de contact.
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Figure 5.9 — Force normale de contact avec la méthode du lagrangien augmenté adapté
(maillage 400 et comportement élastique)
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Figure 5.10 — Force normale de contact avec la méthode du lagrangien augmenté adapté
(maillage 400 et comportement élasto-plastique)

Alinsi, la résolution de cet exemple peut étre faite avec la méthode du lagrangien

augmenté adapté. Cette méthode permet donc de résoudre un probléme de contact
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frottant sans introduire de coefficient de pénalisation tangentielle. Cependant, la pré-
sence de contraintes tangentielles de contact handicape cette méthode, ce qui oblige a

restreindre le choix de la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale.

Ecrasement de deux tubes concentriques

Les propriétés mécaniques et géométriques de ce probléme sont exposées dans la partie
4.2.2 a la page 93. Il est résolu avec la méthode de pénalisation (g, = 10° et g, = 10).

Les figures 5.11 et 5.12 mettent en évidence les différences entre les deux méthodes
de prise en compte du contact entre deux solides discrétisés spatialement. La méthode

surface-surface est basée sur les éléments joints, elle est présentée dans la partie 5.3.

8000 [+

: 4 = Point-surface
7000 Frer U R /\ -E— Surface-surface |

6000 ;
5000 ‘
4000 :
3000 i
2000 ;

1000 — -

Contrainte normale de contact (MPa)

-100 -50 0
Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure 5.11 — Contrainte normale de contact (maillage 1)
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Figure 5.12 — Contrainte normale de contact (maillage 2)

Les solutions obtenues avec la méthode surface-surface sont plus réguliéres, que le
maillage soit concordant ou pas. Dans le cas d’un maillage non concordant, il est impor-
tant de remarquer que l'interpénétration n’a plus vraiment de signification physique,
mais elle doit étre considérée comme une erreur de discrétisation. L’interpénétration

maximale doit donc étre déterminée en fonction de la taille des éléments.

Le dernier exemple étudié est un probléme multiphysique venant de I'industrie de

laluminium.

5.4.3 Préchauffage d’une cuve d’électrolyse

La fabrication de I'aluminium est effectuée dans des cuves d’électrolyse. La réduction
de I'oxyde d’aluminium se produit a haute température (environ a 950°C). Afin d’éviter
tout endommagement des matériaux par un choc thermique, un préchauffage électrique
(par effet Joule) de la cuve d’électrolyse est effectué, avant le versement du bain en
fusion.

Ce probléme traite du préchauffage électrique des cathodes d’une cuve d’électrolyse.
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Ce probléme industriel a été traité par P. Goulet (|4]). C’est un probléme thermo-électro-
mécanique composé de trois parties, la cathode (carbone), la barre collectrice (acier) et

le joint entre les deux (fonte). Le bloc cathodique est présenté sur la figure 5.13.

(a) Schéma d’un bloc cathodique (b) Scellement des barres collectrices

Figure 5.13 — Bloc cathodique [4]

Le comportement mécanique de l'acier et de la fonte est supposé élastique, alors
que celui du carbone est thermo-élasto-plastique avec écrouissage et adoucissement.
Les caractéristiques thermiques, électriques et mécaniques de ces matériaux sont prises
dans [4].

Le préchauffage dure dix-huit heures, pendant les seize premiéres heures, la tempé-
rature augmente linéairement pour atteindre 600°C. Suite a ceci, le bain en fusion est
versé, ce qui accélére le réchauffement jusqu’a environ 950°C (voir figure 5.14). Durant
cette période, le bloc cathodique est traversé par un courant électrique. Une densité
de courant est imposée au bout de la barre collectrice. Un potentiel électrique nul est
appliqué sur la surface supérieure de la cathode. Ceci permet de controler I'évolution

de la perte de potentiel électrique dut aux résistances de contact.
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Figure 5.14 — Courbe de montée en température du dessus du bloc cathodique [4]

En raison des conditions de symétrie, le calcul est effectué sur une demi-cathode.
Le maillage utilisé pour la résolution de ce probléme est repris de la thése de P. Goulet
(14]), il est présenté dans les figures 5.15. D’autres matériaux (pate a brasquer, béton,
...) entourent le bloc cathodique mais, 'auteur a décidé de ne pas les modéliser. Il a
décidé de représenter 'influence de ces autres matériaux par des interactions de contact

et donc par des rigidités équivalentes.



CHAPITRE 5. METHODES DE RESOLUTION PROPOSEES 125

(a) vue isométrique

(b) vue du coté

T

(¢c) vue de face

Figure 5.15 — Maillage d’un bloc cathodique [4]
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La résolution de ce probléme a été faite avec la méthode de pénalisation (dans
[4]). Les frontiéres de contact sont représentées sur la figure 5.16. Les coefficients de
pénalisation normale des frontiéres 1, 2 et 3 sont égaux a 10® ceux des frontiéres 4 et 5
a 105 alors que ceux des frontiéres 6 et 7 & 10'° (voir figure 5.16). Ces coefficients sont
déterminés par les propriétés mécaniques des matériaux entourant le bloc cathodique.
Ces frontiéres de contact permettent donc, une premiére approximation de I'influence de
I’environnement. Pour chacune de ces frontiéres, la valeur du coefficient de pénalisation

tangentielle est égale 10°.

Figure 5.16 — Eléments de recouvrement des frontiéres de contact mécanique [4]

La frontiére de contact entre la fonte et le carbone est une interface thermo-électro-
mécanique. Les propriétés thermoélectriques ne sont pas reprises (voir dans [4]), mais
les propriétés mécaniques sont les suivantes :

— coefficient de pénalisation normale : &, = 10'°,

— coefficient de pénalisation tangentielle : ¢, = 108,

— coefficient de frottement : = 0,08

Il est trés important de bien déterminer les contraintes de contact sur cette interface
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car les valeurs de la conductance de contact thermique et de la résistance de contact
électrique sont fonction des contraintes de contact. Le calcul est effectué en dix-huit pas
de temps d’une heure (voire figure 5.14). La résolution de ce probléme est testée avec
la méthode du lagrangien augmenté adapté et celle de pénalisation pour la frontiére
entre le carbone et la fonte. Avec la méthode du lagrangien augmenté adapté, la valeur
initiale du coefficient de pénalisation normale pour I'interface fonte/carbone est de 108.
Afin de respecter les conditions aux limites du probléme, les autres interfaces de contact
sont traitées avec la méthode de pénalisation.

La valeur de I'interpénétration maximale pour la solution et pour ’adaptation de la
pénalité normale est prise & 0.001 m. La valeur du glissement tangentiel réversible est

de 0.002 m.

250 — Pénalisation (M)
| - Pénalisation (TE) t Ty
- | —~— Lagrangien augmenté adapté (M) _pH
| —<— Lagrangien augmenté adapté (TE) 8
200 O
L ,E/ s
n T
® 150 7
= b 54 :
° L - .
o o —
£ P
€
o
=z

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Temps en heure

Figure 5.17 — Nombre d’itérations totale en fonction du temps

La figure 5.17 expose le nombre d’itérations relatif au systéme mécanique (M) et
au systéme thermo-électrique (TE), en fonction du nombre de pas de temps pour les
deux méthodes utilisées. Cette figure permet de constater que la méthode du lagrangien

augmenté adapté est plus rapide que celle de la pénalisation. La méthode du lagrangien
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augmenté adapté permet un gain de performance de I'ordre de cinquante pourcent pour
le systéme mécanique et par répercutions un de 'ordre de soixante pourcent pour le

systéme thermo-électrique.
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Valeur de l'interpénétrattion (m)

Figure 5.18 — Valeur de l'interpénétration maximale sur l'interface entre la fonte et le
carbone en fonction du temps (méthode du lagrangien augmenté adapté)

La figure 5.18 montre qu’avec la méthode du lagrangien augmenté adapté, méme si
la valeur maximale de I'interpénétration est importante (0.001), la valeur maximale de
I'interpénétration sur I'interface de contact thermo-électro-mécanique est faible tout au
long du probléme (inférieur a 4 x 10~*m).

Les figures 5.19 & 5.24 montrent la distribution de la premiére contrainte principale
dans la cathode, pour la sixiéme itération (figure 5.19 et 5.20), la douziéme (figure 5.21
et 5.22) et la derniére (figure 5.23 et 5.24). Les figures 5.19 et 5.20 exposent le fait
qu’a la sixiéme heure la méthode du lagrangien augmenté adapté permet d’avoir moins
de concentration de contrainte dans le voisinage de I'interface fonte / carbone. Cette
constatation est aussi vérifiée pour les autres pas de temps (pour le douziéme voir figure
5.21 et 5.22 et pour le dix-huitiéme voir figure 5.23 et 5.24). Au dix-huitiéme pas de

temps, la solution obtenue avec la méthode de pénalisation ne représente pas 1’équilibre



CHAPITRE 5. METHODES DE RESOLUTION PROPOSEES 129

thermo-électro-mécanique puisque la convergence de l'algorithme n’est pas atteinte.
La figure 5.23 présente une contrainte en traction supérieure a la limite du matériau
(7,35 MPa). Néanmoins, cette fissuration n’est pas réelle puisqu’une adaptation du pas
de temps permet une réduction de la concentration des contraintes. Avec la méthode
du lagrangien augmenté adapté, la concentration des contraintes est beaucoup moins
importante, ce qui permet de ne pas dépasser la limite d’élasticité du matériau (voir

figure 5.24).
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NCODAL SOLUTION

-45716%9
-300715
-144262
12191
1668645
325038
481551
638005
794458
8950912
81 (AVE)
TOF

8MN =-457169
sME =35091Z2

FESh++ Exportation of Internal Variable & az &,X

Figure 5.19 — Premiére contrainte principale dans la cathode t = 6 heures (en Pa,
méthode de pénalisation)

NODATL SOLUTTION

—-227632
-150307
-72983
4342
Bl666
158931
236315
313640
390964
468288
51 (AVE)
TOP

HMN =-227632
gM¥X =468288

FESh++ Exportation of Internal Variable § as S,X

Figure 5.20 — Premiére contrainte principale dans la cathode t = 6 heures (en Pa,
méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NODATL SOLUTTION

—241777
—-165062
—-88347
-11632
B5083
141798
218513

285228

371944

448659

81 (aVE)
TOP

SMN =-Z41777
SMX =448659

FESh++ Exportation of Internal Variable § as S,X

Figure 5.21 — Premiére contrainte principale dans la cathode t = 12 heures (en Pa,
méthode de pénalisation)

NCODAL SOLUTION

-279871
-193598
-107224
-Z20850
65524
151897
238271

324645

411019
487393

81 (AVE)
TOF

sMN =-279971
sME =4537393

FESh++ Exportation of Internal Variable & az &,X

Figure 5.22 — Premiére contrainte principale dans la cathode t = 12 heures (en Pa,
méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NCODAL SOLUTION

-.917E+07
-.575E+07
- .233E+07
. 109E+07
.451E+07
I.793E+D7’
.114E+08

. 14BE+08

182E+08

I.21EE+DB

a1 (AVE)
TOF

SMN =-.517E+07
SME =.Z16E+03

FESh++ Exportation of Internal Variable & az &,X

Figure 5.23 — Premiére contrainte principale dans la cathode t = 18 heures (en Pa,
méthode de pénalisation, hors équilibre)
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-295329
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744833
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I. 116E+07

a1 (AVE)
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SMN =-711393
SME =.116E+07

FESh++ Exportation of Internal Variable & az &,X

Figure 5.24 — Premiére contrainte principale dans la cathode t = 18 heures (en Pa,
méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NCODAL SOLUTION

-11707

16364

44436

72508

100578

128651

156723

184785

Z12866

l240938

32 (AVE)
TOF

RSYS=30LU

SMN =-11707
SME =z40938

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.25 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 2 heures (en Pa, méthode de pénalisation)
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0
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10620
14159
17699

z1239

z247789

28319
31859
EH (AVG)
TOF

REYI=20LT
SME =31859

Contacta Exportstion of contact stress as 5, X

Figure 5.26 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 2 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NCODAL SOLUTION
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55207

98186
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184145
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313082

IEEEDEZ

32 (AVE)
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RSYS=30LU

SMN =-30751
SME =35606Z2

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.27 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 4 heures (en Pa, méthode de pénalisation)
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0
I4 147
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12440
16587
Z0734
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z58028

33175
37322
32 (AVE)
TOF

RSYS=S0LU
SME =37322

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.28 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 4 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NCODAL SOLUTION

-2z2910

z47687

72483

120180

167877

215574

Z63270

310967
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406360

32 (AVE)
TOF

RSYS=30LU

SMN =-22510
SME =406360

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.29 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 6 heures (en Pa, méthode de pénalisation)

NODATL SOLUTTON

0
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13343
=20015
zZ6686
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40029

46701

53372
60044
EH (AVG)
TOF

REYI=20LU
SME =60044

Contacta Exportstion of contact stress as 5, X

Figure 5.30 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 6 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NCODAL SOLUTION

-51a879

13249

78377

143505

Z06633

273761
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469145
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32 (AVE)
TOF

RSYS=30LU

SMN =-51873
SME =534272

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.31 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 8 heures (en Pa, méthode de pénalisation)
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TOF
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M =100845

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.32 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 8 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NODAL SOLUTION
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175154

213419
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3z28zl2
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REYE=SOLU

SMN =-16168
8MZ =32821Z

Contacta Exportation of contact stress as §,X

Figure 5.33 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 10 heures (en Pa, méthode de pénalisation)
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118507
22 (AVE)
TOF

REYI=20LU
SME =118507

Contacta Exportation of contact stress as 5, X

Figure 5.34 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 10 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NCODAL SOLUTION

-z25788

15607

56909

98391

139783

181175

Z225a67

ZAE3I960
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32 (AVE)
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SMN =-Z3786
SME =346744

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.35 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 12 heures (en Pa, méthode de pénalisation)
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14585
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44345
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118745
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32 (AVE)
TOF

RSYS=30LU

SMN =-Z535.023
SME =133625

Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.36 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 12 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NODAL SOLUTION
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82 (AVE)
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REYS=SOLU

SMN =-35833
SME =B1743%

Contacta Exportation of contact stress as §,X

Figure 5.37 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 14 heures (en Pa, méthode de pénalisation)
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SMN =-677.123
SMX =146237

Contacta Exportation of contact stress as §,X

Figure 5.38 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 14 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NODAL SOLUTION
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MM =-52173
SME =.134E+07

Contacta Exportation of contact stress as §,X

Figure 5.39 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 16 heures (en Pa, méthode de pénalisation)
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—10832
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68354

65712

103072

120431
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8MX =153150

Contacta Exportation of contact stress as §,X

Figure 5.40 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 16 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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NCODAL SOLUTION
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Contacta Exportation of contact stress as &,¥

Figure 5.41 — Contrainte normale de contact sur l'interface entre le carbone et la fonte
t = 18 heures (en Pa, méthode de pénalisation, hors équilibre)
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Figure 5.42 — Contrainte normale de contact sur I'interface entre le carbone et la fonte
t = 18 heures (en Pa, méthode du lagrangien augmenté adapté)
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Les figures 5.25 a 5.42 présentent les contraintes normales de contact sur 'interface
entre le carbone et la fonte. Ces figures permettent de constater que la distribution
des pressions de contact est beaucoup plus homogéne avec la méthode du lagrangien
augmenté adapté. La méthode du lagrangien augmenté adapté permet de réduire les
concentrations de contraintes sur les frontiéres de contact tout au long du calcul. L’évo-

lution de la position de la zone de contact est similaire pour les deux méthodes.
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Figure 5.43 — Force normale de contact sur l'interface (Id :1 = verticale; Id :2 = hori-
zontale)

La figure 5.43 expose la valeur de la force normale de contact en fonction du temps
pour les interfaces 1 et 2. Ces derniéres sont respectivement les interfaces thermo-électro-
mécanique verticale et horizontale entre le carbone et la fonte. Les résultats obtenus
avec les deux méthodes sont assez réguliers dans le temps. Néanmoins, les résultats
obtenus par la méthode du lagrangien augmenté adapté, ont une évolution plus linéaire

dans le temps. Cette méthode semble donc plus fiable.

La méthode du lagrangien augmenté adapté permet de réduire fortement le temps de
calcul aussi bien celui lié au systéme mécanique que celui du systéme thermo-électrique.
De plus, les solutions obtenues avec cette méthode sont beaucoup plus réguliére qu’avec

la méthode de pénalisation (les zones de contact sont plus larges et les contraintes sont
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plus faibles). Cette méthode permet donc de résoudre des problémes thermo-électro-

mécanique de maniére rapide et fiable.

5.5 Conclusion

Ces exemples ont démontré les avantages des méthodes proposées. La nouvelle mé-
thode proposée, celle du lagrangien augmenté adaptative permet la résolution de tous
les problémes de contact exposés. Cette méthode conjugue les avantages du lagrangien
augmenté (symétrie de la tolérance, simplicité, et stabilité) aux avantages de I’adap-
tation de la pénalité (optimisation du temps de calcul). La méthode du lagrangien
augmenté adapté est trés performante pour résoudre les problémes de contact méca-
nique sans frottement. Pour ces types de problémes, la rapidité de cette méthode est
comparable a celle de la pénalisation. De plus, elle permet de prendre des pas de temps
plus importants et le choix de la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale
n’a pas vraiment d’importance. En outre, cette méthode peut résoudre les problémes de
contact frottant sans solliciter 'utilisateur pour choisir la valeur du coefficient de péna-
lisation tangentielle. Cette méthode est aussi performante pour des problémes mettant
en jeu des contraintes de contact pouvant varier entre quelques mégapascal a quelques
milliers de mégapascal. De plus, la méthode du lagrangien augmenté adapté se trouve
particulierement efficace pour les problémes élasto-plastiques lorsque les deux solides
sont déformables. Les avantages de cette méthode sont encore plus importants dans le
contexte multiphysique. Cette méthode est donc un bon compromis entre robustesse et
rapidité.

En outre, ces exemples présentent ’avantage d’utiliser une méthode surface-surface.
Cette derniére permet de rendre la solution beaucoup plus réguliére. La méthode pré-
sentée est basée sur les éléments joints et permet de résoudre des problémes en trois

dimensions.



Chapitre 6

Conclusion et recommandations

6.1 Conclusion

De nos jours, le contact reste un probléme de mécanique des solides qui exige une atten-
tion toute particuliére aussi bien dans les domaines de la physique, des mathématiques
et de I'informatique. En effet, le probléme de contact mécanique n’est pas facilement
modélisable. L’interface de contact peut présenter une trés grande gamme de compor-
tements au niveau du contact ou/et du frottement. Les lois utilisées pour modéliser
ces phénoménes présentent souvent des non-linéarités qui sont non-différentiables. Ces
non-linéarités peuvent provoquer des instabilités ou des oscillations numériques lors de

la résolution numérique.

La formation d’un systéme d’équations n’est pas triviale. Elle demande la modifica-
tion des équations qui régissent le contact. Les méthodes les plus utilisées sont celles de
la régularisation (la méthode de pénalisation, celle des multiplicateurs de Lagrange ou
encore celles du lagrangien augmenté). Or, ces méthodes présentent plus d’inconvénients
que d’avantages.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange respecte parfaitement les lois de contact
et de frottement. Mais, elle fait intervenir de nouvelles inconnues, et rend le systéme
d’équations plus complexe a résoudre.

La méthode de pénalisation et celle du lagrangien augmenté sont plus simples. Mais

144
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avec ces méthodes, 'utilisateur doit déterminer les valeurs de coefficients cruciaux, les
coefficients de pénalisation (normale et tangentielle). La qualité de la solution dépend
énormément du choix de ces coefficients. La méthode du lagrangien augmenté donne
plus de liberté au niveau du choix des coefficients de pénalisation mais 'utilisateur
doit également déterminer la valeur maximale de l'interpénétration et du glissement

réversible.

En outre, la résolution numérique du probléme de contact frottant nécessite la dis-
crétisation spatiale des solides, et donc des interfaces de contact. Par conséquent, les
calculs sont effectués sur une approximation des surfaces de contact. Ainsi, les méthodes
de discrétisation des équations du contact sont aussi importantes que les méthodes de
régularisation. La méthode de discrétisation des équations du contact la plus utilisée est
celle dite point-surface. Or, elle entraine de nombreux problémes numériques lorsque les
surfaces de contact ne sont pas assez réguliéres ou lorsque les déplacements relatifs sont
trop importants. Pour éviter ces problémes, une autre méthode, dite surface-surface,
peut étre utilisée. Le principal inconvénient de cette méthode est 'obtention d’un vec-
teur normal et tangentiel pour chaque noeud d’une des surfaces de contact. Le calcul
de ces valeurs est facilement réalisable en deux dimensions mais il est beaucoup plus
complexe en trois dimensions, ce qui rend cette méthode inutilisable. Ce probléme est
contourné si le vecteur normal et tangentiel en un nceud est défini par rapport au point

le plus proche sur I'autre surface de contact.

Enfin, lors de la résolution numérique d’un tel systéme, différentes méthodes peuvent
étre utilisées pour la prise en compte du contact. Les méthodes les plus utilisées (péna-
lisation, pénalité adaptative ou lagrangien augmenté) présentent toutes de nombreuses
limites. Chacune de ces méthodes produit de trés bons résultats mais pour cela 1'uti-
lisateur doit choisir correctement les valeurs des coefficients de pénalisation et les pas
de temps. En outre, les performances en termes de temps de calcul dépendent énor-

mément du type d’exemple. Ainsi, aucune de ces méthodes (pénalisation, pénalisation
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adaptative et lagrangien augmenté) n’est convenable.

Ces travaux de recherche proposent donc une nouvelle méthode, celle du lagrangien
augmenté adapté. Cette méthode conjugue les avantages des méthodes usuelles sans
leurs inconvénients (symétrie de la tolérance, simplicité, stabilité et optimisation du
temps de calcul). L’adaptation de la pénalité permet d’éliminer les oscillations du sta-
tut de contact (contact / non contact), et rend ainsi la résolution plus rapide et plus
fiable. Cette méthode permet de controler I'interpénétration. En effet, 'utilisateur peut
choisir la valeur maximale de I'interpénétration qu’il souhaite. Cette valeur peut étre
reliée & une signification mécanique ou bien a la discrétisation spatiale. Ce paramétre
permet donc de controler la représentativité de la réalité. ’annexe A renforce les avan-
tages de cette nouvelle méthode en montrant que les résultats obtenus avec celle-ci sont
transposables dans d’autres contextes. De plus, une technique de factorisation sélective
permet de réduire considérablement I'influence de ce paramétre sur le temps de calcul.
Cette méthode est par conséquent, plus fiable, plus rapide et plus robuste que n’im-
porte laquelle des méthodes les plus utilisées (pénalisation, pénalisation adaptative et
lagrangien augmenté).

En outre, ces travaux présentent également une méthode surface-surface permettant
la résolution de problémes en trois dimensions. Elle diminue I'erreur produite par la
discrétisation spatiale. Cette méthode n’a que peu d’influence sur le temps de calcul. Elle
permet de produire une solution plus réguliére. Néanmoins, cette formulation surface-
surface présente de grandes différences par rapport a la formulation point-surface. Des

ajustements sont nécessaires dans la procédure de résolution.

6.2 Recommandations

Les travaux effectués durant cette recherche doctorale peuvent étre améliorés sur cer-
tains points. Bien que la méthode du lagrangien augmenté adapté soit trés performante,

I'utilisation d’une technique de factorisation sélective permettant de ne pas recalculer
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la matrice tangente pour toutes les itérations apres la premiére augmentation des mul-
tiplicateurs de Lagrange, permettrait d’éviter 'intervention de l'utilisateur. En effet,
cela donne la possibilité d’effectuer plusieurs cycles d’augmentation des multiplicateurs
de Lagrange, sans réellement influencer le temps de calcul. Ainsi, un critére d’erreur sur
les contraintes de contact pourrait étre calculé entre deux cycles, ce qui permettrait de
supprimer les valeurs d’interpénétration maximale et du glissement réversible maximal.
D’autre part, une étude complémentaire devrait étre menée sur le frottement. Cette
étude déterminera si 'algorithme de calcul du coefficient de pénalisation tangentielle
doit étre modifié ou si cette méthode doit utiliser la technique de résolution des mul-
tiplicateurs de Lagrange a incrément avant (voire partie 3.4.3). Dans ce cas, aprés un
certain nombre de cycles d’augmentation des multiplicateurs de Lagrange (un ou deux),
les statuts de contact sont définis, la résolution par la méthode des multiplicateurs de

Lagrange a incrément avant pourrait ainsi étre envisagée aisément.

En ce qui concerne la méthode des éléments joints, la modification apportée permet
la résolution des problémes de dimensions trois. Mais les performances de cette méthode
n’ont pas pu étre exploitées au maximum en raison de ’architecture du code de calcul
utilisé. Le code utilisé est construit pour calculer les contraintes de contact sur un élé-
ment esclave en fonction des éléments maitres. Or, dans la formulation surface-surface,
le calcul effectué sur chacun des noeuds de la surface esclave dépend de I'ensemble de ses
voisins et des éléments maitres. Dans le cadre d’une résolution de type Newton-Raphson,
le calcul du vecteur résidu peut facilement étre effectué avec cette architecture, mais le
calcul de la matrice tangente s’avére trés complexe. Ces différences rendent obligatoire
d’importantes modifications du code de calcul. Bien qu’en théorie rien ne laisse penser
que l'utilisation de la méthode du lagrangien augmenté adapté avec celle des éléments
joints devrait poser probléme, cette combinaison devrait étre étudiée. Elle devrait pro-
duire une amélioration du calcul des contraintes de contact aussi bien dans un contexte

mécanique que multiphysique.



Annexe A

Approche différente

Cette annexe a pour but de présenter une autre approche des problémes de contact
mécanique afin de prouver que les études faites dans le cadre de ce projet de recherche
peuvent étre utilisées pour d’autres codes de calculs. Dans un premier temps la métho-
dologie et les outils utilisés a I'Université de Liége sont présentés. Puis, le probléme de

Hertz présenté dans le chapitre 4 & la partie 4.1.3 est repris et résolu avec ces outils.

A.1 Approche utilisée a I’Université de Liége

Les problémes de contact mécanique résolu a l'université de Liége sont différents de
ceux calculés a I’Université du Québec a Chicoutimi. L’approche prise pour résoudre
ces problémes est d’autant plus différente que chacune des deux institutions utilise des

outils qu’elle développe elle-méme.

A.1.1 Metafor

Metafor est le logiciel développé a 1'université de Liége pour la résolution par élément
fini de problémes de contact en grandes transformations. Il différe de celui développé a
I’Université du Québec a Chicoutimi en de nombreux points. Les buts des deux logiciels
sont différents. Metafor avait a I'origine pour objectif de résoudre des problémes de for-

mage (probléme dynamique de contact mécanique en grandes déformations). Par contre,
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FESh++ est destiné a la résolution de problémes multiphysiques en quasi-statique, le
module Contacta est dédié au contact ([3, 4]). Les stratégies de calcul sont donc dif-
férentes et de nombreuses astuces de calcul sont différentes. Ceci rend la comparaison

des deux logiciels trés difficile.

A.1.2 Gestion du temps

La stratégie de résolution de Metafor est basée sur 'adaptation du pas de temps. Dans
FESh-++ une méthode d’adaptation du pas de temps peut étre utilisée mais elle ne ’est
que trés rarement. Le logiciel Metafor utilise une technique de calcul permettant d’ajus-
ter la taille du pas de temps en fonction de la vitesse de convergence. Si I’algorithme ne
converge pas avant un certain nombre de pas de temps, alors le calcul est repris avec
un pas de temps plus petit.

Cette technique semble permettre une optimisation du temps de calcul et assure

I’obtention d’une solution fiable. La gestion du contact est également différente.

A.1.3 Gestion du contact

La formulation choisie pour calculer le contact mécanique dans Metafor, est comme celle
utilisée dans FESh-++-, une approche maitre/esclave. La surface esclave entre en contact
avec la surface maitre (obstacle). Mais contrairement a ce qui est fait dans Contacta
(un élément esclave entre en contact avec la surface maitre), le contact est considéré
pour chacun des noeuds de la surface esclave. Ainsi, la notion d’élément de contact n’est
pas définie. Les noeuds de la surface esclave sont simplement mis en relation avec les
neeuds de la surface maitre afin de calculer les conditions de contact. En conséquence,
ce sont des forces et non pas des contraintes de contact qui sont calculées. Ces forces
sont donc appliquées sur chacun des nceuds de la surface esclave. Afin de respecter le
principe d’action - réaction, pour chaque nceud esclave, la force opposée est appliquée

sur la surface maitre, elle est divisée entre les nceuds de 1’élément en contact avec ce
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nceud, en fonction de la position du contact sur cet élément. Une option permet de tenir
compte de la différence de densité de maillage en venant multiplier la force de contact
par une valeur caractérisant la taille de la zone d’influence du noeud (cette valeur est
constante au cours du calcul). De plus, ce code de calcul donne la possibilité d’utiliser
I’approche double maitre/esclave. Les deux frontiéres sont prises successivement avec le
statut esclave et les forces de contact sont sommeées. Cette technique présente ’avantage
d’étre trés rapide et simple. Elle permet d’utiliser des techniques pouvant rendre les

résultats plus réguliers, comme la régularisation du vecteur normal [40, 41].

A.1.4 Reégularisation du vecteur normal

Le logiciel Metafor utilise une méthode de régularisation du vecteur normal sur la fron-
tiére maitre au voisinage de la frontiére des éléments. La position des axes permettant
la représentation du contact est une fonction de la position du nceud esclave par rapport
aux éléments maitres. Lorsque le nceud esclave se trouve dans le voisinage de plusieurs
éléments maitres, la position des axes varie de maniére continue entre les valeurs prises
pour chacun des éléments maitres en fonction de la position du nceud par rapport aux
éléments maitres. Cette méthode apporte de la stabilité et diminue le temps de calcul

tout en augmentant la fiabilité.

A.1.5 Matériaux élasto-plastique

L’outil Metafor est développé, entre autre, pour la résolution de mécanique avec un
comportement élasto-plastique. Il comporte des méthodes permettant la bonne repré-
sentation des déformations élasto-plastiques. Une intégration différentielle est effectuée

pour mieux prendre en compte les déformations élasto-plastiques.

Malgré toutes ces différences, la résolution d’'un méme probléme est effectuée avec

les deux outils pour compléter ’étude des méthodes de calcul du contact mécanique.
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A.2 Probléme de Hertz

Le probleme de Hertz résolu, est présenté dans la partie 4.1. Mis a part pour le probléme
élasto-plastique dans lequel I’hypothése des contraintes planes et remplacé par celle
des déformations planes. Les maillages utilisés sont produits par un utilitaire (Gen4)
incorporé dans le logiciel Metafor. Ces maillages sont composés d’éléments quadrangles
et notés maillage n ou n est la longueur en millimeétre des éléments lin¢ique dans la
zone de contact. Trois maillages différents sont utilisés :

— maillage 1;

— maillage 0,5;

— maillage 0,25.

Les caractéristiques mécaniques sont exposées dans la partie 4.1 a la page 58. Ces
exemples sont résolus avec la méthode de pénalisation. Les valeurs du coefficient de

pénalisation sont identiques & ceux utilisés dans les exemples de la partie 4.1 (10, 10°

et 107).

— Cas du quart de cylindre et du plan

Tableau A.1 — Nombre d’itérations et de pas de temps (quart de cylindre en acier et du
plan indéformable)

élastique élasto-plastique
maillage maillage
1 ]05]025] 1]05]025
10° 5 | 7 7 6 | 7 18
2@ 2@ @] 6
106 6 | 9 9 19 | 21 | 34
2B B 6|6 O
107 6 | 9 12 || 20 | 31 | 33
2B @GO O
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Le tableau A.1 présente le nombre d’itérations et le nombre de pas de temps (nombre
entre parenthéses) pour chacune des configurations.

Le tableau (A.1) permet de constater que ’augmentation de la valeur du coefficient
de pénalisation normale rend la résolution plus difficile. De méme, la plastification du
matériau oblige une diminution des pas de temps. Le rapport du nombre d’itérations
et de celui des pas de temps démontre la rapidité de la méthode de pénalisation (entre
trois et quatre itérations par pas de temps). Dans le cas élastique, le nombre d’itérations
est comparable a celui obtenu avec la méthode du lagrangien augmenté adapté (voir

tableau 5.2).

- - — 5
— - — 0 == e =10

> 5 g =10°

£ =10"
n

solution analytique |

Contrainte normale de contact (MPa)

0 05 1 1,5 2 25 3 35
Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure A.1 — Contrainte normale de contact ¢,, (maillage 0,5 et comportement élastique)

Les figures A.1 et A.2 représentent les « contraintes » de contact (les forces de contact
au nceuds divisées par la surface d’influence), pour le maillage 0,5. Elles montrent la
bonne évaluation des conditions de contact pour les valeurs du coefficient de pénalisation

de 10° et 107. Des constatations similaires sont valables pour les autres maillages.



ANNEXE A. APPROCHE DIFFERENTE 153

1000

800

600

400 N

Contrainte normale de contact (MPa)

200 N

0 05 1 15 2 2,5 3 35
Position sur l'interface de contact (mm) (X)

Figure A.2 — Contrainte normale de contact ¢, (maillage 0,5 et comportement élasto-
plastique)

— Cas des deux quarts de cylindre

Tableau A.2 — Nombre d’itérations et de pas de temps (deux quart de cylindre en acier)

élastique élasto-plastique

- maillage maillage
" 1]05]025] 1]05]025
10° 5 1 7 | 11 7| 21 37
21 @ @60
106 7T 11| 23 |19 26 | 31
2) 4] (5) (6] 6) 9
107 32 | 18 | 36 || 30 | 31 40
(9) 1 (6) ] (9) || (9)](10)] (1)

Le tableau A.2 présente le nombre d’itérations et de pas de temps pour la résolution
de ce probléme sous la configuration des deux quarts de cylindre. Dans le cas général, le
nombre de pas de temps augmente par rapport a la configuration plan-cylindre. Ainsi,
le nombre d’itérations est également plus important mais, s’il est ramené au pas de

temps, il est identique (entre trois ou quatre itérations par pas de temps). Le nombre
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d’itérations, dans le cas élastique, est supérieur a celui obtenu avec la méthode du
lagrangien augmenté adapté (voir tableau 5.4).
De plus, les solutions sont quasiment identiques a celles obtenues sous la configura-

tion plan-cylindre.

Malgré les nombreuses différences entres les deux logiciels, ce probléme permet d’en-
visager le fait que la méthode du lagrangien augmenté adapté pourrait apporter une
amélioration conséquente a la rapidité et la fiabilité de ’outil de calcul Metafor. De plus,
d’apreés la structure de la procédure de calcul, la méthode surface-surface basée sur les

éléments joints (voir chapitre 5) apporterait une meilleure régularité de la solution.
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