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Sur les démonstrations du théorème de
Borel-Lebesgue
par Samuel NICOLAY*

Résumé.

Nous considérons ici le théorème de Borel-Lebesgue sur le plan historique. En particulier,
nous présentons les démonstrations essentiellements dues à Cousin et Lebesgue. Finalement,
nous donnons une démonstration permettant d’adapter la démonstration de Lebesgue au
cas multidimensionnel sans faire appel à des outils sophistiqués tels que le théorème de
Tychonov.

I Introduction

Le théorème de Borel-Lebesgue affirme qu’un en-
semble de Rn est borné et fermé si et seulement s’il est
compact, ce qui signifie que de tout recouvrement de
cet ensemble par des ouverts, on peut en extraire un re-
couvrement fini (cf. Section III), la principale difficulté
consistant à montrer qu’un ensemble borné et fermé
est compact.

Ce théorème classique est d’une grande importance ;
Borel lui-même souhaitait l’appeler « premier théo-
rème fondamental de la théorie de la mesure » [4]. Il
est aussi appelé theorème de Heine-Borel (particuliè-
rement chez les non francophones) ou théorème de
Borel-Schoenflies (comme suggéré par Lebesgue [4]).
Le seul nom indiscociable de ce résultat est celui de Bo-
rel qui en 1895 écrivait « si l’on a sur une droite 1 une
infinité d’intervalles partiels, tels que tout point de la
droite soit intérieur à l’un au moins des intervalles, on
peut déterminer effectivement un nombre limité 2 d’in-
tervalles choisis parmi les intervalles donnés et ayant
la même propriété » [1]. De nos jours, ce théorème
s’énonce plutôt comme suit : De tout recouvrement
d’une partie bornée et fermée de R par des ouverts, on
peut en extraire un recouvrement fini. Ce résultat est
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1. Par droite, Borel entend un segment comprenant ses extré-

mités, c’est-à-dire un intervalle borné et fermé.
2. Il faut comprendre un nombre fini.

très semblable à l’énoncé moderne, si ce n’est qu’il ne
considère que l’espace euclidien de dimension un.

Il existe principalement deux manières répandues
pour démontrer ce théorème. La première méthode,
certainement la plus fréquente, est due à Lebesgue [5] ;
les démonstrations de Borel [1], Schoenflies [12] ou
Young [13] reposent sur des idées similaires. La se-
conde procède par l’absurde et a été utilisée pour la
première fois par Cousin [3]. Remarquons que si la
démonstration de Cousin s’adapte directement au cas
multidimensionnel (originellement, elle traitait déjà du
cas bidimensionnel), il n’en va pas de même pour celle
de Lebesgue, qui comme Borel, n’a originellement
considéré que le cas unidimensionnel. La généralisa-
tion peut bien sûr s’obtenir grâce au lemme du tube
[8] ou au théorème de Tychonov [10], stipulant qu’un
produit fini de compacts est compact (au sens de la to-
pologie produit). Sans surprise, il existe des approches
plus exotiques (voir par exemple [7], où il est montré
que l’espace des suites binaires équipé de la métrique
adéquate est compact) que nous n’aborderons pas dans
ce très court traité.

Dans ce travail, nous commençons par introduire
brièvement l’histoire de ce théorème, avant d’en donner
deux démonstrations, calquant les approches de Cousin
et Lebesgue respectivement. Finalement, puisque la
seconde ne traite que du cas unidimensionnel, nous en
proposons une extension permettant d’obtenir le cas
général ; l’idée est de se passer des outils, certes puis-
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sants mais très abstraits de la topologie, tels le lemme
du tube ou le théorème de Tychonov. Il s’agit ici d’une
simple récurrence reprenant les mêmes arguments que
la démonstration de Lebesgue. Originellement, notre
objectif avec cette généralisation était d’obtenir le théo-
rème de Borel-Lebesgue dans le plan complexe en
n’utilisant que des outils disponibles pour un étudiant
de niveau L2 [9]. Bien que nous n’ayons rencontré
cette démonstration nulle part ailleurs, nous n’osons
en réclamer la parternité ; vu sa simplicité et le nombre
d’ouvrages traitant de ce sujet, il est possible qu’elle
fasse partie de la tradition mathématique.

II Un peu d’histoire

Pour cette section, nous reprenons principalement
des éléments présentés dans [4], agrémentés de
quelques publications plus récentes que nous préci-
serons dans le texte.

Le théorème de Borel-Lebesgue est aussi parfois ap-
pelé théorème de Heine-Borel. Dugac répertorie six
noms que l’on peut directement associer à ce résultat,
cette liste se divisant elle-même en deux catégories.
D’une part, Borel, Lebesgue et Schoenflies qui ont di-
rectement contribué à la démonstration et d’autre part,
Dirichlet, Heine et Weierstraß qui ont simplement uti-
lisé un résultat similaire, mais antérieurement au résul-
tat de Borel. Bien entendu, cette liste est loin d’être ex-
haustive ; d’autres mathématiciens comme Baire, Cau-
chy, Goursat, Pincherles, Stokes ou von Seidel (et cer-
tainement beaucoup d’autres encore) mériteraient aussi
d’avoir leur nom associé à ce théorème [4, 2].

La première personne qui énonce et établit un ré-
sultat de ce type est indiscutablement Borel [1]. Sa
démonstration utilise les nombres transfinis de Cantor,
mais ne porte que sur des recouvrements dénombrables
à une dimension. L’année de la publication du résul-
tat de Borel, Cousin prouve un résultat similaire en
dimension deux [3] pour des recouvrements ouverts
arbitraires (i.e. non nécessairement dénombrables).

En 1900, Schoenflies publie un rapport sur les ré-
cents développement en topologie générale pour la
DMV (Deutsche Mathematiker-Vereinigung) [12] qui
va populariser le résultat de Borel, tout en prétendant
qu’il « généralise un résultat connu de Heine » (en al-
lemand dans le texte). C’est donc à Schoenflies que
l’on doit l’association du théorème au nom de Heine.
Schoenflies expliquera que pour lui, le théorème de
continuité uniforme de Heine (qui est plutôt dû à Diri-
chlet [6], que Heine aurait omis de citer) est le pendant
géométrique du résultat de Borel ; une association que
Lebesgue jugera ridicule [4]. Cette affiliation a donc
été source de discorde. Traduisons par exemple une

phrase de [11] à ce sujet (en anglais dans le texte) :
« Alors que Heine a été considéré pour un théorème
qu’il n’a pas démontré, Cousin a été négligé pour un
théorème qu’il a établi ».

En 1902, Young fournit une démonstration pour le
cas non dénombrable [13] qui va populariser la déno-
mination « théorème de Heine-Borel ». Lebesgue quant
à lui n’avait pas remarqué que Borel supposait que le
recouvrement était dénombrable ; il publiera sa propre
version du théorème, sans cette hypothèse, en 1904 [5].
La démonstration de Lebesgue semble universellement
considérée comme la plus élégante ; elle est sans sur-
prise la plus répandue dans les livres traitant du sujet,
bien qu’elle ne soit valide qu’en dimension un.

Enfin, remarquons qu’aucun de ces auteurs n’utilise
explicitement le terme « compact », puisque ce dernier
a été introduit par Fréchet en 1906 [11].

III La structure classique du
théorème

Les démonstrations classiques du théorème de Borel-
Lebesgue suivent toutes le même schéma que nous al-
lons ici détailler. La différence réside dans la manière
de montrer qu’un produit cartésien d’intervalles com-
pacts est compact ; c’est ce qui nous occupera dans les
sections suivantes.

Établissons d’abord quelques conventions. Un pavé
de Rn désignera un produit cartésien de n intervalles
bornés de R et N∗ désignera l’ensemble des nombres
naturels non nuls N\{0}.

Définition III.1. Étant donné un ensemble E de Rn,
un recouvrement ouvert (U j) j∈J de E est la donnée
d’un ensemble J (non nécessairement dénombrable) et
pour tout j ∈ J d’un ensemble ouvert U j de Rn tels que
E ⊂ ∪ j∈JU j.

Définition III.2. Un ensemble K de Rn est compact si
de tout recouvrement ouvert de K on peut en extraire un
recouvrement fini. En d’autres termes, K est compact
lorsque pour tout recouvrement ouvert (U j) j∈J de K, il
existe une partie finie J′ de J telle que K ⊂ ∪ j∈J′U j.

Le théorème repose sur trois résultats préliminaires.
Le plus délicat est certainement celui qui affirme que
tout pavé fermé de Rn est compact. C’est lui qui nous
intéressera dans la suite. Établissons les deux autres.

Lemme III.3. Si K est un ensemble compact et si F est
un ensemble fermé inclus dans K, alors F est également
compact.
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Démonstration. Soit (U j) j∈J un recouvrement ouvert
de F . Si j0 est un élément qui n’appartient pas à J 3,
posons U j0 = ∁F (où ∁F désigne le complémentaire
de F) et J0 = J ∪{ j0}. Puisque (U j) j∈J0 est un recou-
vrement ouvert de K, il existe une partie finie J′ de J0
telle que K ⊂∪ j∈J′U j. On a ainsi F ⊂∪ j∈J′U j et même
F ⊂∪ j∈J′′U j avec J′′ = J′ \{ j0}, puisque F et U j0 sont
disjoints. Dès lors, J′′ étant une partie finie de J, on
peut conclure.

Remarque III.4. Sa démonstration ne faisant appel
à aucune propriété de l’espace euclidien, le résultat
précédent est valable en toute généralité.

Lemme III.5. Si K est un ensemble compact de Rn et
x un point n’appartenant pas à K, alors il existe deux
ensembles ouverts disjoints contenant K et x respecti-
vement.

Démonstration. Étant donné x′ ∈ K, soit Ix′ et I′x′ deux
pavés ouverts disjoints contenant x′ et x respectivement.
Puisque (Ix′)x′∈K est un recouvrement ouvert de K, on
peut en extraire un recouvrement fini. Il existe donc un
nombre fini de points x1, . . . ,xm de K (m ∈N∗) tels que
K ⊂ ∪m

j=1Ix j .
Posons alors U = ∪m

j=1Ix j et Ω = ∩m
j=1I′x j

. Il s’agit
de deux ensembles ouverts contenant K et x respective-
ment. Qui plus est, on a

U ∩Ω = (∪m
j=1Ix j)∩Ω = ∪m

j=1(Ix j ∩Ω)

⊂ ∪m
j=1(Ix j ∩ I′x j

) = /0,

ce qui termine la démonstration.

Théorème III.6 (Borel-Lebesgue). Un ensemble de
Rn est compact si et seulement s’il est borné et fermé.

Démonstration. La condition est suffisante. Soit K un
ensemble borné et fermé ; puisqu’il est borné, il existe
une constante C > 0 telle que K ⊂ [−C,C]n. L’en-
semble K étant fermé et [−C,C]n étant compact (ce
que nous établirons dans la suite), le Lemme III.3 per-
met d’affirmer que K est compact.

La condition est nécessaire. Soit K un ensemble com-
pact ; montrons que K est fermé. Si x est un point qui
n’appartient pas à K, par le lemme III.5, il existe deux
ensembles ouverts disjoints Ux et Ωx contenant K et x
respectivement. Puisque Ωx ⊂ ∁K, l’ensemble ∁K est
ouvert, ce qui établit que K est fermé. Montrons que K
est borné. Si x est un point de K, soit Bx la boule ouverte
de centre x et de rayon unité. Puisque (Bx)x∈K est un
recouvrement ouvert de K, il existe un nombre fini de

3. Il est toujours possible de choisir un élément n’appartement
pas à un ensemble ; on peut par exemple utiliser le théorème de
Cantor qui affirme que J n’est pas en bijection avec l’ensemble
℘(J) de ses parties et prendre j0 dans ℘(J).

points x1, . . . ,xm de K (m ∈ N∗) tels que K ⊂ ∪m
j=1Bx j .

Une union finie d’ensembles bornés étant bornée, on
peut conclure.

IV La démonstration de Cousin

La démonstration de Cousin [3] repose sur la tech-
nique « diviser pour régner », aussi utilisée pour la
démonstration classique du théorème de Bolzano-
Weierstraß. Elle devrait donc être relativement fami-
lière au lecteur un tant soit peu expérimenté en analyse.

Théorème IV.1. Étant donné deux nombres réels a
et b tels que a < b, l’ensemble [a,b]n est un ensemble
compact de Rn.

Démonstration. Procédons par l’absurde, en supposant
que l’ensemble I1 = [a,b]n n’est pas compact. Soit donc
un recouvrement ouvert (U j) j∈J du pavé I1 duquel on
ne peut extraire un recouvrement fini. L’ensemble I1
peut être décomposé en 2n pavés fermés isométriques
dont le diamètre de chacun est la moitié de celui de I1
(ces ensembles sont des translatés d’un unique pavé).
Au moins un de ces 2n pavés n’admet pas de recou-
vrement fini à partir de (U j) j∈J , sinon I1 admettrait
lui-même un recouvrement fini. Notons I2 l’un de ces
pavés n’admettant pas de recouvrement fini.

Si on décompose I2 en 2n pavés fermés isométriques
de diamètre égal à la moitié de celui de I2, au moins un
d’entre eux n’admet pas de recouvrement fini ; notons-
le I3. De la même manière, si Ik a été défini (k ∈ N∗),
il existe un pavé fermé Ik+1 inclus dans Ik dont le dia-
mètre est égal à la moitié de celui de Ik et n’admettant
pas de recouvrement fini à partir de (U j) j∈J .

Soit (xk)k∈N∗ une suite telle que xk ∈ Ik pour tout
k ∈N∗. Puisque le diamètre de Ik vaut

√
n(b−a)/2k−1,

(xk)k∈N∗ est une suite de Cauchy ; soit ℓ sa limite. Main-
tenant, Ik étant fermé pour tout k et puisque xm appar-
tient à Ik pour m suffisamment grand, ℓ appartient à Ik
pour tout nombre naturel k non nul.

Soit alors j0 ∈ J tel que ℓ ∈U j0 . Puisque U j0 est ou-
vert, il existe une boule ouverte B centrée en ℓ telle
que B ⊂U j0 . On a alors Ik ⊂ B ⊂U j0 pour k suffisam-
ment grand, ce qui implique qu’on peut recouvrir cet
ensemble Ik par un unique élément U j0 de (U j) j∈J . Ceci
étant absurde, I1 est compact.

Remarque IV.2. On peut bien sûr remplacer [a,b]n par
un pavé de la forme ∏

n
l=1[al,bl] dans l’énoncé précé-

dent. Le diamètre de l’intervalle Ik vaut alors

√
n

∏
n
l=1(bl −al)

2k−1 (k ∈ N∗).
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V La démonstration de Lebesgue

Lebesgue attribue sa démonstration à Borel [5], les
démonstrations de Schoenflies et Young reposant éga-
lement sur les mêmes idées.

Théorème V.1. Étant donné deux nombres réels a et b
tels que a < b, l’ensemble [a,b] est un ensemble com-
pact de R.

Démonstration. Soit (U j) j∈J une famille d’ensembles
ouverts recouvrant [a,b] et posons

I = {x ∈ [a,b] :

[a,x]⊂ ∪ j∈J′U j pour un ensemble fini J′ de J}.

Premièrement, on a a ∈ I, puisque, par définition, il
existe un indice j0 ∈ J tel que [a,a]⊂U j0 .

Montrons que I est un intervalle ; il suffit d’établir
que si a et x0 sont deux points de I tels que a < x0 et
si x vérifie a < x < x0, alors x est également un point
de I. Puisqu’il existe une partie finie J′ de J telle que
[a,x0]⊂ ∪ j∈J′U j, on a [a,x]⊂ ∪ j∈J′U j, ce qui suffit.

Montrons que I est fermé. Si x0 est un nombre réel
tel que [a,x0[ est inclus dans I, soit j0 ∈ J tel que x0 ∈
U j0 . Cet ensemble étant ouvert, il existe un nombre x
tel que [x,x0[ est inclus dans U j0 . Cela étant, puisque
x ∈ I, il existe alors une partie finie J′ de J telle que
[a,x]⊂∪ j∈J′U j. Par conséquent, on a [a,x0]⊂∪ j∈J′′U j,
avec J′′ = J′∪{ j0} et donc x0 ∈ I.

Montrons enfin que I = [a,b], ce qui permettra de
conclure. Supposons avoir I = [a,x0], avec x0 < b
et soit J′ une partie finie de J pour laquelle on a
[a,x0]⊂∪ j∈J′U j. Si j0 ∈ J′ est tel que x0 ∈U j0 , il existe
un nombre x vérifiant x0 < x ≤ b tel que [x0,x]⊂U j0 ,
puisque U j0 est ouvert. On a dès lors [a,x] ⊂ ∪ j∈J′U j

et donc x ∈ I, ce qui est absurde.

VI Le cas multidimensionnel

Nous allons montrer ici que les pavés fermés de R2

sont compacts en modifiant les arguments de la démons-
tration du Théorème V.1. Les idées de la démonstration
pourraient être jugées astucieuses, si elles n’avaient pas
déjà été utilisées par Lebesgue, à qui revient donc tout
le mérite.

Théorème VI.1. Étant donné quatre nombres a1, a2, b1
et b2 tels que a1 < b1 et a2 < b2, l’ensemble [a1,b1]×
[a2,b2] est un ensemble compact de R2.

Démonstration. Soit (U j) j∈J une famille d’ensembles
ouverts recouvrant [a1,b1]× [a2,b2] et posons

I = {x ∈ [a2,b2] : [a1,b1]× [a2,x]⊂ ∪ j∈J′U j (1)

pour un ensemble fini J′ de J}.

Pour j ∈ J, posons Ω j = {x : (x,a2) ∈ U j}. On
constate trivialement que (Ω j) j∈J est une famille d’en-
sembles ouverts recouvrant [a1,b1]. Par conséquent, vu
le Théorème V.1, il existe une partie finie J′ de J telle
que [a1,b1]⊂ ∪ j∈J′Ω j. On a donc [a1,b1]× [a2,a2]⊂
∪ j∈J′U j, ce qui implique a2 ∈ I.

Montrons que I est un intervalle. De fait, si x0
et x sont deux nombres tels que a2 ≤ x ≤ x0 avec
x0 ∈ I, il existe une partie finie J′ de J telle que
[a1,b1]× [a2,x0] ⊂ ∪ j∈J′U j. On a dès lors [a1,b1]×
[a2,x]⊂ ∪ j∈J′U j, ce qui suffit.

Montrons que I est fermé. Soit x0 un nombre réel
tel que [a2,x0[ est inclus dans I. Pour tout x ∈ [a1,b1],
il existe jx ∈ J, un nombre cx < x0 et un intervalle
ouvert Ix comprenant x tels que Ix × [cx,x0] ⊂ U jx .
Puisque (Ix)x∈[a1,b1] est un recouvrement ouvert de
[a1,b1], il existe un nombre fini de points x1, . . . ,xm ∈
[a1,b1] (m ∈ N∗) tels que [a1,b1] ⊂ ∪m

k=1Ixk . En par-
ticulier, pour J′ = ∪m

k=1{ jxk}, on a [a1,b1]×{x0} ⊂
∪ j∈J′U j. En posant xs = max{cx1 , . . . ,cxm}, on obtient
[a1,b1]× [xs,x0] ⊂ ∪ j∈J′U j. Cela étant, puisque xs ap-
partient à I, il existe une partie finie J′′ de J telle
que [a1,b1]× [a2,xs]⊂ ∪ j∈J′′U j. Au total, on a obtenu
[a1,b1]× [a2,x0] ⊂ ∪ j∈J′∪J′′U j, ce qui prouve que x0
appartient à I.

Montrons enfin que l’on a I = [a2,b2], ce qui sera
suffisant pour conclure. Supposons avoir I = [a2,x0],
avec x0 < b. Comme à l’étape précédente, pour tout x ∈
[a1,b1], il existe jx ∈ J, un nombre cx > x0 et un inter-
valle ouvert Ix comprenant x tels que I j × [x0,cx]⊂U j.
Il existe donc un nombre fini de points x1, . . . ,xm ∈
[a1,b1] (m ∈ N∗) tels que [a1,b1]× {x0} ⊂ ∪ j∈J′U j,
avec J′ = ∪m

k=1{ jxk}. En posant xm = min{cx1 , . . .cxm},
on obtient [a1,b1]× [x0,xm] ⊂ ∪ j∈J′U j. Maintenant,
si J′′ est une partie finie de J pour laquelle on
a [a1,b1]× [a2,x0] ⊂ ∪ j∈J′′U j, on obtient [a1,b1]×
[a2,xm]⊂∪ j∈J′∪J′′U j et donc xm ∈ I, ce qui est absurde.

Remarque VI.2. On peut aisément modifier la précé-
dente démonstration pour montrer que les pavés fermés
de Rn sont compacts, par récurrence. Il faut remplacer
la définition (1) de I par

I = {x ∈ [an,bn] :
n−1

∏
k=1

[ak,bk]× [an,x]⊂
⋃
j∈J′

U j

pour un ensemble fini J′ de J}.
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