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1. INTRODUCTION

1.1 Définition et buts de I’optimisation topologique des structures
On peut scinder les techniques d’optimisation structurale selon la nature des donnée que ’on

modifie. Historiquement, chaque type de données a été abordée par I’optimisation selon un ordre
croissant de difficulté et de généralité (voir figure 1).
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Figure 2 : Les 3 classes de probléemes d’optimisation
des structures. (a) Dimensionnement (b) Forme (c)
Topologie

Le dimensionnement automatique des structures (figure 1-a) ne permet de modifier que la section
droite ou I’épaisseur transversale des composants d’une structure dont-la forme et la topologie sont
fixées. Aucune modification du modele géométrique n’est possible.

L’ optimisation de forme (figure 1.b) admet des changements de forme compatibles avec une topologie
fixée au préalable. L’optimisation de forme classique modifie la représentation paramétrique des
frontieres du domaine. En faisant bouger les frontieres des domaines, on peut rechercher une meilleure
solution parmi 1’ensemble de toutes les structures obtenues par transformation homéomorphe de la
structure originale. Dans ce cas, il est clair que 1’on peut admettre un changement des dimensions
transversales aussi bien qu’une modification de la configuration de la structure, mais il n’est
certainement pas permis d’altérer la connectivité ou la nature des membres stnicturaux.

Enfin, I’ optimisation topologique (figure 1-c) permet de modifier plus fondamentalement la nature de
la structure. Cette fois, la géométrie de la piéce est envisagée sans aucun a priori sur la connectivité
des domaines ou des membres structuraux présents dans la solution. Optimiser la topologie conduit
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naturellement 2 déterminer d’une certaine maniére la forme ou les dimensions transversales optimales
de la structure, de sorte que certains auteurs lui attribuent aussi le nom d’optimisation de Jorme
généralisée.

De fagon générique, le terme de topologie dérive du mot anglais "topology" ot il désigne la géométrie
de position ou de situation, encore appelée "analysis situs" par Poincaré. En mathématiques, ce mot
désigne "la partie de la géométrie qui étudie les propriétés qualitatives et les positions reldtives des
étres géométriques, indépendamment de leur forme et de leur grandeur". Pour le mécanicien, la
topologie d’une structure recouvre 1’ordonnancement de ses membres et de ses joints structuraux ou
encore la connectivité du domaine occupé par la matidre et donc, par corollaire, le nombre et la
position des perforations du domaine. Parfois, il est d’usage d’appeler topologie d’autres donnees
d’arrangement relatif comme la séquence d’empilement de plis dans un laminé.

La topologie d’une structure étant une des prerniéres décisions du processusde conception, on dispose,
a ce moment, de peu d’informations; on ne connait souvent que certaines sollicitations prédominantes
d’un coté et les fixations possibles de lautre. Dés lors, dans de nombreuses applications,
I’optimisation topologique a pour but de déterminer la nature et la connectivité des éléments
constitutifs d’une structure dans un probléme ot seuls les condltlons aux hmltes et le domaine spatlal
ou il est possible de placer la structure, sont spécifiés. :

La topologie nécessite une approche différente selon que I’on ait formulé ou non des hypothéses
complémentaires sur la nature de la solution. Le probléme de topologie se pose en des termes
différents selon que I’on présuppose une modélisation en membres structuraux discrets (généralement
unidimensionnels : poutres, barres) ou bien continus (structures bidimensionnelles et
tridimensionnelles : volumes, coques, plaques, membranes). Si la structure a été préalablement
discrétisée avec des poutres ou des barres, la notion de topologie regroupe ’ensemble des données
2concernant "I’ordonnancement"” et la connectivité de ses membres ou de ses joints structuraux.
L’optimisation consiste alors a extraire d’un ensemble prédéterminé de membres structuraux potentiels
reliant un réseau de joints structuraux et couvrant le domaine de conception, appelé univers structural,
un sous-ensemble optimal de composants destinés & former la structure recherchée. La figure 3
présente le probléme d’une structure en porte-a-faux, souvent connu sous le nom de probléme de
Michell. Le domaine rectangulaire est chargé dans son coin inférieur droit tandis que tous les noeuds
du c6té gauche sont fixés. La figure 4 présente I'univers structural et le sous-ensemble de barres
formant le treillis optimal obtenu par Beckers et Fleury (1994).

L’ optimisation topologique des milieux continus que nous considérons ici ne fait aucune hypothése
préalable sur la nature des composants structuraux de la solution. Le domaine disponible est un milieu
continu et on désire en extraire un sous-domaine occupé par la structure. Dans une procédure de
_ résolution numérique, le domaine de conception est "discrétisé" en éléments finis, mais il n’est pas
naturellement discret comme 1’univers structural. Au départ, on n’introduit donc aucuneé restriction sur
la nature de la solution. De méme, a priori, on ne choisit pas le type d’éléments structuraux de la
solution (barres ou poutres). Bien au contraire, la forme, le type ainsi que les dimensions transversales
des composants structuraux présents dans la structure optimale sont suggérés par le résultat du
processus sans spécifier en aucune maniére une représentation paramétrique de la forme ou des
dimensions de la structure. L’approche "milieu continu", permet de varier la connectivité du domaine,
de séparer ou de réunir des domaines structuraux, de générer ou de réduire des domaines constitutifs
en vue d’en dégager la silhouette idéale. Comme nous le verrons, le probléme continu est généralement
traité sous la forme d’une répartition optimale de la matiere disponible. Pour déterminer
numériquement la distribution de matiére, on recouvre le domaine disponible avec un maillage. Le
sous-domaine réellement occupé par le matériau s’obtient en optimisant la densité locale au sein de
chaque élément. La figure 5 montre la discrétisation en éléments finis et la distribution de matiére
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optimale obtenue pour un probleme équivalent au treillis de Michell (figure 4). Le noir représente le
solide et le blanc, le vide. Le volume de matiére admissible vaut, cette fois, 50% de celui du domaine
de conception. Comme on le voit, les solutions de type treillis ou membrane peuvent s’interpréter de
fagon identique.

Figure 3: Définition du probléme de
Michell
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Figure 5 : Optimisation de la topologie par 1’approche "milieu contini"
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La topologie abordée sous le biais d’une approche des milieux continus tient compte de la
concentration de contraintes entre les membres structuraux, ce qui est totalement ignoré par la
modélisation en treillis. Ceci conduit & une coalescence des fins réseaux de barres. On peut cependant .
démontrer (Bendsge et Haber, 1993) que I’approche treillis est un cas limite de I’approche des milieux
continus lorsque la fraction de matiére a redistribuer tend vers zéro.

1.2 Position du probléeme

Avec les techniques d’optimisation de forme et de dimensionnement, on est contraint de rester dans
une classe de solutions fixées par le choix de la topologie initiale. En effet, par simple transformation
homéomorphe du domaine, il n’est pas possible de sortir de la classe de solutions fixées au départ.
Pour s’affranchir du choix préalable d’une topologie initiale, Bendsge et Kikuchi (1988) ont proposé
de transformer le probléme de conception en un probléme de distribution de matiére.

Figure 6 : Définition du probléme de topologie

Hélas, lorsqu’on I’envisage sous forme discréte (présence ou non de matériau), le probléme de
répartition optimale de matériau n’est pas un probléme bien posé. Les solutions numériques calculées
dépendent des maillages utilisés. Comme on peut le constater sur I’exemple des figures 6 et 7. Dans
la premiére distribution de matiére, on distingue une structure en demi-cercle qui s’appuie sur les
fondations. Quatre rayons la relient 4 la charge. La seconde distribution n’est pas la premiére carte de
densité dont la résolution aurait ét¢ améliorée par le raffinement du maillage. On voit toujours la
structure en demi-cercle, mais on compte sept rayons. Les fopologies des deux solutions sont donc
différentes. Si on raffinait progressivement le maillage, on verrait apparaitre un nombre de plus en plus
grand de rayons et on atteindrait la solution de Michell (1904) composée d’un nombre infini de rayons.

Le deuxiéme fait intéressant est [’apparition spontanée de zones oil le vide et le solide se mélent a la
maniére d’un matériau composite. La solution tend a recréer au niveau du maillage macroscopique
une sorte de microstructure. Ceci peut étre compris physiquement. Si on est prét 4 introduire un
nombre de plus en plus grand -de trous en augmentant le raffinement du maillage, on doit &tre prét 4
considérer aussi la limite des distributions de matériaux, c’est-a-dire des distributions de matériau
composite orthotrope poreux. Ce type de solution est, cependant, naturel et les exemples ne manquent
pas pour illustrer ce concept d’une manidre intuitive. Prenons 1’exemple d’un domaine rectangulaire
soumis a des forces de traction appliquées uniformément sur deux de ses c6tés. On recherche la forme
optimale de la structure permettant de relier les deux faces opposées sollicitées. Le volume de matitre
est borné & 50 % du volume du domaine de conception. Le solide de base est un matériau isotrope.
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Figure 8 : Non-convergence de la solution numérique
vis-a-vis du choix du maillage

Si on accepte de rechercher la solution parmi I’ensemble des structures possédant un nombre infini
de perforations, la configuration optimale est celle ol le domaine entier est recouvert par une infinité
de fibres alignées perpendiculairement aux faces chargées, avec une proportion de vide et de solide
donnée par la borne sur le volume de matiére admissible. La structure optimale n’appartient plus aux
structures conventionnelles formées de matériaux isotropes. En effet, bien qu’au niveau microscopique,
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la structure soit constituée de deux matériaux isotropes distincts, au niveau macroscopique,

unidirectionnelles. D’un point de vue géométrique, le périmétre des solutions augmente avec le nombre
de trous, pour tendre vers I’infini lorsque le nombre de trous devient lui-méme arbitrairement grand.

Figure 9 : Exemple de structure optimale orthotrope obtenue 2 partir
d’une distribution de matiére isotrope

En conséquence, il est normal de travailler a priori avec la classe de tous les matériaux composites
poreux réalisables a partir de vide et du matériaux de base.

On peut montrer aussi que I’introduction de ces matériaux composites est suffisante pour assurer
I'existence et I'unicité de la solution. On parle de relaxation du probléme de conception.

Niveau microscopique

Microstructure

Homogénéisation

Propriétés effectives

-

Niveau macroscopique

Densité variable

Figure 10 : Processus de régularisation du ‘probléme de
topologie
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Il est encore important de modéliser et de calculer les propriétés effectives de ces matériaux
composites poreux avec une microstructure. Cette tiche fait I’objet de la théorie de I’homogénéisation
(Sanchez-Palencia, 1980, Bensoussan et al., 1978, Bergman et al., 1983). On est alors & méme de
générer la relation fonctionnelle qui donne les raideurs effectives en fonction des parameétres de densité
locale. 1 est important de voir que I’utilisation des propriétés homogénéisées est consistante avec la
formulation discréte du probléme de topologie, car elle permet de considérer le comportement
macroscopique moyen de la structure lorsque le nombre de trous augmentent et que parali¢lement leur
taille diminue.

En pratique, il est impossible de considérer toutes les microstructures poreuses. Aussi, dans un calcul
numérique, on choisit une famille de microstructures que 1’on peut décrire en fonction d’un nombre
fini de paramétres microgéométriques qui constitueront les variables de conception du probléme.
Comme le matériau est orthotrope, il faut également considérer parmi les variables de conception,
I’angle d’orthotropie qui a une influence importante sur la raideur locale. Au niveau microscopique,
on considére une microstructure poreuse de paramétres a déterminer. Le processus d’homogénéisation
‘permet de connaitre les propriétés équivalentes du matériau poreux. Au niveau macroscopique, le
probléme de conception se traite alors comme une répartition de matériaux de densité variable.

Figure 11 : Introduction de microstructures et de micro-
perforations ‘

L’introduction de matériaux composites poreux présente également 1'avantage de transformer le
probléme de conception en une distribution de matériau poreux de densité variable entre le vide et le
solide. Ce probléme d’optimisation ressemble formellement & un probléme de dimensionnement dans
les variables de porosité et d’angle.

1.3 Formulation du probleme de topologie

Bien que le probléme de topologie puisse étre transformé en une sorte de dimensionnement de densité
variable, le probléme reste difficile & résoudre. Un calcul précis des contours de la distribution de
matiére demande des maillages fins et, donc, un trés grand nombre de variables de conception. La
résolution du probleme est cofiteuse.
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Le probléme de compliance minimale

Par conséquent, le probléme de topologie est étudié sous une forme relativement simple afin de réduire
au plus possible les efforts de calcul. Jusqu’a présent, le probléme de la structure de topologie optimale
est souvent étudié suivant un critére de raideur maximale. Le critére de raideur moyen adopté est celui
de I’énergie potentlelle des charges extérieures encore appelé compliance.

Si g désigne les charges extérieures, ¢ les déplacements généralisés, K la matrice de raideur, V le
volume de matiére, g le vecteur des variables de microstructure, et 0 les angles d’orthotropie, le
probléme s’écrit :

B8 - (1)
S.t. V<V
Kq=¢g

oil le volume est cla331quement défini par I'intégrale de la densité locale p(x) sur le volume de
référence :

v:Lp@dQ=;pJ; @

Si le choix du volume comme fonction de coiit est relativement naturel, il n’est pas toujours aussi
facile de comprendre le choix de la compliance. Celui-ci se justifie surtout par I’efficacité et la
simplicité de son analyse de sensibilité.

Probléme avec périmetre borné

Si le probléme de conception n’est pas relaxé ou suffisamment relaxé par I’introduction d’une
microstructure adéquate, Ambrosio et Buttazzo (1993) ont démontré que probléme redevient régulier
si ’on ajoute une pénalisation sur le périmétre de la distribution de matiére. Ceci signifie que si le
probléme est résolu sous forme discréte ou bien si on emploie une microstructure suboptimale qui ne
relaxe pas assez le probléme, une borne sur le périmétre constitue un moyen pour assurer la stabilité
de la solution (avec le maillage par exemple).

Si P désigne le périmétre, le probleme de raideur maximalé avec un volume et un périmeétre borné
s’écrit :

min g'q
®n,0
s.L. V<V 3
P<P
Kq=¢g

Si la densité est variable, Haber, Jog et Bendsge (1994) proposent de remplacer la notion élémentaire
de périmétre par la notion de la variation totale de la fonction de densité p. Cette derniére mesure
converge a la limite vers la valeur du périmetre géométrique lorsque le volume de matiére de densité
intermédiaire O0<p<1 tend vers zéro. La variation totale d’une fonction scalaire peut encore s’écrire
comme I’intégrale du module de son gradient. Cette fonction n’est pas dérivable et on la remplace par
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I’approximation suivante, valable pour une fonction de densité continue par morceaux :

P(p) = f ‘/VpTVp-k dQ + f\/(p)2+e -e dl' @)

O\Ty

I‘j désigne 1’ensemble des points ol 1a densité p subit une discontinuité. (p) est le saut de densité p
atravers I;. Le paramétre € garantit la différentiabilité de la fonction périmetre; il s’agit d’un nombre

petit mais positif 0<e<1.Le paramétre h représente une dimension caractéristique du maillage tel que
le diametre d’un élément fini.

Pour une densité constante par éléments finis, le périmétre est évalué en calculant les sauts de densité
au travers des interfaces entre les éléments. Si le probléme est plan, 1’expression du périmétre ne fait
intervenir que le saut de densité aux interfaces des éléments :

P=Y1(feRe - ®)
2 |

ol (p), est le saut de densité a travers I'interface k de longueur [, Comme la forme analytique est

relativement simple, il est aisé de déterminer la dérivée du périmétre si on connait la sensibilité des
densités d’élément.
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Figure 12 : Influence du nombre de perforations sur le périmetre

On peut comprendre facilement le rdle. de la contrainte sur le périmétre. Le probléme est régularisé
en excluant, de I’espace de conception, les oscillations et' les variations a haute fréquence de la
fonction caractéristique de la distribution de densité. La figure 11 présente trois solutions avec le méme
rapport vide-solide. Les perforations en nombre croissant présentent la méme surface totale. Le
périmétre total de la solution augmente avec le nombre de trous et, de maniére équivalente, il décroit
avec leur taille. Cet exemple élémentaire montre que les solutions avec une faible valeur du périmétre
possédent des trous de grande taille tandis que des distributions de densité qui oscillent rapidement
sur I’espace, introduisent un grand périmétre. Si la distribution de matiére donne lieu a I’apparition
d’une microstructure au niveau du maillage macroscopique, le périmétre total augmente. A la limite,
lorsque la taille des perforations devient de plus en plus fine, le périmétre de la solution devient infini.
Il est évident qu’une borne finie sur le périmétre de la solution exclut les distributions de
microperforations de 1’espace de conception. En outre, la valeur du périmétre maximal autorise un
~ contrdle sur le nombre et la taille des trous présents dans la topologie optimale, sans pour autant
influencer leur forme propre et leur disposition relative.
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Haber et al. (1994) et Duysinx (1996) ont montré que cette approche était plus intéressante pour

I'ingénieur. On peut introduire, en toute rigueur, une pénalisation importante des densités
intermédiaires, ce qui améliore la séparation entre les zones de vide et de solide. De plus, le périmétre
permet de contrdler le nombre et la taille des perforations et des membres structuraux. Généralement,
les solutions que I’on obtient sont directement transcriptibles en une conception pragmatique. Il est
facile d’en déduire un modele CAO en vue de poursuivre le processus de conception avec une
optimisation de forme ou de dimensionnement.

Le traitement de plusieurs cas de charge

Considérons une structure sollicitée par des chargements en nombre nc. Notons les grandeurs relatives
a chaque cas de chargement par un indice supérieur. Le cas de charge k (k=1,. nc) est caractérisé par

165 charges g* qiii donnent lien aux déplacements g* et 3 la compliance g*.g*

Diaz et Bendsge (1992) proposent de minimiser une combinaison linéaire convexe des compliances
relatives a chaque sollicitation pour un volume de matiére donné :

min Ewg .q* , _
T B (6)

avec . VsV '
.Kq* =g*¥ (k=1,nc)

Pour notre part, nous préférons recourir 4 une formulation de type "min-max" qui correspond a prendre
en compte la souplesse la plus défavorable :

min max gk.q*
K,0 k=1,nc (7)
avec . VsV

.Kq* =g* (k=1,nc)

Le probléme de résistance .

La structure de topologie optimale pourrait Teposer sur le respect d’un critére local de rupture ou de
plastification de la matiére. On pourrait concevoir que la structure de meilleure topologie soit celle qui
uniformise I’état de tension sur le domame de conception. Supposons que I’on puisse définir un critere

de contrainte local caractérisé par une contrainte équivalente &, le probléme de conception serait la
recherche de la distribution de mati¢re qui réduirait le maximum de cette contrainte équivalente pour
un volume de matiere donné :
min  max &(x)
u,0 VxeQ
=~ , ®)
avec . VsV o
.Kq=¢g

La premiére difficulté qu’il convient de résoudre dans ce cas est de définir un critére de contrainte
locale de fagon adéquate. A ce jour, la définition d’un crittre macroscopique objectif n’est pas
disponible. On peut néanmoins démontrer (Bendsge, Diaz et Kikuchi, 1993, Rozvany, 1995) que pour
un seul cas de charge, la topologie obtenue avec un critére de tension est identique (2 un facteur
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d’échelle prés) a celle obtenue pour le probléeme de compliance. Par contre, la topologie peut étre
modifiée si on considére simultanément des restrictions de tension et de souplesse ou si on considére
plusieurs cas de chargement.

Probléme des vibrations libres

La prédiction de la topologie des structures peut étre examinée sous son aspect vibratoire. Dans bien
des situations, le comportement vibratoire d’un composant mécanique est primordial. Lorsqu’il est
confronté a ce type de probléme, I'ingénieur est, par exemple, amené a relever la fréquence propre
fondamentale d’une structure. Le probléme de conception peut aussi se poser en termes de
relocalisation du comportement fréquentiel afin d’exclure certaines bandes de fréquence. Le choix
d’une topologie structurale appropriée ou du renforcement optimal d’une piéce existante est une
question d’un intérét pratique crucial & laquelle I’optimisation topologique peut apporter une réponse |
originale.

On considére par exemple le probleme du relévement du comportement fréquentiel de la structure :

max min oF
©,0 k=1,nc _ (9)
avec VsV

(E-w’M)q =0

Ce type de probléme est traité d’une maniére fort semblable aux problémes de compliance. On
remarquera cependant que ce sont les problémes de renforcement optimal qui sont les mieux
conditionnés.

1.4 Exemple : naissance d’une topologie

Le probléme de conception est inspiré d’un probléme de dimensionnement de treillis 3 barres sous
trois cas de charge résolu par Sheu et Schmit (1972) et ensuite adapté a la topologie par Fukushima,
Suzuki et Kikuchi (1993). On désire savoir si la configuration avec trois bars est bien la configuration
optimale pour ce treillis.

Commme on le voit & la figure 13, le domaine de conception est un rectangle de dimensions 2x1m
capable de contenir le treillis trois barres de la structure originale. Une des longueurs est encastrée
tandis que les différents cas de charge sont appliqués au centre du c6té opposé. L’intensité des efforts
appliqués vaut respectivernent P,=20 N, P,=30 N et P,=40 N.

On choisit une loi de raideur-densité trés simple dans laquelle la pénalisation des densités

intermédiaires est réalisée par une fonction de type puissance: E = p?E° et p = p p°. Le matérian
choisi est un matériau standard de type acier : E’=100. GPa et v=0.3.

On minimise la compliance maximale sur les trois cas de charge. Le probléme est mis sous sa forme
différentiable. Sous cette forme, le probléeme d’optimisation comprend quatre contraintes et la
résolution peut étre abordée sans difficulté avec I’optimiseur CONLIN (Fleury 1989b, 1991b). Dans
le sous-probléme d’optimisation, chaque compliance est remplacée par un développement mixte
CONLIN. Comme le matériau est isotrope, il n’y a pas de variable d’angle d’orthotropie et le
probleme de I’ orientation optimale est évité, sans nuire a la qualité du résultat comme nous le verrons.
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Figure 13 : Probléme de topologie correspondant au treillis 3 barres

La figure 14 présente I’évolution des fonctions objectifs an cours des itérations, alors que la figure 15
donne la modification des variables de conception entre deux itérations au cours du processus
d’optimisation. La figure 16 montre 1’évolution de la distribution de densité au fur et 2 mesure que
I’optimisation progresse. Dans les premiéres itérations, c’est le cas de charge 3 qui posséde la force
d’intensité la plus importante et qui est prédominant. Ensuite, I’écart entre les trois compliances se
réduit fortement et dés la dixiéme itération environ, les compliances des cas de charge 2 et 3 sont
quasi égales et elles deviennent simultanément actives dans le probléme de conception. Quant 4 la
compliance du premier cas de charge, elle est légérement inférieure a celle des deux autres. Aprés
avoir influencé la distribution de densité au cours des premiéres itérations, elle n’intervient plus dans
la distribution finale. L’enveloppe du maximum des compliances suit une évolution relativement douce.
Par contre, comme on le voit aux itérations 4 a 8, la courbe de chaque compliance est plus accidentée.
Apres I'itération 20, la valeur des compliances reste quasi stationnaire. A contrario, la courbe
d’évolution de la modification des variables de conception diminue lentement et de maniére parfois
saccadée. :

La distribution de matiére optimale corréspond 2 un treillis ‘2 barres; la barre A3 qui est alignée sur
le premier cas de charge a disparu. La modification de topologie du treillis 3 barres aurait été
impossible par un procédé d’optimisation des dimensions transversales des barres. L’ optimisation
topologique suggére non seulement d’enlever une barre, mais elle donne aussi une estimation des
sections transversales des €léments. En premiére approximation, on voit que la section Al est 5 fois
plus importante que la section A2.

La présence de la béquille entre les 2 barres est apparue aprés I'itération 15: Il semble qu’elle se soit
formée avec le "nuage" de matiére poreuse qui se trouve entre les 2 barres. Il est donc probable que
cette barre soit le reflet d’un optimum local.
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Figure 14 : Courbes d’évolution des fonctions objectifs

Modification des variables de conception entre deux itérations
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Figure 15 : Modifications des variables de conception entre deux itérations
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Figure 16 : Evolution de la distribution de densité au cours du processus d’optimisation
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2. HOMOGENEISATION DES MICROSTRUCTURES POREUSES

2.1 Position du probleme

A une échelle suffisamment petite tous les corps sont hétérogénes et formés de différents constituants.
cependant, si I’échelle & laquelle 1’on se place est suffisamment grande comparativement a la
microstructure et si I’on peut tronver une échelle intermédiaire ot I’on peut dégager des éléments de
volume de référence pour pouvoir effectuer un calcul de moyenne statistiquement valable, alors on
peut homogénéiser le corps, c’est-a-dire le remplacer par un corps homogeénes de propriétés effectives
équivalentes au composite réel.

3 €élément de volume représentatif
dimension caractéristique pour un caleul de moyenne

Phase 2 Phase 1

Figure 17 : Homogénéisation d’un matériau

Le probléme qui nous préoccupe est de pouvoir modéliser les propriétés de solides micro-perforés.
L’introduction de microstructures de porosité variable nécessaires au probléme de topologie souléve
trois difficultés :

. on doit disposer d’un modeéle de microstructure qui permette de générer des matériaux dont
la densité s’étend depuis le vide complet jusqu’au solide vierge;

. il faut pouvoir déterminer les propriétés équivalentes de ces microstructures avec précision;

. il faut déterminer le caractére optimal des propriétés effectives par rapport aux bornes

minimales ou maximales d’origine variationnelle;

Comme les propriétés équivalentes sont fortement dépendantes du modele microstructural adopté, on
étdiera ensuite 1’influence sur la topolégie du choix de telle' ou telle microstructure c¢’est-a-dire de la
relation fonctionnelle entre la raideur et la densité.

2.2 Résumé de la théorie de I’homogénéisation des microstructures périodiques

La théorie de I’homogénéisation des microstructures périodiques occupe une telle place en optimisation
topologique qu’il est difficile d’éviter d’un procurer au moins un résumé.

On considére un matériau élastique de structure périodique dans I’espace. La microstructure périodique
est formée par la répétition d’un motif identique appelé cellule de base. Localement, ces périodes

s’obtiennent par une homothétie de rapport € (O<e< 1) de I'ouvert ¥=10,Y,[ x]10,Y,[.

Les coefficients élastiques E;u(x) de la structure qui sont de nature périodique découlent de
I’application y - ,.j,d(y) définie sur la cellule de base Y. En général, les coefficients élastiques sont
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donnés_par une fonction _de deux.variables spatiales x et y. La variable x décrit la variation .
macroscopique des coefficients élastiques sur la structure, tandis que la variable y refléte la variation
périodique rapide.

Eju®) = By (%,y=7) (10)

Supposons a présent que la structure soit soumise & des forces de volume et i des tractions de surface

au niveau macroscopique. Le déplacement #®(x) consécutif a I’application de ce chargement subit lui
aussi une composante de variation rapide. On développe la solution en série de puissances du
parametre € :

u = u(xy) + e ul(xy) + € BP®Y) + ..., y=i:— (1D

On peut montrer que le terme u#® ne dépend pas de la variable rapide y. Il représente le champ de
déplacement macroscopique moyen. On démontre également que ce champ de déplacement est celui
que I’on obtient en appliquant les forces de volume et les tractions de surface & un corps équivalent,
dont les propriétés élastiques homogénéisées sont données par :

H
1 ox,
Exx)y= — [E.-E. ™ gy (12).
'Jkl( ) |Y| { i ~ijpm aym,

Les champs x® de déformations élémentaires de la cellule de base sont les solutions Y périodiques
du probléme sur la méme cellule de base Y :

fE,,pmay ay ) ar - [ a“")dy eV, a3)

Y

oll les champs veV,, sont des déplacements virtuels, Y-périodiques et cinématiquement admissibles.

Pour un probléme spatial complet, le calcul des coefficients homogenelses dernande la résolution de
6 problémes sur la cellule élémentaire. Un probléme en étaf. plan n’en introduit que 3. La résolution
de ce probleme n’est cependant pas chose aisée et il est exceptionnel de trouver une solution
analytique. Il est dés lors courant de recourir & une solution numérique telle que la méthode aux
éléments finis.

2.3 Quelgques microstructures utilisées en topologie

A/ Matériaux feuilletés de rang 2

Les matériaux feuilletés de rang N sont particuliérement important en topologie, car Avellaneda (1987)
a montré qu’ils constituaient une famille optimale pour le probléme du G-closure de 1’énergie de

déformation. En d’autres mots, pour chaque déformation, il existe un matériau feuilleté de rang N (N
fini) qui soit le plus raide que I’on puisse créer avec une proportion donnée de vide et de solide. Pour
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le probléme plan et un seul cas de charge, on démontre que la classe des matériaux de rang 2 est
suffisante.

La construction des matériaux feuilletés de rang N se réalise de maniére récursive a partir du solide

de base et d’un matériau feuilleté de rang N-1. L’assemblage feuilleté de lamelles des deux
constituants donne lieu au matériau de rang N.

y2 Y

=

7

3 R
2
§\\\ R RHHEHIR

AN
NN

-
\

E+,v E-,v

Figure 18 : Cellule de base d’un matériau feuilleté de rang 1

Le matériau de rang 1 s’obtient en étalant des bandes de solide et de vide dont les épaisseurs relatives
sont y et 1-y. Exceptionnellement, la théorie de 1’homogénéisation peut &étre appliquée de manicre
analytique et Bendsge (1989) a montré que 1’on obtient la formule d’homogénéisation suivante :

1 -1 E 1 -1
1111 1111 11
2 _
Epn = M(Eyy) - M{Ezz“) + M(___Em]r M( 1 )} 1 (14)
= 2222 .
E\ En Ein
1 -1
Elglz = {l"{ )]
- Ep

ol M (f) désigne la moyenne d’une fonction f sur la cellule de base :
1 .
M) = T [ fo ay (15)
Y

Si on applique cette formule & un assemblage de bandes de vide et de solide, on obtient en état plan
de tension :

0 0 0
D% =0 yE* 0 (16)
0 0 0

Par construction, le matériau de rang 2, s’obtient en associant des bandes de matériau de rang 1
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d’épaisseur 1-u et de bandes de solide d’épaisseur u comme indiqué sur la figure 19.

B 1-p 1 Yy

Figure 19 : Cellule de base d’un matérian feuilleté de rang 2.

Par application récursive des formules d’homogénéisation, Bendsge (1989) a montré que les propriétés
effectives de ce matériau sont le suivantes :

5 ' RYV 0
DE(y,p) = = kY p-pd-1)) 0
_ _ 1
(I-p)+py(d-v9 0 0 0 an
p=(y+p-yp) p°

Remarquons immédiatement que ce matériau ne posséde aucune raideur en cisaillement et qu’il est
donc instable pour tout chargement dont les contraintes principales ne seraient pas alignées avec les
directions d’orthotropie c’est-a-dire les directions des étalements. Ce matériau est cependant la famille
optimale pour le probléme de compliance minimale sous un seul cas de charge.

Pour comparer la non linéarité de cette loi d’homogénéisation, on définit le concept de matériau
pseudo-isotrope de rang 2 dont les raideurs selon les deux directions d’orthotropie sont identiques : -

D,,=D,, . Bien que ce matériau ne soit pas un matériau isotfope, on peut définir un matériau isotrope
fictif équivalent en extension dont les modules de Young et de Poisson sont donnés par :

E--% g , y-_3%_, 6 s5-8 (18)
p
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La figure 20 montre la non linéarité des raideurs en fonction de la densité.
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Figure 20: Non-linéarité des matériaux feuilletés de rang 2 et de rang 1

En conclusion, la raideur des laminés de rang 2 est donc linéaire a faiblement non linéaire en la
densité. Pour les matériaux pseudo-isotropes, les relations raideurs-densités montrent que les densités
intermédiaires se trouvent (faiblement) pénalisées.

B/ Loi artificielle de type puissance avec pénalisation des densité intermédiaires (SIMP)

Le modele des épaisseurs généralisées ou matériau SIMP (Bendsge, 1989, Mlejnek, 1993, Zhou et
Rozvany, 1991) est une relation raideur/densité trés simple dans laquelle la raideur dépend d’une
certaine puissance p d’une variable p de simili densité.

E(x) = p(y E°

p(x) = p&) p°
O<pu@)<l et p>1

(19)

La loi d’homogénéisation est donc supplantée par une loi de raideur arbitraire que I’on peut interpréter
comme une approximation différentiable du probléme discret [0:1]. Cette loi différentiable permet
d’introduire facilement I’existence de densités intermédiaires entre le vide et le solide, tout en
pénalisant les matériaux poreux. La loi présente également formellement une raideur semblable a un
probléme de plaque d’épaisseur variable. :

Pour pénaliser les densités intermédiaires, on augmente graduellement la valeur de p avec évidemment
p>1. On conseille p=2 ou p=3 voire p=4. Le choix p=2 génére généralement des structures comprenant
des armatures et des zones membranaires diffusant le cisaillement par exemple. Le choix p=3 ou p=4
aboutit plutdt & des topologie de type vide-solide. La figure 20 ci-dessous montre I'influence de
I’exposant p sur la pénalisation des densités intermédiaires. On y voit comment les matériaux SIMP
donnent lieu 2 une raideur déraisonnablement faible pour un cofit en volume donné. La matiére aura
tendance & ne former que des régions de vide ou de solide pour former la structure la plus efficace
possible. On peut montrer que les matériaux pseudo-isotropes de rang 2 correspondent -
approximativement & un exposant p = 1.6.
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Cette loi SIMP est trés facile et trés intéressante pour les applications pratiques. Il ne faut toutefois
pas oublier qu’il n’y a aucun fondement microstructural et que la relaxation du probléme n’est que
partielle de sorte que les résultats numériques peuvent dépendre du maillage.

Rigidité relative EfEO
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0.9
08 |
v Matériau de rang-2
07 | pseudo-isotrope
0.6 o SIMP p=2
05 b » SIMP p=4
04 b
03 4
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02 | N0
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01 ¥ o
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Figure 21 : Différentes lois SIMP : p=2, p=4

C/ Loi des inclusions sphériques

Le modgles de sphéres composites de Hashin (1962) est un des plus ancien modéles microstructures
capable de tenir compte de micro-inclusions en fraction volumique quelconque.

Ce modele considére des particules
sphériques, de tailles graduellement
décroissantes, baignées dans une matrice
continue. La distribution des différentes
tailles de sphére n’est cependant pas
aléatoire, mais au contraire, elle suit des
caractéristiques bien déterminées par la
construction du modeéle. A cette fin, on
considére une collection de sphéres
composites, toutes constituées d’un coeur
sphérique, la particule, et d’une couronne
concentrique, la matrice. Il est supposé, par
construction, que le rapport "a/b" entre les Figure 22 : Modgle des sphéres composites

rayons des particules et des couronnes est

identique pour toutes les sphéres

composites et cela, quelle que soit leur taille. Le corps de volume V ou de surface S est rempli
progressivement par des sphéres composites de tailles décroissantes jusqu’a l'infini. Celles-ci ne se
recouvrent pas, mais elles sont en contact tangentiel les unes avec les autres. On peut montrer que I’on
peut remplir de maniére dense tout le volume ou toute la surface disponible sans créer de double
recouvrement.

Le matériau étant macroscopiquement isotrope, il est complétement décrit par son module de
compressibilité cubique et son module de cisaillement.
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Le module de compressibilité effectif x*

En état de contrainte hydrostatique, chaque sphére composite se comporte comme une sphére

homogéne de module de compressibilité k*. Ainsi, on peut remplacer la sphére composite par une
sphére de matériau équivalent sans perturber 1’état de tension dans son entourage. Comme ce
remplacement peut étre effectué pour toutes les spheres de différentes tailles, mais de méme rapport
"a/b" et donc ayant le méme module k*, la compressibilité cubique, homogénéisée du composite
entier, est donnée par celle d’une seule sphere. Hashin (1962) a montré que le module de
compressibilité cubique homogénéisé est :

x* L+ (KZ B K1) (4Gl + 3“1) C ‘ (20)
(B, +4G)) - 3(x, - ?‘1) c,

il

ol la ¢, = (af b)® est la fraction volumique des inclusions sphériques.

Hashin a également montré que cette valeur correspondait aux bornes variationnelles du principe
variationel de Hashin-Shtrikmann (1963) pour un composite isotrope. L’assemblage des sphére
composite est donc optimal parmi tous les matériaux composites isotropes pour le module de
compressibilité cubique.

Le module de cisaillement G*

La prédiction exacte du module de cisaillement avec le modele des sphéres composites n’est plus
possible, car une sphére composite en cisaillement ne peut plus étre remplacée par une sphére
homogene sans perturber son voisinage. Il est méme possible de démontrer par la théorie de la G-
convergence que le module effectif réel n’atteint pas les bornes du principe variationnel de Hashin-
Shtrikmann.

Pour déterminer ce module de cisaillement G* avec précision et mettre en évidence une microstructure
éventuelle qui réaliserait les propriétés optimales, on peut utiliser des bornes précises sur les propriétés
telles que les bornes de Hashin (1962) ou de Hervé, Soltz et Zaoui (1991). On peut également recourir
a des modeles approchés parmi lesquels les plus connus et les plus précis sont certainement le modele
a 3 phases ou modéle auto-consistant généralisé de Christensen et Lo (1979) ou la méthode Mori et
Tanaka (1973).

Nous avons comparé la borne de Hervé, Soltz et Zaoui (1991), le modele a 3 phases et la méthode
de Mori et Tanaka pour des inclusions sphériques. La méthode de Mori-Tanaka semble la plus
intéressante pour 1’optimisation topologique car elle restitue une estimation analytique des deux
coefficients de compressibilité cubique et de cisaillement. En outre, ces deux estimations saturent
simultanément les bornes variationelles, ce qui permet de paramétriser les modules de raideur optimaux
dans la classe des matériaux composites isotropes. Si le matériau a une densité moyenne 0, les
inclusions sphériques de vides sont en proportion 1-5, et on a la loi raideur densité selon le modéle
de Mori-Tanaka est la suivante :

. = 4G%%°5
(V] 0
4G° + 3%°(1-5) 21
G°(9%°+8G®) 8

T (97°+8G%)+ (1-8)(6%°+12GP)
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Les modules de Young et le coefficient de Poisson s’ obtiennent alors par simple transformation.

_ G
3y+G 22)

v = 3x-2G

6y +2G

La figure 23 permet de comparer les résultats des trois modeles sur I’évolution du module de Young

effectif et du coefficient de Poisson équivalent. On observe un trés bon accord entre les 3 modeles

pour le module de Young. Le module de Mori-Tanaka est le plus élevé puisqu’il vérifie les bornes de

raideur. La méme constatation de concordance ne peut étre faite pour le coefficient de Poisson qui .
dépend fortement du modele adopté. Pour une faible proportion d’inclusions, les 3 modgles concordent

bien. On voit par contre une beaucoup plus grande dispersion des courbes lorsqu’on se rapproche du

vide complet. La valeur asymptotique pour une densité nulle varie fortement d’un modeéle 2 1’autre,

ce qui traduit le fait que le coefficient de Poisson du vide est arbitraire.

Structure de Hashin : Inclusions Sphériques
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D/ Loi empirique de Halpin-Tsai o £

Soit un composite formé de fibres longues alignées selon la direction L comme montré i la figure 24.
La distribution des fibres selon les directions perpendiculaires T et T est isotrope. Pour décrire les
propriétés effectives de ce type de matériau, on dispose de plusieurs théories.

Modeles analytiques

On trouve plusieurs modeles analytiques pour décrire les matériaux composites a fibres longues. La
description compléte de leurs propriétés mécaniques demande la connaissance de 5 modules
indépendants, les autres se déduisant par des relations algébriques. Les modules E;, v, Gy, et K, se
déduisent d’un modele de cylindre composite analogue bidimensionnel du modéle des sphéres
composites (Hashin et Rosen, 1964). Le module de cisaillement transverse G pose plus de
problémes. On peut en trouver une prédiction satisfaisante par le modgle auto-consistant généralisé ou
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modéle & 3 phases de Christensen et Lo (1979).

Figure 24 : Modgle des cylindres composites

Bornes variationnelles

Sur la base de principes variationnels, Hill (1964) et Hashin (1965) ont dégagé des bornes sur les
modules de raideur. On montre que ces bornes sont réalisées par les prédictions du modeles des
cylindres composites et du modeles a 3 phases évoqués plus haut.

Lois d’homogénéisation empiriques et approchées.

Sur la base de nombreux résultats théoriques et expérimentaux disponibles pour estimer et décrire les
propriétés des composites & fibres unidirectionnelles longues (modéles analytiques, bornes
variationnelles, simulations numériques, résultats expérimentaux...), Halpin et Tsai (1969) ont proposé
des équations destinées a réaliser une formulation synthétique simple. Cette loi empirique propose
d’admettre qu’une bonne approximation des modules effectifs d’un matériau composite unidirectionnel
est donnée par la loi suivante :

» les modules E, et le coefficient v, obéissent a la loi des mélanges :

EL = Efo + Em (I_Vf) (23)
Vo Vy+ v, (1-V)

L]

Vir

» les autres modules E; , G; et v sont donnés par la formiile empirique :

Mo _1+EnV
Mo 1on¥y (24)
MM, - 1
avec 1 = ————
MM, + E

ot M, M; et M,, désignent respectivement le module effectif du composite, le module des fibres et le
module de la matrice. Le facteur £ est une mesure du renforcement (ou de 1’affaiblissement) apporté
" par les fibres. Sa valeur dépend de la géométrie et de 1’arrangement des fibres.-
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Un modele de micro-perforations cylindriques

On imagine maintenant une microstructure dont les perforations cylindriques seraient perpendiculaires
au plan de la structure bidimensionnelle. On suppose alors que dans un souci de généralité que la
raideur effective du matériau poreux est donnée par la loi de Halpin Tsai. Pour des inclusions de vide,
la raideur transversalement 4 ces inclusions est donnée de manigre approchée par la loi empirique de
Tsai et Halpin ou 8 est la densité relative d’inclusions. Le module de Young est donné par la formule
tandis que le coefficient de Poisson est généralement fixé. Quant 4 la masse volumique, elle suit
simplement une évolution linéaire.

£ __88
0 1+E -3
E +§ @5

En jouant sur le paramétre de renforcement &, on retrouve différentes "lois de mélange" qui pénalisent
plus ou moins fortement les densités intermédiaires :

E=0 Loi de mélange paralléle
£ == Loi de mélange série
E=1 Loi de raideur diagonale d’un matériau de rang-2 pseudo-isotrope (D;, = D,,)
g g-«Pp P 1 22
E = _1-v Raideur moyenne d’un assemblage de cylindres composites (analyse élastique).
2(1+v) y g y D y q
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Figure 25 : Influence du paramétre & sur Ia loi de Halpin-Tsai
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E/ Loi de la double microstructure de Hashin

Les micro-inclusions sphériques et les
micro-perforations cylindriques ont les
propriétés mécaniques équivalentes
isotropes. Or, on sait que la solution du
probléme de distribution de matiére est
généralement orthotrope au niveau
macroscopique. Nous proposons donc une
autre approche qui combine les deux
microstructures de Hashin pour donner
naissance a un matériau composite
orthotrope poreux. Comme pour les
matériaux feuilletés de rang 2, sa
microstructure fait appel 4 une construction
a deux niveaux. Au niveau le plus bas, on
construit une matrice poreuse de densité d,
relative connue. Le vide est présent sous forme de micro-inclusions sphériques. Dans un second
niveau, on forme un composite unidirectionnel dont la structure transversale est ordonnancée selon la
seconde structure de Hashin. La matrice est formée du matériau poreux construit dans la premitre
étape. Les fibres sont constituées du solide de référence. La fraction volumique des fibres 6, constitue
le second parametre de la microstructure, de sorte qu’au total, la microstructure est décrite par deux
paramétres comme le matériau de rang 2. Puisque le matériau est orthotrope, les variables de
conception du matériau composite poreux sont au nombre de 3 si on y inclut I’angle d’orthotropie
local.

Figure 26 : Double structure de Hashin

La densité totale du composite est facile & obtenir. Elle est donnée par :

plpy = 6,(1-8,) + &, = 8,+8,-0,8, (26)

Cette expression est identique & la formule de la densité des matériaux feuilletés de rang 2 ou aux
micro-inclusions rectangulaires.

La raideur est plus difficile & obtenir sous forme analytique, mais pour une application numérique, les
coefficients d’élasticité homogénéisés s’obtiennent facilement en utilisant les formules
d’homogénéisation de 1’approximation de Mori et Tanaka pour le premier niveau, et les formules de
Hill et Hashin, pour le second niveau. Pour I’état plan de contrainte, la matrice de Hooke est alors
donnée par :

E v, E
Dy, = ““_"Z_L‘—‘“ D,, = —’—f“é““‘
1-virE.|E; 1-virErE; @7
Er
Dy, = Dgs = Gyp

2

Lorsqu’on représente graphiquement les termes de raideur effective en fonction des paramétres de la
microstructure, on est frappé par la douceur des courbes de la relation fonctionnelle. On remarque
aussi que la double microstructure de Hashin posséde une raideur non nulle en cisaillement. Enfin, on
constate que la présence des fibres de matiére renforce toujours la raideur dans la direction des fibres.
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Ceci signifie que, contrairement aux matériaux feuilletés de rang 2, la direction d’orthotropie de

raideur forte reste toujours dirigée selon 1’axe des fibres. Ces caractéristiques de la raideur ont une
influence trés positive sur le processus d’optimisation numérique. D’abord, nous avons constaté que,
dans les applications numériques, la vitesse de convergence du processus d’optimisation est beaucoup
plus grande que celle que I’on obtient avec les matériaux de rang 2. La remise a jour de 1’angle
d’orthotropie est notamment beaucoup plus rapide. Ensuite, la convergence est trés monotone. En
conclusion, le matériau se préte bien a 1’optimisation numérique.

2.3 Comparaison des différentes microstructures en optimisation topologiques

-On. compare maintenant- les- différents 16
‘matériaux sur le crittre de leur utilisation en
“optimisation topologique. La comparaison des
différentes microstructures est effectuée sur un
benchmark trés classique dans la littérature
relative a I’optimisation topologique. Il s’agit
d’une poutre cantilever courte dont les
dimensions sont données & la figure 27 ci
contre. Toutes les données sont exprimées en
unités MKS. Le module de Young et le
coefficient de Poisson du solide valent
respectivement E=100GPa et v=0.3. On adopte Figure 27 : Probléme de la poutre cantilever courte
un maillage régulier de 56 x 36 éléments finis
du second degré, soit 6048 ou 2014 variables de )
conception respectivement pour les matériaux orthotropes avec deux paramétres de microstructure et
un angle d’orthotropie (ex. matériau feuilletés de rang 2 ou la double microstructure de Hashin) ou
un seul paramétre de microstructure (ex. matériau avec des inclusions sphériques, cylindriques, ou
matérian SIMP). On prend une borne de 37.5% sur le volume total admissible.

A

On reproduit aux figures suivantes les distributions de matires obtenues avec les différentes
microstructures. On constate d’abord qu’elles sont toutes relativement concordantes. Des différences
apparaissent néanmoins.

Les microstructures orthotropes (rang 2 et double microstructure de Hashin) pénalisent plus faiblement
les densités intermédiaires que les microstructures isotropes. Les distributions. de matitre qui en
résultent font une large part aux zones dé densités intermédiaires et leurs contours sont donc beaucoup
plus doux. La topologie qui s’en dégage est souvent plus floue. Les solutions qui sont obtenues avec
les matériaux de rang 2 offrent cependant une valeur de référence pour la compliance minimale. Les
matériaux en double structure poreuse sont faiblement sub-optimaux, mais cette microstructure présente
’avantage de refléter les propriétés de matériaux unidirectionnels et d’étre stables sous plusieurs cas
de charge.

Les microstructures isotropes permettent de générer des distributions aux topologies macroscopiques
claires. On peut se rendre compte de I'influence trés favorable de la pénalisation des densités
intermédiaires. sur la topologie et méme sur la facilité de résolution du probléme numérique. On
remarque cependant |’apparition d’effet néfastes comme les modes parasites de distribution
(distributions en damier) et I’apparition d’optimums locaux.
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3. ANALYSE DE SENSIBILITE ET CONDITIONS D’OPTIMALITE DES
DISTRIBUTIONS DE MATIERE

3.1 Analyse de sensibilité
Energie potentielle et compliance

L’équilibre statique de la structure discrétisée en éléments finis est régi par I’équation

Kqg=¢g ' (28)

ou K est la matrice de raideur du systéme discrétisé, g représente les déplacements généralisés,
inconnues du probléme, et g les charges conjuguées. La structure est décrite par n variables de

conception que 1’on note z. En optimisation topologique, chacune des variables de conception peut
représenter indifféremment une variable d’angle ou un paramétre de microstructure.

La dérivée premiére des déplacements généralisés s’ obtient facilement en différentiant chaque membre
de I'équation d’équilibre par rapport a la variable de conception z,. Pour chaque dérivée, on résout
le systéme additionnel :

g9
0z,

% oK
oz, Oz,

1 T

= ( q) 29

Il y a plusieurs grandeurs énergétiques : d’abord, 1’énergie potentielle de déformation U = %q TKq,

ensuite, la compliance ou énergie potentielle des charges P = g Tq, enfin, 1’énergie potentielle totale

de la structure II(g) = U(g) - P(g). A I’équilibre toutes ces grandeurs sont liées par la relation de
Clapeyron :

1@ - -U@ - -5P@ 30)

En conséquence, on se limite au développement des dérivées de 1’énergie potentielle de déformation
sachant que 1’on peut facilement adapter ces résultats de déx;ivées aux autres grandeurs énergétiques.

SiI’on dérive I’expression de I'énergie potentielle de déformation et si I’on tient compte de la symétrie
de la matrice de raideur, on a :
oU(g) _ 1 _r0K T 0q
2 _ 2T, 4 gTRA (31)
3, 27 37771 "%

i i

Il serait prématuré de s’arréter a cette expression, car il est nécessaire de déterminer les dérivées de
déplacements généralisés pour connaitre la valeur des dérivées de I’énergie. En poursuivant, on
introduit la valeur des dérivées des déplacements dans cette équation.
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~On obtient alors une expression beaucoup plus intéressante qui ne demande plus aucune substitution
arriere :

oU@ _ _1, roK r 98 32
0z, 2 az.‘“q oz 32)

i () i

L’énergie étant une grandeur globale, mais localisée : U=XU ,» on peut évaluer les dérivées de

P

I’énergie élément fini par élément fini. Si, de plus, la variable de conception Z; ne porte que sur un

seul élément d’indice "e", alors la dérivée premiére de I’énergie admet I’expression suivante qui permet
le calcul au niveau de I’élément :

W@ 113K . 208 ) o3
0z, 27% 9z, °° ¢ 9z,

i ) i i

Ce résultat est généralement connu sous le nom de principe de localisation des dérivées de | ‘énergie.

La formulation qui vient d’étre exposée, et qui est souvent trop peu connue, permet de gagner un
temps de calcul considérable lors de I’analyse de sensibilité. Ce gain est trés appréciable compte tenu
de la discrétisation assez fine qui est nécessaire a la résolution du probléme de topologie.

Fréquences propres

Les vibrations libres ou les charges critiques d’instabilité de la structure sont déterminées par une
équation générale aux valeurs propres du type :

(K-AM)q =0 ’ (39)

oli K est la matrice de raideur discrétisée, oit M est soit la matrice de masse, soit la matrice de

stabilité, et ol les valeurs propres A et les vecteurs propres g sont les solutions propres du probléme.
Pour le probléme des vibrations libres, les valeurs propres s’interprétent comme le carré des pulsations
propres du systéme et les vecteurs propres représentent les modes propres de vibration. En analyse de
stabilité, la valeur propre correspond au facteur de charge pour lequel le flambement de la structure
survient avec un mode donné par le vecteur propre associé.

Comme les modes propres ne sont connus qu’a un facteur multiplicatif prés, on les norme

généralement au moyen d’une matrice”définie positive W Pour le probléme des vibrations, c’est
souvent la matrice de masse qui sert & définir la norme des vecteurs propres :

g Wq=1 (35)

Dans une analyse simplifiée, on suppose que les valeurs propres sont toutes distinctes et rangées par
ordre croissant : :

0<at< AP < <)@ | (36)
q® , g® , .., g®



Introduction a 1’optimisation topologique 31

Pour connaitre les dérivées premiéres des valeurs et des modes propres, on dérive successivement
I’équation aux valeurs propres :

® ®
(K_A(k)M)_a_ﬂ._ = _a_LMq(k) - (QE—A."‘)%)q"‘) 37
5] oz, 9z, oz, .

i i i

et I’équation de normalisation :

@ w1 wrdW e (38)
0z, 2 dz;

3

Il faut garder 4 I’esprit que la dérivation de ces équations n’a de sens que lorsque toutes les fréquences
sont distinctes. Dans le cas ou il existe des fréquences propres confondues, le probleme est non
différentiable et on ne peut plus parler que de dérivée directionnelle. Nous laisserons cependant de c6té
ce probléme qui sort du cadre de cet exposé; on peut trouver dans la littérature des développements

plus élaborés que ceux qui sont exposés ici (par exemple Haug, Komkov et Choi, 1983, ou, de maniere
plus simplifiée, Haftka et Adelman, 1993).

Les dérivées des valeurs propres se déduisent en prémultipliant la premiére des équations par le mode
propre k :

n® 1 q(k)r(_q_[g_l(k,@_l_)q(k) , m® = g®Targ® (39)
oz, m® 0z; 0z

i

Le nombre m® est la masse généralisée du mode k, souvent normée & 1'unité. Tout comme dans le
calcul de I’énergie de déformation, on constate que la dérivée premitre de la valeur propre (la
- pulsation propre de vibration ou la charge critique d’instabilité) ne nécessite rien d’autre que la
connaissance des dérivées des matrices de raideur, de masse ou de stabilité. Le calcul de la valeur
propre k ne fait pas intervenir les autres modes propres; elle se détermine en fonction des seules
caractéristiques du mode k : le mode propre k et la valeur propre k.

Conclusion

L’analyse de sensibilité des grandeurs énergétiques et des fréquences propres est particulierement
simple, car elle ne nécessite la résolution d’aucun cas de charge additionnel et elle peut s’évaluer au
. moyen d’opérations au niveau des éléments. '

3.2.2 Conditions d’optimalité

Quelle que soit la microstructure locale, on suppose qu’elle est complétement décrite par np
paramétres: ., (i=1,..,np), auxquels il faut adjoindre I’angle d’orthotropie 6. Sans perte de généralité
pour le raisonnement, on traitera le probléme sous forme discrétisée. Si le champ des variables de
conception prend une valeur constante par élément fini, chaque élément fini porte np variables de
microstructure.
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Le probléme fondamental

min g 4q
¢ g
o ve? “
O<p;<l
admet la fonction Lagrangienne :
L(p;,0,A) = gTq + A (E p.V,- M)+ EZ {a- p,)A ST ) ) 41

Si la matrice de raideur est définie positive, on peut écrire les conditions d’optimalité relatives aux
variables de conception de chaque élément fini :

oK 5) 0 P

0t 200 B A A <0 L) ~
ou op; T S (42)
r K, o

9. 20, el

Si nous analysons ces conditions d’optimalité, on s’apercoit que les variables associées a la
microstructure et les variables d’angle d’orthotropie jouent un réle différent.

D’abord, les conditions d’optimalité associées aux variables d’angle ne portent que sur la raideur
locale, car la densité locale p et les forces de volume ne dépendent pas de I’orientation d’orthotropie
0. Dés lors, la deuxiéme condition d’optimalité ne porte que sur la fonction objectif et elle correspond
a I'optimum d’un probléme non contraint. Puisqu’il s’agit des dérivées de I’énergie de déformation,
la condition d’optimum pour les angles d’orthotropie correspond au minimum de 1’énergie potentielle
de déformation pour ces variables.

Ensuite, les conditions d’ optimalité relatives aux variables de microstructures sont les plus complexes.
Elles font intervenir a la fois I’énergie, la fonction objectif, la contrainte de volume et les contraintes
de borne. L’ensemble des conditions d’optlmahte relatives aux variables de la-microstructure sont le
reflet d’un optimum contraint. ST A

Enfin, les parametres de microstructure p, n’apparaissent pas explicitement au sein de la troisiéme
condition d’optimalité de 1’angle d’orthotropie et réciproquement, la variable 6 est absente du systéme
formé par les conditions d’optimum des variables microstructurales. Les conditions d’optimum des
variables de densité et d’orthotropie sont évidemment couplées par la dépendance implicite des
déplacements €lastiques et de la matrice de raideur par rapport & toutes les variables de conception.
Mais, si on "linéarise" le probléme au. premier ordre ou au second ordre, c’est-a-dire si on remplace
chaque fonction du probléme d’optimisation par une approximation séparable, le probléme
d’optimisation des variables d’angles est découplé du probléme d’optumsatlon des variables de
microstructure.

En conséquence, il est fort tentant de résoudre séparément les problémes pour les deux groupes de
variables, comme le suggére ’examen des conditions d’optimalité.

(
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Le probléme d’optimisation en termes des variables de microstructures est le plus complexe. C’est un
probléme d’optimisation non linéaire et non explicite avec une contrainte. En conséquence, il est
nature] d’aborder la résolution de ce probléme d’optimisation avec un algorithme de programmation
mathématique. La nature du probléme d’optimisation est fort semblable & un probléme de
dimensionnement de structure. On peut tirer parti du savoir-faire disponible pour résoudre ce type de
probléme d’optimisation. Comme on I’a remarqué, les conditions d’optimalité pour les angles
d’orthotropie se présentent sous une forme relativement simple; elles sont équivalentes au minimum
de I’énergie potentielle de déformation locale. La nature périodique des variables d’angle ainsi que la
nature fortement non linéaire des formules de changement de repére (les coefficients élastiques forment
un tenseur d’ordre quatre) constituent des difficultés majeures pour la résolution numérique de cette
équation. Elles introduisent plusieurs extremums relatifs. La solution au probléme provient de 1’étude
approfondie des extremums de 1’énergie potentielle de déformation en état plan qui a été menée a bien,
paralleélement, par Pedersen (1989, 1990 et 1993) ainsi que par Gibiansky et Cherkaev (1988). Cette
analyse a abouti & I’établissement d’une solution analytique remarquable. Bendsge (1989), ensuite
Suzuki et Kikuchi (1991) ont adopté cette solution comme base de la remise & jour de I’angle
d’ orthotropie local, selon une méthode de type critére d’optimalité. Cette technique donne des résultats
trés satisfaisants et ’algorithme converge rapidement vers une solution stationnaire.

3.3 Résolution du probléeme partiel d’optimisation par rapport aux variables d’angle et solution
analytique du probléme d’orientation optimale

Le second probléeme partiel que 1’on doit résoudre est le probleme d’optimisation relatif anx variables
d’angles d’orthotropie. Si les paramétres de la microstructure y sont fixés, la solution des conditions
d’optimalité du probléme de topologie par rapport aux angles d’orthotropie locaux est équivalente &
celle du probléme du minimum de I’énergie de déformation. Pour le probléme fondamental, la
condition d’optimalité correspond a la solution du probléme non contraint :

min % e’ (u) D e(u) 43)
]

La solution du probleme de la distribution de I’angle d’orthotropie est toujours abordée par le biais
de 1a solution du probléme non contraint du minimum de ’énergie élastique locale.

L’étude est tout d’abord basée sur la constatation que, dans le cas d’une structure élastique linéaire,
la dérivée de 1’énergie potentielle élastique peut étre effectuée avec un champ de déformation ou de
contrainte constant : - ' :

a _ (9!1) _ (GUC] (44)
dz 0z e fixés 0z o fixés

pour toute variable de conception z. Si 6, est I’angle d’orthotropie local supposé constant sur le sous-
domaine Q° de volume V, et de densité u,, la dérivée de I’énergie prend la forme locale :

aw (% 45)
a0 <\3 |
€ e fixés

€
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_ A présent, on dérive les conditions d’optimalité de I’énergie 2 champ de déformation constant. Dans

les axes d’orthotropie (1,2) ot les relations tensions-déformations sont données par :

. D, D, 0]

1 11 (46)
Opt = [Py Dy 0] {ey

O12 0 0 D ¢°r

On prend la convention d’orienter I’axe de raideur maximale selon I’axe 1, défini par la condition
D,, = D,,. On exprime I'énergie de déformation dans les axes d’orthotropie :

k=€ De : : v @

_ 1 2 1 2 2
= 3Dutn + Dypey + Dyeyey + 2Dggey,

On développe ensuite les déformations en fonction des déformations principales €, et g, (avec la
convention |e,| 2 |e,|). La formule de changement de repére fait appel a I’angle § mesurant la
rotation qui améne le repére des déformations principales (e 1+ &) sur le repére d’orthotropie (1,2)
comme le montre la figure 36

g = L (e;+ ep) + (g;+ €p) cos2y '
€y = —;- (e;+ ep) - (g, ep) c':os?tl; (48)
g = —% (e,~ &) sin2y

On note, par o, I’angle qui mesure la position du repére des déformations principales par rapport au
premier axe structural x et, par 0, I'angle entre le repére matériel et le repére structural. Les trois
angles o, et O sont évidemment liés par la relation :

0=9¢ + o (49)

Figure 36 : Définition des repéres et des angles.
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On peut déterminer la dérivée premiére de 1’énergie par rapport a I’ orientation du repére d’orthotropie:

Ou, _ ou, (50)
00, oy,

Lorsqu’elle est exprimée en fonction des déformations principales, il est possible de dériver I’énergie
élastique par rapport a ’angle ¥ en maintenant les déformations fixées :

- % (e,+ €) sin2y [ (e,+ €) + B (€~ €) cos2y] (51)

avec les parameétres du matériau :

«=D,-D,, , Pp=D,+D,,-2D,,-4Dg (52)

La dérivée premiére de I’énergie de déformation s’annule pour les angles suivants :

sing =0 < Y =0 ou q;=:t§

et (53)
€+ €

cos2y = ~ y avec y=—a— =z
B e- gy

L’étude des signes de la dérivée seconde nous renseigne sur la nature des points stationnaires :

= - (g, ep) [ (g,+ €p) cos2¥ + B (g,~ &) cosdp] 549

Le signe de la courbure et la nature des points stationnaires dépendent du paramétre B, reflet de
I’'importance de la raideur en cisaillement du matériau orthotrope. Le tableau 1 reproduit la synthése
des caractéristiques de chaque solution telle qu’elle est rapportée par Pedersen (1990).

Angle de Faible raideur en cisaillement Forte raideur en cisaillement
stationnarité - B>0 - B<O
0sy<1 - 1<y , Y<-1 o -1<y<0
0° | Min. global | Max. local
90° Min. local Max. global Max. global Max. global
cos 2y = -y Max. global Min global

Tableau 1 : Sélection des arguments optimaux pour le critére d’optimalité du maximum/minimum de I'énergie potentielle
élastique (Pedersen, 1990).

Pour de faibles raideurs en cisaillement p > 0, le minimum global de I’énergie de déformation est
atteint pour ’angle y = 0. Ce résultat intuitif signifie que dans la configuration de raideur maximale,
les axes d’orthotropie sont alignés avec les déformations principales. Les matériaux composites poreux
intervenant en optimisation topologique possédent généralement une faible raideur en cisaillement,
si bien que, dans ce cas pratique trés important, la solution optimale correspond 2 la solution intuitive
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du probléme.

Pour des matériaux dont la raideur en cisaillement est importante B < 0, on choisit selon la valeur

du parametre v, la solution ¢ = 0 ou § = :h% arccos(-v).

Enfin, & I’optimum, Pedersen (1990) a également montré que dans tous les cas, les axes d’orthotropie,
les axes principaux de déformation et les axes principaux de contrainte coincident.
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4. RESOLUTION NUMERIQUE DES PROBLEMES
D’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE

4.1 Description du probleme

Le but de ce chapitre est de décrire une méthode de résolution efficace du probleme
d’ optimisation topologique. Mathématiquement, le probléme a traiter est un probléme d’optimisation
non linéaire que I’on peut ramener 2 la forme générale :

min _ gy(x)
X sxsx (55)

i=1,..,n

avec gj(x)so j=1,....m

Les n variables x, sont les variables de conception du probléme. Leur valeur est comprise entre la
borne minimale x, et la borne maximale X;. La fonction objectif est notée g,(x) tandis que les m

contraintes sont représentées par les fonctions g;(x).

Dans les problémes de topologie, 1a fonction objectif et les contraintes désignent habituellement des
réponses structurales globales, comme une compliance ou une fréquence propre, ou bien des
caractéristiques géométriques telles que la masse et le périmeétre. Le probléme de topologie présente
les difficultés propres aux problémes d’optimisation structurale. Toutes les restrictions sur le
comportement mécanique sont généralement des fonctions implicites et fortement non linéaires des
variables de conception. Le coiit numérique de leur évaluation, et a fortiori celui de leurs dérivées, est
fort onéreux puisqu’il requiert une analyse de la structure par éléments finis.

Bien qu’il implique peu de restrictions, le probléme de topologie se distingue par un nombre trés
important de variables de conception, ce qui amplifie la difficulté de sa résolution. Il est courant
d’introduire 1.000 2 10.000 variables de conception pour résoudre un probleme réel. Par contre, le
nombre de contraintes est variable : il passe d’une seule contrainte sur le volume pour le probléme le
plus simple & une dizaine de restrictions lorsque I’on traite des problémes avec plusieurs cas de charge
ou plusieurs fréquences propres.

Il est également apparu que la valeur des variables de conception & I’optimum est tout aussi importante
que la valeur de la fonction objectif, puisque le but poursuivi est de déterminer la distribution de
densité. Par la méme occasion, il est important de remarquer que la vitesse de convergence de la
distribution de densité est beaucoup plus lente que celle de la valeur de la fonction objectif. Pour que-
la convergence des variables de conception soit bien établie, il est courant de dépasser les 50 analyses.
Par ailleurs, I’effort le plus important est souvent consacré a la phase finale de la convergence. Aprés
une phase de convergence rapide des distributions de matiére et des valeurs de la compliance, on
observe une progression trés lente du processus d’optimisation pour arriver aux contours définitifs de
la structure. Dés lors, le but sera d’accélérer trés fortement la vitesse de convergence en réduisant cette
phase terminale. Cet objectif peut &tre atteint en choisissant de mani¢re soignée les approximations
structurales des restrictions. Outre les approximations structurales classiques du premier ordre
(CONLIN, MMA....), nous proposons également d’utiliser de nouvelles techniques d’approximation de
trés haute qualité basées sur des développements du second ordre (MMA second ordre ou
approximation quadratique séparable). L’inconvénient de ces approximations réside dans le fait que
I’évaluation des dérivées secondes est trés onéreuse. Pour pallier & cet inconvénient, nous disposons
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maintenant de techniques de type Quasi-Newton qui préservent la nature diagonale des approximations

successives des courbures. La stratégie de type BFGS pour matrice diagonale permet d’estimer les
dérivées secondes de maniére trés satisfaisante avec un coiit de calcul minime.

Compliance
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Figure 37 : Une courbe de convergence typique

4.2 La stratégie de résolution : la méthode de programmation convexe séquentielle

Lorsqu’il n’y a qu’une seule contrainte, les critéres d’optimalité permettent de résoudre facilement le
probleme d’optimisation topologique. Cette méthode de résolution _présente I'avantage d’étre peu
sensible au trés grand nombre de variables de conception. Mais, si on veut enrichir I’énoncé du
probléme de conception, les critéres d’optimalité deviennent difficiles 2 généraliser. Lorsque I’on veut
une procédure de résolution suffisamment flexible pour pouvoir s’adapter 4 une large variété de
problémes, il faut adapter une procédure plus générale basée sur les notions d’approximation séparable,
de sous-probléme convexe et de résolution par une méthode de programmation mathématique.

Pour perfectionner la résolution du probléme de distribution de matiére, il faut adopter une formulation
combinant la notion d’approximation structurale, de sous-probléme et d’algorithme de programmation
mathématique. Cette stratégie est souvent regroupée sous. le nom de programmation séquentielle
convexe. Comme Fleury (1982) I’a miontré, 1’approche duale appliquée 2 la résolution des sous-
problémes approchés est une généralisation rigoureuse de la technique des critéres d’optimalité. Il ne
s’agit donc pas d’un rejet des critéres d’optimalité utilisés précédemment en topologie.

La méthode de programmation mathématique est basée sur deux concepts :

° le remplacement du probléme implicite par une séquence de sous-problémes convexes
explicites en utilisant des approximations des contraintes;

° la résolution des sous problémes par une méthode de programmation mathématique : la
méthode de maximisation lagrangienne ou méthode duale qui travaille dans P’espace des
multiplicateurs de Lagrange associés aux restrictions du probléme d’optimisation.
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L’attrait de la programmation séquentielle convexe est multiple.

* La résolution duale permet de résoudre des problémes d’optimisation avec un trés grand
nombre de variables de conception. De plus, la résolution duale permet de sélectionner
automatiquement les contraintes actives. La maximisation Lagrangienne s’accommode d’un
nombre indéterminé de contraintes.

e On peut aborder avec une procédure unique une large variété de problémes de conception,
indépendamment de leur formulation, qu’il y ait une ou plusieurs fonctions objectifs ou
plusieurs restrictions. Les problémes avec plusieurs cas de charge, plusieurs fréquences
propres, une contrainte de périmétre... sont donc immédiatement accessibles. Dans I’avenir,
on pourra également étudier des distributions de matiere sur la base d’autres critéres que la
minimisation de la compliance, la maximisation de la fréquence propre fondamentale... En
effet, la notion d’approximation structurale est indépendante de la nature des restrictions et de
I’énoncé du probléme, et la résolution duale peut fonctionner de maniére fiable, telle une boite
noire, pour une grande variété de problémes.

¢ On peut développer et employer de nouvelles approximations convexes de haute qualité
utilisant les informations de dérivées secondes en vue d’améliorer la vitesse de convergence
du processus d’optimisation.

En conclusion, I’approche de la programmation séquentielle convexe est incontournable pour les
développements futurs de 1’optimisation topologique : d’abord, pour qu’on puisse continuer a
développer la méthode et son champ d’application, ensuite, pour qu’elle devienne une méthode de
conception réellement industrielle.

4.3 Les méthodes duales

La maximisation Lagrangienne ou méthode duale s’impose pour résoudre les sous-problémes
d’ optimisation, car le probléme d’optimisation dans 1’espace des variables primales est transformé en
un probléme de maximisation quasi non contrainte dans I’espace des multiplicateurs. L’avantage est
multiple. D’abord, on remplace le probléme d’optimisation avec contraintes par un probléme de
maximisation quasi non contrainte. Ensuite, la méthode duale constitue en elle-m&me une sélection
automatique des contraintes actives. Enfin, on réduit trés fortement la dimension du probléme car la
dimension de I’espace dual est donnée par le nombre de contraintes actives. Dés lors, le grand nombre
de variables de conception n’est pas liri obstacle dans le probléme dual si les relations entre les
variables primales et les variables duales sont simples a calculer. C’est généralement le cas lorsqu’on
émploie des approximations convexes séparables, car on peut évaluer les relations entre les variables
primales et duales de maniére découplée pour chaque variable primale. Dans certains cas, on peut
méme établir une expression analytique et explicite de la relation entre les variables primales et duales.

4.4 Les approximations structurales

En optimisation structurale, la notion d’approximation est une composante essentielle de la méthode
de programmation convexe séquentielle. Pour utiliser de maniére performante les méthodes duales, la
séparabilité est trés importante afin de pouvoir résoudre des problemes avec un trés grand nombre de
variables de conception. L’approximation doit étre également convexe pour que le probléme
d’optimisation soit bien' conditionné. Enfin, les approximations doivent étre de haute qualité pour
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_augmenter la stabilité et la vitesse de convergence du processus.d’optimisation. Pour. une efficacité
maximale, il faut choisir I’approximation structurale en fonction des propriétés particulitres des

réponses structurales mises en jeu. Le choix d’approximations convexes de haute qualité est favorable-

a P’accélération du processus d’optimisation en augmentant la précision des sous-problémes. La suite
des solutions des sous-problémes converge alors souvent en un nombre d’1terat10ns plus faible que 50
itérations (souvent 30 environ).

Rappelons d’abord la nature des principales approximations structurales

Approximations du premier ordre

Les approximations structurales du premier ordre sont basées sur les dérivées premiéres seules. Les
- différents schémas de linéarisation s’ obtiennent par un changement de variable particulier. La plupart

sont basés sur le role essentiel des variables inverses.

L’approximation en fonction des variables inverses est obtenue en développant la fonction
structurale en série de Taylor de I’inverse de la variable de conception 4 la puissance p :

y = -1, op+ 9g(x% , 1 1 .
g(x) = g(x® + 3 Z2(x) (——-——) (56)
% K wmy @y

Cette approximation n’est pas convexe si la dérivée est positive.

® La méthode de linéarisation convexe (CONLIN) (Fleury and Braibant, 1986) est une technique de
linéarisation mixte basée sur le signe de la dérivée premiére, qui ne génére que des approximations
dont la courbure est strictement positive ou nulle. Indépendamment du type de fonction structurale
traitée, 1’algorithme sélectionne une linéarisation en termes des variables directes si la dérivée est
positive, et en termes des variables inverses si la dérivée est négative.

0 0
80 =g + ¥ EE) xd) - 3 o BE) (L1,

La Méthode des Asymptotes Mobiles.(MMA) (Svanberg, 1987) est une généfalisation de CONLIN.
Dans le schéma MMA, chaque fonctiof' ést remplacée par s linéarisation en fonction de deux types

de variables intermédiaires 1/(U;-x) ou 1/ (x;~L). Les paramétres U, et L, sont les asymptotes
relatives a la variable x; et ils satisfont & L,<x,<U,.

g'(x)=r°+i P v 4% (58)

AN
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avec .

p; = max {0, (U,-x)?

%69, g; = max{ o,—(x,.‘—L,.)ZM} (59)
ox; ox

i i

Les asymptotes mobiles U, et L; peuvent Etre choisies selon des procédures heuristiques (Svanberg,
1987) ou de lissage (Zhang et Fleury, 1994).

Approximations du second ordre

Les approximations du second ordre demandent en plus la connaissance des informations de dérivées
secondes.

B L’approximation quadratique séparable (Fleury, 1989b) est la plus simple linéarisation que I’on
puisse imaginer, car elle s’obtient par développement au second ordre de la restriction. Les termes non
diagonaux de la matrice Hessienne sont omis pour conserver la séparabilité. Leur influence est
compensée par I’introduction de termes de courbures additionnelles.

) - g% + Y BED (x50 13 (TBED 5 (x a0y (60)
i i=1

£ 2
i=1 axx ax,.

B L.a méthode MMA du second ordre (Smaoui ef al., 1988) est la généralisation de la méthode MMA
primitive.

ORERS Y @b
i=1 -

X;

b,

La sélection automatique des asymptotes mobiles est assurée en identifiant les courbures de
I’approximation avec les dérivées secondes de la fonction.

g

ax,?

a; = —(x,f’-b,.)zg—f(x") b= x0 + Zg-f-/max(e, (0<e<1) (62)

b

Estimation des courbures par une remise a jour de type BFGS préservant la structure diagonale des
itérés

Pour employer des approximations du second ordre, on doit connaitre les courbures des restrictions.
Pour les approximations séparables, seules les dérivées diagonales sont nécessaires. Pour les trés grands
problémes, I’analyse de sensibilité est trés cofiteuse. Afin d’éviter le probleme de I’évaluation directe
des dérivées secondes, on a I'idée de construire une approximation du Hessien par une remise a jour
de type Quasi-Newton. Néanmoins, la procédure de remise 2 jour standard engendre des
_ approximations complétes, ce qui réintroduit le probleme de taille. On se tourne donc vers une
procédure de quasi-Newton capable de générer une suite d’estimations diagonales du Hessien (Duysinx
and Nguyen, 1997). L’algorithme est I’adaptation aux matrices diagonales de la théorie générale des
remises 2 jour de quasi-Newton préservant la structure creuse des itérés (Thapa, 1981).
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~Si on passe d’un point de I'espace de conception % 4 un autre point x*, on cherche A enrichir
I’approximation diagonale du Hessien B de la réponse structurale avec une procédure de type quasi-
Newton. Toutes les formules de remises a jour de ce type satisfont & I’équation de quasi-Newton.

B's=y o s=x*-x et y=Vgx"H-Vegk) (63)

Une des formules les plus célebres est sans doute la formule de Broyden-Fletcher-Goldfard-Shanno
ou formule BFGS:

_yw" _ Bss™B (64)

+ —
B* = B + Uppge avec Upgpes T 7
o ~ S s’y  s'Bs

Bien que la nouvelle approximation du Hessien produit par cette formule remplisse les conditions de
symétrie, qu’elle soit définie positive et qu’elle satisfasse 4 1’équation de quasi-Newton, elle ne
préserve pas la structure creuse ou diagonale de I’itéré précédent.

On note maintenant par By, et par By, les matrices formées avec les éléments diagonaux et non-

diagonaux de la remise 2 jour complete B* tandis que I’on désigne par B la remise  jour diagonale
qu’on cherche & mettre en évidence. En suivant les théorémes de Thapa (1981), cette remise 2 jour

diagonale peut étre mise en évidence en définissant une matrice diagonale de correction E qui sera
telle que la nouvelle approximation diagonale B* = By, + E soit la plus proche, en norme Frobenius,
de I’ancienne estimation du Hessien By, tout en continuant 2 satisfaire 2 I'équation de quasi-Newton:

B's=y. La matrice de correction E que nous recherchons est la solution du probleme de
minimisation :

min [E[

st. Es = Byps (65)

E; =0 (i#)

Par analogie avec les travaux de Toint (1977), sa solution s’écrit:

E = diag{21,s,}

oli le vecteur A est la solution trivial d*un systéme linéaire lui-aussi diagonal:
QA =Bys =y-Bs-Uys avec Q = diag{s?’} A (67)

Le calcul de la remise a jour de type BFGS diagonale requiert la solution de ce dernier systéme. En
outre, il n’est méme pas nécessaire de calculer les termes hors diagonaux de la remise 2 jour standard,
puisque suivant la formule (67) seuls les termes diagonaux sont utilisés. Ainsi, la remise jour
diagonale est une technique trés peu coliteuse tant sur le plan des efforts de calcul que de I’espace
mémoire. Elle est donc bien adaptée aux trés grands problémes que nous traitons.

Cette stratégie a été adaptée aux problémes d’optimisation structurale afin d’y donner lieu i une suite
rapidement convergence des estimations du Hessien des réponses structurales (Duysinx and Nguyen,
1996). Un des ingrédients principaux de cette adaptation consiste 2 tirer parti de la réduction de la non-
linéarité des réponses structurales lorsqu’on les étudie dans I’espace des variables réciproques. Pour
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cette raison, les courbures sont d’abord exprimées en termes des variables réciproques aprés un
changement de variables. On réalise la remise & jour dans cet espace auxiliaire; aprés quoi, les
courbures actualisées sont retransformées en termes des variables originales. Cette estimation des
courbures est utilisées dans I’approximation du second ordre. Comme Duysinx et Nguyen (1996) I’ont
remarqué, il est également trés important de bien choisir I’approximation initiale des courbures de
I’approximation structurale. Au plus ’estimation initiale est meilleure, au plus la convergence sera
rapide. Dans 1’espace des variables réciproques, une trés faible courbure initiale donne de bons
résultats, car ce choix correspond a un développement en termes de variables inverses. Dans I’espace
des variables de conception, on peut également choisir les courbures relatives aux approximations
CONLIN ou MMA. Finalement, il est bon d’amortir les modifications trop importantes de la courbures
qui pourraient &tre proposées par I’algorithme de remise a jour, car elles peuvent entrainer des
oscillations du processus d’optimisation.

Des approximations structurales liées a la nature des restrictions

Les dérivées premieres des restrictions du probleme de conception possédent des caractéristiques trés
intéressantes. Les dérivées du volume par rapport aux variables de microstructure sont toujours
positives de sorte qu’un développement linéaire constitue une bonne approximation.

La restriction de périmétre est par contre beaucoup plus compliquée. Bien que linéaire par morceau,
elle est non monotone. De plus les sauts de densité entre les éléments introduisent des couplages avec
les valeurs de la densité entre les éléments voisins. Une approximation satisfaisante s’obtient en
considérant une linéarisation quadratique séparable dans laquelle on introduit une estimation
heuristique de la courbure (Duysinx, 1996).

Les sensibilités de la compliance sont, par contre, toujours négatives de sorte que les développements
en fonction des variables inverses sont naturellement convexes. Le développement CONLIN s’est
révélé particulierement efficace. MMA est également fort intéressant également, car I’ajustement de
la courbure permet d’améliorer légérement les propriétés de convergence. Si la vitesse de progression
vers I’optimum est largement satisfaisante dans les premiéres itérations, elle est par contre beaucoup
plus lente au voisinage de I’optimum.

Pour remédier a cet inconvénient, il convient d’introduire des informations de courbure dans
I’approximation. Puisque le coiit des dérivées secondes est beaucoup trop important, un bon compromis
consiste 2 utiliser 1’estimation des courbures approchées par une technique de BFGS pour matrice
diagonale. Cette information du second. ordre est injectée dans la méthode MMA du second ordre
(DQNMMA) ou dans 1’approximation’ quadratique séparable (DQNQUA). Duysinx (1996) a pu
constater un gain appréciable sur le nombre d’itérations nécessaires pour arriver a I’optimum pour un
coiit numérique additionnel minime.

L’ approximation des fréquences propres de vibration est un peu plus délicate qu’elle ne I’est pour la
compliance. D’une part, le signe des dérivées des fréquences propres est indéfini. D’autre part, le
phénomene de croisement de fréquences peut rendre inapplicable la méthode de Quasi-Newton, car
il faut &tre siir que 1’on applique toujours I’actualisation sur le méme mode de vibration. Il en résulte
que nous utilisons, soit 1’approximation CONLIN, soit la méthode MMA du premier ordre. Ces deux
approximations donnent entiére satisfaction. Ce fait peut s’expliquer facilement lorsque les masses non
structurales sont importantes. L’influence des variables de conception intervient alors principalement
au travers de la raideur et le probléme d’optimisation se comporte comme un probléme d’optimisation
de déplacement ou de compliance. Si le probléme de compliance est approché de fagon réaliste par
I’approximation CONLIN, cette méme approximation donnera des résultats semblables pour le
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~probléme de vibration et pour le probléme de-la-compliance minimale. - ——w ol

4.5 Un exemple d’utilisation comparée des différentes approximations

~

Nous reprenons a nouveau le probléme de la poutre
cantilever courte pour illustrer I’utilisation des différentes

approximations convexes en optimisation topologique. 16

On considére, cette fois, une discrétisation plus large du /

domaine de conception, car on prend un maillage régulier 7 9 { 10
de 40 x 26 éléments finis du second degré. On /

sélectionne une loi matérielle artificielle de type A o}

puissance (SIMP) avec un exposant p=3, parce qu’elle

est Frés souvent u-ti’1i§ée pour rés’oudre les applications E=100. GPa v=0.3
pratiques. La densité étant supposée constante sur chaque

élément, le probléme d’optimisation comporte 1040 Figure 38 : Enoncé du probléme de la poutre
variables de conception pour la discrétisation introduite. cantilever courte

Pour la contrainte de volume, on sélectionne

naturellement I’approximation linéaire qui est exacte pour

ce type de microstructure. On réalise I’optimisation topologique avec différentes approx1mat10ns
convexes de la compliance et on compare les différentes courbes de convergence.

Dans la premiére comparaison, on oppose trois approximations de la compliance. On utilise d’abord

I’approximation CONLIN, qui est équivalente, ici, au développement en variables inverses y = 1/x,

étant donné que toutes les dérivées premiéres sont négatives. Ensuite, on utilise la similitude qui existe
entre le probleme de distribution de matiére et le dimensionnement d’une plaque d’épaisseur variable,

de sorte qu’on essaie un développement en fonction des variables intermédiaires y = 1/x3. Enfin, on
fait la méme expérience avec le schéma MMA généralisé muni d’une estimation des dérivées secondes
par un BFGS diagonal en variables inverses (DQNMMA). Les courbes de convergence de la
compliance sont présentées a la figure 39 tandis que I’histoire de la modification des variables de
conception est étudiée a la figure 40.

L’approximation DQNMMA avec estimation des dérivées secondes par BFGS diagonal est
I’approximation la plus performante. La fonction objectif est quasi stationnaire dés la 23*™ itération.
Le processus a complétement convergé aprés 27 itérations, car la modification maximale tombe en
dessous de 1.E-6. Dans les prenneres itérations, la courbe de convergence de I’approximation
DQNMMA présente quelques cassures. .consécutives a des estimations encore un peu incertaines des
dérivées secondes, mais la convergence vers la diagonale dés dérivées secondes semble fiable malgré
le grand nombre de variables de conception. On note aussi que la convergence finale est semblable
a celle d’une méthode d’ordre 2, ce que I’on peut constater dans le gain de chiffres significatif.

CONLIN montre également des performances fort intéressantes. L’histoire de la convergence est
parfaitement monotone et la vitesse de convergence est rapide, surtout dans les premiéres itérations.
La fonction objectif est quasi stationnaire aprés 25 itérations. La convergence aux abords de I’optimum
est cependant beaucoup plus lente, ce qui peut s’expliquer par le fait que 1’on utilise ici un schéma
du premier ordre. A partir de la 25°™ itération, la résolution du sous-probléme d’optimisation devient
de plus en plus difficile et le processus d’optimisation est arrété a la 30°™ itération. On ne peut obtenir
une modification des variables de conception inférieure & 1.E-2. Cette toute petite oscillation des
valeurs des variables de conception est probablement due, d’une part, 4 une trop faible convexité de
I’approximation CONLIN et, d’autre part, an fait que CONLIN est une approximation d’ordre 1.
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L’emploi de la puissance inverse de la variable crée une approximation beaucoup trop conservative.
La courbe de convergence est trés douce, mais la vitesse de convergence est fortement pénalisée par
rapport aux deux approximations précédentes. Aprés 30 itérations, la fonction objectif est toujours &
10 % de sa valeur optimale et la convergence est loin d’étre terminée.

5.0 — Compliance (1.E-3)
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Figure 39 : Courbes de convergence pour différents schémas d’approximation
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Figure 40 : Modification maximale des variables de conception au cours de 1'optimisation
avec CONLIN, le cube des variables inverses et DQNMMA
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5. L’OPTIMISATION TOPOLOGIQUE :
UN PREPROCESSEUR POUR L’OPTIMISATION DE FORME

5.1 La conception des structures et I’optimisation topologique
De la nécessité de I’optimisation topologique dans la conception des structures de haute performance

La topologie est un paramgtre trés important de la définition d’une structure. Il affecte de fagon
cruciale la performance que I’on attend du composant mécanique. Un mauvais choix de la connectivité
des domaines et des composants élémentaires d’une piéce mécanique pénalise fortement son efficacité.
Un choix malheureux de la topologie peut méme empécher ’existence d’une conception qui satisfasse
a toutes les exigences du cahier des charges.

Avant la réalisation d’outils d’optimisation topologique, I’ingénieur ne pouvait compter que sur son
intuition et son expérience pour choisir la silhouette générale d’une structure dont il devait créer
I’architecture. Il existe donc 1a une demande pour disposer d’une méthode rationnelle afin de
déterminer la connectivité des composants mécaniques. La méthode d’homogénéisation apporte une
réponse a cette question.

Etant donnée qu’une répartition optimale de matiére a tout le loisir de modifier la topologie, la forme
et les dimensions de la structure, les gains que 1’on peut espérer de 1’optimisation topologique sont
largement supérieurs & ceux que I’on obtient en employant les techniques d’optimisation de forme ou
de dimensionnement séparément. Si on compare les solutions obtenues avec des techniques
d’ optisnisation, on estime souvent que le dimensionnement automatique permet de gagner 5 a 10% sur
la fonction objectif, tandis que I’optimisation de forme peut faire épargner 10 4 30% de la fonction
cofit. L’amélioration obtenue avec une topologie optimale ou quasi optimale peut se compter jusqu’a
100%. Ces chiffres permettent de conclure que la conception des structures de trés haute performance
doit passer par I’utilisation de techniques d’optimisation topologique.

De la nécessité actuelle d’interpréter les résultats de I'optimisation topologique et de les compléter
par d’autres techniques d’optimisation

Comme nous le savons, I’optimisation topologique fournit la silhouette brute de la piéce & concevoir.
Le processus de conception ne s’arréte cependant pas a ce stade de la conception. La structure est
encore loin d’étre réalisable en pratique. Le concepteur doit interpréter la distribution de matiére et en
déduire un autre modéle. 11 faut soumettre celui-ci a I'épreuve d’autres moyens 'de calcul. 11 faut aussi
en tirer des plans afin de fabriquer et de produire la piéce mécanique souhaitée.

Les résultats de I’optimisation topologique doivent étre interprétés et &tre complétés par d’autres
techniques de conception pour plusieurs raisons.

Premi&rement, la fabrication des structures comportant des microstructures poreuses est impossible &
réaliser dans 1’état actuel de notre technologie. Les microstructures optimales sont les seules qui
permettent d’assurer la relaxation compléte du probléme de distribution de matiére et, par la,
I’indépendance de la solution vis-a-vis du maillage. Cependant, de par sa nature, la microstructure
optimale est telle que la matiére reprend au mieux les efforts afin d’offrir la raideur locale la plus
élevée pour les conditions de sollicitation. La structure que 1’on formerait avec cette distribution de
matiére serait la meilleure que I’on puisse imaginer, compte tenu des critéres de conception retenus.
Dans cette structure idéale, 1’organisation microscopique de la matiére est si parfaite que la
pénalisation des matériaux composites, dont la densité est située entre le vide et le solide, est faible.
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Et dans la distribution de-matiére -optimale;-il-est-donc-normal-d’observer, comme on a pu le faire, de
larges zones de densité intermédiaire. A I'heure actuelle, il est impossible de produire ces
microstructures optimales ou une microstructure qui s’en rapproche fortement. L’analyse de leur
microgéométrie et de leurs propriétés montre aussi qu’elles sont instables pour des conditions de
sollicitations autres que celles qui ont été envisagées dans la conception, de sorte qu’en pratique, la
piéce mécanique, qui serait réalisée en se conformant strictement 4 la distribution de matiére optimale
et & sa microstructure, serait inutilisable. Nous avons également utilisé d’autres microstructures
suboptimales dont la stabilité est meilleure. Malheureusement, pour le moment, la fabrication de ces
microstructures n’est pas envisageable non plus.

Deuxiémement, la solution qui ressort du processus d’optimisation topologique n’est optimale que pour
les contraintes globales qui ont été prises en compte : compliance, fréquence propre, volume et
périmetre. La structure doit encore remplir d’autres contraintes, qui ne peuvent pas étre prises en
considération par la méthode d’homogénéisation dans I’état de son développement actuel. La
conception finale doit encore satisfaire a des critéres locaux de tension, de déplacement ou de stabilité,
par exemple. Outre ces contraintes mécaniques, il existe aussi de nombreuses restrictions d’origine
technologique. Pour adapter la solution & ces exigences mécaniques et technologiques, il faut
poursuivre le processus de conception et soumettre le résultat de I’optimisation topologique 4 d’autres
outils de conception et d’optimisation.

Troisiémement, la distribution de matiére "discrétisée" ne posséde pas de contours doux et lisses. Pour
poursuivre le processus de conception, il faut créer un nouveau modéle de la piece. Ce modsle est
indispensable pour appliquer d’autres outils d’analyse et de conception automatique ou, tout
simplement, pour dresser des plans et fabriquer la piéce. Pour cela, il faut retranscrire les contours
accidentés de I'image de la distribution de densité en un modele dont les contours sont décrits au
moyen de courbes régulitres, dont les propriétés matérielles sont réparties en fonction des domaines,
etc.

Ainsi, dans 1’état actuel de notre technologie, aprés la phase d’optimisation de matiére, le processus
de conception est loin d’étre terminé. Le processus de conception se poursuit de maniére classique.
Mais, si tout ne fait que commencer, on commence, cette fois, sur des bases solides.

La place de I’optimisation topologique dans la chaine de conception

L’optimisation topologique. a été développée pour pallier les limitations de I’optimisation de
dimensionnement et de I’optimisation de forme. La topologie de la structure est figée et elle ne peut
étre altérée. Le choix de la topologie doit donc étre effectue avant les cycles de modification des
paramétres de la frontiere ou des dimensioiis transversales. Pmsque le choix "rationnel" de la topologie
doit se trouver en avant des autres phases de décision, le processus d’optimisation topologique se situe
dans la phase de conception préliminaire. La topologie ne met en jeu que des données minimales
nécessaires a la définition du probléme : les fixations possibles, les cas de charges. Le concepteur peut
jouer sur plusieurs paramétres qui influencent partiellement la distribution de matiére et donc la
topologie : le volume de matiére admissible, le périmétre de la solution, la pénalisation des densités
intermédiaires. Jusqu'a présent, la phase d’optimisation topologique est dirigée par des critéres
globaux : volume, périmétre, compliance, énergie potentielle, fréquence - propre... Nous savons
cependant que la recherche d’une structure rigide est concordante avec un critére de déplacement
imposé et que le critére énergétique est en accord avec un critere de tension local. En effet, une
structure dont les déplacements locaux sont importants est souple, de méme- qu’une structure qui
posséde de fortes concentrations de contrainte augmente sa compliance. Dés lors, le manque de
concordance entre les critéres adoptés pour I’optimisation topologique et I’optimisation de forme et
de dimensionnement, n’est qu’apparent. Il existe une continuité presque "naturelle” entre les processus
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d’optimisation de topologie, de forme et de dimensionnement.

Toutefois, le résultat issu de 1’optimisation topologique se présente sous forme d’une distribution de
matiére. Le processus d’interprétation, que nous détaillerons plus tard, est nécessaire pour dégager un
modele plus précis de la structure qui soit exploitable dans les outils classiques de conception.
L’habilité de I’ingénieur et son savoir-faire interviennent ici pour concilier la topologie idéale et un
certain nombre de contraintes technologiques explicites ou implicites intervenant dans une "bonne"
conception. Par exemple, il est courant que le contour soit décrit & 1’aide de morceaux de courbe

simple (segments de droite et arcs de cercle), tandis que 1’épaisseur des membres est souvent limitée
4 une jauge minimale.

Fondamentales
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Figure 41 : Chaine de conception intégrant I’optimisation topologique

La chaine de conception que nous venons de décrire est représentée a la figure 41. Elle se présente
sous I’aspect d’un processus linéaire. Il s’agit de compléter I’enchainement classique de la conception
de structure en placant I’optimisation topologique en avant des procédures d’optimisation de forme et
de dimensionnement. Compte tenu de I’aspect primordial de l’information de topologie, elle est
naturellement intégrée dans la phase préliminaire du processus de conception. La description de ce type
d’organisation des outils de conception a ét€ abondamment réalisée par Papalambros et Chirehdast
(1990), par Bendsge et Rodrigues (1991), par Olhoff, Bendsge et Rasmussen (1992), par Bremicker,
Chirehdast, Kikuchi et Papalambros (1992) et par Rasmussen, Thomsen et Olhoff (1993). La plupart
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_du temps, on opte pour cet organigramme car il est simple & mettre en oeuvre. Il ne modifie pas la
séquence des processus de conception, il la compléte.

A I’heure actuelle, on tente d’intégrer plus fortement les processus d’optimisation de forme et de
topologie pour aborder des problémes ot 1a forme et la topologie interagissent fortement. Ce couplage

entre la forme et la topologie optimale est présent dans les applications pour lesquelles les charges de
pression, par exemple, ou une autre condition limite, varient avec la forme des frontiéres. La figure 42

montre un exemple ol il n’est plus possible de figer la définition des charges de pression. On peut
effectuer une optimisation topologique et, ensuite, une optimisation de forme de la structure. On ne

peut cependant pas affirmer que la structure, dont la surface chargée a été modifiée, posséde toujours

la topologie optimale. La résolution des problémes de surface libre doit étre abordée avec un processus

itératif. On se tourne alors vers un processus d’optimisation formé de deux boucles imbriquées
schématisé-a la figure 43. Le cycle d’optimisation-intérieur détermine la topologie pour une forme

donnée du domaine de conception. Ensuite, le cycle d’optimisation de forme est traité comme une ,
boucle extérieure. La difficulté de 1’approche couplée entre la forme et la topologie réside dans le fait (
que le choix de la topologie optimale est un processus non différentiable par rapport aux variables de

forme.

77

Figure 42 : Optimisation de forme et de topologie en présence de charges de pression

5.2 Méthodologie de la résolution du probléme de topologie

Il est maintenant nécessaire de préciser la maniére dont s’effectue I’optimisation topologique. La <‘
méthodologie de la conception de la topologie d’une structure peut étre scindée en plusieurs étapes
élémentaires que 1’on résume comme suit.

Figure 43 : Définition des domaines de conception et des
domaines figés dans un probléme d’optimisation topologique
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1° Choix d’un domaine de référence approprié

On choisit un domaine de référence Q adapté a la définition des différentes conditions limites, qu’elles
soient cinématiques (fixations ou déplacements imposés) ou statiques (tractions de surfaces). Le choix
du domaine Q tient compte de contraintes technologiques comme les contraintes d’encombrement.

2° Identification des domaines de conception

On effectue une partition du domaine de référence en deux groupes :

-Les domaines de conception ol 1’on désire déterminer la topologie de la structure.

-Les régions de densité fixée (généralement vide ou solide plein) pour tenir compte d’une structure
a renforcer, de contours extérieurs imposés ou de points d’application d’efforts déterminés...

3° Choix d’un matériau composite poreux

La sélection d’une microstructure poreuse est indispensable  la relaxation du probléme de conception.
Sans celle-ci, il serait impossible de générer une topologie et d’assurer 1’existence d’une solution
stable. En outre, la pénalisation des densités intermédiaires conditionne la séparation entre le vide et
le solide dans la distribution de matieére. On dispose de différentes familles de matériaux telles que les
matériaux feuilletés de rang 2, les matériaux composites basés sur les structures de Hashin : matériaux
avec des cavités sphériques ou cylindriques, une double microstructure de Hashin ou les matériaux
artificiels avec une pénalisation adéquate des densités intermédiaires (SIMP).

4° Etablissement de la loi raideur-densité du matériau

Le calcul des constantes élastiques ou massiques effectives du matériau peut €tre mené a bien en
utilisant la théorie de 1’homogénéisation ou une analyse micromécanique consistante. On génere la
relation fonctionnelle entre les paramétres de microstructure du matériau et donc, par corollaire, la
densité et les propriétés mécaniques microscopiques. Cette loi de raideur-densité est généralement
calculée au préalable et intégrée dans le module d’optimisation. L utilisateur doit cependant spécifier
les parametres du matériau de référence: module de Young, coefficient de Poisson, masse volumique...

5° Choix d’un modéle éléments finis approprié

On définit un maillage de densité désirée ainsi que le type des éléments finis. Le degré
d’approximation des champs de déplacement permet de contrbler la formation de damiers ou d’autres
modes de distribution parasite. Si ce n’était pas le cas, il faiit contrdler le périmétre de la solution.
On définit une répartition initiale des propriétés matérielles et de la densité du matériau.

6° Définition des caractéristiques du probléme d’optimisation

On "discrétise" le probléme d’optimisation topologique de maniére consistante avec la modélisation
en éléments finis. On définit les variables de conception que I’on attache & chaque élément du domaine
de conception. On définit également la formulation du probleme d’optimisation (fonction objectif,
restrictions...).
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7° Calcul de la distribution optimale de matiére sur le domaine de conception
On détermine la distribution optimale de matériau composite par un cycle d’itérations comprenant
chacune : - une analyse éléments finis,
- une analyse de sensibilité,
- une formulation d’un sous-probléme sur la base d’approximation structurales,
- une résolution d’un sous-probléme d’optimisation convexe avec un algorithme adapté
aux caractéristiques du sous-probléme d’optimisation : nombre de variables de
conception, la nature, le type et le nombre des restrictions...

- une remise a jour des données du modéle.
Actuellement, le processus itératif converge généralement aprés 25 &4 100 cycles d’optimisation.

8° Interprétation des résultats et génération d’une topologie concréte

Les résultats produits par le processus d’optimisation sont visualisés en vue d’étre interprétés. Le
concepteur peut alors dégager une topologie structurale en accord avec toutes les contraintes
technologiques ou esthétiques qui lui sont imposées. La phase d’analyse topologique se termine par
la génération d’un modele CAO permettant une analyse compléte de la structure. Ce modeéle peut ainsi
étre soumis & un processus d’optimisation de forme classique.

5.3 Analyse et interprétation des distributions de densité

La phase d’interprétation des distributions de matiére issues de I’optimisation topologique n’est pas

aussi triviale qu’une réflexion trop rapide pourrait le faire croire. L’interprétation des résultats est
extrémement importante pour retirer le plus d’informations possibles de la silhouette de la structure.
Lire correctement les topologies et générer une structure qui bénéficiera des données présentes dans
la répartition optimale de matiere, est capital pour la performance de la conception finale qui ressortira
du processus d’optimisation de sa forme et de ses dimensions transversales.

Exploitation des résultats de topologie

Pour dégager un modele pratique, le résultat de I’optimisation topologique doit étre retravaillé, analysé,
interprété. La distribution de. mati¢re est discrétisée en éléments finis. La forme de la structure apparait
sous I’aspect d’une image digitalisée o les éléments de densité variable jouent le role de pixels, le
blanc et le noir représentant respectivement le vide et le solide. La frontiére de la structure n’est pas
admissible telle quelle. Elle est formée de segments de droite en dents de scie. Méme si la frontiere
n’est pas difficile a distinguer, il faut créer une frontiére douce et réguliére de la piece finale. Il est
également nécessaire de préciser tous les paramétres de la structure. Tout d’abord, on doit décider la
nature des éléments structuraux qui composeront la piéce : barres, poutres, membranes, plaques,
éléments de volume. Ensuite, on doit quantifier les paramétres de sa forme : le type des courbes qui
constituent les contours, la valeur des paramétres qui les décrivent. Enfin, on doit également préciser
d’autres données (les caractéristiques transversales des éléments, le choix du matériau...) et leur
répartition sur la structure. -

L’interprétation de la solution n’est pas chose facile. D’une part, on peut se trouver en présence de
larges zones ol le vide et la matiére sont intimement mélangés. D’autre part, le nombre et la taille des

- perforations peuvent &tre limités pour le processus de fabrication ou de production en série.

Une premiére situation intéressante correspond au cas oil la présence des zones de matériau poreux
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est réduite autant que possible. Pour cela, on sait que I’on peut employer des microstructures
suboptimales qui pénalisent plus fortement les densités intermédiaires. Avec ces microstructures, il faut
cependant introduire une contrainte de périmetre afin de régulariser le probléme de conception. Cette
contrainte sur le périmétre posséde un autre avantage : elle permet de contrdler le nombre et la taille
des trous des la phase d’optimisation topologique.

Néanmoins, I’intervention humaine reste souvent indispensable pour trancher en cas d’ambiguité lors
de la phase d’interprétation et pour orienter la conception en fonction des critéres explicites ou
implicites de conception.

La précision des contours dépend fortement du raffinement du maillage. Une diminution de la taille
des éléments augmente la résolution des détails de la distribution, mais elle accroit rapidement I’effort
de calcul. Il convient donc d’acquérir une solide expérience pour analyser les résultats réalisés sur des
maillages de taille aussi limitée que possible et, ainsi, épargner des efforts de calcul inutiles.

Le processus de décision sur la nature des éléments structuraux

En fonction du volume relatif de matiére admissible et en fonction de la non-linéarité de la loi raideur-
densité, le résultat de 1’optimisation topologique peut suggérer des éléments structuraux de plusieurs
types. Lorsque le volume relatif de matiere utilisée est bas, on sait que I’optimisation topologique
fournit des résultats que 1’on peut facilement interpréter comme des treillis de barres ou de poutres.
De méme, si la pénalisation des densités intermédiaires est importante, la distribution de matiére forme
souvent des éléments structuraux concentrés qui font penser a des portiques ou des treillis de barres.
Pour adapter la structure a d’autres critéres de conception, on utilisera les techniques d’optimisation
déja bien rodées: I’optimisation des sections transversales ou de la position des joints structuraux.

Lorsque 1’on introduit une plus grande quantité de matiere, la solution topologique présente de larges
zones de matiere et il est plus intéressant de dégager un modéle de type membrane ou de type plaque
de la structure. On peut, alors, créer un modele paramétrique des frontieres de la structure.
L’ajustement des parametres de la description de la géométrie (a topologie fixée) s’ obtient en recourant
a la technique d’optimisation de forme classique.

Pour une structure tridimensionnelle, des choix semblables peuvent étre réalisés. Si la matiére se

concentre selon des membres dont une des dimensions est beaucoup plus importante que les deux

autres, on interprétera la distribution comme une barre ou une poutre. Si la matiére vient se placer avec

une épaisseur mince, il est préférable d’adopter un modele de plaque ou de coque. Au contraire, si le

solide se rassemble dans une région oi. il forme un bloc massif, on en déduira un modéle de volume.
[N £ :

L’utilisation de modeles bidimensionnels permet deux sortes d’interprétation des densités
intermédiaires. On peut imaginer-que les régions de densité moyenne sont des mousses dont la taille
des porosités est variable. Pour une structure plane, la variable de conception peut étre aussi regardée
comme une dimension hors plan. Cette interprétation de la distribution de matiere est particulierement
"naturelle” avec le modele SIMP qui est équivalent 2 un probléme dont la raideur dépend de la
puissance p de I’épaisseur. Dans ce cas, les zones de densité intermédiaire sont des zones d’épaisseur
plus faible. Dans celles-ci, I’épaisseur n’est qu’une fraction de 1’épaisseur des membres qui constitue
la structure principale. La structure primaire correspond évidemment aux domaines ot la densité atteint
celle du solide de référence. La partie de la structure que 1’on affecte & une épaisseur plus faible joue
le role structural des 4mes et des voiles de cisaillement que I’on rencontre souvent dans d’autres
conceptions. D’aprés notre expérience, ces zones plus minces sont souvent en état de sollicitation
biaxial, ce qui renforce encore notre interprétation.
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~.On remarquera que dans le modéle tridimensionnel, les.zones de densité intermédiaire ne peuvent plus.

étre interprétées comme des voiles minces. Par contre, dans ce cas, il est tout 2 fait justifié de penser
a une mousse légére comme celle qu’on voit dans les structures sandwiches.

Extraction d’un modéle paramétrique

Lorsque I’on veut poursuivre la conception d’une piéce massive, il faut définir un modeéle paramétrique
de la structure sur la base des résultats de I’optimisation topologique. La distribution de matiére
suggere D'existence et la position relative des différentes perforations de la structure. Il appartient
cependant a I’ingénieur de décider d’éliminer ou de rassembler des trous d’importance mineure. Il faut
encore préciser la définition exacte de leurs frontiéres. L’intervention humaine est souvent nécessaire
pour choisir la paramétrisation de la frontiére en courbes "douces" et réguliéres. Ce choix est basé sur
différentes considérations: Les-courbes -de Bézier, les splines; les B=splines-oules- NURBS offrent une
trés grande souplesse qui leur permet d’épouser les isovaleurs de la distribution de densité avec
précision. Les pdles et les points de controle sont les variables de définition de ces courbes.
Néanmoins, la piéce qui est décrite par des splines ou des NURBS pourrait &tre difficile i fabriquer,
surtout pour une production en série. Dans ce cas, on préfere souvent n’utiliser que des courbes
simples comme les segments de droite et des arcs de cercle ou d’ellipse. Aprés avoir choisi la
description paramétrique des courbes du contour, il faut choisir la valeur des paramétres de controle
pour ajuster le contour 2 la distribution de densité. Plusieurs méthodes sont possibles; on en choisira
une en fonction de I’habilité du concepteur, des contraintes technologiques A respecter et des outils de
conception disponibles pour interpréter les résultats.

* La méthode de manipulation interactive : la méthode la plus élémentaire consiste a créer le modele

paramétrique par simple manipulation interactive. On positionne, manuellement, les points de contrble
sur la distribution de matiére optimale.. Puis, par quelques essais et erreurs, on arrive & ajuster
facilement les contours lissés aux isovaleurs de la distribution de matiére. Cette facon de procéder
posséde I’avantage d’introduire facilement 1’expertise du concepteur, de sorte qu’il est possible
d’intégrer, simultanément, la topologie suggérée par le calcul d’homogénéisation, le savoir-faire de
I’ingénieur et les contraintes technologiques.

* L’ajustement des frontieres selon une "méthode des moindres carrés". Le contour de la structure est
ajusté de maniére automatique a une isovaleur donnée de la distribution de matiére par une procédure
de "moindres carrés".

° La méthode de reconnaissance d’image. La distribution de matiére peut &tre interprétée sur la base
de I'analogie qui existe avec les images digitalisées. Rappelons que dans cette analogie, chaque
élément fini représente un pixel de lifnage et la densité 1élative est I’équivalent de I’intensité de
I’image. Le blanc est associé au vide, le noir est relatif au solide et les densités intermédiaires sont
représentées par le dégradé de gris.

7.3.2 Exemple

On désire maintenant illustrer les principes de I’interprétation des distributions optimales de matiére.
A cette fin, on reprend I’exemple de la poutre cantilever courte. La figure 44 montre la distribution
de densité issue du processus d’optimisation avec un matériau SIMP dont le paramétre de puissance
p vaut 4. La distribution est principalement constituée de vide et de solide en des régions nettement
distinctes.
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Figure 44 : Distribution de matiére avec un matériau SIMP

(p=4)

Plusieurs alternatives se présentent pour interpréter ce résultat. La sélection de I'une d’entre elles
dépend d’un choix posé par le concepteur. La structure semble constituée d’éléments concentrés a la
maniere d’un treillis de barres ou d’un portique. Si ce choix est satisfaisant, on adopte le modele en
treillis de barres qui est proposé & la figure 45. Les caractéristiques de ce portique peuvent étre
optimisées pour tenir compte de critéres de tensions locales, de déplacements, de stabilité... On dispose
de techniques de dimensionnement automatique pour ajuster les sections et moments d’inertie. On peut
également modifier la position des joints structuraux. L’ optimisation combinée des positions de joints
et des sections donne évidemment le meilleur résultat.

Figure 45 Modgle en €léments de poutre

o
b

Une autre possibilité repose sur la formation d’un modele défini par des contours paramétrés. La
structure est formée par un domaine de matiére continue dont le comportement est celui d’une
membrane. La topologie suggere la présence de trois perforations et d’une encoche dans la fondation.
La figure 46 montre un exemple de modele de conception basé sur la distribution de mati¢re de la
figure 44. Les frontieres sont formées de segments de droite, d’arcs de cercle et de courbes de Bézier.
Le contour extérieur est formé de segments de droite. Les deux perforations symétriques de la partie
centrale sont décrites par trois segments de droite tangents 2 trois cercles. La forme du trou situé a
droite est représentée par deux courbes de Bézier a 6 pdles dont on assure la tangence aux
raccordements. Enfin, deux courbes de Bézier i 4 pdles constituent la cavité sous I’encastrement. On
ajoute deux congés de raccordement & I’encastrement pour éviter les concentrations de tensions a cet
* endroit. L’ajustement des paramétres de la forme du modéle CAO est réalisé de fagon manuelle et
interactive.
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Figure 47 : Proposition d’un maillage pour le modéle

Figure 48 : Contours obtenus par la technique des moindres carrés

Outre I’interprétation interactive basée sur la visualisation des résultats, on peut mettre au point une
procédure d’ajustement des parametres selon une méthode des moindres carrés (figure 48).
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Figure 49 : Distribution de matiére avec un matériau SIMP (p=2)

L’interprétation des zones de densité intermédiaire pose généralement des problémes. En guise
d’exemple, on aborde I’étude de la distribution de densité relative au matériau SIMP de puissance p=2.
La répartition de la matiére de la figure 49 laisse entrevoir une zone poreuse au centre de la structure.
Le choix d’une échelle de densité plus large permet & 1’oeil de séparer plus facilement les zones de
différente densité. Puisque la densité et 1’épaisseur jouent un role identique dans ce probleme, on
imagine que la figure 49 nous donne la répartition de la dimension hors plan. On voit alors apparaitre
une structure que I’on peut appeler primaire. Au centre, on distingue une structure d’épaisseur plus
petite. L’épaisseur relative de cette région est comprise en 0.2 et 0.4 dans sa plus grande majorité,
mais on voit aussi une zone de taille non négligeable dont la densité est située entre 0.4 et 0.6. On
rassemble cette région de densité moyenne au sein d’une seule zone d’épaisseur identique, mais de
valeur plus petite que celle de la structure primaire. Cette partie de la structure joue le réle d’un voile
mince, composant structural qu’on rencontre dans de nombreuses structures.

X

Figure 50 : Un modele CAO de la précédente
distribution

On établit un modéle C.A.O. dont la silhouette est reprise a la figure 50. Les frontiéres sont composées
uniquement de segments de droite et d’arcs de cercle. Les paramétres de la géométrie (coordonnées,
dimensions et rayon) sont ajustés manuellement pour approcher la distribution de densité au mieux.



Introduction a I’optimisation topologique 58

Le modele fait intervenir denx domaines qui possédent chacun une épaisseur différente. La répartition
des épaisseurs est présentée a la figure 51. La méme figure montre une proposition de maillage. Pour

satisfaire au mieux & des critéres différents de la compliance minimale, on peut soumettre ce modele
a un processus d’optimisation de forme.

s RV arar 2
R
Spustidid
S

WRIERY
2 i
g i

;
£ liY‘
N%‘g SR

2
]
HRERINEY i
A
nﬁ?mgﬂ“ﬂwf‘&

Figure 51 : Proposition d'un maillage avec la répartition
des épaisseurs sur la structure
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6. EXEMPLES D’APPLICATIONS
6.1 Optimisation de la topologie d’une poutre de plancher d’Airbus (MBB beam)

Le probléme de la poutre MBB (Messerschmitt-B6lkow-Blohm) est un des exemples les plus
connus d’application de 1’optimisation topologique. Il illustre clairement les avantages du processus
d’optimisation en montrant qu’il conduit & des topologies originales. Cette application a été décrite et
résolue pour la premiére fois par Olhoff et al. (1992). Le probléme concerne I’optimisation d’une
poutre de support dans un avion de transport civil produit par un grand constructeur aéronautique
allemand. La structure a pour fonction de soutenir le plancher dans le fuselage d’un avion Airbus. Les
contraintes de conception sont les suivantes :

¢)) Les surfaces inférieures et supérieures du plancher doivent étre planes et leur entre-distance
doit rester inchangée;
2) La déflexion maximale au centre de la poutre ne peut excéder 9.4 mm pour une charge de 20

kN placée au milieu de la portée;
3) La contrainte de von Mises ne peut dépasser 385 N/mm?;
4) 11 doit exister un nombre minimum de trous pour laisser passer le réseau de cblage électrique,
hydraulique...
Le but de I’optimisation est de déterminer la forme des trous qui minimise la masse de la poutre tout
en respectant les contraintes de conception.

2P P= 10 kN

O O OO0 O Q] wm

2400 mm

" Figure 52 : Position du probléme de la poutre MBB

Olhoff et al. (1992) rapportent qu’on ne peut trouver aucune solution classique avec 1’optimisation de
forme si on a une topologie composée de trois trous par demi-portée. Par exemple, I’optimisation d’un
modele avec trois trous circulaires ne permet de diminuer la déflexion sous la charge qu’au prix d’une
augmentation de masse de plus ou moins 3%, alors qu’une modélisation des trous par des B-splines
n’apporte qu’un gain de masse de 5,2%. Dans les deux cas, la contrainte de tension n’est pas activée.
Pour améliorer sensiblement la solution, une nouvelle topologie est nécessaire.

Compte tenu de la symétrie de la structure, on étudie un modele de la demi-portée. Le matériau de
base est un aluminium de module de Young E=70.E9 Pa, de coefficient de Poisson v=0.3. L’épaisseur
de la t6le de la poutre est également donnée : t=4.E-3m. Le volume de matiére admissible est borné
a 50% du volume du domaine de conception, parce que cette densité moyenne correspond environ 2
la masse de matiére présente dans les premiers modeéles d’optimisation de forme paramétrique. Le
domaine de conception est discrétisé avec un maillage transfini de 75x25 éléments de densité
constante.
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On réalise d’abord une optimisation_topologique avec la nouvelle microstructure orthotrope que nous
avons mise en évidence : la double microstructure de Hashin. On prend des éléments finis du second
degré pour éviter le probléme des distributions en damier. L’approximation de la compliance dans le
sous-probléme d’optimisation est la linéarisation mixte CONLIN. On obtient la distribution de matiére
de la figure 53. La microstructure est quasi optimale et la pénalisation des densités intermédiaires est
faible, ce qui explique la présence d’une vaste étendue de matériaux poreux. La compliance optimale
vaut I" = 64,31 Nm, ce qui signifie que la déflexion sous la charge est fortement réduite : d = 6,4 mm.

Figure 53 : Distribution de matiére de double microstructure de Hashin

Cette distribution suggére une structure composée de deux semelles d’épaisseur variable reliées par
une ame fabriquée en matérian composite orthotrope. Cette distribution de microstructure correspond
a la solution de type analytique donnée par Zhou et Rozvany (1991) reprise 2 la figure 54. Le méme
genre de solution est obtenu en utilisant une approche du type treiilis de barres ainsi que le montre
la solution obtenue par M. Beckers et Fleury (1994) a la figure 55.

Figure 55 : Treillis optimal obtenu par M. Beckers et Fleury (1994)
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Malheureusement, la distribution de double microstructure de Hashin ne permet pas de rencontrer les
contraintes technologiques relatives & I’existence d’un nombre minimum de trous pour laisser passer
les conduites de service. Cette solution pose également un probléme de fabrication, car notre
technologie actuelle ne nous permet pas de réaliser une distribution de microstructure telle que celle-ci.

L’emploi d’une microstructure de Hashin avec des inclusions sphériques conduit & une solution
similaire. La pénalisation des densités intermédiaires étant cette fois un peu plus importante, on voit
naftre le réseau de raidisseurs orthogonaux de maniére plus nette.

Figure 56 : Distribution de matiére avec des micro-inclusions sphériques

Pour augmenter encore la séparation vide-solide et pour créer une distribution plus facile & interpréter,
on adopte cette fois une loi raideur-densité de type SIMP avec un exposant cubique p=3. On conserve
le méme maillage transfini ainsi que des éléments de degré 2 pour atténuer les distributions en damier.
La carte de distribution de densité de la figure 57 est obtenue aprés 75 itérations CONLIN. La
compliance optimale vaut 1'=75,60 Nm soit un déplacement sous la charge de 7,56 mm.
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Figure 57 : Distribution de densité de matériau SIMP (p=3)

La distribution de matiére suggére maintenant de maniére plus précise le réseau courbe de raidisseurs
orthogonaux entre eux des figures 55 et 56. Comme la loi SIMP n’introduit pas une relaxation
compléete du probléme de conception, les distributions de matigre que 1’on obtiendrait en raffinant de
plus en plus le maillage, seraient telles que I’on verrait apparaitre de plus en plus de barres organisées
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Figure 59 : Distribution avec P'=4,5 et un matériau SIMP avec un exposant p=4

Cette fois, la séparation entre le vide et le solide est bien établie et I’on peut distinguer une topologie
précise .que 1’on pourrait utiliser comme base pour un modéle CAO de la structure a réaliser. La
structure optimale qui est suggérée est située entre les membranes et les treillis de barres ou de
poutres. On voit aussi que la distribution est encore complexe et qu’elle serait difficile a fabriquer.
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Pour créer de maniére rationnelle une topologie plus facile a utiliser comme base pour un modeéle CAO
dans une étape ultérieure de la chaine de conception, on décide de se servir du contrle du périmétre.
La distribution de matiére de la figure 57 obtenue sans borner le périmetre affiche un périmétre voisin

de 7.5 m pour la demi-portée. On essaie donc successivement des bornes P sur le périmétre de 7,5
; 6,5 ;5,5 et 4.5. Comme le périmetre est borné, on travaille avec des éléments du premier degré pour
alléger le temps de calcul. L’utilisation d’une borne sur le périmétre ralentit toutefois le processus
d’optimisation et le nombre d’itérations croit au fur et & mesure que I’on abaisse la borne sur
périmetre.

Lorsque le périmétre diminue, le nombre de trous dans le domaine est progressivement réduit. On
passe de 17 trous, quand le périmétre n’est pas contrdlé, a 5 trous lorsqu’on impose une borne de 4,5
m. La compliance de la solution augmente également. On passe de 73,08 Nm si P=7,5; 2 75,01 Nm
lorsque P=6,5, a 81,07 Nm si P=5,5 et finalement 2 85,91 Nm si P=4,5. Il ne faut pas s’étonner que
la compliance de la solution avec un périmétre de 7,5m soit inférieure a la compliance de la solution
libre de périmetre de la figure 57. En effet, la compliance avec le périmetre limité est effectuée avec
des éléments du premier degré qui surestiment la raideur et donc la compliance.

La borne sur le périmétre a aussi un effet indirect indésirable. Lorsqu’on force le périmétre a décroitre,
on remarque une augmentation des zones de densité intermédiaire. Ce type de distribution constitue
une maniére artificielle de diminuer le périmétre de la solution. Lorsque 1’on impose un périmétre de
4m, un des trous est partiellement bouché par une membrane poreuse. Pour enlever celle-ci, on
augmente la pénalisation des densités intermédiaires en prenant p=4. En repartant de la solution
obtenue pour p=3, on trouve la distribution de la figure 59 qui est beaucoup plus facile 2 interpréter.
La compliance optimale augmente encore a cause de la pénalisation des densités intermédiaires
1'=93,12 Nm.

Les solutions obtenues en bornant le périmétre donnent lieu & une topologie semblable a celle qui avait
été proposée par Olhoff et al. (1992) en interprétant la distribution de densité obtenue avec un matériau
avec des perforations rectangulaires. Remarquons toutefois que la topologie de Olhoff et al. (1992)
est semblable, mais pas identique. Le résultat de nos calculs semble donc indiquer que la topologie
de la figure 60 est sub-optimale. Cette remarque démontre toute 1'utilité de la méthode du périmétre
pour décider d’une topologie concréte sur la base de critéres rationnels afin d’éliminer autant que
possible une phase hasardeuse dans I’interprétation de la distribution de densité.

Figure 60 : Modéle CAO et topologie de la poutre MBB proposés par Olhoff et al. (1992)

6.2 Optimisation topologique tridimensionnelle : conception d’une plaque cantilever épaisse

Le probléeme de distribution de matiere de compliance minimale et de volume donné est aussi
applicable pour les structures tridimensionnelles. La généralisation de la méthode est immédiate.
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Figure 61 : Géométrie du probléme de conception d’une poutre tridimensionnelle

L’utilisation de microstructure & 3 dimensions est cependant beaucoup plus lourde. Les efforts de
calcul sont beaucoup plus conséquents. L’analyse par éléments finis fait appel & des éléments de brique
ou de tétraédre, plus cofiteux. La discrétisation du volume de conception demande, rapidement, un
nombre important d’éléments. Pour mettre deux fois plus d’éléments par c6té, on multiplie le nombre
d’éléments par 4 en état plan et par 8 en trois dimensions. Le nombre de variables de conception croit
donc rapidement aussi. Pour un matériau orthotrope de rang 3 ou avec des perforations en forme de
parallélépipede, on a 3 variables de microstructures et 3 variables angulaires par élément. L’ orientation
optimale a 3 dimensions reste toujours un probléme partiellement ouvert. En conséquence, on se limite
souvent aux microstructures suboptimales telles que la microstructure de Hashin avec des inclusions
sphériques. Ce matériau composite posséde des propriétés homogénéisées isotropes.

On étudie une plaque cantilever courte soumise & une force de cisaillement. Les dimensions du
probléme sont reprises a la figure 61 en unités MKS. Le domaine est discrétisé avec un maillage
régulier de 32x20x4=2560 éléments de brique du premier degré. Un c6té de la plaque est encastré,
tandis que 1’autre extrémité est soumise A une charge concentrée en son centre. Le volume de matiére
est limité & une valeur de 800 m? alors que le volume total est de 2560 m3. Le solide de référence est
un matériau standard: module de Young E = 100. GPa, coefficient de Poisson v=0.3.
- Lok

On obtient la solution aprés 50 itérations. La visualisation des résultats en trois dimensions est
évidemment plus difficile. A la figure 62, on montre, d’abord, la distribution de matiere suivant des
coupes faites selon 1’épaisseur en partant de la couche supérieure. Ensuite, la figure 63 donne deux
vues en perspective dans lesquelles on retire tous les éléments dont la densité relative est inférieure
2 30% de la densité du solide de référence. La distribution de matiére forme deux semelles de forme
triangulaire. Les couches intérieures forment un caisson ouvert, et 1’on reconnait une sorte de poutre
caissonnée. Elle se compose de deux semelles pour augmenter la raideur flexionnelle. La matiére dans
les deux couches intérienres forme un caisson qui relie les deux faces et les tient écartées. En I’absence
de torsion, la présence du caisson fait en sorte que la solution optimale peut étre assimilée a une
plaque sandwich, dont le bon comportement en flexion est réputé. Les semelles ont une forme de
largeur croissante, de sorte que le moment d’inertie de la poutre va en augmentant depuis 1’emplanture
jusqu’au point d’application de la force. La forme du caisson est, elle aussi, surprenante : elle s’évase
depuis la pointe puis se referme aux 2/3 de la portée. L’encastrement est libre de caissonnage. On
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pense que la solution libeére de la matiére a I’encastrement ot 1’écartement des semelles est maintenu
par les conditions de fixation, pour la placer 1a oil elle est plus utile.
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Figure 63 : Vue tridimensionnelle de la plaque cantilever
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