Réflexions sur la méthode de
s T M. Dutheil pour le calcul des

Fernand Campus,

de Liége

I. Introduction

La Société Royale Belge des Ingénieurs et des
Industriels a publié, dans son Bulletin n° 3, de
juillet 1950, une élude remarquable de M. Jean
Dutheil sur « Les problemes fondamentaux d’ins-
tabilité en construction mélallique : le flambe-
ment et le déversement ».

Par sa clarlé et son ordonnance, clle constitue
une syntheése particuliérement compréhensible et
une mise au point compléte des publicalions
multiples de son auleur au cours des derniéres
années.

Ces communications avaient suscilé un vif
intérét et quelques discussions; le nouvel exposé
d’ensemble constituc unc contribution de pre-
miére importance aux queslions si complexes de
I’inslabilité, qui aidera beaucoup a leur compré-
hension scientifique autant qu’a leur résolution
pratique.

M. Dutheil souhaite que son exposé engendre
de fructueuses discussions. Mon collegue, M. Ch.
Massonnet, a répondu a ce voeu avant la lettre,
dans cette revue méme (1).

A mon tour, je me permets d’exposer ci-aprés
un ensemble de réflexions, dont plusieurs sont
anciennes d’une vingtaine d’années et dont le
souvenir est réveillé en moi par l’'étude de
M. Dutheil. Je les crois susceptibles d’entrer dans
le cadre des discussions souhaitées.

II. Cas fondamental. - Diagramme universel

La portée des réilexions étant générale, je me
borne au cas fondamental de la piéce droite
prismatique articulée aux deux extrémités et
comprimée suivant son axe.

On désigne par :

1 sa longueur entre articulations;
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pieces comprimées et fléchies

I son moment d’inertie;
Q sa seclion;

T -
r:‘/—Q— son rayon d’inertic;

S= o I’étendue du noyau central;
v = la distance de la fibre extréme a la fibre
neutre.

On suppose que le matériau est élastique sui-
vant la loi de Hooke pour unc tension de com-
pression moyenne n comprise entre 0 et la limite
¢élastique n,, sous laquelle les déformations crois-
sent sans augmentation de tension.

Pour une piece idéale sollicilée idéalement, le
diagramme de la tension crilique peut étre repré-
senté sous la forme universelle de la figure 1.

. . l n..
En abscisses, on porle les valeurs de - =
4

en ordonnées celles de Le diagramme de

e

% se compose de la courbe A B D, d’équation
€
E (r\?
LU Q) (—) , ¢l de la droite DE d’équa-
ne ne \ L,
1
tion —¢—1.

Il cst indépendant de la nature des malériaux.

Si la limite de proporlionalilé, c’est-a-dire de
validilé de la loi de Hooke, ecst inférieure a n,,
commec dans les aciers réels de construction,
I'angle B D E serait amorli suivant une courbe
telle que B E, représentée cn trait interrompu.
Ceci pour le cas parfaitement idéal, qui met bien
en évidence le dualisme de l'instabilité dans le
cas fondamental, qui est maintenant bien connu :

a) L’instabilité par bifurcalion de 1’équilibre
(flambement eulérien);

b) L’instabilité par divergencc dc 1’équilibre,
dés que la limite élastique est atteinte.
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Mais il s’agit la du cas idéal, qui n’a pas de
réalité.

I1 y a longtemps (2) que j’ai attiré l’attention
sur la signification purement abstraite de la
charge critique et sur la nécessité de considérer
le flambement dans sa réalité physique.

Celle-ci exclut les conditions idéales ct inlro-
duit des perlturbations aléatoires, qui ont comme
conséquence inévitable l’instabilité par diver-
gence de 1'¢équilibre. Cependant les notions de
I’instabilité par bifurcation de 1’équilibre et de
la charge critique conservent une signification
essentielle. '

La méthode de M. Dutheil en esl une preuve
manifeste, altendu que fondée essentiellement
sur linstabilité par divergence dc 1'équilibre,
elle m’en exprime pas moins tous ses résultats
en fonction de la charge critique.

La possibilité de D’instabilité par Dbifurcalion
de l’équilibre, si elle est une limite, n’en resle
pas moins plus ou moins lalente et susceplible
de manifester une réalité physique en combinai-
son avee linstabilité de 1’équilibre par diver-
gence.

Un cas lypique cst celui du flambemenl en
deux demi-ondes des arcs minces surbaissés sous
l'effet combiné de charges transversales exté-
ricures el des contraintes de compression qui en
résultent en vertu des liaisons aux appuis (3).

I.e caractere dualiste de l’instabilité ne peut
donc étre perdu dec vue dans les considérations
sur la sécurité et aussi, de préférence, dans les
méthodes pratiques. C’esl un des mérites de la
méthode de M. Dutheil de salisfairc & celle con-
dition.

III. Formules de flambement fondées sur la
limite élastique

On désigne comme M. Dutheil par f; la fleche
initiale fictive, qui sera loujours rapporiée a s.
Sous l'effet de la flexion sinusoidale de flambe-
ment assez petite, cette fleche devient f telle que
f_h _ne
s s n,—n
compression moyenne, comme indiqué plus haut.
(Dans les notations de M. Dutheil, n est repré-
senlé par n,.)

Du fait de la flexion, lorsque la limite élaslique
cst atteinle a la fibre exlréme

approximativement . n désigne la

. nQfy f\_ fo  ne
n,_n—i——1 _n(1—|—?)_n(1+Tm)
d’ou

i‘ ne—n f_o_ne—-n ne—n
s n o T =T X ne )
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On déduit de 1a I’équation ou la formule géné-
rale de flambement fondée sur la limite élas-
lique :

n 1 1

L=1+l‘l N

s s ne—n

ou

n \2 n ne fo )} n;
—) —— I X —{14+= — =0.
(n,) n,,[ Xrue( +s +n,

A parlir de cetle forme générale, on peut éla-
blir unc grande variélé de formes particuliéres,

! ou A Lo
s

en  allribuant & des expressions
appropriées.
A) Tout d’abord la formule de M. Dutheil, qui

pose

n . n,
ﬁ =C=, dou L:C_‘_
s n. s n,—n
On en déduit
G Ne—n % n.—n
n, n

ou
n*—nn.+n.(1+CJ]4+n.n.=0

Ne

Logle
s n,—n

13)];—U = (C = (constante), d’ou

On 6])[1011[
n*—nn,+n,(14+C]+n,n =0.

Cette variété de formule a élé considéréc de-
puis longtemps, ainsi que le signale M. Timo-
shenko (4).
d’on 1 =C _n .

s s n.—n

C) _IO_ - C ’l_y
s s
La formule devient
nt—n [nc—l— ng (1 +G ?l)} +nen.=0
analogue & la précédente.
Celle variété esl plus récenle selon M. Timo-
shenko (4).
p R —c™ don
s n,
On obtient
n* (1—C) —n(n,+n) +n,n,=0.



Celte variété n’a pas été considérée a ma con-
naissance.

Remarque commune aux variélés A a D

Toutes ces variétés ont ceci de commun que
si I'on y fait GC=0, ce qui correspond au cas
idéal considéré en II, les formules donnent iden-
tiquement n=n, ct n=n, c’est-d-dire la courbe
idéale A BDE de la figure 1. Si C est différent
n,
. E
ont I’allure de la figure 2. Elles passent par le
point E, sauf celles de la variété B. LEn effet,
pour

n . l
de 0, les courbes de o en fonction de -

l n, ng fo
= = — = et ——= —
r E 0, n. * s’
d’ont
( n) 1
nelo fo ’
1+ 20
+ s
L/ fo
Or, pour cette valeur de “VE = 0
g s
pour toutes les variétés, sauf pour la variété B,

pour laquelle (ni) = 1 , c¢ qui montre que

el 140G

Jla variélé B n’est guére convenable pour les
faibles élancements.

Les courbes sont toutes asymptotiques a B A;

elles s’écartent d’autant plus de ABDE que C

cst plus grand.

E) On pose
J _me i)z v fo AT Ne—n 1)2
s T(r dou =5 _GE Ne (r :
On obtient
2 —
G EEe—(%) :n—e—n- d’ou TI.:——'::—I-2
o5 (7)

Cette variété vrestituec la formule de Navier-
Schwarz-Rankine. Les courbes correspondantes

ont méme allure

n . 11/ ne.
de — en fonction de — 2
n. r E

que celles de la figure 2; elles passent par E et
sont asymptotiques a 1’axe des abscisses. Mais
lorsque C=0, dans le cas de la piéce idéale, on
obtient n=n,, c’est-ad-dire sculement le trongon
D E de la courbe universelle idéale.

Pour toute valeur de C> 0, la courbe de Ran-
kine coupe la courbe idéale A BD en un point
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une incorrection fondamentale de cette variété
de formule, qui la rend inférieure aux variétés

des types A a D, lorsque C < %

. On obtient la formule linéaire, du Llype de
la formule de Tetmayer, en posant :

f L , . fo 1

, d’ou =

T —

On obtient

n:n”(l—(}

l
;)

Les courbes sont des droiles passant par E et
qui coupent la courbe idéale A B D en des points
dont les abscisses sonl la racine comprisc entre =
et l'oc de I’'équation du 3° degré

-6

Pour C=0, ce point c¢st D et la droite D E est
seule utile.

Ces formules linéaires sont donc théoriquement
irés incorrectes.

ne 1
E s

E

c —n—</ \+ﬂ2—0

On peut cncore concevoir d’autres formules
d’allure théoriquement correcte et possédant des
propriétés analogues & celles des variétés A a D.

J) Par exemple en posant

fo_gne J_ghey M
s n’s—cnxnc—-n
d’ou n*—n(n,+n)+n,n, (1—C)=0.
G) ﬁzﬁ,l =c—" |
s ) n,—n

d’ou

nz—n[ne—}—nc (1+%\,]+nen¢=0.

Ces deux variétés présenlent une incorrection
analoguc a celle de B).

Remarque générale

Pour ajuster les variétés A, B, G, D, J et G aux
valeurs expérimentales, on peut non seulement
faire varier les valcurs de C considérées comme
constantes, mais en faire des fonctions appro-

l
° et de -

Y

dérablement les variétés de formules théorique-
ment correctes.

priées de

ce qui multiplie consi-
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IV. Formules de flambement fondées sur la
charge critique

Des formules d’un autre type pcuvent étre
obtenucs en se référant & n.

H) En posant par exemple

2 E
fo _ [1+(Jne( ).]—nc _1_( )
s e £ '_
) n. I
d’ot

1)

r\
ne (T) J_ e
ne

Re [1 +c

’

on oblient

n= fo
— T E [r\
t+o (1)
ou encore
(e
n ne \ 1
n.

0o (7)

Si I'on fait C=0 (piece idéale), on obtient
n=n_ (branche A BD de la courbe idéale).
Pour des valeurs de C>0, on obtient une

3

famille de courbes asymptotiques a la courbe

d’Euler et qui coupent la droile ni-:i en un

e
_'—l/"‘2

c’cst-a-dire

d’abscisse Pour

point

n—n

C=m=? ce point est en D, .

pour -,l— = 0.

La formule n’cst donc pas théoriquement cor-
recte.

Mais alors que pour les formules des variétés
Rankine et Tetmayer, 1i’incorrection est du coté
des grands élancements et dangercux de ce fait,
pour la formule H, l’incorrection est dans la
région des petits élancements et par conséquent
peu dangereuse.

La formule peut &tre amendée en posant

1\2
(7)
I étant une constante d’ajustement.

Toutes les courbes passent alors par E pour

n—ﬂz+k&

IL‘:O, mais il n’est plus possible d’obtenir la
courbe idéale pour k=0, puisque alors C==2>0.



I) Si l'on suppose

e[k (Y]
el (e E (1

B i ”‘(l)gl (5

B l
Ne C T (’—>

ou

on obtient

cle (L
no_one E \r )
ne  ne l)
t+e g (5
ou
n n2C _ 7
nc ne 1\ 1 ne/ 1\2°
() TR
Pour
- =00 N=ng.
N cas N \
La piéce idéalc correspond a T= 0, dou
n=n,

Les courbes pour les valeurs dc% > 0 sont

asymplotiques a la courbe idéale A BD ct cou-
pent la droile DE et des points d’abscisses

VI

E T

<'l' = 0> pour %:1‘[2. Pour cette valeur, la
courbe devient une courbe de Rankine

1

n, (1\*’

t+ m E (1)

identique a la courbe dc la variété H lorsque
C=m=2

point sera en E

e — —

n
1,

V. Diagramme expérimental universel

Ainsi qu’il a été dit plus haut, les perturba-
tions par rapport au cas idéal sont aléatoires.
La sécurité ne peut dés lors étre fondée que sur
une connaissance statistique suffisante.

On relévera expérimentalement les valeurs de
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— au moment ot la limite élastique sera atleinle
¢

strictement a la fibre la plus comprimée : on les

portera en ordonnées sur un diagramme dont

les abscisses représenteront les valeurs correspon-
n, 1
S
aléatoire des perlurbations, si 1’on reporte sur
le diagramme un 1rés grand nombre dec poinls
expérimenlaux, ils formeront un nuage de points
par rapport auquel on pourra tracer unc courbe
limile assurant unc probabilité de ruine suffi-
samment faible, c¢’est-d-dire une sécurité suffi-
sante (fig. 3). On peut éventuellement {iracer
diverses courbes limite, correspondant a des pro-
babilités de ruine, c’est-d-dire a des coefficients
de sécurité divers. Mais on ne perdra pas de vue
qu’en matiere de flambement, il faut étre cir-
conspect quant a la sécurité. I1 faudra, pour
assurer une probabilité de ruine suffisamment
faible, disposer d’une statistique d’essais trés
étendue, car la dispersion est particuliérement
grande, par suite du caractére multiple des cir-
constances aléatoires.

Dans 1'étude de M. Dutheil, I'ajustement du
coefficient de la formule est fondé sur les expé-
riences de Tetmayer pour l’acier, sur d’autres
pour le duralumin et le bois. Il n’est pas certain
que ces expériences répondent aux conditions

dantes dc . En raison du caractére
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théoriques requises. Les ancienmes expériences
ont élé inspirées principalement par la notion
de charge critique; il n’esl pas cerlain qu’clles
établissent le moment strict ou la limile élastique
est atteinte; il y a lieu de croire au contraire qu’il
était dépassé, c’est-a-dire que l'on a pris comme
critére de ruine l'apparition de grandes défor-
mations de flexion, correspondant a une plasti-
fication déja généralisée et non a la limite
inféricure de plastificalion, c’est-a-dire @ la pre-
miére apparition de la limite de Uélasticilé en
un point de la piéce.

Il se pourrait donc que les courbes de M. Du-
iheil doivent étre abaissées, mais ceci peut influer
sur les valeurs du coefficient de sécurité.

De méme, il n’est pas cerlain que les valeurs
de n, et de E ont élé détermindes pour chaque
piéce d’essai.

Fig. 4 et 4bis. Enregistreur électronique a
grande amplification, utilisé pour la détermi-
nation de n,.

Ces délerminations sonl délicales, longues el
coliteuses; elles compliquent les cssais de flam-
bage, déja Lrés complexes et cncore relativement
peu nombreux. Acluellement, la détermination
de n, peut &trc faite assez simplement en irac-
tion ou en compression et avec précision, par
exemple au moyen de !’enregistreur électronique
3 grande amplification de la «Tinius Olsen Testing
Machine C°» (tig. 4) qui est trés semsible. La
mesure de la valeur moyenne de I pour une
piece compléte peut étre faite avec grande pré-
cision en un temps irés court par les appareils
d’auscultation dynamiques, tels que le chrono-
graphe & condensaleur dec Joergensen-Weibel
(fig. 5). Pour des malériaux assez homogenes,
tels que 1’acier, les résullals sonl remarquables.

Fig. 5. Chronographe a condensateur de Joer-
gensen-Weibel.



Pour des matitres plus hélérogeénes, lelles que
Ie bélon, la mesure lienl comple des hélérogé-
néilés, mais pas de la varialion de I en fonclion
de la charge, de lelle sorle qu’il faudrail faire
les délerminalions dans divers élals de charge,
ce qui complique beaucoup la queslion.

Enfin, la délerminalion slricte de l'apparilion
de la limile élaslique pourrail &lre décelée par
des cxlensometres Irés sensibles, [rés précis el
sans jeu, par exemple au moyen d’extensométres
ohmiques. S’il était, dans certaines circonslauces,

plus facile de mesurer z , on cn déduirait
s
n 1
ne f e
¢ 1+__
s
. . . . 0 .
On pourrail aussi délerminer Lo par la mé-
s

lhode cxpérimentale de Soulhwell (1); on en

R n - .
déduirail par 1'équalion :
4
‘'n )2 n [ ne fo ” e
— ] ——1 — 1 = — =0.
(ng, n,. + ne ( + s/ n,

Il serail reccommandable en lout cas de pro-
céder concurremment a la mesure enlensomé-
trique direcle de la valeur de n correspondant a
Ta stricte apparition de n,, de maniére a contréler
les relalions ci-dessus, donl la deuxieme est
approximaliyve.

Si I'on disposail d'un diagranmne expérimenlal
universel suffisanl, la connaissance de la courbe
limite assuranl un cerlain degré de sécurilé per-
mellrail, par le moyen de lableaux numériques
ou de courbes, un calcul facile el assuré, éven-
lucllement selon les formes indiquées par M. Du-
theil ou d'aulres analogues, sans devoir encore
recourir & l'emploi de formules dont le méca-
nisme formel a él¢é analysé a sulfisance aux
paragraphes ITI el IV. Pour les raisons indiquées
plus haul, les expériences anciennes ne vépon-
dronl probablemenl pas toules, ni gutre, aux

condilions définies. Cela n’ecmpéche pas qu’il
serait opporlun loul d’abord de procéder d un
dépouillemenl  systématique el centralisé  de

toules les expériénces de valeur failes jusqu’a
présenl. Ce pourrail étre 'ceuvre d’un groupe-
ment inlernalional aclif, lel que 1’Associalion
Inlernationale des Ponls et Charpenles (A.I.P.C.)

ou la Réunjon des Laboraloires d’Essais ct de
Recherches sur les malériaux ¢l les conslruc-
lions.

Il est néanmoins cerlain que de nouvelles et
nombreuses expériences scronl nécessaires (fig. 6).
Comme clles sont imporlantes, il est souhai-
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Fig. 6. Machine d’essai pour piéces soumises
au flambement.

lable aussi que ces expériences nouvelles, qui
doivenl répondre a des condilions bien délinies
esquissées plus haul, soienl réparlies enlre plu-
sicurs pays cl que leurs résullals soienl coor-
donnés par le méme organisme cenlral qui aurail

assuré le dépouillement des expériences anté-
ricures.
Ces expériences scraient  lout d’abord aussi

fondamenlales que possible, mais concerneraienl
lous les phénomenes d’instabililé, le déversement
aussi hien que le flambement.

Un progrés considérable aurait été réalisé ainsi
et qui rendrait aux conslrucleurs des scrvices
inappréciables.

VI. Prise en compte de la déformation d’effort
tranchant

Les considéralions de M. J. Dulheil ne sonl
pas nouvelles dans leur principe (5), mais clles
s’appliquent  d’unc  maniére parliculicrement
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simple au développement de sa méthode et per-
mettent ainsi de tenir compte des ecfforts tran-
chants dans les cas ou ils peuvent étre importants
pour le flambement, c’est-d-dire pour les piéces
en treillis et & étrésillons, auxquelles la méthode
de M. Dutheil s’applique d’unc facon particulie-
rement simple.

VII. Flambement avec flexion (flambement
composé selon Mr Dutheil)

Soit M le moment de flexion dd aux forces
transversales indépendant de l’action des forces
longitudinales, f,, la fleche correspondantc. Soit
enfin ¢ le coefficient de sécurité applicable a la
flexion simple.

L’équation de résistance par rapport & la limite
élastique s’écrit :

Qn M
ntw It N ="

d’ou
UMO
A ne
n— f o f
14 Y 1+ e

Tout le probléme est ramené par cette formule
4 un cas de flambement fictif. Mais il faut encore

f

considérer la valeur différente de

A (o +ofm)

qui est égale

d’ou
ne sfm n n, oMo
n+nsnc—n+ s —n+W_e
) n, crfm ,
n [ 1+ o — (— ):I = == N,
En posant
ﬁ)_ sfm jol
ST T
on obtient
n\* n n, ( fo'
(ne') n,’ [1 eyl Gl T)

équation de flambement fictif.

L’opportunité de ramener 1’étude du flambe-
ment composé & un cas fictif de flambement
simple se recommande pour dissiper la tendance
instinctive de beaucoup de praticiens A consi-
dérer le flambement composé comme moins dan-
gereux que le flambement simple et A ajoutér
simplement 3 la tension de flexion ordinaire la
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tension de compression multipliée par le coef-
ficient de¢ majoration de flambage. Ceci revient
a négliger l'effet de la flexion sur le flambage,
afm
s

c’est-a-dire le terme L’inconvénient de la

méthode réside dans le fait que le diagramme
universel de flambage ne scra pas applicable, &
ﬁ a Jo .
s

Cet inconvénicnl pourrait é&lre évilé en ajou-
tant & la courbe fondamentale de flambage simple
(f,= 0), des courbes supplémentaires cotées en

sfm

valeurs dec r
a partir de la courbe fondamentale expérimentale.
Cette famille de courbes mettrait bien en évi-
dence l’effet majorant de la flexion sur le flam-
bage.

Selon une autre conception,

cause de la substitution de

. Ceci peut se faire par le calcul

( + s nc—n)
chol’ + \i4 fm nne J_’”t’

(1+ s ne—n)
cho Nfm ne .
+ li + M, nc—n]_nc’

on ajoute a la tension normale, multipliée par
le coefficient de majoration de flambage, la ten-
sion de flexion, multipliée par un coefficient de
majoration analogue A celui de flambage et pour
lequel on peut établir des tables ou des courbes
a partir des valeurs expérimentales. Cette mé-
thode sépare peut-étre mieux les deux effets,
mais exige l’emploi de deux coefficients diffé-
rents. C’est celle que préconise M. Dutheil.
Comme il faut en tout état de cause déterminer
la fléche de flexion ou faire une opération ana-
logue, la premiére méthode me parait plus simple
et plus sire.

VIII. Autre mécanisme d’établissement de for-
mules de flambement

L’analyse du mécanisme d’établissement de
formules de flambement faite plus haut, qui est
inspirée de l’examen de la méthode de M. Du-
theil, m’a remis en mémoire un autre mécanisme
qui m’avait intéressé il y a bientdt vingt ans.
Il est inspiré d'une étude de M. Léon Descans,
intitulée « Contribution a 1'étude des piéces char-
gées de bout » et parue dans le deuxiéme fascicule



de 1929 des Annales de U’Association des Ingé-
niecurs sortis de U'Université de Gand. L’auteur
étudic lc cas de la piece encastrée a une extré-
mité et libre a l’autre. Ce qui suit est une adap-
lation au cas fondamental considéré dans la
présente mnote de la piéce arliculée aux deux
cxtrémités.

Soit N I’effort mormal cngendranl une com-
pression moyennc n. M. L. Descans définit
comme suit la sécurité dans le cas du flambeinent
composé, c’est-a-dire accompagné de flexion indé-
pendante de l'effort normal.

La tension limite étant n , celle duc a la
flexion ng, n ne peut dépasser n —n . En ad-
mettant cette valeur pour n et en déplacant
N=Q (n,—n,) & la limite du noyau central

N 2
= ;—2‘0—:’7 , la compression maximum dcvient
n,+2 (n, —ny),valeur qui ne peul élre dépassée.

Si f,, cst la fleche maximum due & la flexion
indépendamment de tout effet de flambement,
M. L. Descans démontre la relation approximative

— NC
f —_— fm ch—_N_

aussi utilisée par M. Dutheil.

ol

Fig. 7.
Posons
n ne
= e— = d’ou =
n o Ne Tom ) f fm n

L’effort normal étant excentré de s, la tension
maximum devient

no -+ n -4 Nf —--|-L\“i = 19 42 (N — n0)
Mais
—Nlﬂ = n,, — ny, donc nyg+ n -+ Nﬁ =Ny, .
La fléeche duc au moment Ns, sans effet de
flambage, cst g_s};

La fléche totale de flambage devient

f=(tn+ gar) e

Ne—1N
Donc
n() n
ot = e +
Ny

ny
1— ] 1.
( n,,,) 81,
Par des considérations de géométrie analytique,

M. L. Decans établit une solution approximative
qui est

1 — Ny
1 _
i—n _ Ne nn dott = . Ny 5
- 0 0
ne (1 ) {4y 2
c( + Ny + Ny + Ne

formule qui convient pour le flambement com-
posé. Pour le flambement simple

n

ny =0 N d’on n =
n')'ll

R 1
- 2 L n, 12
1+T 1+ = —’—2

Cetle formule est de la variété de Rankine, con-
sidérée sous E) au paragraphe III. En admettant

n,=2n,, on aurait
n 1
Moy - 1 ne /1 )2 ’
I+ E KT
1
qui est la formule du type E avec G =3

c’est la valcur limite donnant la courbe de Ran-
kine qui coupe la courbe d’Euler a Vinfini. Elle
peut encore s’écrire

ne 1
n, ne
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Fig. 8.
n,
Il y correspond —f-=—e—.
s ne

Il y a quelque analogie enlre la mélhode de
M. L. Descans el celle de M. Dutheil, mais elle
nc va pas jusqu’a permettre de comparer des

fo

valeurs de ol les deux solulions étant assez

différentes & ce point de vue.
Elle est cependant plus grande pour le flam-
bement simple que pour le flambement composé.

Dans le cas de flexion composée, schématisé a
la figure 7, page 39, on a
g d’y
M:hlmz—N(s—[—y) .

La solution de cette équation esl :
1 —cos ‘/ﬁ
]/
sin]/ N1
/N
-+ cos L T L — 1.

On en déduit facilement pour z :é

y=s

f4s=
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La section dangereusc correspond a la méme
valeur de z ct l’équalion de limite de tension
est :

n + Nm (f"_ 5) ';)_ == ‘)nl/h avec Nm =Qn,,
d’ou .
1
cos N
EI 2
Ceci donne une nouvelle formule de flammbage
inédite :

2=t =

- rL pr—
Ny -
. cos >
S :2_—1—
n /"l
cos— —
2 n,
no_, 1
Mo oS 11 /n,,» /n
08 — — |/ — —
2 i'l E ‘/ ne
ou
ne

e J1 ll/ ‘/n{'

Une aulre formule de flambage peul élre éla-

. : N ™ n .

blie en donnant a cos —- ‘ — la valcur approxi-
- Ne

2
T
malive I————n-.
8 e

On obtient :

—y
2—T| =1 8 Ne
D’ou
7?2 _‘)n(4ﬂc+1)+8’1c 0;
14 e 167]( ;
r. on 64 E2 4
= _-E=1 'n l2 ‘/ Rl n 2l

Le diagramme de la figure 8 reproduil les trois
courbes comparées au diagramme universel idéal
de la figure 1. Elles ont été calculées en 1931-1932
par M. J. Lamoen, alors aspirant du Fonds Natio-
nal de la Recherche scientifique & 1'Université de
Liege pour le cas de la piéce encastrée d une
extrémité et libre & 'autre. Elles ont été adaptées
récemment pour le cas envisagé ici de la piéce
articulée aux decux extrémités par M. O. Dauby,



assistant. Elles sont plus basses que les courbes
de M. Dutheil. Ceci n’est pas nécessairement une
infériorité, selon une remarque du paragraphe V.
Mais il est évident que la conception proposée
par M. Dutheil cst plus simple et plus ration-
nelle.

Tous les raisonnements qui précédent concer-
nent uniquement des piéces isostatiques; les cas
de liaisons hyperstatiques demandent un examen
spécial dans chaque cas.

Pour les cas isostatiques, M. Timoshenko éta-
blit (4) que dans le cas d’unc courbure initiale
de la piéce, affine a I'élastique de flambement,
le coefficient de majoralion de la fleche initiale
jl) est L

ne—n
proportionnellement. Si la piéce est droite et si
f, représentc unc excentricité, alors

. Le moment initial N, est majoré

1 —cos E—l
f_fh "V EL2

s s N 1
cos -ﬁ—i

mais le moment est majoré davantage et devienl
Nfo

peve
cos Bl 2

Enfin, si la fleche f, provient d’une sollicila-
tion de flexion latérale, le moment fléchissant da
a cette sollicitation est, en raison du flambement,

multiplié par
/N 1 I/W l)
tg‘l/ﬁ-?ou 2(1_005 ﬁ?
N1 o NpE /N
EI 2 (E[ 4 El 2

. *
Ces deux derniéres expressions, pour les valeurs
de N habituellement trés inférieures a la charge

o~

critique, sont équivalentes a —1—T . Pour
cos 'ﬁ—z'
les mémes valeurs de N en limitant le dévelop-
' . NI
ement en série de co e
P *V w2
\ N 12
a 1— = =
El 8’
. n2N - .
égal & 1 — 8N, le coefficient de majoration
¢
s’écrit aussi
Ne
1 . N
PN TN
8 N, N 8
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Lorsque ~ est asscz grand, cette fraction est
[ . , . ne
approximativement égale 8 ———— |
ne—n
On peut donc s’en tenir généralement au fac-

nc

teur de majoralion et il ne semble guére

Yy avoir d’utilité A substituer a la formule
r__
ne n
' 1+ Z_o ne —c n
la formule
n 1
e 14 o ) '

scosﬂ/n
- 2] n,

D’aulant plus qu’en fin de compte, d’aprés le
paragraphe V, il sc recommande plutét de se
rapporter & une courbe limite expérimentale cor-
respondant a wunc probabilité dc ruine asscz
faible. Ces scrupules mathématiques perdent
toute signification en regard de celte conception,
surtout pour les grands élancements, pour les-
quels il est prudent de ne pas perdre de vuc le
plus grand risque d’instabilité.

M. Dutheil formule dans son élude quelques
remarques au sujet des prescriptions du regle-
ment belge dans le domaine des grands élance-
ments. FElles doivent étre considérées attenti-
vement, mais avec la circonspection imposée par
le nombre relativement faible de résultats expé-
rimentaux dans ce domaine, ou la probabilité
de ruine est assez indéterminée et susceptible de
croitre rapidement.

F. C
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La

(1) Cetle letire contienl unc crreur de signe dans la for-
mule exprimant l'effet de la déformation d’effort tranchant,
qui a fait 1’ohjet d’'unc correspondance entre M. Aug. Mes-
nager et l’auleur de la présentc note en mai et juin 1931, la
formule exacte étant identique a celle qui figure dans 1’étude
de M. Dutheil.
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