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Un polyomino est une réunion connexe de carrés unitaires, appelés
cellules.




Exemple de polyominos

£ IE
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@ Dominos

@ Tetrominos




e Combien existe-t-il de polyominos & n cellules?
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e Combien existe-t-il de polyominos & n cellules?
Inconnu pour n > 57

@ Peut-on paver le plan avec un ensemble donné de polyominos?
Indécidable

@ Peut-on paver une région finie du plan avec un ensemble
donné de polyominos?
NP-complet
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Dans chaque polyomino se cache un arbre
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@ Les sommets sont les cellules.

@ Deux sommets sont adjacents si leurs cellules ont un c6té en
commun.
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@ Les sommets sont les cellules.

@ Deux sommets sont adjacents si leurs cellules ont un c6té en
commun.

o Il peut y avoir des cycles dans ces graphes.



Polyominos-arbres

@ S'il n'y pas de cycle, on parle de polyomino-arbre.
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@ S'il n'y pas de cycle, on parle de polyomino-arbre.

@ Ce polyomino-arbre a 4 feuilles et 9 cellules.
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@ S'il n'y pas de cycle, on parle de polyomino-arbre.
@ Ce polyomino-arbre a 4 feuilles et 9 cellules.

@ Pour un nombre fixé n, quel est le nombre maximal de feuilles
qu'un polyomino-arbre a n cellules peut posséder ?



Théoréeme (Blondin-Massé, De Carufel, Goupil, Samson 2016)

Pour tout n > 1, le nombre maximal de feuilles que peut
posséder un polyomino-arbre a n cellules est donné par

0 sin=1

2 in=2
(n) = i

n—1 sin=3,4,5

(n—4)+2 sin>6
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Théoréeme (Blondin-Massé, De Carufel, Goupil, Samson 2016)

Pour tout n > 1, le nombre maximal de feuilles que peut
posséder un polyomino-arbre a n cellules est donné par

0 sin=1

2 in=2
((n) = o

n—1 sin=3,4,5

ln—4)4+2 sin>6

@ Résultat similaire pour les polycubes-arbres.

@ Les graphes des polyominos-arbres sont les sous-arbres induits
de la grille infinie Z2.

o Etude du probléme dans d'autres graphes?



Pour G = (V,E) un graphe et n > 2
@ 7, = ensemble des sous-arbres induits 3 n sommets
o Lg(n) = max{# feuilles dans T|T € Tp}
@ Suite feuillue de G : Lg(n)ne{Q,m,M}

14
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Probléme LIS

@ Instance : un graphe G et deux entiers n, k > 1

@ Question : Existe-t-il un sous-arbre induit 3 n sommets
et k feuilles dans G 7

Théoréme (Blondin-Massé, De Carufel, Goupil, V. 2017)

Le probléme LIS est NP-complet.

Réduction au probléme :
@ Instance : un graphe G et un entier n > 1

@ Question : Existe-t-il un sous-arbre induit a strictement plus de
n sommets ?

qui est NP-complet. [Erdss, Saks, Sés 1986]
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e Transformation polynomiale f : (G, n) — (H,2(n+ 1),

@ Si G a un sous-arbre induit a plus de n sommets
= 3T sous-arbre induit 3 n+ 1 sommets {vi,...,vy11}

= H a un sous-arbre induit par {vi,...,vop1} U{v],..., v, 1}
avec 2(n + 1) sommets et feuilles
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e Transformation polynomiale f : (G, n) — (H,2(n+ 1),

e Si H a un sous-arbre induit T a 2(n + 1) sommets et
feuilles

= T a au moins n+ 1 sommets dans V

= G a un sous-arbre induit & plus de n sommets
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2 sin=2et k>2
LKk(n):{—OO N

LRk(n) ==

LKp,q(n) =

2 si2<n<k

—o0 sik<n

2 si2=nou |5 +1<n<k
n—1 si3§n§L§J+1

-0 sik<n

2 sin=2
n—1 si3<n<max(p,q)+1
—oo si max(p,g)+1<n



Seulement des résultats partiels :

] sine {23}
2 si2<n<3 i ne {468}
sin
Ly.(n) =<3 in=4 et Ly, (n) = L
Ha () stn s () sine{57,9)

—o0 sib<n )
—o00 si10<n



Seulement des résultats partiels :

2
2 si2<n<3 3
LH3(I7) =43 sin=4 et LHA(n) =
—o0o sib<n

Observations :

o La suite feuillue n’est pas toujours croissante.
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Seulement des résultats partiels :

2
2 si2<n<3 3
LH3(I7) =43 sin=4 et LHA(n) =
—o0o sib<n
—00

Observations :
o La suite feuillue n’est pas toujours croissante.

o La suite feuillue Lg(n)neq2,... v} st croissante
ssi G est un arbre.

sine {23}
sine {4,6,8}
sine{57,9}
silo<n



Théoréme (Blondin-Massé, De Carufel, Goupil, V. 2017)

Soit T un arbre & m sommets. Alors L1(n) peut &tre calculé
en temps et en espace polynomial.

Algorithme basé sur la programmation dynamique.
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O
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Pour un arbre 7'\” orienté et enraciné en u
o f(T,) =#{x € T, | deg™(x) = 0}
o L (n) =max{f(T}): T, C T, |Ty| = n}

~

@ Extension a une forét F orientée a k comp. conn. F; :

L= ( —max{ZL

@ Si F est la forét des sous-arbres enracinés en les fils de v,

n sin=0,1
Lﬁ("):{ .

Lz(n—1) sinon

Ae C(n, k)}



|dée de I'algorithme
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|dée de I'algorithme
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En supposant Lg connus,
1

o Calcul naif de Lz via

k
Lz(n) = max {Z Le(A(D) | A€ C(n, k)}

en temps ©((})) = ©(n*/k"~k) non-polynomial!



En supposant Lg connus,
1

o Calcul naif de Lz via

k
Lz(n) = max {Z Le(A(D) | A€ C(n, k)}

en temps ©((})) = ©(n*/k"~k) non-polynomial!

o Calcul de Lz via
Lz(n) = max{LF/_?l(i) + L/F;(n —i)|0<i<n}

en temps O(km?)
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|dée de I'algorithm
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@ Nombre maximum de feuilles dans les sous-arbres a n
sommets, contenant |'aréte {u, v} :

L@Nﬂm::mw{Lﬁu)+Lﬁor—0‘1§i§n—1}

10112334556

v 011223

Ly = 012234456677889



@ Nombre maximum de feuilles dans les sous-arbres a n
sommets, contenant |'aréte {u, v} :

L{uvv}()—max{L (1) + Ly (n—1) ‘1<1<n—1}

10112334556

v 011223

Ly = 012234456677889

o Lr(n)=max{Lg,,(n) | {u,v} € E}



Peut-on faire mieux?

@ On ne peut pas espérer obtenir une procédure de calcul de
L1(n) qui efface successivement des feuilles.

[N
bl

Lr(7)=5 etlr(9)=6

o Contre-exemple :
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(X, T) est une décomposition en arbre du graphe G = (V, E) si
o X ={X,...,X;} ot X; C V
o Ul Xi=V
@ T est un arbre avec X pour ensemble de sommets
@ pour tout uv € E, il existe i tel que u,v € X;

@ pour tous i,j, k, si le noeud X; est sur un chemin entre X; et
Xk, alors Xi N X, C X;



(X, T) est une décomposition en arbre du graphe G = (V, E) si
X:{Xl,...,Xg} ol X,'g %4
U Xi=V

T est un arbre avec X pour ensemble de sommets

pour tout uv € E, il existe i tel que u,v € X;

pour tous i, j, k, si le noeud X; est sur un chemin entre X; et
Xk, alors Xi N X, C X;

(6) {0,1}

96@‘ - {1,2,3,4}

) {3,4,6}] [{4,5,7}




(X, T) est une décomposition en arbre du graphe G = (V, E) si
X:{Xl,...,Xg} ol X,'g %4
U Xi=V

T est un arbre avec X pour ensemble de sommets

pour tout uv € E, il existe i tel que u,v € X;

pour tous i, j, k, si le noeud X; est sur un chemin entre X; et
Xk, alors Xi N X, C X;

) {3,4,6}] [{4,5,7}




@ Largeur d'une décomposition (X, T) : max; | X;| — 1

6,

Q)
o5
O0—0—O

{0,1} {1,2,3}
{17273’4} ’{07172}"{27374}‘
’{37476}‘ ’{47577}‘ ’{37476}‘ ’{47577}‘

Largeur : 3 Largeur : 2



@ Largeur d'une décomposition (X, T) : max; | X;| — 1

®
o
&
e
0@

{1,2,3}

{0,1,2}][{2,3,4}]

’{37476}‘ ’{47577}‘ ’{37476}‘ ’{47577}‘
Largeur : 3 Largeur : 2

@ Largeur arborescente de G = min des largeurs de toutes ses
décompositions
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Théoréeme (Courcelle 1990)

Soit F une formule de la logique monadique du second ordre.
Sur les graphes de largeur arborescente constante, F peut &tre
décidée en temps polynomial.

Pour un graphe G = (V, E), on note
e |G| =(V,adj) ob adj(u, v) est vrai si uv € E
o |G|FF

Proposition (Blondin-Massé, De Carufel, Goupil, V. 2017)

Soit w € N. Le probléme LIS est polynomial pour les graphes
de largeur arborescente w.
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Il existe un sous-graphe induit connexe et acyclique
a n sommets et k feuilles.
@ U induit un sous-graphe connexe : CONN(U)
Vu,v (ue UNv e U) = ¢(u,v))
@ u et v sont dans la cléture réflexive et transitive de la relation
adj : ¥(u, v)
VX (v e XAVx,y (x e X Nadj(x,y)) >y € X]) = v eX)

X fermé pour adj

e U induit un sous-graphe acyclique : ACY (V)

—(Xcontient un cycle & 3 sommets)



Il existe un sous-graphe induit connexe et acyclique
a n sommets et k feuilles.
@ U induit un sous-graphe connexe : CONN(U)
Vu,v (ue UNv e U) = ¢(u,v))
@ u et v sont dans la cléture réflexive et transitive de la relation
adj : ¥(u, v)
VX (v e XAVx,y (x e X Nadj(x,y)) >y € X]) = v eX)

X fermé pour adj
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Il existe un sous-graphe induit connexe et acyclique
a n sommets et k feuilles.
@ U induit un sous-graphe connexe : CONN(U)
Vu,v (ue UNv e U) = ¢(u,v))
@ u et v sont dans la cléture réflexive et transitive de la relation
adj : ¥(u, v)
VX (v e XAVx,y (x e X Nadj(x,y)) >y € X]) = v eX)

X fermé pour adj

e U induit un sous-graphe acyclique : ACY (V)
—(Ix,y,z

(x £y Ny #zAz#xNadj(x,z) Aadj(z,y)
AIX (z€ X Ax€XAyeXACONN(X))))



e U a néléments : CARD(U, n)

dug, ..., Uy

(/\/\ ui € UN(i # )~ v # uj))

/\(Vu(/\u;éu,-)—>u¢U))

i=1



e U a néléments : CARD(U, n)

dug, ..., Uy

(/\/\ ui € UN(i # )~ v # uj))

/\(Vu(/\u;éu,-)—>u¢U))

i=1
o U a k "feuilles” :
IV (CARD(V, k)
AVv(veV —svel
A3u (ue UA adj(u,v)
A (Yx ((x € UAx # u) = —adj(x,v))))))



@ Décrire un algorithme polynomial pour les graphes de largeur
arborescente constante
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a un graphe



@ Décrire un algorithme polynomial pour les graphes de largeur
arborescente constante

e Déterminer quand une suite d’entiers correspond a un arbre ou
a un graphe

@ Vérifier s'il existe une application utile en chimie



Perspectives

@ Décrire un algorithme polynomial pour les graphes de largeur
arborescente constante

e Déterminer quand une suite d’entiers correspond a un arbre ou
a un graphe
@ Vérifier s'il existe une application utile en chimie

o Etendre les résultats obtenus dans Z? a la grille infinie
triangulaire (polyiamonds) et a la grille hexagonale (polyhexes)
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