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I1I, Ecoulements isentropiques d*un gaz perfait.

I. Eguetion 4'6tet d'un gas parfait,
L'équation d'état d'un gaz parfzit s'berit °

p = RT (3.1)

guand on fait usage de la masse molaire m*, nombre sans dimensione défini de la

fagon suivante @
' .
o' » Basse moyenns d4'une molécule 32
maase de la molécule d'oxygene

la constante

B = Rn™ = 8.313107 (mn/svec)2 par © centig.

devient universelle, Une des consf@quences impcrtantes de cette &quation d'€tat
est que l'énergu interne ne dépend que de la température. En effet pour une
petite variation de 1'état on a suivant (2.34) et (2.35)

dU = T4S + —1’7 dp (3.2)
COnuderona dans cette relation U comme une fonction de la température et de la

masse volumigue, ce qui revient & coneidérer l'entropie comme une fonction
implicite de ces variables 3 travers (2,34). Si donc nous remplagons dans (3.2)

ds--ﬁ?' aT «+ ap dp
il viendra
1A 88
3T ~ T 3T (3.3)
IR

Eliminons l'entropie entre ces relations

9 U 3
w (‘%" %'F) 3T '1‘ gp) (';g"f)
ce qui se réduit &

FI ap a'r (+

mais d'eprés l'équation a'état

G GE <& @ -o

ce qui entraine 3U/3p = o , U ne dépend que de la température. Dés lors l'en~
thalpie spécifique

I=v+Reysre (3.5)
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ne dépend aussi que 4e la températaren

Les grandeurs
Bec(n 3,6)
%% = (1] | (3.7)

sont les chaleurs spécifigues r»upactxvemoan 8 volume ccastant et & pression
constante; ¢lles ne dfpendent sussi que de la température, En vertu de (3.5)
=lles sont lides par

cp = Cv + R (308)

Enfin puisque 3U/3p = o , les relations {3.3) et (3.4) peuvent s'écrire

goit encore
—— an &
43 = ¢ T R ( 3.9 )

Sous cette forme l'entropie spécifique est directement intégrable

T
§~8 =[ ¢ S~Rlal (3.10)
© T 2 )
o [}

on obtient aussi directement son expression comme fonction de la pression et de
la tempfreture su moyen de la transformation

T
[ "'I‘n

o Po

déduite de la relation 4'&tat, Moyennant une intégration par partz.ea et utilisa-
tion de (3.8) il vient

: de_
T by
8§~5 =m=aRInE-tc lpg =] ?-—lrfr-d‘l‘
° o T % I )

[+)

2. c&;érité du son.
L'8quation (2.35) constitue une relation

p=p (o, 8)



dont on peut déduire ls grandeur

2 o 92 ’ -
& % . (3.15.)

qui a les dimensions du cerré d’une vitesse, Il apparafirs par la suite que cette
vitesse est en fait la c&1&rité avec lagquelle Be propegent Les psrturbations
infinitésimsles de pression; c'est ia célérité du son. Pour en &cablir une
expression explicite transformons (3.9) par la différentielle logarithmigue de
1'8quation detat

-‘3-% = E% + ..‘%. (3.12)
Eu égard 8 (3.8) il vient

aswc B 3 (3.13)
Far conséquent, & entropie comitanic,

%aaz =y f- = y RT (3.1L)
ol Yy = °p/"v (3.15)

La dernidre des relations (3.I4) montre bien que la célérité du son ne dépend
que de la température,

3. La relation pression~vitesse pour une particule conservant son enthalpie totale

3§ son entrople.

En négligeant les &changes de quantité de mouvement par viscosité et de
chaleur par conduetion entre une particule et son voisinage, il vient par (2.40)

l'entropie de la perticule est conservée. Dés lors, par (2.64) et (2.36)
o, ! |
Dt~ e Dt . (3.16)

Supposons encore le champ des pressions permanent (§§-~ c) et nous surens en
vertu de (2.79) : :
c'est-d-dire conservation de l'enthalpie totesle de cetta particule :

2
H=1I4+ g;-+ Q = constante particulaire

Exsminons le cas ol les forces dérivant du potentiel 2 sont négligeables ou
absentes |
= L=z Y (3.17)
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Ls veleur I_ de le constante est l'enthalpie 4'arr8t (¥ = o) & laquelle corres-
pond une préssion d'errft p, . La conetante est slors relife aux conditions ol
1'enthalpie totale est sous forme uniquement thermodynamigue, Quazd elle est
uniquement sous forme cinétique, la vitesse atteint une valeur limite V, pour
inguelle la température de lea particule est tombée {en principe} & zéro, ainsi
d8s lors que sa pression. ‘ :

Le diagramme pression~viteese qui s'étend de (p, , ¢) & (o , V7) posséde les
caractéristiques qualitatives suivantes : per Aifférentiastion de (3,I7) et eu
égard & (3.I6)

i .
V‘%%v"""‘"' ED‘%“G ' {3:18}

ce qui donne pour pente de diagramme

L) A (3.19)

Cette pente est toujours négetive et vaut en module la guantité de mouvement par
unité de volume: elle s'annule aux extrémités du diagramme car la masse volumique
tend vers z8ro avec la pression,

De plus la quantité de mouvement passe par un maximum et donc ls pente par un
minimum, Ce point d'inflexion du diagrsmme s'obtient en calculant

2
oz Vev == - V55 v
Msisz, l'entropie &tant constente
1
L R
bp 2

et, utilisant encore (3,19)

2 . 2 -
%ﬁ S - P (i [ -v-;) (3.20)
. 8

Ce résultat fait apparaftre le nombre de Mach local

mad | (3,21)

rapport de la vitesse locale de l'&coulement & la célérité locale du son. Comme
par suite de la conservation de l'enthalpie totale, 1'enthalpie thermodynamique
et done la température et la c€lérité du son décroissent qusnd la vitesse croit,
la conditicn sonigue locale M = | est atteinte entre la condition d'arrét et
la vitesse limite, Elle ecorrespond au point d'inflexion du disgramme et le
divise en une région subsonique M<€ 1 et une supersonique M »1



subsonique super-  w,
soBAGUS ™ M= e
o
V=gam=ag ,Vl v

Le valeur commune de V et de a dens les conditions soniques est notée a“«
Il est & noter gue pour un fluide incompressible la c&lérit@& du son est infinie
et que le diagramme pression-vitesse résultant de

P
.Y£+na..9.=i
[ 2

2 ) v

ol

a une forme simplement parabolique.

k., Gaz caloriquement parfaits,

Les chaleurs spécifiques c (T) et ¢ _(T) , d'silleurs liées par (3.8),
peuvent &tre obtenues par des calculs de méCanique statistique. Pour le modale
moléculaire le plus simple d'un gaz moanocatomique : la aphiére élastique, ce
ealeul donne :

5

5
cp =5 R | et done ¥ ﬂ-g

Ces valeurs sont en bon accord avec l'expérience pour les gaz monoatomiques
adbles (hélium, argon ...) dans un intervalle de température limité inférieure-
ment par le voisinage de la liquéfaction et supérieurement par le voisinage de
l'ionisation,

La sphdre n'a que trois degrés de liberté de translation entre lesquels se pro-
duit 1'équipartition de l'énergie, Plus généralement si le nembre de degrés

de liberté& est n l'équipartition de l'énergie demande
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2
n =f£m:mEvR et done Y = 1+ &
P 2 n

Four le modSle du type "haltdre” d'une nmolécule de gaz diamtomique n = 5 (trois
translations, deux rotations). L'intervalle d'accord avec l'expfrience est ieci
réduit. D'une part aux bssses températures les degrés de liberté de rotation
peuvent &tre "gelés" sensiblement wvant la liquéfaction (B? par exemple),
d'autre part vers les hautes températures il y = tendance & équipartition de
liénergie avec les degrés de libsrté supplémentaires dus aux vibrations de la
molécule,

Les méthodes de la mécanique stetistique guentigue fournissent slors pour les
gaz distomiques 1'expression plus précise

T V/?L 2
¢ * R (3 *\slnh(e 75570 )
ou Gv est une température caractéristigue pour les effets vibratoires,
Dsne ce qui suit nous ferons l'hypothése d'un gaz caloriquement parfait, c'est-
f-dire dont les chaleurs spécifiques peuvent &tre considér&es comme constnantes,
Ceci sera donc plus ou moins correct pour un intervalle approprié de température

Pour un gaz celoriquement parfait on peut écrire

U = CVT (3018)

Is= cpT (3.19)
et, par intégration de (3.I13) |

S5

e

0=1n£—-- yln%—- ~ (3.20)
v [] . o

Il en résulte dens le cas d'une évolution isentropique d‘une particule les
relations utiles

¥ o . 2.
Eew (&) =(z) YT = (&) 71 - (3.21)
Q

qutil est encore intéressant de considérer sous la forme différentielle

sg 4 L AT _ 2 y da
L yBo LS.t 08 (3.22)
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5. Ecoulement isentropique permanent d'un gaz caloriquement parfait.

L'écoulement est isentropique si

grad 8 = o et %% = 0

Ceci est réalisé si & un instant donné toutes les particules ont la méme entropie

et la conservent ensuite par suppression des effets de viscosité et de conduce
tion, Dens ces conditions on a vu que pour le mouvement parmanent

rot v X 5 2 - grad H

et que par conséquent le long d'une ligne de courant (ici aussi une trajectoire)
H = constante

Prenons encore & = o et développons cette relation du type Bernouili en tenant

compte de (3.19). En vertu de 1'équation d'état (3.I) et de la veleur (3.I4) de
la c€lérité du son elle prendra ltune ou l'autre des formes suivantes

2 VZ rd 2
a——— —— -L- 2 ﬁ}l—u —annq-n- a{. "2 z
5t el st et La e 4 S 5 2 (3.23)
On en déduit en particulier
2 o X o1 y2 _ g2
8t = (Vl v ) (3.24)

et pour la cé&lérité dans les conditions 4'arrét

2 Y =1.2 4
ag 5= V] (3.25)

Divisant (3.2L4) par (3.25) membre & membre
2 2 '
&) =) (3.26)
%o vl

C'est une forme non-dimensionnelle du diagramme donnant l'évolution de le
célérité avec la vitesse de l'Ecoulement, Il suffit alors de prendre en considé-
ration les relations (3.2I) pour obtenir 1'évolution de toutes les grandeurs
thermodynamiques avec le vitesse., On trouve en particulier la formule de

"de Saint-Venant-Wantzel"

Ry - (7)) 7o
o (s (-Vl))v T (3.27)

Ces évolutions sont illustrées sur la figure ( )
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Dans la condition sonique, les relastioas entre les valeurs des varisbles thermo-
dynariques et les valeurs correspondantes & 8 1'arrét (V = o) sont les suivantes :

.
faisant Vaas=a dans (3.24)

Jﬁ o L

oG (3.28)
ensuite par (3.26)

L 1
a = ——%—- 3
= (57 2 (3.29)

» 3 % : 1
.2 B o2 )=t B o2 YT
R T SR T oo

Au lieu de mesurer la vitesse de l'é€coulement par la variable non~dimensionnelle
V/V; , on utilise habituellement le nombre de Mach M = V/a 3 La relation entre
les deux découle de (3,2h4) en divisant cette équation par V2

2 - 2 ;

La relation de de Saint-Venant-Wantzel s’écrit alors

R -
Boa(yalyle) YO0 (3.32)

(o}

Prenons par exemple le cas d'un écoulement uniforme de vitesse V » pression
P, o masse volumique p ol la c€lérité du son est donnée par

(3.33)

bi;ﬂ

2
a‘. = v

Ce courant est perturbé par la présence d'un obstacle et on désire connaftre la
valeur de la masse volumique p, correspondant & 1'arrét d'une particule fluide
par l'obstacle, :

Des relations (3.32) et (3.2I)

S S
s (& ‘,.x..;;...l.mz) Y-l

o

Prenant pour p et M les valeurs P et M, =V, /a, pertinentes aux
conditions non perturbées & 1'infini amont :

' 1
(1 +X52m2) ¥-1 (3.34)
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8i 1'cbstacle est un avion, V. est sa vitesse de vol par rapport au fluide
congidéré comme immobile & 1'infini.

Le rapport M, de cette vitesse & la c€lérité€ du son dans le fluide su nepos
est le "nombre de Mech de vol", Pour des nombres de Mach de vol pas trop
élevés et en tous cas suffisemment subsoniques pour qu'il ne se produise pas
d'ondes de choc autour de l'obstacle, l'expression (3.3k4) est représentée avec
assez d'exactitude par les premiers termes de son dévelcoppement binomial

o 1 2
P 2

Pour M, = O.4 par exemple, p, = 1.08 ¢_ .

La cflérité du son étant approximativement 330 m/sec & 3000 métres d'altitude
dans 1'atmosphdre, ces conditions représentent d€jd une vitesse de vol de

132 m/sec ou 475 km/heure, La feible veriation de masse volumique, méme dans
les conditions d'arrst, justifie le développement de 1'eérodynamique subsonique
classique dans le cadre de la théorie des fluides incowpressibles,

Le mesure de 1s pression d'arrét est un moyen classique d'évaluer la vitesse
de vol. Une application de la formule (3,32) donne immédiatement

2. (1alztig) TET

soit, en développant le bindme :

Po 2 .Y (2 = ¥)..6 ~
-5-' 1 +%M“4’E‘M“"”l—'ﬁ'€"lﬂm voe (3935)

Pour un fluide incompressible l'application de 1'équation de Bernoulli fourni-
rait simplement

c'est-d-dire une pression dynamique
1 2
-P, =3 0,7V,

Conservant cette grandeur comme unité€ de mesure, il est usuel de former un
coefficient de pression nonedimensionnel

= .
P 1 2
3 Pa'n

(3.36)

Eu égard & (3.33) cette définition est aussi
» P~P, %, P=7P, >
Cp = --i:-- B:Tig- = e Y (3.37)
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Pour un FTluide incompressible le coefficient de pression dans les conditions
d'arrét est par définition 8gal & 1'unité. Pour un fluide compressible il vaut
suivant (3.35) et (3.37) .

(Cp) o = 1 ""ﬁ'”& *?-_.é:nlM: sce (3038)

6. Variations de le section droite d'un tube de courant.

Prenons un tube de courant de dimensions suffisamment réduites pour que
la vitesse et les variables thermodynamiques puissent €tre considérées comme
constantes pour les points d'une m@me section droits A,

Le mouvement &tant permsnent la conservation de la masse s'exprime par la cons-
tance du débit massique

p VA =m (constante) (3.39)

Il en résulte que la section droite A passe alore par une valeur minimum (un col)
A., Ceci est confirmé par une relation due 8 Hugoniot, dont la démonstration est
similaire, Par différentistion logarithmique de (3.39)

dp 4V, A,
> tgtpEo (3.40)

Le premier terme est transformé comme suit

2‘2.::.}. Q.E. dpaéz
P p dp a2

Mais par différentiastion de l'équation de Bernoulli

vav+a1=vav+-‘3§=o,

a'od do _ _ Nav
a?

Ce résultat, substitué dans (3.40) livre la relation d'Hugoniot

,
L5 E-1) =5 » - (3.41)
a

Par conséquent en régime subsonique M < 1 , toute augmentation de vitesse de
1'écoulement résulte en une dimimmtion de la section droite; en régime super-
sonique & une sugmentation de cette section. Le minimum de la section a lieu
pour M= ;

Pour un gez caloriquement parfait, nous pouvons etabllr une relation quantxtat:ve
plus précise.

Calculons le rapport
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P

oY e ¥ P D1
e v
0 8 (v} 1 a

Au second membre, les deux derniers rapports sont connus par (3.28) et (3.30),
les deux premiers ont &té calculés d€jd en fonction du nombre de Mach, Il vient

aprds simplification
-%
2 2Y“l

=M | + : M?) (3.42)

LY Y-
Y+1 Y+

P a

La constante du débit massique, &valuée dans les conditions somiques, vaut
m=9p a Ac

Par conséquent la conservation du débit massique peut s'écrire

A
£ 2 (3.43)
P ea

ce qui, essocié i (3.42), fournit une relastion explicite entre section droite
du tube de courant et nombre de Mach.

T. L'onde de choc normale stationnsaire,

Considérons un &coulement unidimensionnel permanent

um= x(x) » V30, w=o0, oll toutes les grandeurs thermodynamiques ne dépendent
que de x .

Le seul.élément du tenseur des vitesses de déformation qui ne soit pas nul
a priori est

du
exx = dx

auquel sont associées des tensions de viscosité

h )
ot Drzu)

xx (3.44)
A = = g- &“.
OW dzz (1-3;1)&1‘ qw-gyz-ouao
L'équation (2.IL) de conservation de la masse se réduit &
d
= (ey) o (3.45)

Nous supposerons qu'il n'y e pas de forces massiques ( 9 = o) et les équations
(2,2I) de conservation de le quantit$ de mouvement se réduisent &
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s 4 .
pu -dux?- = -d-; (axx - p) (30“6)

Pour l'&quation de conservation de l'énergle, utilisons par exemple (2.32)
et (2.33) avec la loi de Fourier (2,43)

2
pufs WeF)og o -0 )+ g &) (3.47)

Chacune de ces &qustions de conservation est intégrable.
Rapportons les constantes d'intégration & une section en amont ou 1l'écoulement

est supposé uniforme du _ ar _ et caractérisée par 1'indice 1 .
"a; [} » '&"'i' Q
Par (3.45)
pu=op U (3.48)
Par (3.U46)
L
ptpul - (A+~3-u) % =Dy +py u% (3.49)

C'est aussi la concluslon 8 lequelle aboutirait une appllcation de la forme
intégrale (2,22) & un tube de courant limité aux sections transversales x,
et x . Enfin par (3.47)

u (U+-'£-]+ u (14»1‘-] du 4T, u, (U +ﬁ+f.l.
o 2 pa = et - ax - vt T3 o,

soit encore, moyennant introduction de l'enthalpie spécifique totale

2
H=U+ 2.+ ; .

L du 4T
puH-\(Ai'-é-u)u—ax--ka-x- = plul Hl (3.50)

C'est aussi la conclusion que fournirait la forme intégrale (2,5I) appliquée au
tube de courant.
Posons-nous la question de savoir ei l'écoulement peut redevenir uniforme en

aval, Dés lors faisant de nouveau au _ o et ar . o dans une sect1on d'indice

2 en aval, nous aurons & vérifier 1é8 lois de conservation

P2z = py U | (3.51)

b o uZ + 2 .
P, Y TP P, U (3.52)
CH, =H (3.53)

Cette darnlére, qui exprime la conservation de l'enthalple totale du fluide, est
une simplificetion par (3.51) de ce que donne (3.,50); utilisant une des formes
(3.23) de 1'enthalpie totale d'un gaz caloriquement parfait nous 1'€crirons

2 2 |
u p, u P ¥
2 2 1 L. L 2 + 1
2 y=-1 pp, 2 yy=1 90, 2 1 10y N (3.54)
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Supposant les conditions (“1 » P, s o0 ) données en amont, les &quations
(3.51), {3.52) et (3,54) fournizseht les'conditions (u, 5 Py Py } en aval.
Divisons (3.52) par (3.5I) '

B (3.55)
uz = 1§ = - e .
Vooey®y ey

et éliminons les rapports pression & masse volumique par {(3.54)

P 2
1 o.oxta ¥ o_x-a 2
) 2'7 2Y 1
P . 2 )
P2 ooyt X2 v
} Ps 2y 2y 2
il vient une relation entre les seules vitesses
w2
- - Y+ a y =1
w, = = (5 -u) Y 5, * ) (3.56)

Le soluticon u, = u_ est triviele; elle entraine en définitive que les conditiom:
en avel sont l2s méhes qu'en emont; nous avons affaire & un simple &coulement
uniforme. En dehors de cette solution (3.56) est aussi satisfaite par

o o]
we— ° wwornse T 1 (3.57)
a‘ 8.*

Par conséquent un &coulement supersonique en amont (u; > aﬁf) devient subsonique
en aval (u, < a ™), Nous verrons que le cas réciproque d'un passage de subsoni«
que & supersonique est & écarter comme violent le second principe de la thermodye
namique.

L'utilisation des formules (3.28) et (3.3I) permet de transformer (3.57) en une
relation entre les nombres de Mach amont et aval

n -_ 2
2% (y-1)M (3.58)

2

M, :
2

2 M - (Y-1)

L'équation de conservation (3.51) fournit alors le rapport des masses volumiques

: 2

pp wy w2 (Y +1) M

Py My o¥ 24 (Y1) Mf

{3.59)

Pour avoir le rapport des pressions, multiplions (3.55) par (u; +u, )

2 2 1 vl
w, ~w = (p "Pz.) (‘5"1‘ * o
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et &liminons le premier membre par (3.54); il vient

1
r, P2

Y+ 1, + oy :
'i;-l" (o ;*;-_l)f?;:‘-}'-;f'] (3.60)

Y ¢ Y +1

(3.61)

La relation (3,60) est due & Rankine et a &té redécouverte par Hugoniot, Elle
différe de la relation d'évolution isentropique telle gque découlant de (3.2I)

P, P ¥ (3.62)

— -u--)

Py, '

et il y a une modification de l'entropie d'smont en avel qui ne peut &tre qu'un
accroissement correspondant & une dégradation de l%'énergie. Si uz différe peu
de u, et donc 0, de p; , posons p2 /Py =1+¢ ol € est petit, La rela-
tion de Renkine~Hugoniot devient

o 1
.5%.(” l.:a‘_.i)(l-a 1ol

2
yoy-1 2, xv-1 3
2 - b

= 1 +Y €+ € ¥+ 45 4 0

tandis que la relation isentropique donne

P . )
I)"'z"'(l'l't)Y =1+7E+Y(72' 1):2.@1(\"’1% (Y =2)

1

33"‘.00

Les deux développements ne différent qu'ad partir du terme en €2 , I1 y a donc au
point ( 1, 1 ) un contact du second ordre entre les courbes exprimant les rela-
tions (3.60) et (3.62),

Le rapport des températures découle immédiatement de l'équation d'état du gaz et
des résultats précédents

TUF 5
1 1 2

Les équations de conservation (3.5I), (3.52) et (3.53) s'appliquent directement

8 un fluide non visqueux et non conducteur. Dans ce cas la solution qui vient
d'@tre développée apparailt comme une vérituble discontinuité methématique entre
deux &coulements permenents et uniformes : c'est 1'onde de chcc normale et sta~
tionnaire, L'épaisseur réelle de 1l'onde de choc est effectivement trés faible et
le sidge de gradients de température et de vitesse &levés qui ne permettent pas de
négliger les effets de viscosité et de conduction, Ceux-ci sont d'eilleurs indis-
pensables pour expliquer la dégradation de l'énergie associée & l'aceroissement
d'entropie.
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/

P2 /m N
isentropique

- T, /Ty

-

+ isentropique

\

Ccmparaison pntre la loi de Ra:tine-ﬂogoniot
o

et les|relations isentropliques

8. Accroissement de 1'entropie et diminution de la pression d'arr@t au passage

8 travers l'onde de chac,

Le calcul du changement d'entropie peut se faire par application de la
relation (3.20)

82 "31 P2 P2
1

Substituant (3.59) et (3.6I) on 1'obtient en fonction du nombre de Mach amont

52 - & 2.y 2 ._Y-1 (e 1)
= 1ln M—‘- - Y ln 3 (3063)
v G54 -y3) 2+ (1 =) M
| 1

3 + ’ - 2 » .
La dérivée de ccite expression par rapport & NH vaut, sprés réduction

2y &y =1) (B =1 P

Mf {2+ (v=) Mf}(e m: -y *1)
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Flle posséde un zérc double pour M, =1 , ce qui est conforme a2u caractére oscu-

lateur entre le disgramme de Raunkine~-Hugoniot et le diagramme isentropique.

Elle est positive quand on descend de M} m»1 jusqu'é M= X =1 ol il est clair
' 2y

que Bz ~ 8 tend vers 1l'infini négatif, Elle est positive sussi quend on

remonte de M, = | & 1'infini. Par cons@quent la condition 8, =S

posée par le second principe est satisfaite par M; > 3 1'onde &e choc nor-

male est nécessairement une onde de¢ compression transformant un &coulement

superscnique en &coulement subsonigue,

Pour les choce faibles, correspondant & un &coulement ;azblement supersonique

en amont, on peut poser Mf =1 +m

et le développement de (3.63)
82 «8 2y (Y - 1)

1 = " ma * s s e (3061‘)
v 3 {y=+1)

c

débute comme il fallait s'y attendre par le terme du troisidme degré en m ,
Pour les chocs faibles la veriation d'entropie est négligesable,

Une mesure de la dégredation d'&nergie est fournle par le diminution de la
pression d'arrét,

Imaginons 1'&coulement amont ralenti isentropiquement jusqu'a vitesse nulle,
L'état du fluide est ceractérisé par 5, et les valeurs d'arrét (po)), (so)ys
(T°)1 $ l'enthalpie totale passe entiérement socus la forme thermodynamigue

Cp(To) 1 .
De nme en aval un relentissement isentropique donne un &tat S,, (pg)z, (polas

(Te), avec une enthalpie totals ¢ (To)z .

"\

Comme l'enthalpie totale est conservée par le choe, il en est de mé@me des tempére-
tures d'arrét :

(Te), = {To)2 = To (3.65)

Appliquent aux deux états d'amrrét 1'équation d'état du gaz

(ra), (_’{g_)_g_ i (eo)2
o) )y )

(PO)Z

(P>},

R
)

puis 1'€quetion (3.20)

8 ~ 8 o) ° ®
N P . PR O F
v. *°], (®°), )

et notant que c, (Y = 1) =R , il vient finalement gréce & (3.63)

(9012 - (1’0)2 .o - i"-ﬁ:-s—l'
*e), (P,
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Y 1
2 ™ ) -'-.
(Y + 1) ¥ oy , vo Y ™
2#(7«-”»{1 Y+ 1 Y+
& 1""'3'““1"""”\“133*:'-#' (3065)
3 (Y + 1}

Les changements d'entropie ot de pression dlarr@t scrt illuetrés & 1» figure ( )},

A titre d'application considérons la pression (po)z qui seralt mesurée per un
tube de Pitot dans iin &coulement supersonigque uniforme de caractéristiques

P s Py ’Mcn ”U/B“ °

L'écoulement est d'abord ralenti par une onde de choc normale qui se forme devant
le nez du tube; il est ensuite relenti icentropiquement jusqu'd 1'arrét complet,

Le relation entre les pressions d'errét de part et d'autre de l'onde de choc est

une application de ls formule {3.66) dens laquelle il suffit de remplacer

(Po)l par (Po), et Ml par M, .

Ensuite la relstion isemtropique entre p, et (po]a est une application de la
formule (3.32)

' ¥
(Po) Py
-] - (x + ‘Y - 1 Mi)

1
P 2

Multiplisnt les deux formules membre & membre, on trouve la formule de Rayleigh @

ﬂ;rno ' - -—L
(po) Y + 1 Yol y \ Yl
2 ) ' =
..( ”f.) N ARV (3.67)
P v 2 - ¥+ 1 Y + )
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1

(Po)z / (Po)

"
%
+
b

st en

e
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) (o] @
L4 . .
L) L] Q

D.6

Accroissement d'entropie
Rapport des pressions 4'arrét
au passage # travers une onde de choc normale

0.k

0.2

= I.b
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9, Vitesse de propagation normsle d'un front d'onde.

Au régime 4d'Gcoulement avec onde de choc normale stationnaire superposons
une vitesse de translation uniforme wu; de fagon & rendre le fluide immobile en
amont. L'onde choc avance vers la région amont avec le célérité u, , laissant
derridre elle une vitesse résiduelle uj = u, . Cette vitesse résiduelle, compa-
rée & ia clérité du son @, dens le fluide su repos, peut Etre calculée comme
suit. De (3.57) et (3.54)

2 P
Y -1 2 2 i
i & Y i tyFT Y 5
2 N 2 St
Relstion qui peut s'écrire
u u al
-y ) 1 .
u ¥+ i 2 Y+ 1 2
1 ul : Mz

Par la relation {3.6I) on relie directement la vitesse de propagation & la masure
de la différence relative de pression qui propulse 1'onde

(3.69)

Quand 1'onde est faible (py = p. )/p, < <1 , la vitesse de propagation tend
vers &; et simultanément la perturbation de vitesse uj; - u; tend vers zéro.
Ces faits justifient a posteriori llappellation de cé&lérité du son accordée & la
grandeur a définie par (3.1I).

Clest la limite inférieure de la vitesse avec laquelle les perturbations de pres-
gion se propagent relativement su milieu fluigde,

I0, Structure de Navier Stokes de l'onde de choc,

Pour une &étude de la structure méme de 1'onde de choc il y & lieu d'uti-
liser les £quations de conservation (3.48) et (3.50) comportant les effets de
vipcosité et de conductibilité thermique. Nous les rf€crirons comme suit :

puU=nh (3070)

- (1 +%u) % _-Ap-pi-bm.(u-ul) (3.71)

1 h du  k 4T
= (l-"‘gu) u'a"x"'*; E;’H-Hl
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Introduisnna le nombre de Prandtl longitudinal

Q

y 4
pre= o2 (2 +3u)

qui permet encora de mettre la relotion de conservation de 1'énergie sous la
forme

; (l + & } ( du 1 a7

3 =t R Som TE-H (3.72)

Pour un gaz caloriquement parfsit c_ est indépendant de la température et vaut

P
2+n B
ep = -3 R et cv = cP -R = 5 R

n &tapt le ncmbre de degrés de liberté de la molécule entre leaquels s'éiablit
1téquipartition d'énergie, Si pour la conductibilité nous utilisons 1'approxima~
tion d'Eucken

9 . n
k= (e, +§8)u =R Grg)o
et pour A 1'spproximetion zéro, le nombre de Prandtl longitudinsl a pour valeur

8 (2 +n)
Fr = 315+ 2n)

Pour un gaz monocatomique (n = 3} on trouve 8/9 , pour un gaz distomique dont le
degrés de liverté de vibration sont excités (n = T) 72/69y non excitds (n = 5)
On voit done que Pr = i est une bonne approximation. 56/57,
Cette spproximation est trds heureuse car elle transforme finalement (3.72) en

;:? (x "‘%U) %?H'Hx

Une intégrale particulidre de cette équation est visiblement

Clest précisément celle qui, eu &gard & (3,53), convient aux conditions aux limi-
tes en smont et en aval,

Ainsi, méme & travers l'onde de choc, il y a conservation de 1l'enthalpie totale,
Il reste & intégrer le profil des vitesses & travers l'onde,

Trensformons pour cela le second membre de (3.7I).

Mettons le résultat (3.73) sous la forme

2
*

-

ul

Y 2
2 + ?-:'T 0 =

+ 1

N
|
L
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et résclvonz pour le pression en remplacant p = a/u:

. 2 '
um(v+1. : R u)
P 2 Y u 3y

4vec la formule similaire pour p; le second membre de (3.7I) devient toutes
réductions faites

2
vl " )
o f(u; ~uj (““1 -1
ou encore, compte tenu de la relation des vitesses (3.57) de part et d'autre de

ltonde

yer @ =u)fu, -u}
2y u

Au premier membre de (3,7I) il faut encore tenir compte du fait que la viscosité
augmente théoriquement proportionnellement & la racine carrfe de la température
absolue, Nous pouvons écrire

i

Godu) =0 vdu), &) 2

Par suite de la conservation de l'enthalpie totale ceci est encore
1

4 L Vip=%y 3

En définitive, introduissnt le vitesse non-dimensionnelle

@ = u!Vl
et la longueur caractéristique
' 3T ey

qui ne dépend que des conditicns en amont, il faut effectuer la guadrature

| 1 - w2} 2 v
ax = g (T:"*"*) e e R

Ltintégrale e &€té trouvée par L.H. Thomas

l - )
.l ml wz ] =« ml 4’{ (l - mi) (l - Wz)j %
1 2\ &
w, ( - ug) 3 1n — w -,
- - 3 i 1
Wy =2\ « w) . !=aw, * {(1 - ug)(l - wz)) 2
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1
2y = W, +
+ (l = “2) 2 - --}'-—?2-"’ sin " ! w (3.76)
l ;91 (l -Wl) ‘z

Le profil des vitesges se reccorde esymptotiquement aux veleurs u; et up

des &coulements uniformes. :

T'épsissenr zffective de l'onde de choc pourrait Stre définie comme la distance
sur laquelis iss valeurs de u) et de uy; =sont réalisées & 96 % ,

Ce calcul peut &tre fait & partir de 1l'expression (3.76). Pour trouver une for-
mule plus maniable nous allons intégrer de fagon approchie l'équation diffé-
rentielle

(up « u) (m, = u)
h du Y 41 1 2 .
(2 +-§u] = ® UFY o (3.77)

. . s 2
Observons que le membre de droite prend une valeur minimum pour u? = U, sf‘ N
c'est~i~dire dane la section ol 1'écoulement est exactement somique.
Dans les mémes conditions

b 1
(esul | (%) =- LA

L
A K
(e 5u)
que les formules (3,28) et (3.31) mettent finalement sous la forme

2

2+ (r-1) M L
(14--.3'-1:] - (A+%n]( l)
1 Y+1

Intégrons alors (3.77) de wu; & u, comme si le coefficient de du/dx conser-
vait cette valeur et le membre de droite son minimum

Y+l (“l”é“) (“2":)

n
ey K

Compte tenu de la relation (3,57) le résultat final pour 1l'épaisseur est

i

. | .
tee 2 Bien) o1 2+ (Ya1)My\ 2

La longueur caractéristique e; est &videmment en relation simple avec le libre
parcours mcyen dans les conditione amont., En fait ce libre parcours moyen L,
peut &tre estimé par la théorie cinétique des gaz i la valeur
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ol m est la masse d'une molécule et r, son rayon effectif, Chessant le rap-
port n/rﬁ avec 1la veleur théorique

5m . ¢(RT /2
b= (=)
16 r2 T
il vient y .
16 Ky 16 2w
s Vn pl(RTl) " Py 8

de sorte que, avec l'approximation correspondante A = o , on trouve

1/2
n

€ = T%" L;] L
Comme 1'épaisseur approximative a été calculée sur la base de le variation de la
vitesse de 1l'écoulement dans les conditions soniques, il est €galement plus logi~
que de la comparer avec le libre parcours moyen calculé dans les mémes conditions
Puisqu'il a (& admis que  varie tout comme a proportionnellement & le
racine cerrée de la température, on aura selon {2,78) et selon la constance du
débit massique

Par conséquent
e e e L e 5 a. M2
* e, L, ol e 12 Y
1 .
Les valeurs de z e/e1 et e/If‘ ont été tabulées ci~-dessous en fonction
de M, pour ys= 1,b

M, z ' e/e1 e/t
1,05 0,960481 55,59 36,43
I,1 0,924862 . 27,6k 18,98
1,3 _ 0,812257 9,I5 T,b2
1,5 0,732628 . 5,55 5,I9
2,0 0,612372 2,97 3,71
3,0 - 0,509I7T5 g 1,83 3,42
k.0 ' 0,467707T 1,50 3,76
5,0 0,447213 1,37 h,26

- ' 1/ /6 1,13 L
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On veit que, spécislement entre les nombres de Mach I,5 et 5 , le nombre de
1ibre parcours moyen paralt trop rTaidble pour justifier une structure exacte de
1'onde de choc sur la base d'un Equilibre thermodynemique local.

II. L'onde de choc obligue statiomnaire,

~ Prenons l'axe ox perpendiculaire & l'onde de choc, 1l'&coulement
permanent posséde deux composantes de vitesse u(x) et v(x) qui, en amont,
ont les vsaleurs constantes u, et v, . Les seules composantes non identi-
quement nulles Gu tenseur des vitesses de déformation sont

du 1 dv
Ox * Ix et v "7 I

suxquelles correspondent les tensions de viscosité

L du 2 du
ower (r3e) & oyt o 0 -5 B
dv
o#n ax oyz- °zx'o

La conservation de la masse reste exprimée par

%x" (p u)=0

la conservation de la quantité de mouvemert (egs. 2.2I1) par

o) 4
pu‘-&% = & (o -]
4.

dv
Pl " & %

la conservation de 1'&nergie (eqs. 2.30, 2,3I,et 2,43} par

a 2 4 42 a ar

Les intégrales de ces équations sont exprimées en fonction des conditions unifore
mes en amont par '

um= u
P Pl 1

2 + ul +
peowt mpy ve o,

puv = blu v + ¢

1 g Xy 2 4 ¢2
2 u v P
pu(U-ﬁ. +)-plu(U+ = +ol+ua vo
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Nous discuterons seulement les relations entre les valeurs des varisblee en
amont et les mémes variaebles en sval de 1l'onde (indice 2) ol les conditions sont
redevenues uniformes (cx . UKY = 0 et dT/dx = 0}, Ces relations s'éerie
vent .

0 Uy = Py W C(3.79)

Py * 0 ué"u Py * 8, uf (3.80)

ensuite, utilisant déjd le résultst (3.79)

VoRV, =V (3.81)
enfin, observant que £ = U 4 2o .;I.. £ et utilisant sussi (3.79),
P -1 P
2 2 2 2
ut + v P us + v bl

2|
L ad

2

tan(5~ g+ 8 }

o8 (8 -8 ;
8ln (§ -8
Les relations (3.79) et (3.80) sont les mémes que celles (3,5I) et (3.52) de
1'cnde de choc normale, Le résultat simple (3.8I), provenant de 1la conservation
de la quantité de mouvement parallédlement & 1'onde, permet de mettre la conser-

vation de 1l'enthalpie totule (3.82) sous une forme qui rappelle celle (3.54) de
1l'onde normale : :

“2

“2 1’:z + 1
-2——*-‘;-%—1- -—--flb# ' -D-; h—;m (# -‘-—-—72) (3.83)

On voit donc que les lois gouvernant les componntes normales u et u,
sont les mé@mes que celles de l'onde normale 3 condition de mpllcer le carré de
la vitesse critique par l'expression figurant entre oarenthdses au second memhre
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de (3.83), la transpoaitznn de ia relstion de vitesse (3,57) en particulier
fournit

. - =X o2
uo o= e ¥ v (3.8%)

Cette relation est coumode pour caleuler l'angle dc déflexion du courant aval
quand on conneit le nombre de Mach emont M, et l'sngle B  que fait 1'onde
de choc avec le coursnt en amont. En effet les relations géométriques

u =V, sin 6 (3.85)

v =V cos8 (3.86)

transforment (3.84) en

Yy [ a2 Y -1 2 ']
8 = ET (VT - 35T cos’ B}

On déduit également de )l'expression suivante pour l'enthalpie totale

V% a%
o S l
2 ' Y- ( * v—!)
que
()" sl (-1 2
v Y v M2
1
et par conséquent
V 1 2 2 i
Y, ® Ein B (y e L A YL ) (3.87)
Une autre relation gé€ométrique est
u, =V tan (B ~06) = v, cos § tan (B = @) (3.88}

Egalant les deux valeurs de u, et résolvant pour tan 0O

sin? B - I/M%' :
tan 0 = 2 cot B : (3.89)
(v+1)ane? 8 + (y=1)sin?p + 2/M}

c'est la relation cherchée pour la dévistion consxdérée comme fonction de M,
et de B
Pour sa discusslon il est utile de 1'assocxer a4 l'équation

2 1
Y+l (Ml sin 5)2
2 1 (3.90)

y+1 (Ml gin g)%

S me”



dpduite de (30&7) et (3.85)' :

ia déviation 9 epparait dens (3.89) comme ure fonetion impaire de 8 ; ceei
expriue simplement ls symétrie du phénomeéne par rapport & la direction du courant
amont et permet de limiter la discussion aux engles g positifs.

Four sin B < :/M la déviation est négative mais ces valeurs petites de @
sont i rejeter car aelon {3.90) elles entrainent u,> u; et, comme on 1's vu,
il en résulterait une diminution de l'entronie du colrant, .

Pour sin 8 > l/M la d8vistion devient positive cro:tssa.nte, passe par un
maximum puisz redevient nulle pour g = /2 , auguel cas on retrouve une onde
de choc normale,

Le meximum s lieu pour wn angle # solution de

in? g , + 1 1 /2 -1, 1 2 (3«-7))1/2
v sin? g -'1-5~’-~;-+(*{*1) ({:J-T—d':;-%—} +J_-T.‘

It

Le figure ( ) montre pour y = 1,4 les dévietions que 1'on peut obtenir en
fonetion du nombre de Mach en amont. On voit gqu'une déviation inférieure au
maximum peut étre réalisée par deux ondes de choc d'inelinaisons différentes,

45° T\
A\
4o° \
] \
2 / ‘, \\
3¢ / <] \w\—-—“
3’ A /r ' \K \XL
15° 4‘8// & :j: \ \\a

po o
7
=

REY/ALT

T' 45° ;//, '1// 5///r
= J YLV IA
AWITAVFi
0 / }/ //J “H
p° A0° Lo° 30° Uo° £6° 6¢° Fo° F0° go© ﬂ-—-‘»

Pour les valeurs de sin 8 voisines de . l/M1 , c'est~d-dire pour les chocs
fa:bles donnant de faibles déviations une approximation satisfaisante con81ste
& remplacer au dénominateur de (3,89) sin2 g par 1/M2 et conduit & la
formule simplifiée

N
4”13IF ]
g el
/’
/
/
]

o = ‘ain-'2§ (

— (3.91)

(M sin B)

Pour la suite il est également int€ressent d'étsblir dans le ces des chocs faiw
bles la correspondance entre la petite variation du module de la vitesse de 1'é=-
coulement et la petite déflexion,

Tout 4'abord pour le rapport des carrés des modules, utilisant les relations
gbométriques
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v, con 2
&
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cos (B w i 2} % cos 3 0+ A0 sin 8
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V. =¥, + 47
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12, Le polaire de choc,

Une sputre precentation graphique du choe cbligue est un disgremme polsire
reliant la composante v; de lg vitesee avel, perpendiculaire au courant amont,

i la composante ?5 i Jul est perellile, L& rolation géoubtrique

V; =y, 3In A+ V COS B

2
<%

multipliée par v, fournit, eu &gerd & (3.8%) et (3.86)

"" % .‘.72
Vl V2 u u2 v

1

et permet de remplacer (3.84) per

Vl v; -t 3’52 + ,I.Y.:%.l. v: = 3,“2 + ':“;%’l- V% coal 8 (309!‘)

On peut y &liminer 1'angle g par la relation

v = V., coB8 @ VY cos g + V" gin
y cos § = V! cos g+ V) sin g

qui fournit le tangente. Le résultat, résolu par rapport & V) , est L'qustion
de la polsire de choe

" M? Py, =1
a, = (MT - pz) {3.95)
o] P
=My .
I T Mf MT pz
ol 1'on s'est servi des variables réduites
Mn = V./a‘ o, ® V,'_/F.?-.g‘ q = ‘V",/g,’l
i i e 3 ) 2
La courbe est une strophoide ou "folium de Descarte" (figure ).
Comme i fa .
(pz + Q";'] /c' E% ""7"’3* -4 A!: p?i"qq = t&:’: &

le nombre de Mach étoild et la déflexion en aval se lisent directement en joi-
grant & l'origine le point représentatif sur la courbe, Il y e deux points core
regspondant & g, = ¢ 3 le peint douhle A pour lequel pz = MI et 1l'é€coulement
est continu sans choc; le point B pour lequel py = 1/M¥ qui représente le
choe normal, ‘

Une déflexion imposée @ du courant aval peut en général &tre réalisfe par
trois chocs différents. Cespendsnt le point représentatif I correspond visible-
ment & un nombre de Mach eval supérieur & celui en amont : c’est une onde 4'ex-
psnsion & rejeter puisou’elle entrafnerait une diminution d'entropie; les bran-
ches de la strophoide & droite de A sont donc 3 &liminer.

Au point C correspond une onde de compression faible, le courant en aval res-
tant supersonique (M*® > ) ). ;. ‘

Au point D correspoﬁd une oude de compression forte se rapprochant d'une onde
normals avec coursnt subsoniquec en aval,

On constate sussi qu'id tout nombre de Mach amont correspond une déflexion mexie
mum réelisable par un choce. Dans le voisinage immidiat de cet angle limite les
chocs possibles entrainent tous deux des conditions subsoniques en aval car lee

roints Ae taneence T gyur la strophoide ont un rayon polaire légérement



&,

inférieur d 1l'unite. L'inclinaiscn de 1'onde de choc se laisse copstruire par
la relietion

Par conséquent la droite joignant le point A  au point représentatif fait
1'angle B avec l'axe des «q., . Menant d= l'origine une perpendiculaire a
cette droite ou obtient 1l'orientation de 1'onde de choc par rapport au courant
emonl,

Fius le choc est fort (Mz petit) plus 1'onde se redresse et tend & devenir
noymalie.

. _¥§:”“-~, /Ha
AN |

POLAIRE DE CHCC
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-

I3, Lirnes de Mach, Diedee et clne de Muach,

Sur la polaire du choc, l'orientation limite des choes infiniment faibles
s'obtient ~n menant une perpendiculaire 3 la tsagente au folium en h(q2 = 2}

Faizgant Vé = V. dans (3.94) =t divisent per V? on trouve

1 é , i
1 o= + cosl so1t 8i52B 5 e {3.96)

Wy e u2

confirmant un résultat précédent. Les deux ondes de choo infiniment faidblies et
svmétriques par rapport au courant sfanpellent "lienes de Mach" et 1'Cnuation

(3.96) exprime que la composante de la vitesse normnie & ces ondes cgt exacto-
ment fgale & la célérité &u son

11 .5
+ % sinp2 =a ) ,
t A

1 )

Pour les chees finis cette composante est w@ceusairement supersonique en amont

et suhschique en aval.

Le méme résultat psut 8tre obitenu en observant gue pour rendre stationnaire un
front d'onde trés faible (et qui se propage done suivant la normsle avec la célés
rité du son) en lul superrposant une vitesse u, qui fait avee 1l'onde un angle

8 ., il faut que

A

Ja vitesse résultante €tant alors parallele 2 }'onde.

Enfin l=¢ lignes de Mach peuvent 8tre envisagfes comme les eaveloppes des fronts
d'onde eylirdriques &mis par une faible perturbaticn dans un coursat uniforme.
En effet considérons d'abord (fig. 3.9.8) les perturbetions émises par une ligae
de trsce P dens le fluide au repos,

Une perturbation fmise 4 1'époque t = o se propage avee la c@ldérité a dens
toutes les direction: et donne lieu, 3 L'8poque t ot dans le plan du mcuvement,
4 un front circulaire de rayon at . Superposous alors un courant uniforme de
vitesse V , Pendant que son rayon croit avec le temps la circonférence est
entrainée avec lia vitesse V du courant. Tant nue cette vitesse est inférieure
i A on wire is oituabion repricaptde ¥ la fioure (3.9.1).

Ntimporte gquel point peut ercore €lre abieiut pgas un froait $tonde, pousvu gue
1'intervelle de temps soit suffisamment grand.

Quand la vitesse du courant atteint celle du son, on a le cas représenté I ls
figure (3.9.c}. Plus aucun point situ# & ganche de la transversele par P ne
peut 8tre atteint par une perturbetion infiniment aible.

Enfin quand 1l'écoulement uniforme est supersonigque on a le cas de la figure
(3.9,4). L'enveloppe des fronts d'ondes émises & différentes époques est un
diddre dont la trace =st constituée des deux lipnes de Mach.

L'extéricur de ce diddre est inaccessible aux perturheations infinitésimales,
c'est la "rdgle des signaux interdits",

Si la perturbation émene d'un point isoié, les fronts d'ondes sont sphériques.
Le diédre de Mach se transforme en cdns de Mach,
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7/;3'- 3.9.

Tout comme le eBne de Mach est le lieu dus pointe qui peuvent Btre atteints par
les perturbaticns infinitésimales issues de P , 1'anticine de Mach est le lieu
des points dont Jes perturbations peuvent &ire ressenties en P ,

Ik, Expension de Prandi)-Mever.

La formule (3.%3) fournit la relation entre ls diminution de vitesse et le
changement infinitésimel de direction du courant provoqués par un choc évanescent
En cas de modification graduelle de l'orientation du coursnt, telle que provoquée
per une paroi incurvée (fig. 3.I0),

e Fig' 3.10
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1'9V0$u»lun isentrepique résultent A'une suite de choes infinitésimaux sfaccompse
gne 4'une interrérence entre les lignes de Mach successives. En effet celles-ci
se redressent sous lo double effst du ehancement d'orientation et de la diminie
tion du nombre de Macn. Il en résulte la formation 4d'un choc find 4 une certaiane
distance de la paroi, ‘

Au contraire, lors d'une expanfion du courant (fig. 3.I7), ie Lignes de Mach
sont sopardes par la changement d’orientation dau courant et 1'aceroissement du

nombre de Mach

L

]

Cotten ex;“ "ion a fte Studide pey Pranpdtl et Merer, La relation entre nonbtrs e
Much et dircetlon de ecurant s'cblicat par intésration de 1'éaouation (3.77%) avece
évolution ise ntro;Jquc Changeant 1o signe de d9 pour compter & rositiverent

l."‘

dang l2 sens Jd'une expanslon

av dﬁm (2. 132)

Pour intéprer i faut lier M o ¥V par laz condition d'une évolution isentropie-
que. Par differsntiatcorn de la dernidre fralitf dans (3.73), par exemple :

VAV + seiomes. gdg = 0 {3.07)
Mais sussi
ay e ik
~ v — o 2 k4 — e o ! oy
de Vo= 5 et e LR B0
<,

Eliminant da et dV ceotre (3.73), (3.97) ot {3.¢7) il vient

VA s R Y V7 ,
gn = ezl Q¥ £3.n0)

wo . Y=} 2
Mii+7?<ya

ramdne 4 une quadrature. Celle-ci s'effecfue facilement en nti-

et le prouvlé e
hle auxiliaire

we s
lisant la varieh

w=tan g =ecat g = VM « 1 (3.100)
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. T . N . . N
L'angle ¢ == - § egt celui ¢ue fait la ligne de Mach avac la perpendicu-

“~
laire au vecteur vitesse local, 1l croil avec le nombre de Mach. L'équation
y
‘Jang) se tranfocmne zn

a9 B o du S 4 dus (3.101)
1 + el 2
1+ -m I
Dans 1'expression
K
p = - arctan ¢ Me = /r “'T arctan ¢ == (M2 « 1) (3.102)

gui en résulte, ls constante d'intégretion e été choisie de telle facon que

6 = 0 pouy M=

et le second membhre f(M) s'appelle slors "fonction de Prandtl-Meyer", dont il
existe plusieurs tables. Si ls déviation est & mesurer A partir d'un couvrent
amont de nombre de Mach superscnigue M, , on utilisera la formule

A = 6 - e1 = (M) - r(ul)

Le nombre de Msch correspondant 5 une dévistion dcnnée s'obtient par interpola-
tion dans la table; les changements corrélatifs de pression, de masse volumigue,
de température, sont alors obtenus par application des formules d'évolution
isentropique.

La Jévistion maxiwum guil peut Sire atieiute =u théorie & partir d'un &coulement
sonique, correspond &3 M = » dans (3.102), iile veut

ema Y"‘

YoT

Pour Y = I,k | cette valeur reprisente environ 137 degrés.

L'expansion de PrandtlmMeyer, étant un phénomcne iseptropique, peut 8tre dévelop=
pée indfpendamment de 1'étude des ondes de choe st pOussee jusqu'd lu dftermine-~
tion des llgnes de courant, Prenons 1e cas d'une expansion sutour d'un point
anguleux {fig. 3.12).

Le courant amont eat supposé sonique, on utilise les coourdonnées polaires r et
¢ (mesuré & partir de la ligre de Mach de li<coulement smont). Comme il rn'y a
pas de dimension ) infsive caractfristinue dans le rrorléme on supposera que dans
1*éventail uéparent les deux @coulements uniformes les caractsiristiques de 1'é=-
coulement ne dépendent que de l'angle ¢

u=u{¢) vitease radiale
vey (¢) vitesse tangentielle

o =p (¢)
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fige 3e12

L' eqpatlon de conservetion de la messe, obtenue  par exemple en annu]ant le dévit
massigue sortant d'un €lément de surface (rgr.r + dr : § ¢ € ¢ + d¢)
ge réduit &

VA 3p _
o {u+ W otvE e (3.103)

L'écoulement uniforme amont &tant irrotationnzi et 1'évalution isentropique, la
région dans 1l'&ventail est épalement irrotationnelle, Par annulation de la circu-
lation sur le contour hordant 1'4#idment de surface, on trouve simplement

- | .

Enfin, par suite de la conservation de liznthalpie totale,

ucu + v dv + 3%-:

Comme a2 = dp/dp cette relation s'éerit sussi

du dv , a2 dp
i 3 + v T + o A = o (3.1I05)
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"

rirent du/de ade (3,I0k) ., dv/dy de (3,103) et substituant dans (3.105) , i1
rFLent .

2 g2y L Ao
S - v — T

O vErifie facilement que la solution 5 = constante eat triviale, elle ne fourw
nit qu'un proloagencont du ccurant uniforme en amcat, L'autre selution

v =oa {3.10€)

exprime gue les rayons 1ssus du roint anpuleur sont des lignes de Mach, Les résule
tots (3.I04) et (3.106), portés dans l'¢quation de conservation de l'enthalpie :

; 2 2
u f d 1- o [ .:-L. V2
e Y1l 2 L
fournissent une fquation différentielle
duy 2 Y o~ 1 f..2 - -
qui a pour solution (u =c¢ pour ¢ = o)
— 3 e 1 Yol 7
u = V17 sin{Ag) ol A= Dy (R.I07)
Ensuite, par (3.I0k)
v=2V, cosli¢) (3.108)

Les lignes de courant résultant 4'une intégraticn de
4 £

_(3_._.'&‘_ = E‘.....‘L.‘il
u v
soit
1 dr
L8 oy tan(og)
v di,‘ X till(\y,

Elles sont donc obtenues sous la forme rolaire

- Bl

-l

r = r, ( cos(ae) ) - (3.109)
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Wotant {fig.3,13) qulentre ¢ , £ et #  exists la relation

7F?3- 3./3

T 0+ .=
et que
Vel Vi
ten a = -:- = /;f{—l. tan (/m cp)

il vient en tirant ¢ de cette dernidre relation

3= owa=-g b %:% arctan (J‘Z:L tan a}

Yo}

-

Suivant (2,100} ce résultat est bien 1demtigque & {3,102).

15, Développements en série des coefficients de pression en fonctien de la
deviation du courunt, ‘

Le calcul exact de la pression correspondznt A une déviation connue du
courant supersconique smont ne peut se fuire qu'indirectement,
Dens le cas d'une déviation par un choe oblique, par exemple, on tire de (3,61)
an remplacant Ml ver M sin B

Py = Py _ oY

ST T (3.110)

=
—

(42 sin? ¢ -
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ot ein £ doilt #tre trouvé par interpoistion de la relation (3.8¢).

Dang le ceaz d'ure déviation isertropinue, le nombre de Mach 2 en aval doit
d'ahord Btre obtenu par interpolation de la ronction de Frandtl-Meyer; ensuite
le rapport des pressions peut &tre réduit de le relation de de Saint-Venante
Wantzel {3,32) ‘

Yol oo ¥

LS S T =1
- = i- Yo ] ) - ] (?‘QIII)
o1 R

Pour de faibles déviations il est intéressant de construire des développements
en série de puissunces de g , ce qui rermet notamment de comparer directement
les pressicns ducs 5 une déviation par choc (indice ¢) 3 celles résultant d'une
évolution isentropinue (indice a}. Hous chercherons les coefficients (fonctions
de Ml et de Y) des dAveloymements des coefficients de pression

P, = P T, = P
I - (3.112)
- %p 1 v ;‘ Y M 1 "1

L]
=
i

2 + 24.} Pa (Y L35 9%
A, 8 +B_ 8 C, 9%+ oo (3.I13)

2

B 2 : ) e .
Aa o + 3, 9%+ Ca p* + (3.I1I4)

,H
T3
w3
.
i
<
B

I°)} Cas du choe :

De (3.II0) nous tirons

. 1
(sin? g = <=}
: M2
1
et #limincns sin g svee 1'équation (3.86). L2 résultat veut se mebttre sous la
forme

>
i

E

g S

{x + a) (2 = %x)2 tan®g = + x2 (a2 - 1) - x) (3.115)

ks

o B T seeere——————

{y +a) 2

i

Cette équation du troisiéme degré en x & trols racines correspondant pour un
0 donné sux trois solutions de la polaire de choc. Seule l& racine corraspon-
dant au choc faible nous intéresse, Nous l'obtenens sutomatiguement en posant
le développement du type (3,II3) qui donne x = o pour ¢ = 0 . La structure
de 1'équation (3.115) incite cependant & poser, pour la facilité des calculs, le
développement préliminaire
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x=Mtan 9 + N £an2 g + P tand ¢ + ,..

Substituant dans (3.I15) et identifiant les puissances de tan @ on trouve

2
1 1 (1]
2 8 )] - % & (s \ ;su FS Y o ~
(y#1)° M8 & L{y+1){y=5) M7 + B(7+3y) M7 - o4 M2 + 32
P = 1 i 1
. "
I: (Tx? - 1) '{E -
Enfin, notant le Févelopgement

tar 9§ = g 4"’;’93 + e

il vient pour les coefficient de (3,1I3)

Ac = M Bc = N 0 =7 o+ %.u
clest-i=dire
5 (y+1) :: - h(Mf -1)
AC = : BC = o(42 v 2
f‘ffz -1 o ::]‘ -1)
M |

%.£V+1)2 Mg = (T+ T2y = 3v%) 07 & I0{y+1) M¥ - 24 22 + IC

C =

1 (w2 - 1) /e

Les calculs requis pour trouver las coefficients suivants deviennent extrémement
longs. )

2°) Cas de 1'évoiution isentropique.

I1 est avantageux ici de préparer le travail par la recherche préliminaire
de l'expansion

-

W= o tag b a2 + ¢ 03 + ,.. (3.116)
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La variavle  est celle définie précidenment par (3.I00),
fa veleur en smont, eu lieu d'€Lre suppcuse nulle comme your la recherche de la
fonction d2 Prandtl-Mever, est lci

Y et
w, w7 M? -~ ]

.

On substitue le développement dans 1'équation différentielle (23,1671

” dlﬁ) Yk s Y A Ve
w- "'é"é' = """""':: {1 + !.dzi (i + )\2'“2} ou 2 = """“""‘Y#!
Il vient par identificstion des puissances e ¢
N i 2 23
% = (1 * *?) {1 + A wyj
=
i
L
+ A w] - 1
b = Y“l 1 "
2 3
]
1
yeraz 0% 36T 4 D2a2algBeatede 3 50,0
¢ ( ) - a

R
3 e

Notons ensulte que le coefficient de pressicu cherehd peut se mettre sous le
”
{orme

Y
o il ¢y YT Y
:r - YEGns Tren l Y - L j

1+ A%? B

1 + 222
¥

A e

A partir de (3.1I6) les coefficients m, n et ;» se trouvent facilement :

1
m =
©q

L2 a2 + M . 50E e N

n = fm)z ;,42 )2 “ “ 1 5 1 1
: 2 1 N

[0

1

'%»(124 e Ba2(321) W B2 (2] e %xz(z.-5>.,2)t-4§3+ by 8

3
pe () M

w’
1



Enfin par un développement binomisl de la puissance Y/{l-Y} deo Y

A =a 2 .-
a (vo1) M2
1
2 Y -}
Yo :
.o e oY w1 (2Y ~1)(3Y «2) 3
(Y~1) 2 E{Y-1)

I1 vient finalement

~

I'4

woramen 5% wee Y

Me -1

PR XY

(T+1)ﬁ? - (M2 - 1)

B =5 ] = B
& (w2 . 1) ¢
1
-(v+1)mf +(5+TY =2 72)M§ - 10{v+1)m? + I2 M% -8
Ca = T

6(M§ -1)

Ces résultats concordent avec ceux cbtenus par des voies différentes (voir par
exemple Edward R.C. Miles, Supersonic Aerodynamics, MeGraw-Hill, I950).
Compte-tenu des deux définitions du sens positif de la déviation du courazmnt on
congtate que, comme il Fallait s8'y attendre, les coefficients de pression en Gas
de choe ou d'évolution isentropique_ne différent qu'a partir des termes en 8 .

En ne retenant que les termes en 6° , la différence entre une compression par
choc et une comnression isentropique s'avivre 8tre égele &

3 4 .
(c ). (v+1) My 3Y -5 .

P %l = 2 /o B
¢ e 12(M2 -1) T/2

+(3-1)Md -2 ) @3

Par exemple pour Y = I, b = 7/5 on ottient en premidre approximation que pour
de faibles déviations, la compression par choc est plus grande que la compressior
isentropique dans l'intervalle

1,55 =h = /G < M, o< b+ /8 = 6,05
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16+ Oniss 3e shoe dftachiss et »ffidchies,

81 l'amgi& ﬁu aériexion demandd par le biseau intreduit dans un feculemsut
supersopioue uniferme dfposss la valeur 6, . dont l'8coulement peut Etre devié

par un ehoc obiigque attacks, il se produit devaat i'ohstacle une onde de choe
aétachés (fig. 3.14)

""""4/2:{ Af-— [ (rige 3.Ib}

Eatre a et b l'iaelinsison (veripblis) de 1onde implique un fooulement subsoe
nique &p avel. Au deid do b LlYCeoulasent aval demeure supersonigua. Il ¥y & dond
une enclave subscorigue entre 1'obstacie et 1l'onde de choe dans lagualle 1'€coulow
ment est compiiquée du Tait gu'il deit #tre rotstionnel, Fn effet, d'une part la
trsversée de L'onde conserve 1enthaipia fotale ¥ dv esuveni dawwb, & sutre
part lfescrolveaaent dfentropie est variable evec 1'inclinmaison du choe qui est
oY rappors eveo son intensitd, La formuie (2,74} de Crocco~Vauzonyi en mouvemernt
peymanent

. >
T grad 5« grad H s rot V x ¥

montre que, pulsgie gred H = o en avel du choc wmais gr&d 8 pas, vob ¥ ne
peut &‘Er&i BlUle

Un cbateele Bmoussé (hord d'atiaque arrowdi) donne blen entendu toujours liew 3
une onde ds chos détrehée,

La r&flexzun 4'une onde de choc per une parsi se présente géuéraliement comme le
monbre la Pigure (3.15})

Is déflexion ¢ imposte au courant snond est suffissmment Faible pour que LPécons
lement en wral de l'onuﬂ cbligue 20it de ncubre de Mach auweruenique My asses
€levé pour tourner i nouvesc l’uuaulem&ﬂt uens la divection prizitive par un
secon@ chop otlique.

Bz d'sutres termes l7angle de éevxw#zan ¢ ent inférieur au Gpgy aes0cid & Mg,
Ctest 1o cas de réflerion siuple.

Il pe prodult également par symétrie 8 1lentrée d'un Adiffuseur sous Torae a'uce
intaraction entrs choce (Yig, 3.I6 a, b)
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(rig. 3.15)

La figure 3,76 b moutre ce gqui we produit en ceas de disegyméirie dans le diffu.
seur. L'inclivaison des chors rifiéchis est alors gouvernde par la condition
entye leg écoule=
ments redevenus psralléles, Cependaat comme les lignes de coursat ont traversé
des chocs d'intenszités différentes, ni la teapérature, ni la densité, ni la

dfégalité de le pression de part et Puutve ds la Trontidre

vitesse ne seront les udmes de part et d'autre de ¢

+ Cette frontiére est une

nuppe de discoutinuité & travers lequelle se produiront des &changes thermwiques

et des échanges de quantité de mouvement 1iés &
sité du fluide,

la copductinilité et 3 ls viscoe

v ,.f /” -7 ’ JZ:(
%:f«\ L T TITT7777 ’
.. — ~
K\“\“ / g T e, ;{_.. e
N\,\N\ / e ‘\\.\ .’,u- .
Ny / LT ]
\\\\ . / ‘M\(W'.._V.,./
plen de symétrie *\\y/ o N
e PERISITIRNS OX P N
. rd
///”::;;*”“'W#YQ:&'_- ,
" // o \ ) /' B
- / /! g < ,\\*:
/-" e . o LN U \“.
et | AN

(2ige 3,10 @)

§i ® est pupfrieur eu 6,,. associéd 3 M, ,
Mach", illusti€e 3 le figure (3.I7}

(fig. 3.1I6 b)

il se produit une "réflexion 4«
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"7 A » (figo 3-17)

RN AV N U Y N N N NN N N NN N LYY

L'%coulement incident se divise sn deux perties. L'une traverse le choc oblique
fixé par la présence du bisean puis une onde réfléchie gui ne la redregse que
partiellement, Lfautre partie traverse une onde presque normale et devient subso-
nique., La d&termination du point triple 0 n'est pes entiérement fixée par la
condition d'&galité des pressions ei orientstion des vitesses de part et d'autre
d'une frontidére f ., Une infinité de solutions est poesible. felle qui se réalise
dépend des conditions en aval qui peuvent perturber la partie subsonique de
1técoulement.
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IT. Thécrie. unidimensionnelle de 1'éconlement dans une tuyére de Laval.

Le géomitrie de la tuydre est décrite par sa section droite A, variable,
Elle passe par un minimum, le ccl, ol sa valeur est notée A, .

En régime permanent, ls constance du débit massigque m est exprim&e par la
relation
p VAi=m
valable pour chaque seciion, en particulier pour la section du col, oil
p V. A =mn
¢ ¢ ¢

Depuis le réservoir & prassion po , ol lrn vitesze eet en principe nulle, 1'écouw
lement est d'sbord accéléré iseniropiguemeni nar lo rédusiion de la section droite
et, suivent le reiation (3,4%1) d'¥agoniot, ne peut passer du réxime subsonique au
régime superscoique avant le col, Il veut éventuellement atteindre la eondition
sonique M = 3 | au droit du col.

Dans ce cas le d48bit atteint son maximus, le "débit de saturation"

s o ae
mapaﬁc

En effet on 2 vu que dans une d8tunte isentropique le rapport

i-;‘-'} s £ (M) {3,42)

att2int son maximum, Y'unité, pour M =1 |

Ceci conduit & distinguer les deur cas

oV
I) débit non saturé 2«55 <
® ® M
m p B

2) 4ébit eaturé,

Si le débit n'est pas ssturé, le régime d'&coulement au nivesu du col est subsoni.
que et 1l'augmentation subséquente de la section droite ralentit de nouveau isentroe
piquement le courant qui reste donc subsonique jusqu'a la soriie,

La pression relative dans une section est déterminée par les rapporta A/A_ et
m/p® . En effet ¢

p.V X "
® * A
m ¢ a e p a

et ce dernier rapport dépend uniguement du nombre de Mach, selon la formule (3,42),
cu du rapport de la pression locele & la pression du réservoir & travers la for-
mule de de Saint-Venant et Wentzel (3,32). Plus directement, revenant eux formules
(3.21), (3.27), (3.28) et (3.30)

2;..2; = £ (p/pe) avec

P a



Ry % 1. Vel 1
, , 2 yeol K )
- R » 1 Y % 1 E C o S Y * 1
t (p/p)) = (3'“"‘? - 3) =) {‘g"‘ﬁ (1 - {k‘p ) )
o o

ei la relation entrs presaion relative et section droite relative est fournie par

A , : o3

Ceci conduit aux courbes supéiieures de le figure { 3,18

/ d - u‘:;

) ~%

i, 3
/0‘ ;! ~“T~""‘"_""") / /fﬂ f /““\

Ler débits non saturés, avec régime entifirement subsonique, sont r2alisés avec de
faibleg Aiyférences de nression entre le sortie et le réservoir.,

Quand le d€bit atteint la seturabion et que le régime reste sudsonique aprés le
col, la pression relative de sortie est représentée par le point e .

Unvautre régime isentropigue est alors possible, celui oll 1'écoulement deviont
supersonigue en aval du col et ou d&€s lors, des deux rapports de preesion corress
pondant 3 une méme vaieur de f (p/po) on prend le plus faible. Ceci correspond
g la mssconde branche de lu courbe m/m* = 1 , sboutissant & une faible pression
de sortie représentée par le point J .

La questicn qui se pose slors est de savoir & guels régimes 4'&coulement corres-
pondent les pressions de sortie reprfsentfes par les points situés entre c¢ et

J et en~deguons de J

8i le pression du milieu extérieur dane lequel débouche la tuylre est inférieure
& calle représent?e par j , la détente isentropigue ae prolonge & 1l'extérieur de
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la tuydre pay un systime &'ondeg d'expsarion-(eas ¥ de la figure), Si cet:e
pression est comprise entre colles reprisentées par ¢ et j il ¥ a appariti
d'ondes de choc. ‘ '
Boit une onde de cho¢ norwale dens le section A de ia tuyére (cas d de la
figure). Elle ne modifie pasz la valeur de¢ &%

( a %f V est une mesure de 1'wobhalpie totale gui est couservée)

pais modifie la valsur de o mi Gevisnt B . En falt

JE P, P,

est une mesure de i'aceroisssment &'cutropic provogué par l'onde. Appiiquunt
1'8custicn de continuité du 48bit en aval de 1'onde de choc

e
eV A& na*‘a"‘hc

Il vient
-‘&. [~ 2 a‘u " Fﬁ -g‘-—x ﬁ
A PY e ¥ e
[+ ‘ o
ou ensore
B
£ r() a2 s
[ P, P

-0

Pour chaque valeur de A,’ﬁ > pol% existent deux rapports p/‘" et donc
deux repports p/p, verif 2Sant cetté relation.

La courbe »/p. & demx branchas doat le supérisure (subaom.quﬁ) est utilisde
aval du choc, fe rapport de preseion & la sortie prend ainsi une veleur dépend

-de la position du choc {point ol de ls rigare). Quand le chec etteint la sect
*'de sortie, le point figurstif de la pression de sortie, juste en arriére du ch
\ ‘ttﬁlnt F o

" Pour des repports de pression de mortie mrhve 5 et § 4 le recompression de

B | & gach est absqrv€e pur un choc cklique donnant lisw & multiples réflexions
(easgafﬂ de ls figure),
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IV, Eeocuizwerts irrctationnels et igentropiques.

Linéarisstion par petites perturbstions,

I, 1'é uatlcn anx dérivéec s;parrlellus de 1l'écoulement isentropique 1rrotatlonrel‘

Néglis eant la viscosité, la conservetion de le quantité de mouvement peut Btre
* 2

exprimée par 1is relatxon

”;

Y
- 3V v > 1 ) \

. g e W ow o O 1 .
&= =r grad 5 rot v x v 5 grad p (b,1}

Gi de plus les échanges d"nergie par conductitilité thermique sont negligés et
que l'en+rop1e demeurs la méme pour toutes les particules et & chague instant,
on peut écrire

[

L grad p s prad I = prad %:? (4.2)

De sorte que aZI(Y-l) apparsit comme un potentiel des aﬂcéléra?ions.
Introduisons maintenant 1°'idée que J *&coulement, irrotationnel 3 une &pogue don-
née, le demeure, ce qui est précisément justifié par 1'existence d'un potentici
des accéle8rations. Avec

-> -
v = grad % et rot v = o0

et la relation (4.2), la conservation de la quantité de mouvement prend la forme
simple

aP V &2 » o\
prad (-5*%-4":.;*'0'-;{-:-1-) z Q (4.3)

Ie fluide est supposé illimité, Pour analyser les perturbations Lntroduxtes pax
la présence d'ur obstacle se dfplacant avec une vitesse moyenne i par rapnori
s fluide au repog & 1'infini, adoptons le principe du mouvement reletif,

Les axes relatifs sont cheisis de telle fagon que les coordonnées des points de
l'obstacle sont, soit fixes s'il est en translation de régime, soit constantes

en moyenne. Par contre i trés grande distance 1'état de repos du fluide est
transformé en &coulement uniforme avec une vitesse constante U que nous pouvons
supposer orientée suivant l'axe ox (qui devient ainsi une directiou privilépide
Les valeurs des variables thermodynamiques du fluide Z trés grande distance sont
notées (Duy Pme Toon B oas ) o '

L'intégrale de (4.3) peut toujours s’écrire

3 , 1 a SO St S (4.4)
Er R grad ¢ . grad ¢ Eerly +m .

En effet le second membre doit £tre une fonction du temps seulement,

Mais le potentiel des vitesses n'est défini gu's une fonction additive du temys
prés; un choix convenatle de cette Teonection additive permet en principe de trans-
former le second membre de (k4,k) en n'importe qu'elle forction du temps, en par-
ticulier dans la constante indiquée. Ce choix est tel que, si 1'on distingue dans
¢ la partie Ux qui rend compte de l'écoulement uniforme et une partie ¢ qui
rend compte des perturbations
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¢ =U (x+¢) , . o (keS) -

la relation (4.,4) se tromve vérifide par un potentiel de perturbation nul.
En principe la relation (4.4) sers utilisée pour caleuler la célérité locale du
son, connaissant le potentiel du mouvenment.

n

Il ne reste 8 exprimer que la conservation de la masse
E-{v 11 += 2 +-lm&
et e div V = o ou ve & 5 It = 0

Dans une &volution isentropique

d _ 1 d(a?)
po¥=l 2

Ce gul permet de mettre finalement la conservation de ls masse sous la forme

2
¥2 § 4 et Dal.o (4,6)
(v=1)a? bt

Le probleéme est ramené 3 1'étude des deux #nuations oux dérivées paertielles
(k) et (4,6) pour les deux inconnues {9 et a ) . En principe ia seconde peut
Stre tirée de (4,k4) et substituée dans (4,6), exhibant ainsi 1'équation aux
dérivées partielles fondamentale gouvernant le potentiel

g Az Y . 2. 52 v 2 2
::1-..,“!',.}3...?-}(1..1,. a+{1~}—)f—£"23{.2&%~~2ﬁ%
8l 3x? a2 ay? sl 2372 o y a
2 2 2 s a2 2
-2.?.’.“. 3°% = e ma +.?..u. ...........a‘b + &Y ______3¢ +.g.§. _“B'Ii (4,7)
a2 023X a2 at? 7 dxet 2 dydt 2 dz23t
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2. Le coefficient de pression en fonction du potentiel de perturbation.

Des relations

Y
2 S—— p
P...g(-a_.)y..l 8.2"1""::
pco a.z ® pw
on déduit pour le coefficient de pression
P-D,
Cp = 1
- 2
. 2me
la formule exacte
2 2, Y
c =2 (B)FT -1 ] (4.8)
Pooym2 al .
[ [

Notant que par la définition (k4.5) du potentiel de perturbation ¢

grad ¢ , grad ¢ = U2 (3 + 2 %% + grad ¢ . grad ¢)

la célérité locale du son déduite de (h,4) peut s'écrire en fonction du potentiel
de perturbation

W =2 - (y i) 02n (4.9)
o hes 38430, L 0raa ¢ . grad ¢ (4,10)
T 3t w2 . .

et, le coefficient de pressicn

Y
¢ ==t {(1-(y-1)Mn) VT -1} (4,1I)

L'équation de conservation de la masse
peut; encore &tre transformée par la reletion isentropique

-d-a.x’fﬂ
P o

en %% + YUV =0

i
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ou encore

p(p - p,)
Dt

+Yy U(p=-p) V¥ +Y Up V% =o

Divisant par %-p. us et utilisent de nouvesu aZ =y p,/p_ il vient

C,+YC, V3 + 2. 924 = o (4.12)

M2

g

L
U

Tout comme la paire d'équations aux dérivées partielles (4,h) et (4,6) gouvernait
la paire d'inconnues a2 et ¢ , la paire (4,II) et (4,12), associée & la défi=
nition (4,I0), gouverne les inconnues d'intér&t plus direct C_ et ¢ .

Eliminant C_ on obtiendrait 1'équetion €quivalente & (U4.7) pour le potentiel de
perturbationp ¢ .
si F(x,y,2,t) =0 (b.13)

est 1'équation d'une suriace mobile & laguelle l'écoulement est tangent, la condi.
tion aux limites vérifiée psr le potentiel de perturbation exprime que les coor-
données x(t), y(t), z(t) da'une particule vérifient l'équation de la surface
durant un certain temps :

F dx OF dy L OF dz , IF _

Ix at Ty T T’ OW-°
- 2 & .y a0 dz 2
Mais dx/at = U (1 + ax) I - 1] 3y T U o
et la condition aux limites exacte est
(1 +38) 25,20 3F, 3 F, 1 3F_, sur (k.I3) (k.Ik)

ax ax 9y Iy 93z a3z U a3t

3. Linéarisation. _
Le linéarisation est basée sur une double hypothdse

I°) Les vitesses de perturbatlon sont faibles comparées i la vitesse de 1'Ecoule~
ment amont., Ceci revient & é&crire

B, ||, |2

3x 3y oz

. 1} 3¢
et U| = l << 1 (k.I5)

et a notamment pour conségquence

| n| << 1 (L,I6)
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) a 2 s | L
m g ]| B2l e FR]e0 0w
Ce qui entraine Mln| << 1 | (b,18)

la c&lérité locale du son différe trés peu de sa valeur nonvperturbée (voir
eq. (4.9) ) et la perturbation relative de pression est faidble (cfr (4,1I) )

Ip-p,‘ \
P << 1 (4.19)

Dans ces conditions, le développement binomial de (4.II) fouranit 1'approxima-
tion

cp = w2 h + Mi h? (k,20)

Substituant h et retenant seuwlement les termes du premier degré dans les
vitessese de perturbation :

(c))=-2 (e} ) | (h.21)

Retenant tous les termes du second degré :

(cp)z u -2 (g‘;’ T 31’.) - (‘5")

s 2 -1) (37 e ( L3 )2 Rl (k.22)

L'éqnatlon complétement linéarisée gouvernant le poteutxel de perturbation
s'obtient 4 partir de (4.I2) par les trois étapes suivantes :

1) En appliquant l'hypothése des faibles perturbstiona relatives de pression
(b,I8) qui entraine

2
IM2 c | <« 1
et permet de négliger le seccnd terme de (4,I2) devant le troisidme;

2) En remplagant dens le premier terme }'opératenr dériwvation perticulaire par
son approximation

D ~23 )
et Us:

Ce qu1 revient & négllger ls convection par les vitesses de perturbation
elles-ménmes;

3) En r glagant le coefficient de pression par son approximation linéarie-
sée (b,2I
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Il vient alors 1l'équation aux dérivées partielles

2 2 (24,1 332 ‘
v aM (4w ) ¢ (b.23)

La linfarisation de la condition aux limites dépend de la nature de la surface
mobile & laquelle l'&coulement est tangent. Dans le cas général, la seule simpli-
fication qui puizse &tre apportée & (h.IU) consiste & négliger 3¢/3x devant
1l'unité :

(f2+5 %) Frot oot ;=0 sur (4.I3) (4.24)

Il eat intéressant d'observer que si l'on choisit pour le coefficient de pres-
sion l'approximation compléte (CP)2 s le principe variationnel

t
2
8 { f (cp)2 dxdydz dt = o (k.25)
1

ol 1l'intégrale de volume est &tendue 3 la partie extérieure & la surface fermée
d'un corps perturbateur fixe, fournit 1'&quation linfaris€e (4.23) comme coef-
ficient de la variation &8¢ . La condition aux limites que 1'on obtient en
annulant le coefficient de §¢ sur la surface est

M2
"(l*(l’M.z.)%'ﬁ: -g-{'-} +m -g-;--'-n -g—%so (4.26)

Lee cosinus directeurs (%, m, n} de la normale & la surface staticnnaire

F(x, vy, 3) = o , sont proporticnnels & aF/ax , aF/3y et aF/3z respecti-
vement, La condition (4,26} est alors veriationnellement cchérente avec 1'appro=
ximation (4.23).

Le cas particulier relatif au corps fixe (3F/at = o) de l'approximation (4.24)
ne différe d'ailleurs de (4,26) que par des termes négligeables en principe, en
vertu de (4,17).

L. Ondes acoustiques.

L'équation (4,23) est une forme déguizée de 1'équation de l'acoustique. Dans
un systéme d'axes (£, n, [, t) , au repos par repport au fluide & l'infini, le
potentiel perturbateur devient .

0(.5*01":'\’ C:t)';¢'(£o Ny Ty t)
Par conséquent

" ' . :
.g_;..g%. %%.21. 2 .39
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et le potent;el perturbateur obéit dans les nouvelles coordonneea i 1'€quation
dez ondesn

. M2 2 .. 2 %
U2 2t2 a2 242
La solution rondamentale, ou solution de Green, de l’&quation des ondes posséde
la symétrie sphérigue :

o

- 4% (r, t)
-+
r”(i-gg.n’ﬂo‘c*Cp) .
Comme dans ces conditions
2 % n
24,3 8 2 3 ¢

2 r* ¥ 3z

on peut mettre 1'&quation des ondes sous_la. forme de celle des cordes vibrantes

22 ™ | 22 ™
2 r? a2 3 ¢?

et en déduire la solution de d'Alembert

ro"-r(t-{:)wg (t +-§:)

En principe 1'int&rét est centr€ sur le corps perturbateur comme source de
rayonnement d'énergie acoustique,

La condition de rayonnement est satisfaite:en rejetant la solution g(t + r/a))
qui représente au contraire un apport d'énergie venant de 1'infini,

Nous verrons plus tard comment trensformer la solution de Green

¢

n_f(t -r/a,) :
- F’“ | (%.27)

pour une source acoustique fixe par rapport au fluide & 1'infini dans celle d'une
source fixe dans un écoulement i vitesse uniforme,

5. Rdgles de similitude pour les &coulements linéarisés germanents.

En régime permanent subsonxque ou supersonique linerisé, 1'équation du poten=-
tiel de perturbation se réduit a

(1-:42)3 ¢ ,320,229,., (4.28)
2 xz dy? a2z

avec la condition de tangence & la surface

£ (x, vy, z)mo (4.29)
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af , 24 3f 3¢ af |
ax*ay ay+az oz ° v (k.30)

Considérons un autre écoulement, de potentiel de perturbation ¢ , dans un
espace (X, Y, Z) 1lié au précédent par les affinités

X=qg x Y=gy 2=Q z (4,31)

de sorte que entre deux points homologues, les waleurs des potentiels soient lifs
par

v,y (3,5, 3 (.32)

Des relations

2%371-3-,- .a-lnvnlugi .a—lsT-L.a-'.

F) a 9x Y B B8y 3z g oz

2 2

Ay, Y 3¢ etc ... (4,33)

2 X2 a2 3 x?

on déduit que dens 1l'espace (X, Y, Z) le potentiel y satisfait & 1'équation

2(1-}42)—.14.52(-—1 --i)ag
? x2 3 y2 g 122
Cette équation peut &tre ramenée & la forme (4,28) en modifiant le nombre de
Mech M_ en M par le relation

a? (1 - M2) = 8% (1 - F2) - (ko34)

Ainsi les affinités (4,3I) et (L.32) permetient, dans le cas linéarisé, une cor-
respondance biunivoque entre deux écoulements de nombre de Mach différents,
Cependant on observera sur (4.34) que M_ et W  sont nécessairement simultané=-
ment subsoniques ou simultanément superaon‘ques, ®i1 est impossible 4'obtenir une
correspondnnce biunivoque entre un &coulement subsonigue et un &coulement super=
sonique,

Supposcns maintenant que la surface £ (x, ¥, z) = 0 subisse la méme affinité
que celle de l'espace et se trandforme dans l'espace (X, Y, Z) en

FGY,2)er(E,3,%) =o

Par conséquent

aF _ 1 9f 9F _ 1 °f OF 1 sf
X @ Ix 3 By 22 B 9%



106,

et ceci, porté dans (4,30) en m@me temps que (4,33), transforme la condition de
tangence en

BF , 62 (3 oF 3y amy
o557+ (G¥s5v+sEsd -

On en déduit que la surface ¢ , transformée par afﬁmte dans la surface F ,
reste tangente au nouvel &coulement, & condition que

y = 82/q (k.35)

et ceci fixe le coefficient d'affinité entre les deux potentiels.
Basant le calcul du nouveau coefficient de pression en régime permanent par les
spproximaetions du second degré

-2 - (%})2 -’ -a- M2)(3%)*

Te-2 - B9 - G - o - Ry

on peut constater .Que tous les termes homologues sont, en vertu de (b.35) et
(4,34}, dans le méme rapport

g2 1 =M 2

9- X wems W ————
A § Yz l-v-“i'z_ .(2
De la sorte
a -
cp = Y Cp ou encore

2 - -MY T
(G-m)c =0-K)C (4.36)

Cette r&gle d'invariance de similitude est connue sous le nom de régle de
Prandtl<-Gdethert,

Un sutre invariant fondamental de similitude est celui du rupport § entre une
dimension transverssle caractéristique du corps (suivant oy ou oz) et une
dimension longitudinale caractéristique (suivant ox).

Ce rapport étant modifié dans le nouvel espace par multiplication par a/B

on obtient l'invariant de similitude

/1M =T /1T W en subsonique
sV M2 1 =8/ M < en supersonique
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‘6. Cas de l'écoulement autour d'une surface quasi-plane,

Si la surface 4 lanuelle 1'Fcoulement doit &tre tangent peut 8tre représentée
par l'équation

z=h (x, v, t) (4.37)

la condition de tangence devient

dz _3h dx _2dh dy . 3n
dt  9x dt Oy dt = ot

soit
¢ _ 3¢y oh . 9¢ 9h . 1 3h
3z (1 + 5% 3% T 3v oy MY

& vérifier sur la surface (L,37).

Pour une surface quasi-plane

on obtient en népligeant au second membre les srandeurs petites du seccnd ordre

Q7

E

¥
X

}

y

Q>
P~

<< ]

(%]

Qs

2h (L.38)
Une nouvelle simplification peut €tre introduite en développant

w(xy v, z, t) = —i

C)

en série de Taylor au voislnage de 2z = 0O

) h (.X, Y 5) + eee (’4020)
=0

w=w(x, v, 0, t) + (

(%
]

Cette possihilite peut 8tre justifife a posterlorl en établissant le caractire
différentiable de w (%, y, 2, t) au voisinare de 2z = o , Ceci a lieu si, par
exemple, 1'c¢coulement est représenic¢ par une nappe de singularités placées sur la
projection P de im surface d=ns le plan z = o ,

Dés lors, pourvu auc 1a surface s'fcarte peu du plan z = o , le second terme de
(4,39) est nérligeable devant le premier et la condition de tangence peut &tre
complétement lincarisée sous la forme

2.2, & .
= s . sur z =0 (L.40)
' (x, y) e P

Dans ces problenes on dispose d'un degr? de liberté supplémentaire dans les

régles de similitude. En effet la condition (4.35) devient caduque., Elle est rem-
placée par une condition faisant intervenir un nouveau paramétre d'affinité (indé-
pendant) € , tel que dans le nouvel espace {cas stationnaire)
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: X Y

i (‘\, V) = ¢ h {'&- . -[3:)
D&s lors la nouvelle condition de tangence

A _ i 2 = o

34 aX —

(X, Y) e P
est satisfaite, pourvu que
€ b =0y (4,51)

Conservant o et «» comme paramitres d'affinit? indépendants, Hi et 12
étant donncs

/1 - M2 ] =M
5 © o .
¥ = ottt —— Y = i o——— (14').;2)
1 - M2 1 - T2
o0 o

Pour la corrélation entre les coefficients de pression on peut, dans le cazs de
surfaces auasi~planes, limiter les dévelonroments A

O = 5 9% - ~ Oy o
9 2 = (,p = -2 (4,43)

et on en déduit

— c 1 - U

¢ =C - —_— ! (b hi)
P poc 1] - M2
<0

7. Leoulement transsoniaue,

Quand le nombtre de Mach de vol est tres voisin de 1'unité, 1'éguation linearie-
sée (4,23) devient sinrulifre par disparition du terme en  3%¢/3x? . Dans ce cas
on ne peut plus négliger les termes en  37¢/9x’ aui proviendraient d'approxima~
tions supérieures et qui seraient du méme ordre de grandeur que (; = M%) |
Le nouveau calcul peut &tre mené a partir de 1'équation exacte (L,I2), *

11 vient :

<

2 - - ‘ 2 2
Bl a2 o2 (yop2y L 2y L 0,800
3 x* ® > ok ® = U 3 v @zl

o g

; 2
= };{w (1. .a_. é + ?—; 73-‘ }E] (h’h‘j)
uz 3 t2 7 9%
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Le m8me résultat se retrouve 3 partir du principe variationnel

-
LN
—
—

(c_} dt dxdydz = o
t 3
2

. \ . . o .
ou (ij3 est une approximation mellleure ou fipurent tous les termes du troi-

sidme deprd soit en (%%)3 ou [%%)2 3% .

On peut les trouver en étendant d'abord le développement (L.70)

¢ =-2n+u2n? 22X g3
T > RN

puis en y substituant h et retenant les termes mentionnés :

.

(¢}, =-2(32+g 28 - (D7 + 3" + &b

e (BT L @2 2 2 20, e L (B0t ke

U? at To3x at U atl
2= Y uu ((39yF 4 3 (39)2 3¢y
T e (G5 7 &)
Soit, en regroupant les termes,
\
= - (8¢ . L 3 - ﬂz - 2 Iy .ZQ’Y_ ’B
(c,), e (224 d ) - (2 ((-mzerz (w2 it e
H}Z (o o M2 1 i)_g)_
+ - \(, Y) !} 1] T 3t
ST AC T ALY S S L e 2 3¢ 3¢y
Yoy (azJ - (0_2 () *T at)

L'égquation sux d4érivées partielles aui en découle

par annulation du coefficient
de la varisticr 8¢  sous le sifne intéprale est :

32 Y 2 2 fn ) vy ” . 1 9
22y aE a2 (M2 {0 - ¥) - 3) 'a'% vu2 ((2-m)M2 )5 2

3 x? v ot
' 14 2 2 2 -
2 ((5 -y \2_\_3&_‘&-”2 RISl | 2 37 ¢ NS
+2 M (( VM- g =2 (U2 T * 5 S3ar) (4,4€)

L'équivalence entre (4,45) et (U, 4E) peut &tre établie en faisant M2 = ) dans

les termes non-linéaires, ce qui ne modifie ras sensiblement 1'approximation,
Seul apparait le terme non-linéaire additionnel en

L 3¢ 3¢
U 3t ax °
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Par exemple dans le cas stationnaire, le potentiel vérifie 1'équation transsoniqug

. 52 2 2 34 32 '
(1 -M2) 22, 38 LA b (v )2 2 Cl ) (b b)
® 2 2 22 © ax 2
3 x2 3yl J oz ‘ 3 x4

Dans l'espace affine (X, Y, Z) 1le potentiel ¢ vérifiers

2 2 2 52 2 3 2
S (1 - M2) 9_..&4,.‘.3..(2_!.*@_._3’.):(7*1) M2 & 3y 3Ly
TP LR T CREE WA " oy2 g g2

-

Pour gue ceci constitue une équation transsonique correspondant & un zutre nombre
de Mach M_ , il faudra & la fois

et ad M2 = yg? M2

Par conséquent, du mement que M, est donné ainsi aque le repport o des dimen-
sions longitudinales, les deux autres paramctres d'affinité sont fixés

/] -?v‘im;'
g=aV | (4,4E)
1 - M2 :
0
1] - M2 M2
Y = a = =
= M2 w2
® a

La condition de tangence ne peut &tre conservée que pour une surface cuasi-rlane,

ot "
%% = 3§ sur z = o (xy ¥) € P

se transforme avec E=¢nh en

[ 7 -
%.%=%.? sur Z=o (X, Y) ¢ P

et le paramdtre ¢ est maintenant fix@ par

w2 oW 32
- =) (b.50)

aY
= —

C-"—'-é'—
M2 - M2
o0 o

Si donc § est un rapport caractéristique entre une dimension transversale et une
dimension longitudinale, la variavle réduite fondamentale conservée (paramitrc de
similitude transsonique) est

5 M2
oo

(1 -~ m2)3/2



IIZ.

ou, encore, ce qui a l'avantape de mettre en évidence le signe associé aux régi-
mes transsoniques subsoniques ou supersoniques (qui ne sont comparables entre eux
que s'ils sont de mémc espice) : '

peramitre de similitude transsonique (L.5I)

Pour la pression on trouve sur la base de C_ = = 2 34/3x 1o paremstre de

I

similitude
pe2
a0 . e . -
—— Cp paramsire de similitude transsonique (L4.52)
o 2
1 -‘fn
Toute fonction des parsmitres de similitude =st un paramétre de similitude.

Combinant (L4.5I) et (L,52) on a par exemple

M “/3

(E:j ¢ paranétre de similitude transsonioue (4,53)

8. lcoulement hypersonique,

Nous entendens ici par éGecoulement hypersoniaue non pas celui ou commencent &
se produire des effets de gaz réels (modifications de chaleurs spécifiques, dis~
sociations) mals simplement celui oli, les perturbations de vitesse restant fai~
bles, celles de pression ne le sont plus,

On doit alors se vorner & simplifier 1'Zjuation ~énérale (4,7) en ia multipliant
par a? et en y remplagant

2 = a2 2 (3
a? = a2 - (vy =1) U (3% +

L ﬁi {h 5i
U Bt] . \'!'0.«“)

qui découle de (L4,9) par réduction de h 4 ses termes les plus importants dans
les perturbations de vitesse, De plus on peut, toujours & cause de l'hvpothése
des faibles perturbations de vitesse, remplacer

u = U2 (1 + 2 %%) vi =g wl = o

L'équation hypersonigue du potentiel de perturbation est alors, aprés division
2
par aZ

2_ \2 a - - !-.” .1. b l?_—i.
(b-w2-(rnwz 2oy 4

+{1-(y~1)m2 -g%-(v-l)Mi 3- a8 (i’-z—i+3-2—§l)

3 vy2 3 22
2 2 " 2 o) 2
- 2 3% 3¢ _ o m2 3¢ 3 9 . 3 2 32 ¢
M. 3y 94X 3y 2M 32 %z Me *T 3%t/



Comme, par hypothése le nombre de Mach est grand, on peut encore nerllyer dans le
coefficient de 32¢/3x2 les termes en. 3¢/3x et 3p/at , ce qui donne
finalement

(1‘-!»4.2)£1+(1-(v-1)t42 W _(y -1y LAY r_.__i a—ij
L 3 x2 ® 3X w U

J
at B x? 9 v
2 " 2 2 A
-2 M2 (.a.‘ﬁ ?_9..4.% L.L} = M4 (.1.... 2...1;,3 .3..2...9;.J (4,5%)
» 9y 9X 3y 3% 23X 9z o U 2x 3t

U2 5 t2

Dans le cas stationnaire

2 2 . ] 2
(1-»42)—-1+’:—(v—1)'wi -91} (9"%*2"‘31 =2 M2 (913-.?-7+%§2-—?:~
e 3z : “ -

L'équation est conservée par l'affinité si

La condition de tanrence & une surface quasi-plane est conservée si

€EpfFay

Des paramétres de similitude hypersoniques sont

5 M2

c M2 (h,50)
M2 .1 '

o«

9, Solution fondamentale du cas linéarisé, Potentiel de perturbation d'une source
varlable en translation uniforme,

On a vu que dans les axes (g, n, ¢, t) au repos par rapport au fluide &
1'infini, le potentiel d'une source fixe mais d'intensité variable rayonnant de
1l'énergie vers 1'infini, pouvait s'écrire

f (t‘- r/a“)

#*

¢ (E’ Ny Ly t) =
: r

Considérons une file de sources sur l'axe of qui commencent & débiter cuand

elles sont atteintes par un "front d'allumare” se déplacant &4 le vitesse U dans

la direction des £ négatifs,



1I3,

1
[

La position d'une source par rapport au front d'allumage est donnée par

s=U¢t +¢g"'

g£' étant son abscisse., Il en résulte que, A l'époque t , 1l'@ze de la source
(temps écoulé depuis qu'elle a commencé son débit) est

Considérons également 1'histoire du debit en un point situé A une distence s
fixe en aval du front d'allumare, c'est une fonction du temps t et de la coor=-
donnée s ou de 1'8ge < = s/U

m(t; 1) =m (t; t + £'/U)

Pour une abscisse £' déterminge, m {t; t + £'/U) est l'histoire du débit de
la source fixée en &' , Elle est responsable d4'un potentiel de perturbtation

m(t-r/a_;t+&Y/U-r/a)

r

. 2
ol r= /rzg -£')" +n? + g2

Le potentiel 48 # 1l'ensemble des sources est, par superpositiocn,

m(t -rfa,; t+E/U=-r/a)dcg"

¢* (E.;g n, Cg t) = )r
r

l'intégrale étant etendue aux abscisses £' des sources dont le premier front
d'onde a atteint ou dépassé le point P (£, n, ¢) 2 l'époque t considérée,
Ceci peut s'exprimer en disant que 1'dpe 4c lu scurce £' par rapport au point F

o=t=rfa =t +E'/U-r1/a . (b.57)

doit &tre positif, Cet @ge o0 est le temps écould au point P depuis le passage
du premier front d'onde émis en E' ,

Ceci sugpdre de changer la variable d'intégration de &' en o, (&, n, &, t)
étant maintenus constants. Différentions la relation

2 (45 o) = (g =g 422 (k.50)
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déduite de (L4.57)

a2 (t+5e' -o) (Fag -ao)==-(e-g")dg

On en tire

4 t' = d e _ Vdo (4.59)

a2 (¢ +£'/U=-0) % T a2 (t-g'/U-0)+u(f-¢g")

et, au dernier membre, l'abscisse £' de la source correspondant & un fge
déterminé de la source en P doit encore €trec dfterminée, A cet effet résolvons
(4,58) par rapport & &' ., Cette &quation du second degré peut s'écrire

(1 -12)(6N)% v 26" (Ut = o) + M2 £) + 02t = a)® - M2 (g% n2 + ¢2) =0
Son discriminant, aprés réduction, prend la forme
M2 ( (Ut = o) + €)% + (1= M2)(n2 + ¢2) )

Par conséquent

(1 =M2) g =-u(t -0) =M ZmM St - o) + )%+ (1 - M2)(n2 + ¢2)

(L,60)

et pour la valeur correspondante de r réduite de (L.57)

(L-M)r=-m ( Ut-0)+e )i/ (Wt-0)+e)? +(- M2)(n? + g2)
(4.61)

Il faut maintenant distinguer entre le cas du nombre de Mach de vol subsonicue et
supersonique,

Cas subsonique., | - Mi > o M, <1

La valeur du radical dans (4,6I) étant supérieure i la valeur aksolue du premier
terme et r devant €tre positif, seul le sipne + convient. D3s lors, selon
(4,60), €' a une valeur minimum pour g = o

1 2 P a
£ = [~ut =M gaev / (5t +£) + (1 =-M)(n?+¢?)}
1 2 ® L) . ©
1 - M , -
(-]
I1 y a correspondance biunivogue entre ¢ et g' et, A des valeurs croissantes
de l'8ge o , correspondent des abscisses (' croissantes : (' + pour
¢ + = , Substituent la valeur générale de (' dans (L,59)

d¢g' _Udg
T - R
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oi R=/ (Ut =) +6) +(1=12)(n2 +¢2)

et le potentiel prend la forme

© _ Mo (Ut =o) +£) - F
o kg, )= TEEm (e ; o)

-
a_ (1 - M%)

Particularisons maintenant ce résultat en supposant que les sources ont un débit
impulsif déclanché au moment du passage du front d'allumage :

m (t; 1) =m (t) 5 (1)

On obtient 1'image d'une source de débit variable m (t) se déplagant avec le
front d'allumare. Son potentiel seora

® , M (U{t = a) + €] -R
oLl (v ) )a (o)

[ : 12
a_ (1 - Mw)

*

#

¢” (51 Ny Lo t)

.J!

M (Ut + £) - Re
m(t +

a_ (1 - M2)

Ro

ou Ro

/ot +6)® + (- M2)(n2 + ¢?)

Finalement, dans un systéme de conrdonnées qui se déplace avec le front d'allu-
mage

x =W + £ y=mn z =

¢ (x, ¥, 2,t) =0
(b.62)

p=/ x2 e (1= M) (y2 4 52)

Ce potentiel est la solution singuliére fondamentale de 1'équation linéarisée
(k,23) pour M_ < 1 .
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Cas supersonisue. 1 Mo

-] m

pos

I1 faut écrirec (L4.,61) sous la forme

M2 =-1)r=_(ult=-q)+¢ )= S(ute = o)+ 6)° - (2 2 1)(n? + E?)
(4.63)

Le lieu des premiers fronts d'onde émis tar les sources est un cdne de Mach issu
du front d'allumage A et de demi-angle d'ouverture sin = Wil I1 n'y a
d'8ge positif des sources pour un point F que si celui-ci est intérieur # ce

-
cone, ‘

AM

vt
r——
|
l
A l
|
I
l
I .
|
L

En particulier on voit que si P est intérieur, Ut + & > o,

Alors pour o = o , (4,03) donne deux valeurs nositives r, et

]
—
.
2

1]

p, (Ut +£) =7

Mz = 1) r, =1, (Ut +4) + 5

el L 0

ho =/ (Ut + 202 = (12 - 1)(n? + 2)
auxquelles correspondent les abscisses de sources g et §
(:.zg - 1) §, = Ut + r-!i £ =M Rg

2 - £ = .',2 "
(M2 -1)g, =ut +M2 g +u R



I1 y a une valeur maximum de ¢ pour laquelle & s'annule

p - - 2 o 2 2
Ucmax"-'Ut"'l; /;Ww 1/!1-!-;

et § laquelle correspond une abscisse de source £,

o =g+ Dl

M2 - )
o0

Pour la partie £ < E' < E, on aura

(M2 =) g' = Ult =g) +#1M2 ¢ M R
R = f(U(t -s)+ ) - (42 - 1){n? + ¢?)
(M -1) r=1_ (Ut +¢) =R
et drﬁ' = U-%S
Pour la partie £o < E' < ¢

2

(M2 - 1) g' =U(t = o) +M2 ¢+ R

(Pii-l)r=MQ(Ut+§)+R
d g _ do
=-Uz

De sorte que le rotentiel pourra s'écrire

g M (Ut +¢) =R
ey g t)=u [T L0y (b
: o ' a_ (M2 - 1)
Mo (Ut + ¢) + R
o ©
- U f %2 m [ t -

.
*

11T,
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Particularisant ce résultat au cas de sources impulsives et passant aux axes
(xy ¥y 2, t) , il vient

U MQ x = A Moox + A .
¢ (x, ¥y, 2, t) = K'{ mn(t- J4m (- } ]
a (42 - 1) s (42 = 1)
L] oo a0 o

(4.0k)

=/ %2 (M2 = 1)(y2 + 2?)

=
I

C'est la solution fondamentale de (k4,63) dans le ces supersonique pour uhe singu~
larité & 1'origine.
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EXERCICES DE MECANIQUE DES FLUIDES,

ETEOREIEESITTMEATCINAARS T IR T I IR

Méthode des singularités,

Cas de 1'hydrodynamique p = constante,

La conservation de la masse se réduit i la relstion (géom&trique)

-
div V =o

Pour une source de débit massique @Q on aura par isotropie

3

baprlp V=g avec une vitesse radiale

> - s -
re=(x=-8a,y=>b,2=c¢) 51 la source est ceniree au

point de coordonnées <{a, b, ¢} . D'oll le champ

™3 e a8 L

11 existe un potentiel ¢ pour 1'écculement

M-

V= grad ¢ $ = - 3%;

C'est une solution fondamentale {(de Green) de 1'équation

div grad ¢ = 92 ¢ =0
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La scurce dans un ccursnt uniforme,

Supposons la & l'origine et V la vitesse du courant uniforme suivent ox .

Le potentiel complet est

('\
= V - G 1
¢ =V x- bve T

23

{xo ¥, 2)

Dans le plan méridien y = o on prend ¢ en coordonnées polaires

X =y cos 0 2 =1r sin 8
p =V 1rcos 8§ - 2. L
' bnp T
vitesse radiale tctale : V cos @ + t
huprz

tangeniielle : « V sin g

Equabion différentieile des lignes de coursnt

ar ¥ e

o veIEr A ——
q ,
V 008 8  + ceedioma V sin 9

rrpré

Elle s'intégre par séparation des veriables en Alimirnant r au profit de z

z = r &8inp dz = dr ain a + r ens ¢ A8
et 1'équastion différentiells devient

Vz dz + F%;' sin g dg = o

Son intégrale générale es%

Vz2 = 39— {cos 8 + C)
Le point d'arr&t de 1'€coulement, d'ol part la surface de révolution séparsnt
1'écoulement externe de 1i'écoulement interne est cbtenu en fsisant z = o et
8 =7 o Ceci satisfait 1'équation des lignes de couwrant pour C =}

L'éguation de la courbe meridienne du corps ae révolution est

2 Q_ ;
z g'é?;V (1 + cos 6]
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‘A 1'infini aval (g = o) Iz rayon du corps tend ssymptotiquement -ers

Z=/w-;§

e

llp

exprimant que tout le débit de la source traverse 1'aire n 22 avec la vitesse
uniforme W .

Fonction de courant,

On exprime le flux & travers un &lément d’arc de méridiemne (dx, dz)

d ¢ =¢ ( v 25z 4X - u 2wz dz )

dtod G st D o e AV

g e ]

2wp 2 8z YU 2%p oz 4
et les lignes de courant sont données par

P % ccastante

&>
Les conditions d'existence pour ¥ sont assurfes par div V = 0 en coordonnées

cylindriques.
as? = ax? + az? + 22 dw?
v T e (L zu) v 2 fzv) v v )
aiv z { o FARTY 5 L2V 7n v

Ici v £ o et ia relation

A ey
3 i ;
e fow) e |
o

L ‘k\ w6y

VIR
;g':‘; a2 1

t. iquenent satisfait e T permme
est automatiquement al&lemraﬁz Y

bans le cas de la scurce @ans un courant uniforme on trouve par intégration

o

¥ o= ~6ng20+% {-64- C‘

»w Z
A

{1a constante ne jouant aucun rdle peut #tre suppriméej,
En coordonnées poleires



Répartition des pressions sur e corps de révolution.

Par la loi de Bernoulli du régime permanent

LR B
P Py 2
p~p 2
ou Cp B e T ) - z:
“ a 2 o
50 U
2 n ot
V2 = (T;g-} i b ek 203 ) + U2
" r" 27wpr?
VE W2 N cos 8 1

Mals, sur le surface du corps,

o 2 ooz ("' I %
£ = p? §ipc § W egem—er {1+ 0OE D)
2 wpl

relation gui permet de remuwlacer r au profit de ¢ .

On trouve
L Cp = (1 + 3 cos 6)(cos 9 = 1)

La pression statique (Cp = 0) est atteinte localement pour cos 6 = - 1/3
et asymptotiquement en aval pcur @ = @ , La pression totale (Cp = 1) est
gtteinte au point d'arrdt ¢ * x o la dépreasicn maximum est atteinte locale-
ment pour cos 6 = 1/3 (C.p = - 1/3) ,

Ecoulemernt autour ¢'une sphirc, Doublet de sources.

Soit en général T¢(x v &y ¥ = b, 2 = ¢} le potenticl d'une singularité locali=
cée au point f(a, b, ¢) et ¢’ iptzasité I , Plagons une seconde singularité

d'intensité opposée .~ I en {a v 4s, b, ¢) . Le potentiel combiné vaut

I {(¢(x=a,y-b,z=¢c)= g(x=-a~-da,y=>,z~cl}

g (x -8, y-b 2z ~c),
3 (x -~ a)

-

= I da
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.Passant a4 la limite

iim I da =M (moment du doublet)
da =0 ~

le potentiel du doublet vaut

M.-%a-.e-M?l
8x ga

On obtient donc pour un doublet de scurces obteou en plagant derriére la source

Q en (¢, o, o) , une source -~ Q en (da, o, o) et passant & la limite un

potentiel
M o8 L o M ox M cosp
hﬂp 3x r E;p o 47p 2

. 4
Dars won courant aniformg 1o pobintlel fatal ot

M cos g
y = U r cos *'TT"" —
¢ & L] rz
La vitesse radiale totale
-a.iagos U....E—..%_.
ar 6 2mp 3

est nulle sur la sphére de rayon R défini par

M=2qy ol RS

Cette sphére est alors ia surface de séparation fermée entre 1‘écoulement
extérieur et l'écoulement intérieur,

Sur la sphére le vitesse est tangentielle et vaut

-% 3 . . gix ) { U+

9

M
7 )
- r =R

= . %'U s5in §
hgp r “

I1 vient pour le coefficient de pressiocn .

9 s 0
Cpa 31 -7 sint §

. . . . + . X .
La pression est localemant statique pour sin 6 = -~ = ., La dépression maximum

wife

, . + o
est atteinte poui 8l 8 = = | ol CT = - afh,
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La fonection de eouvrant s'obtient, soit par intégration des relations de définie
ticn en  f{u, w) ; scoi* par des relaticns semblablez en coordonnées polaires,

Exprimant le fiuwx (dans l¢ méme sens) a4 travers un are de méridienne @

4 =2 vpz (u, dr - i, T dnj avec z = r §in 0
. U
o1 obiient les relations de d&€finition de

[ -l

Pour e deahlet scurce dans L'écouvlement uniforme
. 3
.o Moo, R
ue ™ 5 = e o Sals W Vi e Y,
¥ - r
,
i ) o -t
#—vnfzﬂntsmz 6 {r - 2 =)
dyr L 2 re

et, par int&gration,

k)

2
"

o= ~mp Usin® o (¢ -

—

"l

& une ionetion de @ prds, Lo virification par la deuxiéme relation montre gua
aetie fopction se rodusl A une constante sui peut 8tre prise épale & wéro.

Dans ce cas 1'3%couiement sur la sphére correspond 4 =0,

Une sutre fagon de rrocéder consisteraii i prendre la dérivée partielle en x
de la fonction de coursmt é; de la sourco unitaire et de la multiplier par M
pour trouver la fonstion ie.cmurant du doubliet

. 2
dooed Xy _M 2*
e B

2r

Remplagant M par sa valsur en fonction 4e P et sjoutant la fonction de

courant du coursnt uniforme

Avec 2z = r 3in € cette cxipression est hien ldentique A la précédento.
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Forece evercée par un courant sur une source,

Pour maintenir une sourcz en place et assurer la permanence de 1l'Acoulement il
faut appliquer 4 1la source une forece gque ncus allons calculer, Centrons autour
de la source une sphére de ravon r et appliguons au fluide qui s'y trouve

contenu le thécréme de la guautité de mouvement

=P+ F

=11

o P est la résultante des pressions sur la sphire et ¥ 1a force appliquée
d la source, Par raison de syméirie il suffit de faire le calcul pour la compo-
sante dr quantité de mouvement dans la direction du courant uniforme (seul prée

sent quand on Bte la sowpon),

it * %
d Q’x D s s
T 3-33 f puder = f E; {pu) & 1 + f pu (V . n) ds
Vol Voi ¢ 5

Comme le mouvemeni est permanent, seule 1'intérrale de d8bit & travers la sur-

face est 4 évaluer

d Qx ]
= w2 z rd
T IO puu 2 wzrde
ou u = U+ & cos @
10 ri
G 1

Zz = r sin §

L'intégration &€lémentaire donne

aq,
X _ 4

dt 3
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Pcur la composante Px de la résuitavte des pressions

L]
PxAg - f pcogd 2 ¢ ourvde
o]
o p = 15 + _}5, 0 (U2 - ‘V2)
) \ U . A - 2
V¢-=112+u2:.~;(52+3~ cos 8 {hd) 1
r 6 2rp 2 ™0 i

L¥intégration #lémentaire donne

P =

1 .
T -— LR
. 3 Qu

o~

Pinalement on trouve pour la force sppliquée 3 la source

g

aQ
F owowwie w P_ow G U

X 4t X
Ce résultat so généralise d'embide pour le cas 3'une source piongée dans un
écoulement quelicunaue, 5i §6 dénote ls vitesse existant dens l'écoulement a
1'endroit ol la source va &tre rlacée, on peut prendre le rayon de la sphére
de calcul sussi petit gue 1'on veul et considérer les conditionz de celeul
comme celles d'un écoulement localement uniforme de vitesse VO .

La force sur la source nécessaire 3 la maintenir en place vaul alors
P

F=q¥

Une autre démonstration résulte directement A'une extension du principe de

conservation de la messe, On remplace le principe

13(

comidmon

fp (p 2 1) =0

par celul plus général

"
EE'(D d 1)

B
o
De
-

od :; est alors le débit masulque par unité de volume d'une source diffuse
dang le volume &lémentaiis.
Le calcul de la variation de guantité de wouvement d'une particule
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=<}

»

%{(ai\?ér)ﬂﬁ%gfﬁéw)*@d?

=

G(qv*p%‘g‘} d 5

fait slors sepparaltre en plus du terme nevtonien classique, le terme q V d ¢
qui, pour eonserver sux Sguations du movvement leur forme classique, doit &tre
8quilibré au second membre par un terme © @ ¢

Pag?

reprégsentant la foree applicuée par uynité de volume pour mainienir en place le
systéme de sources, Cette force est proporticavslle & la vitesse locale du

courent.

Porsdoxs de 4'Alembert.

Goit 0, un sysidme de suurces dans up dcoviemeut uniforme de vitesse g,
Lex forves 4 sppliquer 3 une source 36 composent vectoriellemenl corme les
*

vitesses au 4rolt e cstisz source proveaant de llécoulement U st des vitesses

induites par les sutres sources,

Théoreme ¢ Le systdme de forces appliqufes sux sources en vaison de lsurs

inductions de vitesse mutueiles est statiguement Cquivelent 3 z28ro.

En effen Qi induit ay dreit de Qj une vitesse

Q, '
ma--u:-—m I‘i ”
b np 23, J

19

et 1la force & appliquer & Qj pour la meintenir en place du fait de la présence
de Qi et

Péciproquement ls force & appliquer 3 Q; pour la neintenir en place du fait
de iz présence de Qj sera
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QO Q¢ Y
i gs "
hsp rij

i

Lo

-»> > . .

Comne T = rij cezp deux forees mont toujours €galus et opposées suivant la
. ‘5 - » -

méme ligne d'sction et forment, wn systéne statiquement &quivalent & zéro.

Ie théorime en d&cmule par superposition des paires d'induction mutnelles.

Considérons meintenant 1'Ecoulement autour d'un corps limit€ par une surface
fermé¢e & obtepu & 1'aide A'un syatéme intérieur de scurces plascées dsus le
courant unifsrme U , Appliquent le théoréme de la gquantité de mouvement au
flvide intérieur

et

Fe
-® P

e,

(%

ol ; eat la somme vectorielle de l'mction des pressions sur ia surfzece L
que nous désirons calculer, et T la somme vectorielle des forces sappliquées
aux sources intérieures, Le prerier membres est nul car d'une part le mouvement
intérieur est permanent, d'autre part il n'y a pas de flux & travers la surfsce
8 . Uoue

-

m-u'fi‘

348 3

D'aprés le théordme précédent il suffit pour calculer ¥ de tenir compte des

forces appliquées sux aources par saite de la présence de l'écoulement uniforme

e
%

Pt

Mais, si la surface 5 est fermée, le débit totsl des sources doit &tre nul
r qi = o et donc |

<
P =g

Ctest le paradoxe de 'Alembert,
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.Appliquent de méme le thiordue du moment de la guantité de mouvement (ce dernier

est muszi constent dzas le mouvement intérieur), le moment par rapport & 1'ori-

gine den actions €léuentaires des pressions sur la surfsce

w8

ol & est le woment résultant des forces appliquées sux sources. De nouveau il
suffit, en vertu du théoréme, de prendre le moment des forces du=s & la vitesse

¢

> -
M"‘}:Qi (ﬁ!ri)

Le corps peut donc subir un couple hydrodyoemigue Aang 1f8covlement uniforme,

Eeoulements irr-tationaeis 8 deux Aimensions diun fiulde partsil incompressible,

La condition nécegsairas et suffisante pour que le tourbillen

1 v 3u

501t nul est que le vitesse dérive d'un potemtiel

ug-ai vg.a-ﬁ
ax ay

Le condition nécessaire ¢t suffizsnte pour que le fluide solt incompressibie

est que l'écoulement posséde une fonction de courant

‘z::-u‘é-ﬂ v.'ﬂ.."g-l

3y X

Par conséquent potentiel et fonction 4e courant sont 1iés par des Fquations
de Cauchy~Riemsnn

& 3 3% . .0
x °F ex

et le potentiel couplexe

f=a p+iy
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est une fonction analytigue d& la variable complexe

v & x4+ 3y

8i on ccaneit f{2) on peut en diduire ia vitesse complexe

les lignes 4s courant g = constiente =t les Aquipotentiszlles ¢ = constante
forment, en vertu des égnations de Ceuchy-Riemann, :un réeeau orthogonsl,

Soi¢ un contour fermé C , contenant Evenivellsment des singuleritée de f£(z) .
Le aébit velumigue 0 sortant per € est dooné par

Ql?u@-vdxn? d‘,
C c
Ly cirveulstion [ de& 12 vitesss sur C& ¢OMNoul pid
re=¢ nax+vday=§ d

c C

Par consfguent on trouve pour 1'intégrale de lun dérivée de f£(z) sur le contowr
fermé la signification

$§ are v +iQ
c

Le potentiel complexe

A
f= 5T in {z =« ¢)

ot A est une constante complexe et ¢ = a + i b est l'affixe du point singu-
lier du potentiel, donne un champ de vitesse

2wl z~C

gqui possdde un pSle simple en £ » ¢ , Pour un contour ¢ qui entoure le pdle,
il vient

§ dfaf (u-ividzeaA
c ¢
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‘- Par censéquent le potentiel est celul d'ume singularité combine d'une source

filiforme de a€bit volumigue

Gw Ta {A)

et d'un tourbillen fiillforme de eiveulation

r =R e (A)

I1y & lien d'&crire ce potentiel mous la forue

Prenant

T o 1o ]
= a;w?ﬂm%n-:t (l'ﬂ > %+ 1 e)
Pour la source seule (I' = o) 12 notintiel est

Q.
T erha -ty " G5 e 73 = O
¥ an ¥ Zir (]

et la fonction de courant est multivogue

veLo

s
%

Pour le tourbillon seul (Q = o) c'est 12 potentiel jui est multivoque

r 7
[- - = b I owmsne
¢ =570 b ®e ‘e Zwr

tandis que la fonction de courant veut

Wﬂw*:g; inp

Doublets. Ecovlement autour 4"wn cylindre,

Superposons ies potentiela cuhplexes de deux singularités opposées et séparées
par la distance complexe de

..’:.......;;3 (1n(z “«c) = 1In(z = ¢ « dc))

+
T= =
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r Q , de {1 +1iQ) Qe
re - i (1 - zec! T EmL (zeo)
81 4o = ae eiu
Pasons lim rd e = M moment du doublet tourbillon

1im Q4 ¢ = ¥ moment du doublet source

L'angie o mesure l'orientstion du doublel et

oy A+ 1 N) et
del (g=0)

Par conséquent un doublet source donne le meme potentiel complexs gqu'un doublet
tourbillon tourné de 90°,

Tout comme ie douciet stuwres pubibucl Geleni® dave le seous 4'uan Scoulement unie
forme produit un écoulement autcur d'une sphére, le doublet scurce {iliforme

de wéme orientation produit un Ecoulement asutour d'un eylindre. Le potentiel
complexe vaut alors

£ aU 7 4

Ta fonction de courant :

Ny ' ¥ 1
25(x2 + y2) x? « y2

La circonférence x2 + y? = a2 est une ligne de courant correspondsnt &8 ¢ = o
pour le choix ‘

EKm2 g U a2

Le potentiel complexe de 1'8coulemsent sans circulstion eutour du cylindre est
done '

t=y (z«%%i]

En ajoutant le potcnﬁiel d'un tourbillon plucé au centre de la circonférence,
celiewci raate ligne de courant., {n obtient le potentiel complexe de )'écoule-
ment avec circulation &°inteasité o autewr éu oylindre

b

. a2 ’
fﬂb(z*--;-} +m in 2
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. 2 r
wedived (1 “-':?) *W;

Lieffixe des peints d'arrdt, ol u at v 8'sonmulent gimultanément, dépend de
1'&quation

-2imwo ol n = ﬂ;é":

auspd = <  on peut puger

P
nip

tﬁlﬁiy

ot l'équation précédente revient 3 sin y=nm .
Tl ¥ = dewr poivnts A'mredt sltugs syeftriqusment sur le cyliadre, ile confluent

pv gemiet zow i rour ae L,

quand ®m > | On posera

t e ika

et e Tactanr X dJdépend de l'équation

2 - 2mk+ 120

iont la produit der racines vaut l'unité. I1 n'y a done qu'une seule racine plus
grande gue l'unité

x=a+ SEETT

correspendent & un poiut ¢'srrdy eitué au sein de 1‘'Scoulement, C'est un point
double d'une ligne de cowrant, ou les deux brauches se coupent & angle droit,
En effat en c¢e point 1'&csulement n'w pas de singulerité,

8l en z w35, %%-a o &t qu'il n'y e pas de singularitd il existe un dévelop~

penext coavergent du type

.. .. o)’
Ku ‘l 4:; - 29) £ ﬁig (i o l«q) + ons

dans le voisinmge de z = 7, . Dol mussd

-3 g
fﬂﬂ,&*qq,&(!;*zg)&*cot

~
£



dans ¢» veoisinage., Posons

p A+
Z-Ze-‘“ee

et soit 8o ¥ bg + 1 g g = b 4 i ¢

Alors dans ce voisinage
¢ = ¢g + = (e, cos 2 a + by sin 7 a) + 4.4

Liorientaticn des branches des ligines de courant ¢ = ¢, qui se crolsent en

z2 = 24 sera dounée par

¢, cos 2 a + bl sin 2 a =0

A

raf =

toute solution o de cette relation correspond aussi une solution a +

Exercices : 81 le courmat feit avee L'ave ¥ un angie LA
le potentiel complexe de 1'€coulement sutour de la

circonférence de rayon & est

r _ +ia . & _edas
f(z)=5-r In z-U (ze = e

L9

Si on dfzire gue le polpl d'arrét en aval sur la circonférence ait

. i . . . .
pour effixe z = a e ' , la circulation doit &tre fixde A la valeur
=« b 5 asgin {a+y)

(avee y = 7~ o, , cette relation devient

Force requise pour msintenir un tourbillén. Théorsme de Kutta-Joukowski,

Soit un tourbillon filiforme de circulstion r© , plongé dans un coursnt unifor.
me de vitesse U faisant avee ox l'angle g8 . Le potentiel complexe s pour

veleur

£ (z) = “&T In z+20e 38
- §
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Appliguons le thécrdse de la quantité 4s mouvsmeat su fluide contenu dans un
cylindre de rayor ¢ centré autour du tourbillom. '

Vitesss yadiale sur le cylindre : | U cos (8 = B)

Variation de in onzntité de mouvement ¢ ' .

2%
(Qx-ﬁiqy) *pfo (u=iv)Ucos (8 =-B)ecae

3

N - !2! (r emle *13) o ) o
teUop 5T T ¢ Ue cos {6 = B) 4
o
adft
1 o H . .
o p U ﬁ—-{—-wr; p UF (= pin g « 1 cos B)

Celoul de la résultmate des prescioca @

Lol de Bernculli prp, ¢ -’2» o(u? - v2)
V¢ a (0w~ 1iv) (u+iv¥adf (dh
Bur le cylindre
Vi - t?’%}f .‘.:i... + U e-iﬂ} (-E{_{ ..E.;.. + U ei&)
u-—-&zm L gin (B - 8) + 7
hyts? €

4 2 ¥
i W Lo -
PP, -0 N iy a}n (8 ~ 8)
les doux premiers tormes du second membre représentent une prezsion constante

de rémi:ltante: identiquement pulle.
les deux caapeseptes dues au dernier terwe sont
-i8

P ?&g.}.'! “ain (8 - 0) &
5

l L 14
- "
o v = Fre g dé uﬁpur»csma i cos B)

Par couséquent, il vient pour ia force A appliquer sm tourbillon



E.I8

: a
- F 5 :;vnu e'_‘_ s . 3 )
Fx i ¥ = e (Qx i Qﬁ-’) (?x “ Py;

ewp Ul (8in 8 + i cos 8)

. . 18
Fx + i ?&‘u g UT ie
Eile sgt proportiopnelle & 1a masse volumique, & la vitegse du courant dans legue)

t

est plongé l2 tourbillon at & la circulstion engendrée par le tourbillon,
Sa direction est obtenue en fairant tourner le vecteur vitesse de 90° dens le

9

e . < o -
rang de la oiroulst

e,
)
REZS 5

Comize pour le cas dee sources ponctuelles, ce dernier résultat a une vealeur
ghnérale, En prenant ¢ suffisameent petit on peut considérer qu'eavent 1'intro-
duction du tourkillon l'écoulement &teit uniforme dane le cercle de reyon €
La force guiil feut appliquer aa tourbilloa suit alors la m@me loi, la vitesse

# utiliser #tant ls vitesse locale avant 1'introduction du tourbillon,

Intersction entre aingularitéx f£iliformes,

L'interaction entre sourcss filiformes suit fvidemment uoe 1oi sembleble & celle
entre sources poncltusllesn,

Une source de 43vit volum@irique Qi (par unité de longueur) induit maintenanﬁ
& droit d4'une autre source Qj une vitesse radiale

0.
“1

¢

.l
8 F o i
P rl"]

nfcaegsitant sur eceits dernilre 1l'spplication dfune force (pur unité de longueur)
A Q.
0 i s

ij
2y pl
S

La force & appliquer mar Qi paxr suite ds la prészence de Qj e:t manifestement
8sale et opposbe aur le méme ligne d'action.

L'intersction entre source et teaurbillon filiformes
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eet ponstitufe par un couple, les forces &galics

#tent perpendiculaires & ia droite joignent les deux singulsrités,

Ltinteractcion entre tourbillons filiformes est du mdme type qu'entre sources;
deux forces &gnles et upposfes sur la droite joignent les deux singularités :

5 . orce R
- P ———— Ty pour ls force sur rj dug a la

29 rl, :
ris

préasence de Yi s

Ces considérstions permettent upe démonstration élémentaire du thécréme de
Kutia~Toukowski,

Soit un syratéme de sources ot tourbilloms filiformes réslisant L'écoulement
bidimensionnel autovr ¢'un corps formé sves vitesse ¥ 3 1'infini.

Le résultante das pressions sur is corps g'ubticnt de nouvesy par application du
théoréme de la quentitf de mouvement su fluide intérieur. Catte risultante

Pt

o ¥ est la some vectorielle des forces appiiquées aux singuleritée internes,
les forces dues svx interactions entre singularit@s ont une soume vectorielle
nulle, Il suffit de tenir compte des Forcas provenant de la vitesse ¥ &
Ltinfini,

g

Peplz ggelopur r)k
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st B est w vestour wnitaire obteww 3 prrtis og ] DET une mutim do K¢
dans lz sans matihdaddowe {ox wore e:r} »
Pour que Le corps soit fwref i) faut que = Qi =0 , d'gutre pert

trjss

e circalation auwtcur 4'un contour entourent complédtement le corps. D'afl ig (hEo-
rése de KuttemToukowski

Fewpur i

Le risultante des pressions ¢at proportiomselles & » UT ot obtepus en diree-
tion en faisent tourner 4¢ 50° dane )o Bens opposk & la circulstion le vecteur
viteanme relasd:« 2 1V1aiind, '

Foraalas de Blasius.

On 8 vs que, pav 12 lof ds Bervoulil, on peut forire

1
pep tge? -3 {w

Bolent alore (dx, 4y) les £1fmerte d'un contour de profil avtour dugue) se fait
L'8coulesert, Liéliment de r3waltants des preseions vaut

dPx-idFyﬁmpaynipdxmmip(ﬁx«idy?ﬁwipézu

I) &3y dong possible de calonler la rémitante des pressions por la Tooale

E’g“’“r}”g

& a”
I &

o ovservant gue e comtour ¢ du profil est une ligne de cowrsnt pour laguelle
d¢ =2 st dome ar® = ar ¢ OB mmm 1a premidy: formule d¢ Blowius

4 ¢ 4 .
Px - 1 Py - -5"9» jc i ar
L*818kent de moment par regport & 1'origine 4% suz presmions sur le contour est

di{ﬁ»yﬁ?x-txd?yﬁp(zdx*s'ﬁy)

Obaservent gque (x dx + ¥y 4y) est la partie réelle de



E.2L

n

fx+ iy} idx~434dy} , o aura
4 ¥ =Re (pz az¥)

e ist&graunt sur le contour, la partie constante de la pression n’introduit
qa‘une valeur imaginaire pure qui peut donc &tre Sliminfe (a‘ailleurs une pres.
sion ennatante sur une surface ferméc donne lieu 8 une résultaute statigquement
bquivaiente # zéro). On obtient ainsi la seconde formule de Blasius

M=Re -2 [ &4 ar})

c

Intégraticn des formules de Blasius,

o

Goit 3 = %(Z) 1le founction qui réalise vna raprésenterion nopforss entre les
airas extérieures av profil donné (plen z) et & une circonférence unité du plan 2.
Par le théoréme de Laurent on sure

31 3
ﬂ'bl Z#aﬂér't-;;* hes

développement coavergent pour | Z { » 3 , le vitesse complexe de 1'Sconiement
antour de ls circonférence unité

ar ar gz
a4z 4z 4%

Fl

aurs le méme valeur & 1l'infini gue dans i’ fevulement sutour du profil si

o . P 2 .
AR P T A

2
bl

feeci demande bi T T

De plus, ii eat toujours pessible per une transiation de faire ey % 0 .
Usne re can, l'origine du pilsen 3 correspond ev point € du profil que 1'cn
appelle le cventre du proefil et
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Dang le plan 2 1le poteatiel de 1'E&coulament est connun ¢

. ia

ai I: }_ —ig @
A Z"U(e "'zz

t'engln que feit la vitesse avec 1'axe X é&tapt jei fixé & ] .

Pour calouler les intégrales de Blasing il funt &valuver

B, B
b sl l‘*’f“‘““"‘;’{"’ Y X
Z

" 1+--5-+ N LA
z2 73 4
Ceni perwet d'évaiuer
a2 4z Ay
(E) ‘i’;"%*"g"‘"‘ ven
R Zap zan,eots
4z a3 -} @ Z hek

D'aprés le théoridme des résidus

R P S
Prmi Py =3 § ) @ w=2igt g

Mu-% Re {2'«1311

on trouve



E.23

1o second résultat monire que le moment per rapporti ou centyre de profil ne

dépendra auc du coerPioient nopplexe s, de la fonctioa de wranaformation.

i
Posoas

a = B2 025.3
3

il vient

M=2 xp U 5% gin 28 ¢ a)

Fizstion 4e ls ecirculatioa.

ey furauies précédepmiza ne sont s letmeent valables gue ei le développement de
Leursnt de # convarge ensure pour | 5 | = 1, ¢'estededire ui la trapsformes
tion enaforma wis pag Ar aingmleritd oo g Prontilve, e ces lutfiessant est
pricisément celul ol uve zingulerité se présente, corrssmondant & un poini angue
leux dn profil,

801t un profil présentant up point angulenx en 2 » 2, e} 1s rotation de la
tangente aghit un@‘dieccntinnité erele & nowing 1},

8i Zwa ir - 357 est le point inege sur is cireonrérence unit®, considérons
la fonction (2 + e =iy} aen

(3

i8

a w - I "’i 3
Au voisinege du point image Z @ « &” 00 & ¢ &'° , selbe fonciion

R igfyen)

6 2

subit la discontimmitd d'argument v {1+n} Juend ou parcourt ls circonférence
unité; elle =st identioue & im discontinuité 4'argument subie par la fonction
(2 ~ 2o) quand le peint imsge psreourt le profil, Psr consfguent si on poss

@~z = (2% &™) T gtz

pour la fometion de rspréseniation conforme, gi{%) peut Stre prize régulilre sur
1la circoniérence units, '

Cependant, ssuf pour le cas limite n =1 , le premier facteur possdde ]

Zwee % un péiut de‘branchement‘et ls fonetion de représentstion conforme
n'agt univoque que si g{?%) posadde une singularité compensstrice & L'intérieur
dn carcle unit®, Sans restreindre iz généralité on peut prendre un point de
brenchemant ecmpenz&iear & 1l'origine et choisir la function de représentetion

couforma sous lz forme
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. +
Y ¥n

’ & 0. <
R R R {2}
o h(Z) =n's plus de singularités sur la circonférence unité, ni i distance
finie e¢n dchors.

La d6terminetion choisie pour le premisr facteur est telle que

i+n
ia . .
o . -
} = 1+ (14n) &7 % %+“;"}~ R -
. zz

(2 + 2

pour | Z fo>1.
On veit alora que pour avoir uane corvasrondance entre les vitesses 8 1l'infini

aw/nn e [ 2] + o

p(Z) doit &tre de la Torme

&y
h(Z} = L+ Bc * '2"‘" * ena

etest-d=dire avoir un pSle simple de »r&sidu unité au point 3 1'infini,

Ie choix 2, e revieut & placer l'urigine du plen z & 1a pointe du profil.
Le choix a, = o ne yebbireint pas deventage le gén€ralitf car il revient seule~
ment X modifier les coefficientz =, {j = o, 1...) de h(Z) . Nous adopterons

3
dong la fomme canonigue

. Yy . al .
?‘.a(l 'bvij tZ + aﬂf'{"* uo)
qui pour | %) » 1 doome ileu sux développemenis ceuvergents
a

, 2
z2=2¥ (g * 140} +gmt .

m
.g-%ﬂ[ +...£-+,“
dz 72

: 4
+ 8 413) + o "
o m,=e *& (14n3) 5 N {1+n)

Enfin pour un prefil & point anguleux; ls circulation de la vitesse doit &tre
fix€e par la condition que ls vitesse ne devienue pas infinie & ls pointe (condi-

tion de Kutta). Or la vitesse complexe est donnée par
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%zf. ; & et le dénominateur
&% S PO Y ety 4 by &h
&= (147 ( Gen) (2]« +5) 25 )

posséde wn zéro d'ordre n =m 2 ® - ]} , La viteage ne sera finie en ce point

gue si I est choigi tel que ~%§ g'ananle pour Z = « } , Ceci a lisu pour

Fwh oyt 2in g

et dune ce cos

; is e ie

un

LI {1 -

3 (2]
'-:ﬂ! 5]
e T

possdde un znéro dlordre 1 en 2 ¥ . 1.
8i n <1 ls vitesse ¢st nulle & la polinte. Dans le cas limite nel d'un
poivt de rebroussement

&%%) ® e Ueon g / hie}

peinte

Pour intégrer les formules 4e Blasius il faut smputer le contour de la ecirconfé~
rence unité de la partie intercepie par un petit demi-cercle E de rayon ¢
centré 8u Z = = ]}/, Les intégrales de fiesius sont alors & interpréter comme

I R

"

[

i
0 g

3 fed
.

Or, i C" dénote un contour extérieur a
C' ¢+ ¥

SN

e cr IE

molomorphes dsns le domaine annulaire limité par.
les contours, Done

Lim = -~ lim
e+ Ic' IC” &0 E

~
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La contribution de la dernidre intégrale est toujours nulle,

Bn effet les fonctions intégrées snt respeciivement un 28ro 4'¢xire 2 - n ot
d'ordre 3 en Zw= =1 et sur £ les modules des intégralues sont bornés par
des expressionz du type

avee m=3e.n et L,

L f ]

=

A

(Noter que si la circulstion n'était pas fixée par la condition de Kutta, can
valours sersient mw L = et 2 . Pour n < 1 les contributions sersient
encore nulles, Pour n = 1 en sureit use contribution de la pointe dens ia
premidre intégrale}.

ies int8grales sur C" a'évaluend ecgme auvaravent par le théordme des résidus,
Blles donnent @

24
P,' -~ 1 P“ % w2 TP P4 {Q. 1 & ,-_.‘»"‘3‘0'}
£ ki
Ls portance L = ¢ ais aq ¢ B, cub n ® hogp U2 opiuom

Le trainée D = gy gin g ~ P coz o %0,
Pour le momant par rapport & la points duw profil

M=2 vp U2 { M +H sin2(a+y) ]
ol ¥ == In (a)

+21
2+ “} - a8 clé

et 4, N

¢
O ‘

FQfer

{1 )2+ n)= M, e

Il existe toujours un foyer aérodynsmique, c'est=-f=-dire unm poiut F par xapport

1w

enqusl le moment est indépendant de 1'incidence, Soit x_ + i Yy = Fe

13
gon affixa {reppelons que la pointe du profil eet & lforigine et que l'axe rox

est le corde de portence pulle car L= o pouwr a =0 ),
La couple de transport nécesssire pour remener la portance au foyer est

Ty Px-m X P,o= In { (py -1 Py} (xp + i3y} }

=2 wpU2 Im { (- eai“] Re 0 }

=2 vxpU2 (Rainy -Rein(2a +w ]
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Ajoutant ee couple au moment par vaprort & le pointe, om veit que le moment
devient indépendant de o s8i

Be ¥ " (2ie
Les coprdounées du foyer sont donc donnkes directement par

x,F-irinugo (2 » nj * 8, *‘%‘(1 *‘n) {2 + n)
La valeur du Wﬁt indépendant de 1'incidesnce est

Zxgp U {1;0 + R sin w)

81 ce moment @8t nul, le profil est & cemtre de poussée fixe, c'est-d-dire gns
1la résultante afrodynsmique ost toujours appliquie en ¥ . Cecl a liev pows

{2 + 1) Im (ag)*ln-{at)ﬂﬁa

L] " - '91'3 5 - % - " ot . 3
Ios coefficiemta de n{Z} & paviir de 77 smodifisst ie furwe du profil msis
pont sens effet sur ls résulisents adrodynemique,

Théordme de Lagally.

Ce théordme donne la force exzercés sur un obatecle oylindrigue par wne siagulse
rité filifarme extérisure,
Boit 3 = ¢ 1'affize de cetie mingularité dont le potentiel complexe est

F A } ” | 3
‘A(z)-mm(z-u) A=rr+ig

A grande distance de 1'obstable le potentiel complexe complémeniaire de 1'écoule-
ment est de la forme : |
r Bl ‘2

fy (2) » (U -1 V)s *gorlns ‘Bo"'z"*:;" ces
la vitesse complexe & 1'infini ftant (U -~ i V) et la circuletion eutour de
1'obstecle &tant I ,
(Noter que ce potentiel complémentaire n'est pes le potentiel de 1'6coulement
autour de 1'obstacle en L'aksence 4¢ la singularité, car 1'introduction de
gelle-ai induit une répurtition de vitesse sur le conteur de l'obstecle qui
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néceszite une medification de ce potentie) pour ave 1°obatacle reste une ligne
de coursnt). Ls vitsase complexe totale est,

it af
. E A 1
et Rt RT et &ls)

Par is formule da Blawius la rfesultante cosplexe aui i'obetacle est

X-iYe R [ waeni ([ wa- [ ¥}
< c " c Y

C'ert un contour plus lexge englobant la singularité, ¢ un petit centour entoue
rant 1a gingularité, C* peut Stre pris tellement grand gue

1 1 1 e, ¢?
T b 0 Sea)
est convergent sur C' ainsi que
af B

.} L e ek
8(’) - Az A (U -1 V) + ‘5";‘{: 52 + a0
Alors, par le théoréme des résidus,

{ ' w2 dz s 2(U = i V)}{r + A)
c

A 1'intérieur et sur vy , gi{s) est holomorphe, donc par le thioréme des résidus

f’ w2 iz = Iy (Eéf ~;§; + g(s))z az = 2 4 gle)

La vitesre complexe g(c) » L i v peut &tre interprétée ccume la vitesse

e
existent (au sens de¢ veleur principala) su droit de la singularité (ce n'est pas
1s vitesse su droit de la singularité en 1'abacnce de celle-eci),

la résuitat rinal est le thiordme de Lagally
Xei¥Ymip(UaiV)l +ioA(UaiVau +ivy)

Iz gecond terme représente la force complexe additionneile proveaent de la pré-
gence d¢ ls source. Le théordme de lLegally raméne l¢ cslcul de cette force &
celui de la vitesse su droit de la singularité,



E.29

Un résuitat aaslogue peut Bire &tabli pour le moment ¢

MeRe («dp !c: 2 w2 ds)

ey Re {gtigl (u..iv)*cﬁ(uc..ivc-U#iV)q-.ieAnr‘}

Dans 1s théordme de Lageily les singuizrités extérieurss doivent &tre meuintepues
fizas car la pfemi.on a &té calculée par la loi de Bernmoulli du mouvement permm=
nent, 3i les singularités sont libres, le mouvement ne sers plus permanent et la
pression doit &ire caleulée par le théorame de Kelvin

2 2
§-+ 2.314!- +-%%.c o .

Ceci améne la générslissiion suivante des formules de Blasius

>y + .i'£ g 2 ‘ n “
Py~ 1P =3 [c 5 M+io fc = =
Cependant sur le contour C on v = q{t) puisqu'il est & chaque instant une
ligne de courant. Donmc -g-i‘ = %?-)— est indépendant de z sur C et
g1 x  dq =
IC 5t 92 =g IC dz = o
« »
FTR A g af
Dds lors jc % 9 " IC (38 - igp) a2 = IC T et

. . ~ »
PR P P FY
Py=iP =3 [c Py df*lp{fcat az }
Cette formule, due & Riebonchinsky, reméne de nouveau le calcul de la résultante
& des intégrations de fonctions analytiques,
Pour .ie csalcewi du morent on trouve
af

S f ,.m
Mmepg Re { 3 jc LTy ar + !c Ty dz }
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La d&terminstion de 1la vitesse au droit d'une singularité peyt se faire du
moMent que 1°on coonalt la représentation conforme entre les aires extérieures
2 1'cbstecle ¢t & une circonférence |2 | = a .,

Boit Z = q 1'image de 1'affixe x = ¢ de la singulerité,

A un petit contour fermé v entourant la singularit@ correspond un petit con-
tour fermé y' entourant son image et le long de ces contours les valeurs mmé.
riques du potentie) complexe se correspondent bi-univoquement :

£(s) = r{-(z}] - ¥(2)

Oz sura donc également

4ar ar
Ivdfﬂly -a;-dzﬂf‘ r 7y -a'%dzl'fv' ar = A

si bien que le dédbit voluymétrique et la circulstion sont identiques; la singuls-
rité image ost do m@me nature que 1'originale,

Dans le plan Z une source en présence du cylindre circulasire donne lieu 3 un
potentiel cauplexe’

% (mz-q+m(z-%) -1z

Autrement dit, il faut placer & 1'intérieur du cylindre une source de méme inten-
sité mu point d'uffixe réciproque a2/q™ et au centre une source d'intensité
opposée pour gque le cylindre demeure une ligne de courant. En effet

L
*.g_‘_ In 1n (2-‘-1)(%«-;2/32

a une valeur constante %; argq pour Z = a u“ N

Un tourbillon donne lieu & un potentiel complexe

o .{m(z-q)-in(znié)jlnz}

Il fsut placer un tourbillon de circulation opposfie & 1'intérieur du cylindre

eu point d'affixe réciproque, duquel ces le cylindre demeure déji une ligne de
couyrant, Le tourbillon de méme intensité & l'origine est destiné & &viter de

modifier la pirculstion totale autour du cylindre.
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En effet «--g-'-'-g-; & un module constant pour Z = a ei® ,

2 - a2/q
Les contributions & la vitesse complexe dans le plan = s'obtiennent alors par
la relation :



