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J.- Systéme oscillant & deux degrds de libertd.=-

1, Modes et denhﬁﬂﬁ"e caractdéristicucs.

La theorle generale de la méthode des dephava"es caracteris-
tiques a été exposee par l’auteur dans une publication antcrlcure.( )

L’usage de notations matricielles s? 'y était avéré indieponoable

par la concision de 1l’appareillage mathcratioue. ,
Il a paru utile, par sa diffusion, de dega*er a nouveau les principes

de la méthode sur 1l’cexemple simple d’un systeme 4 deux degrés de.
1ibcrte ( f"go 1)0 . } )

. L’osclllutlon angulaire des Cpoheo de ronents d’1nert1e ml et mo
montés sur des arbres de torsion de duretés Kl et k2 est gouvernde

par les equatlons classiques
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Dans ces equatwon,, rqy et ro representent des. coefficients de
dissipation par amortiasements visoueux. ‘ ‘

Les frequences naturelles du systéme non amorti et non excito
sont racines de 1’equation algébrique . :
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Introduisons pour la cormodité cdes notations les frequences
naturelles gecouploes définics par
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Les fréquences naturelles coupldes sont relides & celles-ci
par = S ) 4 \
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Le procédé claosique pour etablir 1la réponsc forcée du sy teme
amortl sous 1l’effet des excitations d’amplitude 2] et Py conoiste a
poser
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donc & rechercher la composante glcbale en phaso et la composante
globale en quacrature avec l’c-01tation. Les quatre amplitudes
inconnucs rcsultent alors d? un systeme ¢e quatre eauthonﬂ 1indaires
4 quatre inconnues.. Tn géndral les dophasaz_,es globaux P et

de chaqae coordonndée sont différents.

La méthode des dcrhﬂsuges caractéristiques consiste a retournev le
probléme en POSuﬂb la question suivante

Existe-t-il une sollicitation d’amplitude Sy et sa,telles que
la réponse forcde preoente le mere déphasage pour chaque coordonnée?
Posant donc
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' et intrdduisant dans les équations du
mouvement 11 vient -
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L’annulat?on g-énérale" du coefficient de wnwbt .donne
) [('&1{&‘- Co"/m‘))w. p~w Li‘+ ’bi)ca 4,}64 '-'[’2'1, mf -wy, ;.,#]CL =0

;{;&,’ml\}-,w "z"f ¢] C“[\ Qz,_- ") y\n;& °° .A., 9”] - (‘3) 1

. -C?’est une paire d’equations lwnnaires et horogcncu dans les
amplitudes, Une solution diiflérente de zéro ne pourra conc exister
que si le déterminant est nul. Cette condition, développée, s’dcrit
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c’est une équation du eecond degré en t‘««x 4’ Il existe par
conséquent deux valeurs du. c’cpnasate constant ¢ qui peuvent ré-
pondre au problcme, ce sont les " -dérhasages caractéristiques ",

. L’annulatlon générale du coelficient de .y c\..!;" donne
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, Donnant ~uccessivement a ‘f 1es Valeurs caractoristiquos
trouvles, ces équations définissent les amplitudes des sollicita-
tions CQPleCo d’entretenir les modes de roponse caracteristhues.

_ Les valenrs suivantns ont ctn considcrces a titre
d’exemple numorique o L } .
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Il en résulte

. <@ R
L, o0, €30( | we A, S,

et le tabloau suivqnt des chhasanes calﬁcterwst1ﬁucs en fonction
de la fr“qucnce d’ex01tatﬂon rap;ortce a lu ‘fréquence fondamentale
»decouplee :

ale

2 R H . H ' K : H
Poxeg Phef 47t hgh o4
T : : :
10 R R : 0 T 0 :
1oa f oo,01125 ! o.6% ! o,00100 ! 0,06 i
: 0.5 ¢ 0.,08258 ¢ L,72 't 0,00645 & 0.37 :
: 0.6 P ooarsost Pz o0.00936 1 ook
T 0.7 $ 0.26552 = I4,.87 T 0.,0I35 : 0,77 :
0.8 i -5.88 frok.s P o0,0208 1 o1.19 . ]
$ 1.0 1 =0,06800 :I76,II : 0.,079% t L.sh s
11 3 -0.02285 (178.69 i 0.829 ] 39.66 .:
t 1.3 : =0,01695 :179,03 1= 0,685  :145.59 :
1 3 -0.0113° (179.35 - 0,1€78  }169.36 :
':"2.0‘ 1 =0,00643 :I79,63 13- 0,081  :175.37

. Chaquc denhasage se com“orte auglitativenent comme celui
’un syoteme a4 un degrc de 1Jberte, propriete derontree de fagon
génerale dans la reference (). -

Le rapport des amplitudes d’oscillatwon deg Ceux
disques est donné soit pap '
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'soit par :
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La fig. 2 montre graphiquement 1?a21lure des- dephasagfes caracté-
dstiques et des modes ascocids en fonction de la frequence reduite.

2. Construction de 1- solution réndrale,

I1 reste i rontrer comment la réromse forcde <'oué 1’cffet de
deux soliicitations arbi traireu p, et p, peut 8tre constuite a .
partir des deux modes noOrmaux a dcphqsages caractéristiques. '
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Pour cela sofent : ‘ ; \ .
| | | o o
.Cll ’ 021 "811 ; et 1621 1es deplacemento et so}licjtationo
‘du mode de dérhasage caractéristique @, . ’ f}. \\ AN

- : j .
Cio 1 Cor . Slz 9 et ,622 les mémes gra n s‘relativcs ag‘{;
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On peut vérifier sur 1l’exemple donné et éerontror dey fagon
générale (l) les reclations d’ortho -onalité suivantes g

\.
C
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A_AAQ 4'_"‘ bt =0
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: Fllea expﬂiment le feit physique S1Nhle que " le trevail
~effectue par les -sollicitations ¢’un-mode sur les déplacements aprer=-
tenant a un rode de dérhasage caractoristiquc éistinct est nul",

Fssayons de construire la solution gcnerale au moyen d’une
combinaison lindaire, , o

Pp = 1‘1311 *}12512
Py = AL15,.21‘ + )’fzszz

Les coeffjcﬂents 1., et 12 avec les ouels les rodes inuervienncnt
dans 1la solution sont Géterrinds " & 1la Tourier ",
Multipliant 1a premiére équation par Cll’ la deux1eme par Cry et

additlonnant il vient grice & une des relations d’orthogonalité

'A- = PCin * péCZl' T o - o]
1 §74C1. S,1C o ' : , -~ e
T fnlas fafa = ST

‘et de fagon analogue

'ha = P1Cip 4PCo
512012 &822C20




La solution forcée générale scra donc

—-61=A1Q15M6“b'h)+AzQz°k(“t‘ﬁJ
o ' )j‘ . . /' S
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ﬁj‘et 32 éyantAles valeurs calculées ci-dessus,

3. Cas d’une fonbtion ce dissipation O“i-ﬁOT*nlo rovitivqg

L’ekenple prccedent et la. thoorie gcnrra'!c doveloppce en (")
sont reclatifs & une dissipation définie positive. Il faut entendre
par la que, quelles que solent les vitesceu non toutes nulles
des coordonnées, les forces c’arortsseweﬁt dissipont une puissance
*p051tive et non-nullc.‘ .

Quand on fa1t tcn@re 54 vers zéro dans 1’exemp1e précdéddent, on
obticnt un cas tyrique, ol la puissance dissipée peut 8tre nulle

(ici quand unec vitesse angulairn identique anime chaque ¢isque)
sans que chaque vitesse indivicuelle ne le soit simultanément.,

Cette pos sibili+d ost 4 la b se de certﬂines d*fficultrs ’
d’extension de la th Sorié, qui prcsentent un certain 1nucrct.

Le coefficient de ( Eﬁi‘ ) dans 1’cq. %, change de signe au
voisinage de @ =Ta 11 s’en suit quey lorsque €&, terdvers zéro,
‘la'braqche  ¢, tend vers zéro dans la bande ﬁ%ﬁ ‘de0al ,

- la branche '¢4 tend vers T dans la bande ‘745 de 1 & 1'infini;

Quand on fait brutalement & = O dans 1’eq.4, on constate qu’une
des racines est toujours nulle, 1l’autre ’

-
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En falt le passage craduel » la limite suggore que chacune de
ces racines apparticent cn partie d f1 5 on paruic A f 4 la
éotu*ion s’opérant pour w = 21 . ol on a une racine double nulle.
L’ind¢terrination T de la tangente justifie d’ailleurs cotte
modification, : ' !

Les déphasages ont aloro l’aWIuro inciquée fig, 3 el le reste
qualitativcmcnt la mlme que pour un amortissement défini positif,

Il en va de mtme pour 1’allure. deg rocées de deplucemonto.

Les équations (3) pcuvent s ecr*re ici

ﬁw a-w.“)c . ,_]t-»z,'_(crc,);a

t““ﬁ‘*l &104 + (ke - wm,_) ] t, (_c CL)-o j (3")

dont par addit;on'

[ . [ "C\J MA - cuz\Mz ci] o ) - (3") .
La racine* ¢ =0 lj.vre donc immédiatement par (3?)

tandis que la scconde racine (.l&Mﬁ'éigo ) par (3"

. 8 =_6%
"_‘)iwt‘ %4'0\"’"’"&

Encore une fols les deuk branches des rapportg CZ/C1 ( fig.3)

—-doivent s’entendre comme appartecnant en partie 2 ?‘1 s en partie a f),,
ce que par ailleurs 1’évolution du cet (fig.2) fait clairement pré-
;voir.-' .

- A part les raisono de continuitc qu’on vienf é’exroser, le
traitement au proolovo peut ¢tre roursuivi sans qu’il soit nvcessaire
de proceder 4 1’échange des rodes uutour de x =1s



Les équations (5) deviennent ici

(bt et s (Benb oty d) (60oc)

J,'=~Ho.,'%.¢+ 0 2y e ) (€4 c,')—w"/;mt.m éc,
-ou-encore en s’aidant de (3?)
. {A‘mé- (& w ‘H\A)C + C:. (64 o)
A o = - J-)Q-L(_Crce) - wlwm, € .
e (A g s e, (C4me) |
{A,,wk § =01, (¢mCy)
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Les modes(sans échange) apparaissent alors comme suits

moder . ¢A§O . ..-_--;~.C44= t 4
. , -. 'd'“;(.()c.‘QC‘ut’“\A)c‘ﬂ -
e
mode II 4’ §, Sok *‘"“‘K"“‘“t” % M ke wm
Car . had

Ce-Cee = A+ M x* "'1
_ha dy Yoy Q-G

C A ft /"Ll- z-Co b (‘Cu."’ c't.".

Yo Absorbeur dvmaricue de vibra tion« (i)

‘ La th forie de 1’absorbe1 T dynamlque rentre dan'ﬁo probleme
‘précédents On suprosera le premicr disque scul e::c:1te ( Py = 0)
le second disque Jouant le réle d?’absorbeur. : .

La réponse Torcée du premicr disque s?établit comme suit
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)\A= /(’1 . /1’4 4
- At Can A, (4-2%)
APl b4y (a0, |
44:,( 9) Ge 1, Co-Cey
ot par.conséquent T : o .

. | o | .

(wt-o)(6t @)

4 L'amplitude résultante A de la vibrati on ressort d’une rel ation
tr'?gonomc trlque dans le triangle de la fig.h

A2= ~'A-+c-‘°'~¢,_+t4-°'o"4’~ | : o
| (4-—;\‘,) : ‘. S - (10)

-

\

Seul 1l’angle 2 d<=pend du coeif ficient d?’amortissement €,
Les fréquences pour lesqueclles 1’z mplitude en est indopendante
résultent done de la conolt1 on dorlvne,}

a (a.+ O b
(a- 2%)*

dont les seules solutions sont

-

. aso  clest-i-dire czo R
| o ot | - Qu
A.'« + tzo - S c”est-a-dife '

N | |

) C"M‘l' z)wl‘- Zco"('b-‘f'c-(g:’) + o_'ofag't':o

! . . e e

Solent M & M les deux fréauences livrées nar cette éauation.
Lcs(am;:litudes relatives de la vibration ressortent déirectcment de(10)
et (11 ' - ' : ' '

E .“ ,. v .' l ’
A'*= A - A A g
' 1 '(/_1-’/“..-)‘ D C '/“o)
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Dans les melllcurs conditions ces amplitudes sont égalesy ceci exige

I

t | S _ - ' | .
Sfat py= et done
3 44‘ _t . "L. . ‘t . !
Co+ W, Lm+2 ow T tY, = 2
A4+ wm

C’est la condition dc syntonisation de 1’absorbeur.
On voit donc que 12 réthode dus dnphﬁsages caractéristiques permot
dg retrouver sans difficultdés les propriétds ce 1l?absorbeur dynamique

e La fréouence gin~uliére x =1,

Lo fréquence wz: Fi joue dons le problére semi-défini rositif un roéle
singulicr, Dans ce cas en effet les deux moces cevienncnt jdentique
et la seule sollicitation acmise est :

N 44 = "At H ‘3‘4 ‘™ C’L

I1 n’est donc pas rossible de satisfaire les. equations comportant
des sollicitations Py et Po arbitraires,

Travaillant la oolution par la méthode clas sique, 11 vient

A A, - e

_’ 6"""0 .
B P T

_ BA=3 | (A A.)

1 -&S

- Dans l’evpxit de la méthode des dephaqapeo caractarlstiques, cette
solution doit 1tre intcrnrotee comme suit

Définissons deux sollicitations ﬂ4of10 par les relations

o '4"f k= qurq, ) R (AT
donc | ) ba- t’«. | N . /t’»\'iv.f’y |
e s =
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1) Quand q1 agit seule on retrouve 1e mode double caractpristiuue
, . A-A ‘B“.;': g s° ‘ C?Mi‘ﬂ)
' U& Wy

~dont l’amplltude est independante de 1’anortissement;

2) quand q2 agit scule on trouve

(gt (-45) e+ i,

: .6: tame WAzML - (1)} z’m""—’ > 0.“1'0'?1—

N M T:mo
3 ,54 - Bz _ ’_K‘ Te ‘ - _ L . ‘
L - ‘@" t \/L : fa_\,f— - E’Q - Jie.

AR
dont 1a composante en ouadratLre dnpend ‘genle ¢e 1l mortisscmént;
De fagon ~cnerale, la solution oonp1uwenta1ro, rendue nécessaire
au droit d’une fréquence slnpullerc par la confluence de deux 10GCSy
peut &tre obtenue par un proce 36é de. derlvatlon, qui sort du cadre
restroint de 1’cxposé, '

II,- Vibrations de torsion arortics dans les vilebrequins-"iltres.

La méthode ces adr thesages caractdristicues peut rondre quelques

services dans 1?<$tude’ ocS'vibrationsfforcées de °jstcmes & grand
nonbre de degrés ce liberté

o Du point de vue purcnent thnorﬁaue elle pormet de jJustifiecr un

_.procédé courarment utilisé dans le- trtitement au voisinage de 1a reso-
nance d’un systéme faiblement arorti,

.Ce proccde est basé sur les hypotnéses sulvantes

‘a) les coordonndes vibrent toutes en quacrature, '
b)) leurs amplitudes sont pro ortionnelles a celles du mode de
' vibration, qui vient cn rnsonance.

_ Le rapnort des amnlitudes dtant fixé, le sys stéme se'comporterait‘

. donc z2u voicinage ce lq%ﬂﬁon“nce corum un systeme 4 un seul degré

de liberté auquel Magrey (" a donnd le nom " d’oscillateur. equwwalent"_
Suivant Timoshenko () ce procédé est d0 & Wydler 3. | |

: La juetlfichtlon rar la ndéthode des dephavagcs caracteriatiques
est directe (). -
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- La mcthoce ces doph sages caractoriutiquc ramtne la détermina-
tion ée la solution forcdée . 1a rosolutwon d’unc dquation algcbricue
de degrv ¢ial au nombro n de degrés de liberté, suivie de ceile d’un
systeme 1inba1re homogtne du m@me ordre, |

IFlle a done ure oivnif cution prat:que chnquo fois qu’un preddé
numéricue pulssant rend le caleul ces raCtnos aisé, alors que la
.mrasolullon cu systéme habitucl ¢e 2 n equat;ong llnealres avec sccond
membre serait impraticalles ‘ .
Cette circonstance se nregente pour les vibration, de torsion
des valbfeqvins-iilbres ou les exten ions nrceeﬁaires reuvent &tre
apportdes & la méthode de Biot (*).

4 De plus, n?’détant pas restreinte aux vitesses de rcsonance, la
méthode permet une onrrﬂrﬂﬁvon utiic avee les mesures expirimentées
par torsiographes (¥) dans tout le domaine &’utilisation,

nlle n’ebt pas gavantage restreinte aux faibles amortisscments,

1. Elimﬁn tion Ces coordonnies non excities, Tmpédance comrlexe.,

La fige 5 représente sbemdtiquemnnt um v-:lebv-n 41 -filtre
‘eonstitué de n disques identiques relids rar. n-1 arbres do tOr“zon
identiques, Seuls 1es n disques sont excités par des cnvncg rnr1o-
.diques. Les dexr’ ¢ liberté contenus dans les mécanisres attaqués
par le prcmler et le dernler uioque sont re}rosentps par lcurs :
imyédances méeaniques. :

L?’4rpédance méeanicue cst le rapport entre 1’azmplitude éu
couple exrcitateur et 1’amplitude de la vibration s ngulalro, rosures
dans le m@me scns au niveau de losection ¢ ttuquee. .

L?existence rossible de forces ¢'amortisscment dans ces méca-
nismes Tait en sorte que les deux grandcurs en question ne sont ras
nécessaircrent en rhaso. : S » ~ . :
Ly reprus*ntathn la plus cor*o@e ce ce rhé ‘homéne consiste A
_op'rer comme c¢ans 12 th”orle des circuits clectriques au moyen Ce

vecteurs tournants et d’inmpédznces compleyes. .

4

Soit C/w~wt'1’oacillat10n anguIQ1re, le couple 4 appliquer pour

" l1e produire couporte une partie en phase et une partie en quhdratu“e'
toutcg deux proporticnnelles a 1l’amplitucde C

(Kot +HawE)C

Considérons 1’une et 1?a2utre grandeur corme la ojection sur l’axe
"@es imaginaires des veeteurs tournants regpectifs

et s (keenjee



Le quotient ¢u vecteur «ollicitgtlon par le vectcur deplacement
est alors par définition 1’meudancc soit ieci

| X + iH

2+ Oscillations Torcdes d’un vilebresnin-filtre, Amortescment
con(:cntz'vzé cona des imnodancee (Jorirdriti,

Ce cas ﬂ’appllque evicerment a l’otude de 1’effet quc pouriait

avoir un absorbeur de vibrations. Les impédances ¢?extr@mitsd.

(ﬁof‘*{) et (K, +i W) cont compleres.

Cons 1dorgnt les équations du mouvcmcnt sous forme de rolations v
‘entrc vectcurs tournonts, ncus ap*licuons 1= th\orie des ddéphasages
caractéristiques en posant pour une coordonncée G¢’incdice x d’un dwgcae

quelconquc la loi . ('wlr- q,J

g e

ol l’angle de dopnasaoe Y est indopendgng de 12 coordo née,
Apres 1741iminaticn du facteur commun e ™" égalant séparément
.les quantites réelles et les quantitds 1maginelres pures, 11 V1ont H

-(MY[(&.*L-&U J&az] ’c.dH,é,'@'
L (12) .

ﬁ l“m{ .-9‘1)19'-,;.9,41] SR e

B \;[; o +(bs k.a;-m 0] wthg e

Le groupe horogene qui dcllnira les. aephasares cara¢téristiques :
et les: modeg aS’001080

-

[(ﬁu- 1( o' )91_/@9L1+,g,\~.; YHc &1

|
- .
v

— ,
:tb‘ :
u

.n’

-CoYL & ,,+*&+K wal) ]*}Q*H”GM
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\ | |
Le groupe définissant les sollﬂcitatiOns capaﬁles d?entretenir les
modes. Dans tcut ce qui suit, nous ‘su:posercns que Hoe ot Hy

sont différents de ziéro, c eut-*—dlre quc la froqucnce d’cx01tation
ne sera pas singalierc. .

\ .
A) Recherche des doph“sages caracterigtmueo dlfi‘orents dc, zé ro.~_'
Comme /v W#0 134quation homorreno d’un disque non terminal

sera satisfaite en pos ant

e —

ex-CM(M"" -\—&) (1)

Le paranétre M etant re1ie b la frequence d’excitation par
w = AM/‘* & B ¢ 5
_'_.-‘_ - I . ] - .

Cette solution implicue que l2 frtouence d?excitation soit
dniérieure ' la froqucnco de cOLpure du {iltre con"tltLe per le
vilebreqLin ' aat- 2 | %

Introduite dens les & équaticns tornlnales honogeneg, elle donne

M‘l’{(ﬂ At 20 ) A [ 4) = A L pr +¢)] A H/)
. it“‘d ?1(2’-1 + ta;,f«) A (i) —/4»{\5-9,!‘444] =JZ.,\ Fa(wprd) (16)
1?élinination do 9§ entro cos (sgﬁations ltvre o
S O
Mwuk(& )« b vm}m i+ (oeh )mnw] | | ‘.<17.>

+-R k Am(u—ﬂt« =0

| Ko _ He Ha
°7 & ~5 "k R

o

2
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A \\

\
\. \
\

Il y a donc en rénérel deux racines ¥ qui depondent de 1la
résolution a’ une ‘quation algdbrique du seconcd Qegrc. Y
: ' +
A chague racine YU appartient un angle '¢> doduit par exemple
de 1’équation , ‘ . 4

. . . ' : \\
. /& Y-‘P“ ’ : L\;\: ‘: ‘ .
ot 95 = oy T A SO B 5
; Z . & ) Y [} - Lt “. \,\.\
. ('\ .1) t#“‘“-b/ t % /)W\/ . 3 _ "
ainsl qu’un systime de sollicitations particulidrament sfgple A
e ts KOs (/} t4)
S .T.A,_; o . (=, —opm -1) o ae
. = L‘/ /“ )
L’entroticn des modes déphasés‘ne»réclame'donc que des : -
-.courles sur les diSqucs extrines. : | . \

Une pr0pr o ¢ d?orthogonalitd est i mortante 4 signaler car
elle scrvira n2 l suite, Considevons (16) dans 3aquol¢on a fait

Y= ra;t‘pllon“ alors la precmicre dquation par sa( M +¢, ;-
la doux:éme par A (wpm+ @) et adéitlonnons, il vient

A/t\f«z \_"‘ 33 : :
D?autre rart, derivant (16) your 1= te et multipliant

respcctiverment per m(4te) et mm(nau +4,) 11 vient la méme
équation i 1’cxcopt*on du remplacement ¢c Y, par ‘Y,

- On en conclut ea:sgt;q‘que-le secon& nombre est nul,
Be d i (o)) rin(prde) ¢ R [mpet d) Ba(npe 4 4,) 20 Q9

B) Lcé'( n - 2) reacines ¥ = 0.

Léghf%-n)V}acineu assurant la cowpatwbtlitv du proupe horogene (12)
sont nulles quelle que soit la fréquence é’cexcitation,
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Nous rouvons traiter cette partie de la solution en un seul bloc,
Faigess ¥ = 0 dans le groupe (12) entra®ne nécessairement

:-0420 en»\_:o ( &nwxu,..e’\ MMM.
Leugroupe (13) des sollicitaticns devient alors

R R Y B | -

4 /.3»"' (¢ k- co"]f)@, N j‘(ex-n‘ éh") - (26)

u‘- /sm\ s - 34,9“_
.

Dans ce groupe les n quantites du prerier membre ne dépendent
- que de (n-2) quant*tea au second membre,

'C)_Cdnstruction de la solution générale,.

Nous basant

sur les solutions r“rtiCLllCPCo étoblics en A) et en
B) la solution gé néra

1e doit rev“tlr la forme

f}: C /‘»—»Q/«rf $) Aunlot- tﬁ) 4 (’ /Aﬁ(x/u t ) ""t’"fz

nhacof

g,o =0 ﬂw To A ' o
Cette solution contient encorc n inconnues
C3 9 Cy etles Oxo (n= o m=) 3

d&rminer en exprimant
1’équilibre des sollicitations 1 |

° r - %'{‘(*t w .<. E
B B ) . cL.H,L‘*ﬁ‘L’Lﬁ_) _ ko,

SR 3 =~ Te |
N { Jk”‘-:(z ’&' wtl) e*'o. - ’&(ax-o,d * exu ) b> : BN o8

o gas CHe A lkrd) e ambtd) Gy
1 G At -t .
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disparaissent ainsi que C, en vertu de (19), il reste

. | i 18)

Ce systﬁne admet une solution immédlate. Th effet, multipliant
chaque équation par M x4+ §) et additionnant, les Oxo

'['Ho ./)\;\ '.'(/“c'fj‘) .‘l" Hu 'Mt(/rk/‘& +éc)_.l Cy = ,3“:« \‘;Z '137\,/}“4 {'7‘;"" t 4’0) :.

“Tne équation aralogue est obtenue rour le calcul direct de 02
en remplacant Y, par , et ¢ oDpar g . ()

l et C dtant remplacds par leurs valeur ‘dans (21) les
inconiiues rcéstantes etc.nt"ocho"cnnf‘eu " se laissent calculer directe-
ment par substituticns successives. Les deux dernicres dquations
peuvent servir de vérification,

D) Fréquences singuliéres,

Le cas ol soit H_, soit 0 s annu_fo pcur une fxequepce sinculidr re,
ne peut se nrésenter que si 1%amortl ssement dans cette impdédance st

lui-mére semi-défini pOultJf. Tne Ges solutions du oroupo A passe-

dans lc groupe B. Si c?cst Ho quil s’annulle, d,, exi gte, ct il faucra
dans (21) reronter 1’{chelle par le bas,

Dans’le cas tout & fait extraordinaire ol H et I oont nuls
simultanément, le systéme n’est pes amorti pour cette s P“OLGDCG'
Cl et 02 sont nuls, ¢,,et ¢, cxiatont, le systeéne (121) n’a plus une

‘structure en échelle,

- ('&_th)é" - —DIG,_ | I . 4 A
(L Q Co"l) & 0 ;\.4!) . —— : ’ ’
= - Jk’a“,. + ( k’“’tl)éu |

Faisons 0« = 0, ot résolvons en "che]le en apnelant 9 les
valeurs =insi trcuvées, La dernidrc équation n’est en géndral pas
verifiee, le prenier rerbre prenant unc valeur ’PM dif lorente de . P“

" coordonndes i~noroea, rch°e sur la thcorie des matrices et sort du

Ces équations auraient pu ct“e éeritTs imnmddiatement en se basant «ur

1’orthogona 11té ces rodes., Ccpendant la déronstration de l’orthogo-
nalité nécessite une extcnﬂwoﬁ ¢u fait que la theorle des déphasages
caractorlgtwoueq pure n’cst pas opplicuée,

Les .coorconn<es irnorées cn effet nc vibrent pas en phase avec les
autres. L’extension de la dcmongtration, quaend- il est fait sage cde

cadre de 1l’exposcé, -
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Soustrayons ce deuxieme systéme d?équations du- prcmicr et
divisong tout par 0.° introduisons la notatlon

J;u. = (9«»-@1 )/94

11 vient un nouveay systtme en échelle
' __(_o (h-c*T) - %
(koY - k(e +2,.)

"

N+t

R o

~-—L(’t>m4)-./&,d ,+(g?b otI)e,,

Résolvant par substitutions successives 5, 1la dernidre égration
livre la valeur cu prerler membre est done 9 lcs autres inconnucs
s’en déduisent par .

8, =0, + b, .

n

Une d-uble subétitution étagée fournit donc la solution.,

3. Qfoiilniwo“" forcles dlw vw?nb*o~'wp-'-1tve - Amord ssewont
hor0"<po cong le vileobreauine :

. Fn plus de l’arorti ssement dans les impédances terminales on
pyend en cons dcration L(w&**ﬂ

a) un amortiscenent de structure Cw i (Ba-0uai)@
s’opposant & une vitesse relative entre deux d*saues consécutifs,
b) - un amortisscment global comprenant 1l’eifet uhannoq, le frottement
des pist-nsy la modulation du moment C’inertie équivalamt de 1l’em~
biellage, etc... qui s’oppose i la vitesse de vibration d’un
disque, soit | nga el .

Les equatlons de la theorio desdéphasages caractdéristiques sont
alors : .

/‘;Y l‘(% +K°;w‘1)91 - ] %*[LH fouplfwi 9. - ko J"o }
A—W‘H (”4'-(»‘1) % ""‘&(91.‘4-9“')] 2 ?[Kiwk+w$)9 -~ (,9 ﬂ =(,22)
]t - L] oo ¥R s @)eﬁ-wmh_a]
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pour le. grcoupe homogine,

1thur les sollicitations cépables ¢’entretenir les modes on a’
50 7

- .44))&\‘1": (.H°+w-&+'w'%)e‘-wgeb
_'_. J,‘_ owm Y - (uui\ -\-wg; -w Q«(G‘, ) | ( 23)
;;“Jk %MW (H +u)k+w§) ~c»RG

v N : . ..

soit | |

Aot (heKo-wtDb ke,
(th-T)0, -/%_(o,‘_ﬁe;“) e ™)
4, b= (k- - R

"

A w‘)’

La précision cdu celcul décide ce 1’owploi de 1’un ou l’autre
systcme. Le premier est avantageux rour un —ode au volsinage ce la
résonance ct dont les sollicitations sont gouverndes fondanm tale-
ment par l7amortissoment,

Le second cst au contraire avantageuxy quand le ccph sagc curactéris-
tiquo est retlt les Torces d’*nc;tie étant alors gouvernées pr
élasticité et inortle.

>

““Résolniﬁon ce 1?2%ustion sux déphasa-es ceract“r.stiave

‘ Au liru de construire 1’Cquation de degré n en k 3)001 les
racinecs rendent lc systime horonene cormpatible, nous ;cchcrchons
celles—-ci directement comme gult H

Lgs dquations non terminales sont oncore satisfaites par une loi
de distrlbution des amplitudes

4 :C/)w\p.[%*é)
Le paremétre f est cette fois 1i¢ a f et & @ par la relation

reotI k
2(}-—Gﬁ73) = ‘k>£' L “ﬂj‘f.

77,
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