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INTRODUCTION.

Ce texte est basé sur des notes de conférences faites au Centre National
d’Etudes et de Recherches Aéronautiques pendant le mois de juin 1953. Il tente
de donner une vue d’ensemble de la théorie linéarisée des profils minces en fluide
incompressible.

Le mouvement et. la déformation du profil restant arbltralres le traitement
s’écarte de celui de THEODORSEN et s’inspire principalement de ceux de ScHwARz
et de von KARMAN et SEARs.

Il ne prétend pas rendre justice a tous les travaux qui ont été faits et la liste
des références est incompléte. |

Parmi les contributions présumées originales, qu'on nous permette de citer :

1. Une dérivation relativement simple d'une loi générale gouvernant la
distribution de la pression le long du profil (éq. 1.62),

2. Une expression de l'intensité tourbillonnaire du sillage, dérivée des idées
de BirnBaum (éq. 1.80), qui, outre son intérét propre, supprime toute difficulté
de convergence des intégrales de sillage appartenant au mouvement purement
sinusoidal.

3. L'entiéreté du chapitre IV, consacré a I'effet d’hérédité da au éillage. Ony
développe une méthode d’approximation qui‘conduit a relier la partie circula-
toire de la portance et la circulation quasi-permanente par des opérateurs diffé-
rentiels & coefficients con’stants et un jeu de conditions initiales. Cette méthode
fournit des représentations de la fonction de THEODORSEN par des fonctions ration-
nelles de la fréquence redmte et des approxlmatlons exponentielles & la fonction
de Wacner. Elle permet en genéral un traitement élementalre des problémes de
mouvement avec une approxlmahon suffisante pour les besoms de la prahque
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4. Une généralisation de la fonction de WaceNeEr dans le bul d’examiner
quelle signification pourrait avoir l'extension aux mouvements harmoniques
généralisés convergents de la fonction de THEODORSEN.

Cette exlension est parfois invoquée en tirant argument de la continuité des
fonctions de BEesseL.

I ressort clairement d’'un ‘examen de la fonction- de WacNER généralisée
(par. 5.4) que si, pour les mouvements harmoniques divergents et le cas frontiére
du mouvement purement sinusoidal, la fonction de THEODORSEN constitue 1'am-
plitude d'une solution particuliére dite « de régime » qui finit par dominer une
solution complémentaire transitoire et peut en conséquence étre considérée isolé-
ment, au contraire, pour les mouvements convergents, la fonction de THEODORSEN
étendue est 'amplitude d'un terme qui disparait plus rapidement que le terme
transitoire complémentaire, et ne saurait qu'abusivement étre appelé « amplitude
de régime ». La raison pour laquelle l'mtegrale de sﬂlaoe correspondante devient

infinié dwergente est alors claire."

-';!'-l"K

5. U-ne expresslon operatlonnelle etendue de 1a fonction de I\UESSNER repré-
sentant la portance totale d'un profil pénétrant dans une rafale a front raide.

it s POTEE G s



NI TR AT AN I

Sl

PSRRI

ey by e yll\
i

REASTTI INER P

g b e

r=-—cosb
s=t+1—nq

(z, v)

. NOT

S

—1<E=—cosu<‘+l-

l<ng< o

h(x’ 1’ t) .

Yz, 1) = o(z, 1) + Bz, 1)
e(z, t)
. ey 1)
Bz, )
I'= P! + Fz

YI=Y0+VT‘_=$.'.

L,

I

I,
Yo

Ys

P(t)

Lo~ Lo
—r;

.\] > (\]. e .-.\-l
Cod e
ATIONS PRINCIPALES. ‘ ’ 4
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corde du profil. ey
_vitesse de translation du profil. o l'

masse spécifique du fluide.

' temps non-dimensionnel.

vitesses de perturbation non-dimensionnelles.
potentiel des vitesses de perturbation. '
pression non-dimensionnelle.

coordonnées non-dimensionnelles attachées au .centre

du profil. : i
le long du profil.
coordonnée de repére dans le sillage.
variable d’intégration le long du profil.

. variable d’intégration le long du sillage.

mouverlnent vertical non-dimensionnel: des ‘points du
profil.

intensité tourbillonnaire le long du prdfi]._\l \
tourbillon libre le long du profil.

tourbillon libre dans le sillage

tourbillon lié le long du profil.

circulation totale autour du profil.

circulation quasi-permanente, c’est-a-dire obtenue

sans tenir compte du sillage.
circulation due a la présence du sililage.

intensité tourbillonnaire le long du profil satisfaisant
aux conditions du mouvement sans circulation.

intensité tourbillonnaire quasi-permanente le long"
du profil (satisfaisant aux conditions du mouve-
ment et a la condition de KutTA au bord de fuite,
mais sans intervention du sillage).

intensité tourbillonnaire complémentaire due au sil-
lage et satisfaisant a la condition de Kutra.

“ définie par (1.63), amplitude héréditaire d’une partie-

de la distribution des- pressions..

'.{‘;«fl

. . portance.due aux eéffets d’inertie virtuelle: ;.. iti.}.-
© portance quasi-permanente. s (1. i



L, =—2P portance héréditaire. _ )
o =1L, + L, ..~ partie de la portance due aux effets de circulation.
.- L=Ly+L,+L, . portance totale.
TR M, >v |, moment di aux effets d’inertie virtuelle | L
24 . positifs
M, moment quasi-permanent | cabreurs
1 . autour
M, = 3 L, moment héréditaire du centre
du profil.
M_= Mo+ M, + M, P moment total .
- M et M¥ (M¥ = 0) _ ‘,: définis similairement autour du foyer avant du profil.
w=nyp+4 ik fréquence circulaire réduite d’'un mouvement harmo-
S nique généralisé p > 0 divergent '
# < 0 convergent.
Ko(w), Ky(w) ~ fonctions de BEsseL modifiées de seconde espéce.’
Jo(2), J:(2) ..~ fonctions de BESSEL de premiére espéce. -
Ry Ky() e
C(—ie) = Ky(o) + Ky(w) ;_ Ky(w) fonction de THEODORSEN.
= F(u, k) + iG(w, k)
A,t) ! el intégrales de sillage définies par (4.5).
- 2[f®] © o i transformée de LAPLACE de ().
U(p) + . »' it transformée de LapLace de L.(2).
¥(p) “vriboeen transformée de LAPLACE de Ty(t).
H(t) ., fonction perturbation unité de HEAvisIDE.
k) = kio, ) " fonction de WAGNER.
ky(— i, t) ”l *"“"fonction de WAGNER généralisée.
ka(t) et k() o “fonctions exprimant respectivement la partie circu-

i vi we'latoire et la portance totale dans le probléme de

.1 18 rafale & front raide. s
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CHAPITRE PREMIER.

ETABLISSEMENT DES EQUATIONS . GENERALES.

1.1. Unités naturollet

Trois grandeurs caractenshques du probléme suggeérent un systéme d’unités
naturelles permettant I'emploi exclusif de grandeurs non-dimensionnelles :

la demi-corde ¢/2 du profli pour I'unité de longueur, ' " ~irp oo i
la vitesse U de I'écoulement non perturbé en amont.

|

' . . 1

la pression dynamique 3 pU? .
. . YRR S chepd by ety
Les unités dérivées suivantes en découlent :-

L i ‘ v 1e¢
temps - —
| P ' 20
A . _ . 1 .- |
'“_""”l”l ,”:,» ‘I masse B ER T iépc‘ TR VR YL R
TR ‘- LA oo b Us TR
o accélération ' 2?- o
- force par unité d’envergure @ . . ... ZpU'c T I TRY
. , 1
moment par unité d’envergure ng’c'
. . i
circulation 3 cU

1.2. Equations du mouvement.

Le plan du mouvement est rapporté & un repére cartésien. L’axe de la coor-
donnée non-dimensionnelle z est dirigé dans le sens du vent relatif, 'axe des y
vers le haut (fig. 1).

La corde du profil occupe en projection sur oz I'intervalle (— 1, 1) et les

“points dz3a-ligne moyéiifie ne s'en écartent qué peul et dans le sens vertical. ']

\La présence du profil et son mouvement induisent des vitesses de perturba-

tion qui, sous leur formie non-dlhlenslonnelle, sont notées (u, v)

.
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Elles seront supposées faibles comparativement a la vitesse de 1'écoulement
non perlurbé, de fagon a& permettre une linéarisation des équations du mouve-

ment, Ceci se traduit par :
u<<l1 v<< L.

L’ équatlon de continuité pour un fluide 1ncompres=1ble demande
: l ‘ 1 :

u.+v,~—0
RIS oo v IO I |
— —

X

1 it

Flg1 non-dimensionneile. .

[ ! . . : SEERET
. R T R T S AR

Elle exige que le potentiel ¢ des vitesses de perturbation, défini par-i: :!

1 : S N | Ty
I U= ¢, V=9, , ' (1.1)
satisfasse 4 I'équation de LApLACE

Pzz + Pyy = 0 . (].2)

Les équations du mouvement sont linéarisées en négligeant dans 1'expression
de I'accélération u et v devant I'unité ainsi que les prodults vu, et vv, devant
u eto,. "

Sous forme non-dimensionnelle, ces équations’ dévientiént alors
: l catn Tty
u:+u,=—-§p,, T LA

| - o C (13
! v, _I._ vz _____p" NIRAIRTINR IR

L’introduction du potentiel des vitesses :

perpayiom wb snailny

[ P —-(¢¢+(p, —--‘—--p,, AT IRTTR Y] FINTAATS!
. A RN AT T c i cacd=asarihe oo -y (1.4).
= (‘P: + %) P., Al et ol

) S PR A R R SEEATEE TS BRI FIRTM N BRI

permet d mtegrer 1mmefhfatempnt la pressmn, sous iq fq;jxp,q,_\(‘,, STRTN RPN NI

S R R TT R PRETRER N soh L ETETT T “é ”“.\|1'“ o |ty Ty sl o=y sl
o e lne Imp ol i‘ll‘ T l()? il o) ansl snoe .in!»(n'n)i
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1.8..-|00ndltlom aux limites. L

Le contour du profil est défini par les équalions

Yozt (z,t) = ¢ (z) +e (z) 4+ h (z, 1), l (1.6)
Yime (2, 8) = ¢ (z) —e(z) + h (z, t). ’ . ,
Le premier terme représenle la forme de la ligne moyenne de référence. Le
second la distribution symétrique de 1'épaisseur autour de la ligne moyenne. Le
troisiéme terme introduit la possibilité d’'un mouvement et d’une déformation de.

. la ligne moyenne.

Les conditions aux limites expriment la tangence de la vitesse au profil. Par
suite de la linéarisation du probléme il sera permis de considérer indépendam-
ment chaque terme contribuant a définir le contour du profil et de superposer les
solutions. Le probléme se sépare ainsi (fig. 2) er} :

*f\[“l —=n—

-1 ‘ N
%=Y;=c(x) ip:::; Yo =¥ = hxt)
! Fig2

1° 'Un probléme permanent antisymétrique. Celui de I'écoulement autour de
la ligne moyenne de référence qui constitue I'objet propre de la théorie des profils
minces;

2° Un probléme permanent symétrique. L'écoulement autour d'un profil

" mince symétrique; oo

. 3°. Le probléme instationnaire antisymétrique de I'écoulement, autour d'une
. plaque infiniment mince qui se déplace et se déforme avec le temps.

La linéarisation des conditions aux hmltes repose sur I'hypothése que les
termes de (1.6) sont petits devant 1'unité. '

De fagon plus précise que 0

Sy e T oo BRI E TS PR U RS DIATEIVR S RTINS R )

"e(z) << d e(r) << 1 . <21 e. << 1
h(z,t)<<1 'h;.<<.<l o by << L

llon seulement I'épaisseur re]atlve du proﬁl est: falble, mals la hgne moyenne
s’écarte peu du segment (— 1, + 1) de laxepz.
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La condition de tangence de la vitesse au profil est,”potr I'extrados,” par
' '51"-\'14.] prh it

cos a = — (1 + u) sin a + b CcO8 a;

exemple (fig. 3),
.
_ at
u sera de nouveau négligé devant I'unité, et comme
S IREERERENERRE Y = tang a << 1, e ”“AM .‘."i“.m“' !
S ST or Yoo, I INIEIE BEBT
EEE B P . . , . "' ,;‘u].m ,'{1i ’l[",i’-\i 'H“'i" o
_"n.l-|‘o[‘mIH 'l[ ';
1 ~
s« ztang'al';::l’ T IRTE Kl EYTTR SR |
A Soaid el el e
IEIRTA]

ipenein

ofl péut opérer les substitutions approchées
‘ cos e > 1,

|

N EEANER

R

|

Fig.3

La condition s’écrit alors
eYs | Y _
24 I =0 (7 Yo )5
s T oax (@, Yoy 2);
méme ordre de grandeur que ceux écartés par
mouvement en substituant. au second. membre:

on uetrhge encore des termes du
la linéarisation des équations du
v (x’ + O’ t) a v (xi y" t)

i

)
et
R IR TTERERR LR

Ceci revient A satisfaire les conditions aux limites sur le segment _(— l + n

lui-méme, au lieu de le faire pour les points du profll

\

"'Les condmons lmearisees générales
We B oo, + 0, o
oy e . . et o , oo Syt e
b 2y oy (1.7)
. °J¢ _‘= ._10 ! '-,fs‘w1€-.. .
a Tog —0 &0 . .
A ’ v, EUBTERRSEE N ARt
conduisent ayx conditions linéarisées suivantes pour les problémes particuliers
. Ve ' dc ] | i R B |
\s b(2, £'0) = =3 ‘ .l_.‘ ";;).-.\
emisnty ] ey o (148)
e

'

R U PR

e avail sl sieoa bl o (e ' O)-L—_.“’i';iz—" Jorn )4/”;4' v b o

ooz Lo L h..
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1.4. Distribution de souroes et de puite. Solution du oas symétrique. KRR

Le potentiel complexe d'une source ponctuelle située en z, et de débit non-
dimensionnel Q est :

@) =gine—). o

I T 14 : . N I L SR R |
Pour une nappe étendue sur le segment —1 <z < + 1 * y =0,

f0 =g 1@ m—9 e N ()

Le champ des vitesses qui en résulte par dérivation,
u— v = df/dz,
apparait sous la forme

He—yg@d 1 L
(z—8r+ y*

) (z—E)r + oy’ T 2n7)

-1 -

\ -
En vue de satisfaire aux conditions aux limites, il faut examiner ce que
deviennent ces expressions quand y tend vers zéro, et —1 <z < 1.

Il vient directement pour u :
1 Hq(§)dg
umim_ﬂf prony o - (1.10)

ou le symbole indique qu'il y a lieu de prendre pour lmtegrale sm«ruhere sa’
valeur principale de Caucay. '

Pour la composante v, subdivisant I'intervalle d’intégration en trois :.

—1<E<z—c¢ z—e<E<z+e, z+e<E<l,

‘il est visible que la contribution des intervalles exirémes tend vers zéro avec y.
Par conséquent, _ i
lim 1 =+ g (§) d§

y-=+02:Y) G@—or+y
. ey Ciatoabes T T B R IR

o(z, £ 0) =

et si ¢ est suffisamment petit,

bt R g () a+ yde ’ .
R N

- z—E)d -yt
x—.' . . .4 H v
. : o . . "'-'mu,);(], AR T U I
-Posant .= . . . PR UL L i e
,&\éla_ji_z’ss l"é"':{:“'.;"yi?,“'“.-:_ e ,’_."‘
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I'intégrale devient

r'._' —L = [arc tang c]+i'
J, 1+0 o .’

elle tend vers * =, suivant que y lend vers zéro par valeurs positives ou négatives.
Par conséquent,

o(z, +0) = + %q(:v). | | (1.11)

La distribution produit donc bien une discontinuité dans la composante nor-
male de la vitesse de perturbation.
La condition aux limites (1.8) du probléme symétrique est satisfaite en posant

lde

q(z) = 3dz (1.12)

Ce probléme peut étre génér allee en supposant que I'épaisseur du profil varie

avec le temps.
Dans ce cas, la condition aux limites étendue

v(r, £ 0,t) =e. 4 &
est satisfaite en prenant une distribution

q(z,t) = %(e, + e). (1.13)

Il n'y a pas lieu d’éire préoccupé d’un phénomeéne d’induction di a un sillage,
car, en verlu de la symétrie du probléeme, la condition de Kurra-Joukowskr est
toujours satisfaite au bord de fuite. La circulation reste nulle et, tout comme en
mouvement permanent, il n’y a pas de tourbillons de sillage.

La distribution de la vitesse de perturbation u et celle de la pression restant
symétriques par rapport a oz, il n’y a donc pas d’effet de portance, mais il peut y
avoir un effet de trainée. Suivant (1.9) et (1.13) le potentlel a pour valeur sur le
segment R Con IR

2200 =5§ (¢ FenE—0
Po—t ' LRI L)

. .
Berer e

et, suivant (1.5), on en déduit pour !la pression
1 R R I R

— P 0,0 =5 § o+ e 2 ‘+,§-§ (e;.+eu)ln(z—-5)d£

La trainée a pour exp‘ressmn

o SR ~
T=‘. P(x! * 0, 1) edz.
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1.5. Distribution de tourbilions. Solution du oas antisymétrique. -

Le polentiel ‘complexe di 4 un tourbillon ponctuel de circulation totale et
.antihorlogique I' est '

/(z)=§P—niln(z—zo). R L

Pour une couche d'élément y (§) d £ étendue sur le segment, . ... oy 7l
1+ .
o) =55 Ine—8vE

—

le champ des vitesses correcpondant

' _ 1 Y(E)dE
u-—‘w-—---z om J‘

séparé dans sa partie réelle el imaginaire; a pour expression

pm— LM yr@& o, _L(Pe—r@d
IR )@=ty

Par analogie avec le cas des sources, il vient pour le calcul du champ au droit

du segment :
1 Co
u(z, + 0) = F 5v(2); (1.14)
; —
v (z, + 0) =2—n§ *x(i‘f. (1.15)
—

Le premier résultat correspond au fait bien connu qu’une nappe de tourbil-
lons est équivalente & une discontinuité dans la vitesse tangentielle a la nappe.

Le second résultat nous livre I'expression de la vitesse de perturbation verti-
cale sur le segment en fonction de la distribution des tourbillons. On voit qu’elle
posséde la symétrie requise par les condltlons aux limites du probléme anti-
symétrique.

Dans le probleme stationnaire, ou le s1llage est absent, le profil peut étre
remplacé par une distribution y convenable.. Comme la vitesse v(z, + 0) est
connue par les condmons aux llmltes la solution de ce probleme est entlerement
dans le cas du probleme mstatmnnalre,.m‘l la,cjﬁéétnon est encore compllquée par: .
les effets d’induction de vitesse dus & la présence d un slllage Vg

L,
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1.8. Caloul de la pression sur le profil. e bt et

Comme, par définition,
U = @,

la loi (1.5) de la pression peut 8’écrire
p=—2(e +u)
En passant de I'intrados a I'extrados, la pression subit une discontinuité :

Ap = pi— p, = — 2[9:(z, — 0) — o (¢, + 0) + u(z, — 0) — u(z, + 0)];

Cherchons a I'exprimer entiérement en fonction de I'intensité tourbillon-
naire. Par (1.14) il vient déja

u(z, — 0)— u(z, + 0) = v(2).

Pour calculer la discontinuité du potentiel, considérons le contour fermé qui
partant d'un point de I'extrados contourne le profil par le bord d’ attaque pour
rejoindre le méme point a I'intrados (fig. 4). La circulation de la vitesse -

§uwds +vdy = §ods+ s iy = §dv=s(,—0 =2z +0

y

/ ’ 4]
Fig.4

représente la discontinuité cherchée. Par le théoréme de S’roms elle vaut égale-
ment l'intensité tourbillonnaire. totale entourée : C iy :

0@ —0)— ¢z, +0) =|

""" Substituant ces résultats,

. x] .
. Ap=—2|:y(z,t)+'f %ﬁ't—)dEJ.. —-—l<z<-}-l(l.16)

* Cette équation montre que le théoréme de KurTA-Jouxowski n est pas appli-
cablé en mouvement non- permanent Eh’ mouvément permaﬁent notis ; retrouvons

dé théoretne dous 1a forme thon- dlinéhéidnnelle) SRR A L

dunatlis ol \ 197 m; AR \us"/‘vlvmilmllu lwnlh»-

Ap =—2¥ (z)-
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I1 est possible, comme il sera montré plus loin, d’étendre son champ d’appli-
cation en mouvement non-permanent, 4 condition de dénier a y le caractére de
tourbillon lié et de le considérer, suivant les idées de BirRNnBAUM, comme somme
d'un tourbillon lié et d'un tourbillon libre. Dans ce cas le sillage effectif, formé
par I'ensemble de tous les tourbillons libres, débute déja au bord d’attaque.

1.7. Méocanisme de formation du sillage.

Les équations du mouvement utilisées étant celles d'un fluide dénué de visco-
sité, le théoréme de TmomsoN-LAGRANGE est dapphcatlon Toute variation de la
circulation totale I' autour du profil

+H '
r =( v (z) dz (1.17)

sera donc corrélative de I'émission de tourbillons libres qui, entrainés par le cou-
rant, s’étendront du bord de fuite z = 1 jusqu’a l'infini en aval. Ils forment le
sillage, dont I'intensité tourbillonnaire locale sera dénotée par ¢ (v, t), pour la dis-
tinguer de celle distribuée le long du profil.

7 est une variable d’intégration parcourant le sillage 1 <n<oo.

L’é quatlon (1.16) reste applicable si le point z est pris dans le sillage, mais
comme il n'y a plus de support matériel pour une dlscontmulté de’ presslon il
vient S POy B S

*H . . .
0=c(z 1) + ”d&+‘ mi o UL gs 1L (L18)

—

Avec la notation (1.17), elle devient

, T e ~dr , '
1 t(z" t) +. Z;idn = — a ' x> 1. (1.19)
’ 4
Il reste & utiliser la condition cinématique fondamentale du mouvement tour-

billonnaire

Dgt‘ (n,t) = 0. (1.20)

Elle exprime que les tourbillons libres sont entrainés avec le fluide. Dévelop-
pant 'opération de la « dérivée matérielle » ou « dérivée en suivant le fluide »,
cette condition est susceptiblé d'une linéarisation analogue a celle qui conduit aux
composantes linéarisées de I’ acceleratlon figurant aux premiers membres de (l 3):.

e e.+(1+\u)..,+u.,=.,+-.,=o . as1 (L21)
\ RN ’
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Sous sa [orme linéarisée, la condilion est salisfaile en considérant ¢ comme
une fonction de la senle variable (¢-n), ou encore, si I'attention est plus spécnale~
ment portée au bord de fuite y = 1, de la seule variable

s=t—n+ L (1.22)

Le point O marquant un repére fixe, éventuellement l'origine, du sillage,
T la position du bord de fuite aprés I'intervalle de temps ¢, s mesure la distance
d’un point du sillage au repére. Le [ait que ¢ ne soit fonction que de cette distance
indique que le tourbillon libre demeure a 'endroit ou il a été créé. Si I'on se place
au point de vue de I'observateur entrainé avec le profil, le sillage se déplace sans

y t
PN AW AN AN AW AN AW A WA N AW W Vot W W oa Woa W
- g P! LI U L WP L U A WP AN P A W A W A W A W A W AN D AL W A U AL W A U A w4
xn.$
Fig5
'1'1 S

altération avec la vitesse d’entrainement du courant non perturbé. La linéarisa-
tion de (1.20) revient en fait a négliger le déplacement additionnel des tourbillons
du sillage dii 4 I'induction de vitesse par les tourbillons liés et libres.

Combinant (1.19) et (1.21).

c@—| Zdn=et,n=—F (1.23)
‘ |

Celte équation exprime que toute variation de la circulation autour du profil
est compensée par I'émission d'un tourbillon libre au bord de fuite.

Combinant (1.21) et (1.23), nous obtenons le résultat gépéral, important qui
résume le mécanisme du sillage : '

dr Co
c(nt) =— ﬁ)-_, - . (1.24)

Il exprite qu'a I'instant ¢ le tourbillon libre occupant, la posmon n est celui
qu1 a été engendre par variation de cnrculatlon alreé epoque T = t - (1; -— 1)

C‘opsnderant la cu‘cuiah n comme uﬁe fonctlon de 5. cec; sexpnme aussn

K RN Hv i \H s RS
.qous lgl;c'n:r'n(e HNGE munrl /1. Jivncnrg i ;,-';A;d.P;,‘.i i fnrln.m_ll
. ‘ ‘ t _.’ __,__. ‘
“t‘-_y‘)' N “ ‘. 0 (n' ) () \d& l) % ,!-‘

eyl i tniigte

(1.25)
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1.8. Les tourbillons liés de Birnpaum (1).

Sur le segment —1 < z < + 1, décomposons I mtensnté tourblllonnanre en
une partie « liée » et une partie libre :

v(z, 1) =B (2, 1) + e(z,0). —l<z<+1 (1.26)

11 faut définir ¢(x,t) dans cet intervalle. Pour cela on peut observer que
I'éq. (1.18) sous la forme

-+ . N\
z(:c,t)=—;—t<" ydE+J' edn) z>1
— 1

peut s’interpréter comme une génération du tourbillon libre par la variation avec
le temps de l'intensité tourbillonnaire totale en amont du point considéré. Eten-
dant cette interprétation aux points du profil, il vient pour y définir la partie libre
du tourbillon

qq)_—J ﬁﬁ —l<z<l. (1.27)

Par conséquent, et suivant (1.26), la partie « liée » a pour valeur

amn_u@nﬁ{ﬁa : (1.28)

La discontinuité de pression est dés lors en relation avec la densité tourbil-
lonnaire liée par 1'équation
Ap = — 28 (z, 1),

el le théoréme de KurTa-Joukowski est sauvé en régime non-permanent.

La distinction de Birnsaum n’apporte pas de procédé de calcul nouveau, mais
‘constitue une interprétation élégante de la formule trouvee pour la discontinuité

de pression.
Le mécanisme de formation des tourbillons libres peut maintenant étre

Hé'ﬂmm:ﬁérement de la variation des tourbill_ons liés.\
Pour cela dérivons (1.27) par rapport a & :

e e eyt Uoabrateanglul nreeton L ey

* =" .1

soit encore, avec (1.26), .~ - = " - .fj! L

; a‘ 28 C—1<z< + 1 ' (1.29)
R EHY TR SHITE 35\(' 3‘[ B ;.,3![( J'l Dl | RIS TIRE ITRY B 'Ul.*,."? 1

RS |n[ e i!s.;;
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Rapproché de (1.21), ce résullat montre que, tandis que dans le sillage il n'y
a pas d'accroissement matériel (en suivant le fluide) de la densité libre, il y en a
une sur le profil par suite de la variation de la densité liée.

La solution de (1.29) pour ¢ généralise (1.24) :

c(z, 1) = —r 3% BLE t— (z—E)] dE. _ (1.30)

En effet, toute variation de la densité liée au point £ prend un délai (z-E) pour

se faire sentir au point x.
I1 est d’ailleurs facile de vérifier que (1.30) eahsfalt formellement A (1.29).

1.0. Dérivation d’une intégrale de siilage.

Dans les calculs qui suivent interviennent plusieurs intégrales :

F ) = ¢tn 0 dn O aa

étendues au sillage et qui sont fonctions du temps dont il sera nécessaire de cal-
culer la dérivée. Au lieu d'effectuer la dérivation sous le signe intégral, puis, se
servant de (1.21), d’intégrer par parties, on peut utiliser le procédé suivant,
suggéré par voN KArmAN et SEars (2), qui évite les difficlutés soulevées par une
justification du résultat quand ¢ a des discontinuités. -

Puisque ¢ n’est une fonction que de sa distance s & un tourbillon-repére arbi-

t

{raire du_ sillage, il vient, par (1.22), Lo il
: TS IS R TR

F (1) =§"=(\s)f(:+ 1—s)ds.

Effectuant la dérivation

§==mnun+rmnw+l;w@rn

ou, revenant a la variable primitive,

d-; =t (] f) /(1) (”e (n, ]) f’ (n)d”‘ ...._‘[.." --.::A; ' ;' ,(].32)

1

1.10. Inversion de I'équation intégrale de la nappe Iourblllonnaire

Si, reprenant I'équation (1.15),
H :
v(:c)—-2—,;§ .;(if‘ ~1k :c'<’+:1
i I / | < - N ° g : o
est a vitesse induite sur-l'axe de la:happe tourbillonnaire par la distribution y (§), -

EEEPEEY
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réciproquement

H, T3 : :
v(z) = m(r_2§ l/l—zivg(i) d§ (1.33)

est la distribution réalisant une répartition donnée de vitesse induite sur le seg-
ment. Elle n’est pas unique, car dans cetle expression
.+‘

' = Y (z) dz,

'

—t

circulation totale autour de la nappe, est un parameétre arbitraire de la solution.
La partie représentée par l'intégrale est la solution particuliére correspondant a
une circulation totale nulle. Comme telle elle s’applique dans le plan de TrRerFFTZ
au cas de la nappe des tourbillons libres dans le probléme de l'aile d’envergure
finie et a été obtenue par Berz (3) au moyen d’un développement en série de
Fourier. Sous sa forme (1.33) compleéte elle a été obtenue et discutée irés com-
plétement par SoEnNGEN (4). On en trouvera en Annexe une demonstratlon sxmple
basée sur I'intégrale de Caucny. .

Dans le probléme des profils minces qui nous occupe, la valeur de la circula-
lion est réglée par la condition de KurTa- Joukowskl.

Pour que la vitesse u (et donc y) demeure finie au bord de fuite z = 1, il faut

que .. . T ST AU S
R - zf\/}—i—gvm d. a3
Cette valeur introduite dans (1.33) donne
Y(z) = 2 \/}_:_‘;f {ig”ﬁ‘f o  (1.35)

1.11. Calcui de I'intensité tourbilionnaire dans le probléme instationnaire.

Dans le probléme stationnaire des profils minces, il suffit, en vue de satis-
faire & la premitre des conditions aux limites (1 8), de remplacer dans (1 35) la
vitesse v (§) par sa valeur imposée .
de

. D(E’ ) dE
ot ¢ (£) est I'équation de la l'inﬁéjmoyenne:d;u profil. La distribution tourbillon-
naire y est alors connue et les autres grandeurs phyanues importantes en dénvent

Dans le probléme instationnaire 1a vitesse de perturbatlon vertlcale dépend
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non seulement de I'intensité tourbillonnaire le long du profil, mais de celle exis-

tant le long du sillage ,
(@, £0) =0, + 0y -

ol N o |
est la partie due au profil, |
| b= 211: ‘?i): t )

est la partie induite par le sillage.

La derniére des conditions aux limites (1;8) s'écrit donc
vy + vy = ks + hy,
relation qui peut étre mise sous la forme

“Hy (8 1) di
27:.’ {C——E

(h,'-}- h) — v,.

—i

L mtensnté tourbillonnaire le long du prohl se separe alors naturellement en

deux parties : . : ,
Y=+, | ©(1.38)

avec Pl
1 oy, dg _ .
21§ x—é_h‘+h" (1.39)
—
I+ oy, dE

-

La partie vy, tie\nt compte des déplacements du profil en faisant abstraction
de I'induction de vitesse par le sillage. Elle a re¢u le nom de « distribution quasi-
permanente ». En effet, s'il était possible de conserver en tout point du profil la
pente et la yitesse, la distribution s'établirait définitivement a la valeur v, indé-
pendante du temps. 11 est intéressant d'observer que la condition generale pour
q_t(n‘e}g probléme, mst'atnonnalre se redulse ala partle quasn-permanente est

por, b ot AR

LN dC(.’C) Sl b sy g b fe e
he kb= L .
1

oy uwdxn i EIRR TR (R IR TE AR ATITRN

R I RERES P TR S TN TN E ”"

el i s e bt jog nfy:
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indépendante du temps, dont la solution générale est
h(z, 1) = ¢ (z) + /(1"— 1),

ou f est une fonction arbilrairc de son argument et représente une onde de défor-
mation progressant sur le profil avec la vilesse de I'écoulement non perturbé.

La partie y, tient comple dc la présence de sillage sans déplacement du profil.

1.11.1. Caloul de P'intensité quasi-permanente.

g Appliqqggs a (1.39) la formule d’inversion (1.33); il vient

T, '
Y1 = Yo + Trl/t——? ’ (1.41)
ou o \
—92 +|l/1__E
RVL_y§ 1- (ke + k) dE (1,42)

est la partie non circulatoire qui est responsable des effets dils « d’merhe vir-
tuelle », et, suivant (1. 34),

1
n=2§ ;§5@+mma (1.43)

1

—

est la circulation totale nécessaire en vue de satisfaire a la condition de KurTa au

bord de fuite.

La fonction h(z,t) étant considérée comme une donnée du probléme, la
distribution quasi-permanente est entiérement déterminée par ces formules et
peut étre considérée dorénavant comme une grandeur connue.

Combinant (1.42) et (1.43), il vient encore

— i h +h aE o ;t.:a"
Yl(-’l?,t)— \/l_*__;; }ié ;___E‘ . (1.44)

que I'on obtient aussi directement par application de (1.35).

-

141,28 calonl de Pintensité induife par le sillage.

"Avec Sczm Anz (5), apphquons\ encore la formule (l 35) d’mversmn é (1.40) :

- — g 0 t 4 !m. ulv u; 'nllv ii- Pv")‘
(T ' _r;',_l,.+x o .1*.\5.31_...5,‘\‘,.
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Quand v, est remplacé par sa valeur (1.37), il en résulte une mtégrale double.
Renversant 1'ordre d’intégration et évaluant l'intégrale en § :

1§ T+¢ 1 dg 1 \/m
=J T—tz—EE—n n—z ¥Vn—1'
il vient finalement l'expression

. l—=z 1)+l€(7),t) =
v (@, 1) = \/lﬂﬁ Vit 2l (1.49)

I1 est aussi possible de procéder plus élémentairement par des méthodes de la
représentation conforme. La décomposition de y, en ses parties non circulatoire
et circulatoire, qui se révélera trés utile pour le but final poursuivi qui est le calcul
de la pression, s'en trouve aussi simplifiée.

La transformatipn de Joukowski :

z=%@+lﬂ)

réalise la représentation conforme de l'aire extérieure a la coupure —l <z < +1
de I'axe réel du plan z sur I'aire extérieure a la circonférence-unité : :

Z = e® du plan Z.

Les points des contours sont donc en correspondance par. la 101

Z = co8 0.

veeoy DR IRt SULEY B BRI 1

Les sillages se correspondent par la loi

g (1% " (1.46)

X=J]+V7]’—1.' o .X>J.l.
Entre les champs de vitesse on a la relation

U—iV = (u— ):;'( —wm%u-_lmm

Sur les contours elle (lev1ent en lntmdulsant les composantes radiale et tan-
gentielle a la circonférence,

R TRTIS I IWA FEL S PSR AT I 1N o0e NI o

(u '-tuu)—e"’(U :,V) (u—w)ﬁe“’(l—e-““)—(u—-w)zsmo
¢ [,,“_( . Lo vitodb paicvaen H i A‘A' [V AN Y B Rt

c’est-a-dire, en separant partles reelle pt agmalre, _
; ’ /6 (1.47)

"_—';-Js
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Le potentiel complexe f(z) d'un écoulement autour du segment devient celui
f(2) =11z(2)] |

d’un écoulement autour de la circonférence. Par construction le potentiel prend
donc les mémes valeurs en des points z et Z qui se correspondent.

Par suite ‘l"lintégralle sur un contour fermé quelconque tracé dans l'aire exté-
mricuge du plan z : - N
.h.“ S L X IR H » i
. fd/ = A +iB, -

prend la méme valeur pour le contour fermé correspondant de l’alre extérieure
du plan Z.

Yoo, i '; . R RS e ol

— X

Fig6

Coemr
. IR T ’A' , T . ) ~'
Dans le,plan z cette mterrrale a pour signification Ll

§d/ dz f]; (z— iv) (dz + i qu)’

c’est-a-dire -

. ., . circulation de la vitesse
A= § udz + v dy, . sur le contour;
. B = § udy — v dz, ﬂux sortant ?u cont.,ouy.
_(‘;' . : HFAE R : D LT V)
T .'||y|».|; v -g”) N

Et de méme pour le contour COrrespang;ﬁi‘ dl{x"pldr’i"izi " .
L 7‘.
A= §de+vaY B fUdY Vax.
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Circulation ct flux de contours rrespondants sont donc identiques. Il s'en-
suil gue si un des écoulements cont: ! une singularité extéricure (source ou tour-
billon), I'écoulement conforme enntient la méme singularité au point extérieur
correspondant.

Si donc le probléme d’écoulement posé par la présence d’'un tourbillon dans
le sillage est résolu pour le plan Z, il le sera également pour le plan z.

Soit E F'intensité du tourbillon placé en X dans le sillage. La circonférence
devient une ligne de courant si, suivant la méthode des images, un tourbillon
d’intensité égale et opposée est placé & l'intérieur de la circonférence au point
d’abscisse 1/X. | | T

Le champ des vilesses résultant est

: E 1
U—iv= 2_ni<Z——-X_Z_7 1/x>

et, sur la circonférence méme,

u i —E el 3
" =g’ (e""—X e“"—l[X)'

Soit, séparant parties réelle et imaginaire,

u, =0,

confirmant que la condition aux limites est satisfaite, et

(X’ + 1—-2X cos 0,/

La condition aux limites n'est pas modifiée par la présence d'un tourbillon
au centre de la circonférence. Si ce tourbillon a méme intensité et sens que celui
du sillage, sa circulation détruit celle que provoquait autour du profil la présence
du tourbillon-image. On obtient ainsi la partie non circulatoire de la solution,
caractérisée par la vitesse tangentielle

Uy = —

1] '
2 (X' 4+ 1—2X cos 6 l)' ' (1.48)

Celle partie ne satisfait pas a la condition de Kurra au bord de fuite § = 0,

car elle y induit une v1§esse talrlngeryltllelle _ et ] e
i 1 i e § O R B L rH“ Vititoa ‘4

 EX41 )
TANAS “u'[ “m\X—= X1 7o
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..+ La partie circulatoire de la solution comporte donc la présence:additionnelle,

au centre de la circonférence, d'un tourbillon d’ intensité S N
I‘,=E(x+l N 1)
de facon a rendre nulle la vitesse au bord de fulte. et
coepie
La partie circulatoire correspondante de la. vitesse tangentielle est
(o v Co
Py .. =
e uo—érr' - B O P (.’IOO)
_ La densité tourbillonnaire sur le profil résulte de (1.14) et (1.47): o
R ' e . [ 1 N
’ ’r=—2u($,+0)=éuo/sin6=v—2u“ 0<0<m
1 — a2 A
Par conséquent, addi(ionnant (1.48) et (1.50),
1 X1 —1 ‘
B Ve [r, E (x- T 1)] (151)
En vue d’éliminer X au profit de n, on peut partir de la relahon immédiate
X141 =2X, (1.52)

dont on déduit successivement
(X+1)P=2X(n+1), (X—1)=2X(n—1),

(1.53) X1—1=2XVrr—1 et ii : =\/:i } . (1.54).

_Transformant dans (1.51) le numérateur par (1. 93) et le denommateur par

(1.52); 1 s
"Vl—z‘ [P _E<\{zn——xl: -1 )], s s

o IR RS S B4

Yy =

tandis que (1.49) transformé par (1.54) devient

T, = E(\/’I_‘*‘l_ 1).
n—1
Enfin, pour un sillage complet, d’éléments dE = e(n, t)dn,

RIS I R AR I., . N .
) =t f(l—b (o t)dn, 1 (155)
| N—= nVl—z'

(53.:_:.1).' Y (t)f‘=.‘:,(\- /:: ;/-ﬁl)c(n,t)dﬂ ' o o (1.56)
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En substituant cclle valeur de I'; dans (1.55) on retrbuve'bien 'l'exp'réssion
(1.45). Cependant, lout comme pour y,, la subdivision explidite'de 7, en ses
parties non circulatoire et circulatoire sera d'une grande utilité.

1.11.3. Formules pour l'intensité totale. . . i
La circulation totale autour du profil est ‘
=T, +T, (1.57)

ou T, est la parlie quasi-permanente telle que donnée par (1.43), et I', est fourni
par l'intégrale de sillage (1.56).

Une autre relation importante entre la circulation totale et le sdlaoe est souli-
- gnée par von KARMAN et Sears (2).
Considérons l'expression
A=T +j € (n, ) dn.
. 1
\ :

Elle représente 'intensité tourbillonnaire totale autour du profil et du sillage.
Cette grandeur doit rester constante en vertu du théoréme de THoMsON-LAGRANGE.

De fait, si nous la dérivons par rapp01t au temps en utilisant la méthode décrite
au paragraphe 1.9, avec, dans ce cas,

f(n) =
il vient
DA dT'
ﬁ:a—*—e(],l):O,

précisément d’aprés la loi (1.23) exprimant le mécanisme de formation du sillage.
De plus, on ne restreint pas la généralité des résultats en posant A = 0, soit
que le mouvement ait débuté avec circulation totale nulle, soit que I'on considére
seulement les effets transitoires qui se superposent a3 un régime permanent déja
établi. .
Avec la nouvelle relation ainsi posée sous la forme

I, +T, +f (n, ) dn = 0, (1.58)

on trouve en partlcuher la relatlon suivante entre la circulation quam-permanente
i . B i %

et le sillage - o ' . ;- Ll

ro s~ \iEL it

(1.59)

-—
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Pour l'intensité tourbillonnaire totale on pourrait additiohnér simplement
les formules (1.44) et (1.45), la séparant ainsi comme primitivement congue en sa
partie quasi-permanente et celle due au sillage.

i—z nt1e(mt), C
Y=1+: \/ jVn—ln—z . e (1.60).
Si, au contraire, on additionne (1.41) et (1.55), il vient

P1+Pn \' — )c(n,t)dn

= +
T Yo+ n\/l zt "Vl_z' —=z

Cette relation est considérablement simplifiée par l'utilisation de (1.58);

il reste
‘ v =(m 1) dn. (1.61)

nVl—x" n—z

Y = Yo —

Celte équalion est une expression generale du point de vue de THEODORSEN (12)
qui sépare l'intensité tourbillbnnaire en sa partie non circulaioire Yo qui tient
compte du déplacement du profil el une partie qui tient compte a la fois du sillage
et de la circulation totale nécessaire pour satisfaire & la condition-de Kurra au
bord de fuite.

‘1.12. Caloul de la pression.

‘Le calcul du saut de pression se fait suivant la formule (1.16) et nécessite la
dérivation de y par rapport au temps. L'emploi de (1.61) a cet elfet conduit aux
calculs les plus simples. Ceci tient au fait que la méthode du paragraghe 1.9 est
directement applicable & l'intégrale de sillage de cette équation, tandis qu’elle
ne l'est pas, a celle del equatlon (1.60), pour laquelle

U AT SRR . e

’ f() =w. (!
Dérivant (1.61) par rapport au temps par la méthode du paragraphe 1.9,
- oy _ore 1 r 1l—m |

yt)dn. -

(n—Z)' Vot —1
: : Wi oy e :

Evaluant 'intégrale

T V—mnz dx _ [Vl —-:c’;l'" — Vl — x’, taf anegiial LY

— 1)t T 2 — . —
(") :l:) ‘Vl—:f'ﬁ'.i 1 1‘ uz Thiy K x

IR EEES I ISTTR R i

,ll VIentalors”“‘[ ‘( {11 1a\ SR .’I) e e . f-.:, ,{(vﬁa‘u;]l]r‘. IFARY]

"3 e 4, Vl—- .1(,t) TR
.‘.‘ de ‘ i dx ;c J‘ n—z)n\/nl

thong /-
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~ Au moyen de I'identité :
| "= -Viz ( >
. n—=z i+z\n—2z )’

elle peut étre mise sous la forme équivalente
KA ) 1A /T—2= e dn . +1 _¢ N
ae - [ e VI [ [ VI 5
- ot T 1+2z V"l‘—l A n—1ln—=x

I est alors immédiatement apparent que lorsqu'on additionne i cette expres-
sion celle donnée pour y par (1.60), une simplification considérable a lieu par
destruction des derniers termes et il vient pour le calcul du saut de pression la

.jgrmu]__(_: générale

l _lAp—‘r?Y?dHyl-p \/l—x ) g, | (1.62)

Var—1

Trois contributions distinctes sont apparentes :

1° Celle de la partie non circulatoire y,, due aux seuls mouvements du profil
- (sillage négligé), responsable des effets « d’inertie virtuelle »;

2° Celle de la distribution quasi-permanente y,, qui subsiste seule en cas de
mouvement permanent; '

3° Celle du sillage.
Cette derniére est rcmarquable par le fait qu’elle est touJours dxsmbuee le

long du profil selon la loi
' \/1 —Z
1+ _ b

qui goﬁverne-également I'effet d’incidence sur une plaque‘p.l'an-é' en mouvement
permanent. Seule I'intensité, définie par l'intégrale de sillage ‘

P(t) — e (n, t) : ) (1.63)

-

S

est une fonction de I'histoire du mouvement. A L

/1.13. Portance totaié.

Au moyen d’'une mtecrratlon du saut de pression le long de la corde, il vient
une expression de la portance totale séparée en ses troxs contnbutlons el by

oA ‘(\““.‘:':!"I L"" LO+£ +L!‘ ‘ t\\\ '

e
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dans laquelle

+1 +H H
L.=_2j' g 3*°dx)d —23} 1ola, 1) zde; (1.64)
' at d
- = —t
expression résullant d'une intégration par partles utlllsant le caractére non
circulatoire :

Ho
(" te@ ndz =0,

de la distribution v,;
+ .
| L1=—2_f rode = — 2T, (1); (1.65)

L,=—2P() (+'V:::dx=_2p(t). (1.66)

‘Excluant cette partie L, de la portance due aux .effe_ts d'inertie virtuelle, la

parlie circulatoire
——————— L.=L, + L,

peut, au moyen de (1.63) et de (1.59), s’exprimer entiérement sous forme d’uhe'
intégrale de sillage :

c(n, t) dn. (1.67).

L_z(ﬁ

Le moment positif cabreur par rapport au milieu de la corde résulte du calcul
de l'intégrale . Ao

+1 . . P G T
M=—J‘ Apxdz=Mo+Ml“+M’.::'

- On trouve sans dlfflcultes

ST T TR AR S 2 B TR RS T T I EEETURIERE o ‘ :
M.,=--—- ‘ o2t dz; B ()
+ X 41 _
M, =2 f v, zdz =.2j- Yo zdz; (1.69)
® ~ ot *
. l " s et L ’ '
M, =—P(l) ?EL,.I? . ’ ) (1.70)

Ce dermer resulta{t montre que la result.ap'te‘ lQe l’gffet de sillage.¢ est appllquée
aid Quér('hvﬁnt de 1 corde l0{1 « fo '?"é'r 'a'L'vant ' h en F sulte qllllel sile xaomentl est

T vl PO AT O YY PRTT YT TR e A IR ' Lo e
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calculé par rapport a ce point, il devient indépendant de I'histoire du mbuverhent

CEO S M*'?M—%L'=M:+Ml‘,’! e

_ avec ‘
T . d L R . oo
M3 =_d_tJ Yo (1 + z) dz; - (1.71)
.=
+
M# =f 71 (1 + 27) dz. (1.72)

voN KARMAN el SEArs (2) ont obienu des expressions complétement équiva-
lentes pour la portance et le moment total par des considérations ingénieuses
basées sur la quantité de mouvement et le moment de quantité de mouvement
de la distribution tourbillonnaire. S’ils évitent ainsi le calcul de la répartition
de la pression, celle-ci n’en devient pas moins indispensable pour le calcul des
moments de charniére ou des moments fléchissants quand le profil est articulé
(aileron et tab) ou élastiquement déformable. ‘

1.15. nemarqﬁes finales sur l'effet de sillage.

Si le mouvement du profil h(z,t) est donné, les grandeurs v, (z, t), vy, (z, t)’
et ', (t) doivent étre considérées comme connues par les formules (1.42), (1.43)
et (1.44). Quelques indications sur ces calculs sont données au chapitre III pour les
mouvements usuels de pompage, tangage et débattement des gouvernes utlllses
dans les calculs de flutter et de stabilité.

Il est plus important d’examiner comment se présentc le calcul effectlf de
Peffet de sillage. '
" On dispose a cet effct de I'équation (1.59), qui, moyennant le changement de

variable
s=t+1—n,

prend plus clairement la forme d’une équation intégrale du type de VoLTERRA
pour la détermination de ¢ (s) :

["ets VeE2—sas=—r.0. | (1.73)

.

De sa résolution analytique ou numérique pour une loi de variation de T', (t)
particuliére & chaque probléme dépend le calcul de l'intensité P (t) défini par
" (1.63) et qui gouverne a elle seule la partie héréditaire des pressions aérodyna-
Iniques. '

Ry ll) I\':

'ﬂ”'résolutmn anaithue compiéte sous forme fmle est connue pour le cas_,

d'unlz' Variation l‘larmﬁnic'l'\'xe '& l " Elle se 'r’timéne aux fonchons de BesseL et sera
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exposée au chapitre II.La solulion correspondant i un cas de variation quelconque
peut alors étre obtenue par la technique de I'intégrale de Fourier ou de la trans-
formée de LAPLACE.

La réponse indicielle, c’est-a-dire provoquée par une discontinuité unitaire
deT';, est un des problemes les plus anciennement examinés et résolus numérique-
ment. La réponse indicielle n'a pu étre ramenée i aucune fonction connue, les
valeurs numériques initialement obtenues par WaceNER (6) ont été précisées par
KissNer (16) au moyen d’'un développement en série et par Scawarz (8) par la
technique de l'intégrale de FouRiEr. -

Son comportement asymptotique, concordant avec celui obtenu ulterleure-
ment par Scnwarz, est dit & SEars (9).

De la réponse indicielle découle aussi la réponse & une loi de variation arbi-
traire par une intégrale de DuHAMEL.

Ces méthodes, auxquelles le chapitre V est consacré, ont toutes I'inconvénient .
d’exiger des calculs numériques laborieux par suite du caractére analylique com-
pliqué des noyaux des intégrales. Aussi a-t-on cherché des expressions analytiques
simples susceptibles d’en fournir une représentation approchée. En particulier il
existe dans la littérature un grand nombre d’expressions exponentlellee pour la
réponse indicielle.

En vue d’6ter a ces approximations un caractére empirique on peut chercher
& les développer rationnellement en altaquant directement les noyaux de (1.63)
et (1.73) par-une méthode de minimum de I'erreur quadratique. Ce point de vue
nouveau est abordé au chapitre IV. Il conduit a relier directement I', et P par deux
opérateurs différentiels & coefficients constants associés au nombre voulu de con-
ditions aux limites. La délermination du terme transitoire devient alors un pro-
bléme de caractele élémentaire.

1.16. Une équation intégraie directe entre 1"l et P.

Dans le systéme (1.63) et (1.73), I'intensité héréditaire et la circulation quasi-
permanente sont reliées par I'intermédiaire de l'intensité tourbillonnaire du
sillage.

Une extension des idées de BirnBaum permet cependant de supprlmer cet
intermédiaire.

Reprenons a cet effet 1'éq. (1.30) appliquée au bord de fuite z = 1 :

e, z)=—J‘“—a(s,t—1 + ) d.

. Bémarquons ensuite que, en vertu de (1.23) et (1.24), - oS ey

L s = e, t+l—n)——(+‘ét5(€,t,: AL S D

P N
¢
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" Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Kurra-Joukowskr et la 101 (1 62) decou-'
verte pour la pression,
_ e 1 1—=z
B(x.t)—Jl—dz+ 1+;\/1+1P(t).‘
Coaripie . — . i

’ Remplacant encore y, par son expression (1.41),

N@O—hm0+1VEQ; ;\ﬂ—¢Pm, (L)

crop e,

ol .
Bo(@, ) = Yoz, ) + | %w« {) du. (1.76)

1

Si, faisant abstraction de la condition de Kurta-Joukowski au bord de fuite,
on satisfait aux conditions aux limites du probléme par la distribution tourbillon-
naire vy,, le tourbillon lié de Birnsaum se réduit a §,. Dans ce cas la circulation
totale autour du profil reste nulle par construction

+H :
( Yo (u, t) du = 0, t quelconque, (1.77)
-

et le sillage ne peut se former. Il faut donc s’attendre a ce que la contribution du
terme {3, au second membre de (1.74) soit nulle. Ce fait peut étre contrélé formel-
lement comme suit : de (1.76), '

ﬂo(E,t—n+E)=*{o(E,t;—n+E)+ra—aty.,(u,‘t—'n%-E)du. - (1.78)

—1

Dérivant par r@pport au temps : - o ¥ X

Sh(t—n+E) = St n+5)+f—-r.(u, —n+8)du

- Par contre, dérivant (1.78) par rapport a §,

R . e . . ,
féa.,(a, n+5)—- @ =0 oGt — + 8

b F oo o .
‘Y A + “ 'a—t"Yo(ust"—’)_'!‘ E) dus
. =

I3 "L" ! H L : B R ] . H]l'iiih: Ve
et, par conséquent, : . :

A —a.(a, n+€7 v.(kt n+£)—rs.(e,t-—n+a)
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Intégrant maintenant en vue de former la contribution cherchée au second
membre de (1.74),

-Ha .
_J. a_tpo(g, —n+EdE=—vy(l,t—n+1)+B(l,t—n+1) (1.79)

- Foxe(—1,t—n—1)—Bo(—1,t —n—1);
mais, falsantE = 1 dans (1.78),
41

2
Bc(lyt‘_"l‘f’l)—‘{o(l:t—"'ﬂ'l‘l)=9—t Yo(u,t—n+l)du=0,

-1
en vertu de (1.77), tandis que pour £ = — 1 il vient _
Bo(—Lit—an—1) =y (— L t—n—1).
Ceci achéve de démontrer que le second membre de (1.79) est nul.

L’introduction des deux autres lermes de (1.75) au second membre de (1.74)
conduit & la formule

— (1) ——,““E—({/I—_—E’—E—)dﬁ-&% V= PP d (180

1

Le double changement de variables
n=t+1—s, E=0+n—1
montre mieux que le tourbillon engendré au point s du sillage ne dépend que de

la variation subie par les fonctions I', () et P (s) sur une longueur de corde pr beé-
dant le point en question :

. 1 I'i (o) — ' o
e ‘V(s a)(2+a_'_s) ‘V2jrc P()d"

La substitution de (1.80) dans (1.59) ou (1.63) condunt & une equahon inté.
grale relmnt dlrectement les fonctlons I‘ @) et P(t)

i
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CHAPITRE 1I.

MOUVEMENT HARMONIQUE.

2.1. Fréquence réduite.

Dans le plan physique les mouvements du profil sont supposés suivre une loi
harmonique caractérisée par une fréquence absolue v et une période correspon-
dante

T=1/v.

Rapportée & I'unité de temps naturelle ¢/2U, laps requis pour que la corde
~se déplace de la moitié de sa longueur, la période devient la période réduite
2U
ve
et la fréquence réduite correspondante est
k ve
2= 2U°
La dépendance du temps sera donc caractérisée en grandeurs non dimension-

nelles par les fonctions
sin kt et cos kt.

La fréquence réduite dont dépendent les: forces aérodynamiques en mouve-
ment périodique résulle aussi d'une comparaison entre la corde du profil et la
longueur d’onde du mouvement (fig. 7). Cette derniére étant égale au produit de

JJa_vitesse d’avancement par la période
‘ L = UT = Uy,

nous avons la relation
. . k

Le parameétre k marque donc clairement dans quelle mesure relative le sillage
varié quand on s'éloigne du bord de fuite. 11 est clair que les faibles valeurs de k
seront corrélatives de faibles valeurs pour le quotient différentiel dI'/ds qui
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mesure l'intensité tourbillonnaire locale du sillage. Les forces aérodynamiques
s'écarleront relativement peu dans ce cas de leur valeur quasi-permanente. Au
~.contraire, un effet de sillage de plus en plus important doit se manifester avec
I'augmentation de la fréquence réduite.

2.2, Mouvement harmonique généralisé.

Suivant en cela la méthode du repc¢re tournant, on peut avantageusement
_convenir de représenter un mouvement harmonique du profil sous la forme

h(z, t) = h(z)e™, S ‘ (2.1)
)

“on I (z) est une amplitude complexe localement variable.

S

4 —V

?lg.? \[ -]

Dans ce cas.. si l’a}nplilude est séparée dans ses parties réelle et imaginaire,
k(z) = ki (z) + ik (2);

le mouvement réel est obtenu en prenant la partie réelle de (2.1) :

h(z,t) = %, (z) cos kt — hy (z) sin kt.

Celte loi est un cas particulier de la représentation
h(z, 1) = h(z)e, S (29
w=p+ ik ‘ L ' (2.3)

Le mouvement réel qui en résulte :
h(z, t) = e*t[k, (z) cos kt — &, (z) sin kt],

ct qu’on peut appeler harmonique généralisé, sera divergent ou convergent, sui-
vant que la partie réelle p de w est posilive ou négative.

2.3. Déﬂermﬁnation de I'effet d’intensité du sillage.

Nous nous bornons momentanément & la délermination de la solution de
régime si.elle existe. Dans cette hypothese il faut que le sillage soit étendu- jusqu’a
I'infini pour faire disparaitre cetle partie transitoire de la solution qui marque le
taccord entre le repos et le début des osc111&tlons harmomques du prohl.l P



— 36 —

- Par définition de la « solution de régime », toutes les grandeurs vont varier
suivant la méme loi temporelle que le profil.

Posons en conséquence, pour la circulation totale,

=T e

Par suite de la loi (1.24) résumant le mécanisme de formation du sillage, il

vient alors
e(n, 1) =— o e e Fe (2.4)

Ky

Introduisant ceite expression dans (1.59), nous sommes amenés & examiner
la signification d'une relation entre I'amplitude connue T, et 'amplitude incon-

nue I :

ﬁ

To=oeT | \/2Eleman, (2.5)
. 17— 1
i
~L'intégrale généralisée ne converge que si la partie réelle de w est positive.
Si elle est négative, cettc inlégrale est divergente infinie. A la frontitre de ces
deux cas (0w = ik) son caractire divergent est simplement indéterminé (*).

1l faut en conclure qu'une solution de régime est inexistanle en cas de mou-
vement généralisé convergent (i < 0). Cette conclusion n’implique pas que dans
un mouvement convergent les forces aérodynamiques dues au sillage deviennent
en elles-mémes infiniment grandes, mais seculement qu'elles deviennent telles en
comparaison des forces quasi-permanentes qui décroissent comme e#'. Ceci cst
en relation avec le fait, démontré plus tard, que la partie proprement transitoire

“ne décroit asymptotiquement que comme 1/t.

L'intégrale de (2.5) peut étre décomposée en deux parties qui, en cas de con-
vergence, représentent chacune une fonction de BesseL modifiée de seconde
espece (*). Tout d’abord '

» e~
( — dn = K, (). p=>0. (2.6)

’ Vn’— 1

~ Cette intégrale converge encore & la frontiére p. = 0. Il n’en est pas de méme
pour la suivante obtenue en dérivant par rapport & I'argument o :

p>0 (2.7

ax —m
. ‘ f 4y = — Kj(0) = K, (w).
. v' vn‘-——l . .

(1) CH. DE LA VALLEE POUSSIN, Analyse infinitésimale, $. I1. chap. I,
" (%) Btant donnée 1a confusion de notations et définitions qui existe a leur sujet, il faut
préciser qu'il s'agit ‘des fonctions K, (z) introduites' par MAG DoNaLD et reprises dans

(10) et (44)i = * 5 nle orndpiaeiied seaie s ol il : o




—_ 37 —

“ 1l vient alors pour 2.5) :
. T =owe [Ko(o) + K,y (0)] T | - e>0
el pour le sillage (2.4) :

T

TR@r K@ w>0.  (28)

€ (m t)

Substituant ce derner résultal dans l’cxpression (1.63) de l'intensité d’effet
du sillage et utilisant & nouveau (2.6), il vient pour amplitude

Ko (o) | &

P ==K + K@)

p>0  (29)

En passant 4 la limite . —> 0 cl par suile de la continuité des fonclions de
BesseL, I'indétermination de (2.7) est levée pour' i = 0 et les résultats (2.8) et (2.9)
subsistent comme solutions de régime cn mouvement purement harmonique.

2.4. Nouvelle dérivation par I'équation intégrale direote.

.

La méthode suivie au paragraphe précédent pour obtenir (2.9) suit cssenticl-
lement le raisonnement de Scuwarz (5). Tout appel a la continuité des fonctions
de BEesseL peut cependant étre évilé, soit par un artifice mathématique décrit par
voN KArMAN et SEArs (2), soit en appliquant au probléme le calcul du sillage par
I'équation intégrale (1.80) déduile du tourbillon de Binnsaum. En effet, si dans
celle dernitre équation on introduit les hypothéses du mouvement harmonique

F1=I_113"", P=F8“",

evs - Tj + - )
Ce(nyt) = — wetm [ ‘ Vl dEE’ = J \/—} T ée"‘i dﬁ]r
-t

Mais, par la théorie des fonclions de BesseL, on a

il vient

1(+H e dE
Jo(+ iv) =~ V——',
.'_‘ 1;7—5

oo ,.Ai(»'._'lf.yﬁ (2.10)

gans aucune restriction sur w. Par dérivation,

: o1 ‘ ‘ :
-+iJ('.(+iw)=-—i.ll(+m)=7—‘ o e dE, (2.11)

T e Tt : T AR

et la relation précédente devient. . . ... .l Ml d o ey b il |

oy ‘(,,,)=__»e»u-mr11.(t~)+P[J.(u»)+»J‘<u»)n.. ()



— 38 —

J, et J, désignent, dans leur nolation habituelle, les fonctions de Besser de
premiére espéce d’ordres zéro et un. La substitution de (2.12) dans (1.63) conduit
a la seule intégrale (2.6), convergenle tant que p. < 0. On trouve finalement

: t RS

o J, (lo) K, (w) —-

P 2.1
b= T 1T+ oo (i0) + i3, (iw)] Ko(‘-") (213)
L'identité entre (2.9) et (2.13) a lieu si I'équalion -
Jo (i0) K (0) — i I, (i) Kq (@) = - L @14)
- ‘
est vérifiée. Sous la forme équivalente
W (o) = Ky (o) 20002 g, iy 2Bale) _ T
10 (5]

elle apparait immédialement comme une relation de Wronski entre deux solu-
lions de I'équation de BesseL modifiée d'ordre zéro :
dy ldy

+

deo! ' wdoe -y=0'

En éffet, le wronskien W (w) des deux solutions Ko () et J, (i o) satisfait &
I'équalion différentielle du premier ordre

AV}
\
. o + = 0,
dont la solution générale est
W= A/o.

La valeur de la constante A peut s’obtenir en observant que, si I'on fait ten-
dre w vers zéro,

Jo(i) =1,  oK(e) — I, 3, (iw) = 0, oKq () = 0.

Il en résulte A = 1 et la preuve de (2.14) est achevée.

2.5. La Fonction G de Turononskx.

Reprenant la partie circulatoire de la portance, qui ne fait abstraction que des
effets d’inertie virtuelle indépendants du sillage,

L. =L, + Ly =—2[T: (1) + P@)],
on peut exprimer lef[et du sﬂlage en régime harmonique par le rapport enlre
amplitude complexe L, et I amplitude complexe de sa parti¢ quasi:permanente -

‘(31('.'-)’ }s . I L,/L;,:Hlf-}- P/F“—C(-—m) AR (2.15)
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Cette fonclion de la seule [réquence réduile a éLé introduite pour la premiére
fois par THEODORSEN (12) sous le nom de « lift deficiency factor ». Elle constitue
en effet un « facteur de perte de sustentalion » par lequel il faut multiplier I'am-
plitude complexe fournie par la théorie du mouvement permanent. =

\

Une fonction analoguc
T(—iw) =2C—1

.a été introduile par Kuessnen (18) dans la liltérature allemande.

"1l découle du résultat (2.9) que la fonction de TuEODORSEN a pour valeur
' l{.l ((1))

C(— im) = m . (2.16)
11 en résulte que
C—1_ Kg(o)
c K ()

Dernant les deux membres par rapport & © ct utilisant les formules de déri-
valion pertinentes aux fonctions de BesseL K,,

Koo 2Rt e Ku(o) — = Ky (o), (217)

il vient

1dC Ko/ . N C—1y  1C—1

La fonction de Tueoponrsen satisfait donc d l'équation différentielle de

RiccATI :
dC

o014} C(C-—l) | O (218)
de -

Aux fonctions K, on peut préférer les fonctions de HaNkeL de deuxiéme espeéce

reliées aux précédentes par
ni

K. » () =—g¢ ey ; HY (— w)’;
d'ou ' ‘
. . 2 Ao o T
HP(—io) = i-Ko(o),
. . 2 : .

Hf (— i) = — K, (o), - b

et il ressort quion'aaussi o 'r..‘ mi
ST HY (— i)

Cl—to) = Hf (—iw) + iHP (—iw)™ R NIt ST s
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La premicre de ces fonctions de Hanker prend des valeurs purement imagi-
naires, la seconde des valcurs purement réelles quand  est purement réel (k=0).
La fonction de THEODORSEN pour un mouvement purement exponentiel divergent
ne prend donc que des valeurs réelles. Un certain nombre de celles-ci ont été calcu-
lées au moyen des tables de Janske-Empe et figurent & la colonne intitulée C (— iy)
de la table I.

L’allure correspondante de la fonclion est reprise graphiquement i la
figure 8.

La fonction K, (w) tend vers l'infini comme log w, la fonclion K, (w) comme
1/w. Aussi une expression dérivée de (2.13) est-elle plus pratique pour le calcul
numérique de la fonction de Tueoporsen aux faibles valeurs de w; explicitement :

1 +ioli(le) Ky(o)

Cl=to) =TT o T T, Ga) ] K (o) (219
Elle fail apparaitre directement I'existence de la limite

lim C = 1. ©— 0. (2.20)

Par ailleurs, K, ct K, ayant méme expression asymptotique o

e v i
2_0) ’
il en résulte la limite

- lim C = % . ©—> . (2.21)

De (2.19) on obtient aussi facilement un développement de C en puissances
combinées de w et log w. Les premiers termes seront contenus dans l'éxpression
PRI i
[1+iw]((e) Ki[l—oli(ie) Ki(o) —ial,(ie) Ki(o)]
=1—owlJi(to) Ki(o) + ! J, (1 0) Kq (0).

Avec les développementis connus et e
Jo(bm)=1+; S FER R TR PO
Ko (o) = —(108; +v )+ oy

il viént, en ne retenant que les tro"ils termes principaux,
' Cl—ia)~1+ mlogg + oy, (2.22)
- ou - | ‘;‘.-.\‘ A '
| (=lim(1 4G ot b
Y?”E "2 T

ferd - )7 H

log n) = 0.577 215,665, 11, )
est la conbtante d’EuLer., [, y- 4t g e 0 )2
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Cette dernitre formule permet d’examiner avec quelle rapldlte lel'fet de
sillage disparait quand » —> 0. '

On en déduit en effet que pour les faibles valeurs de w, la parlie réelle et la
parlie imaginaire de C sont respectivement

‘ F~l+uql%;ﬂ—kmﬂm§+wf“

( G~ klog _._—W';'k' + w arc tan:—: + ky.

Les pentles des courpes F(w, k) et G (p, k) tracées en fonclion d’c k & p. constant
sont :
' oF

arc tank
—_—~ — p—
ok w'

%"N 14+ v+ logvi";‘ k'._

<

Leurs valeurs limiles pour k& —> 0 sont alors

11m3—k-=0 si >0,

F

( lim c—k__—§ si p=0;
. oG ‘ m
lim Py 14 ,flog 3"

Dans le cas de la courbe figure 8, qui est aw contralre tracée en fonction de p.
pour k = 0, on a ‘

_ ’ L log .. (dF b
et
hmj—l;:——ao, u.—’O
.-l-‘-l-.__

Pour les valeurs plus élevées de w, les pcntes peuvent: étre calculées au moyen
de(2 17). . y
~ En partlculler dans le cas du mouvement harmomque pur (y. = 0) 1l vxent ),
en posantm =ik, C_,F+zGdans (2.18), TR TR e e
‘ . dF ‘Af,;z:_i!{n}i S REN

k&-——2kG+F(F—l)—G'

EERRAITEE f RO S ) (e ‘+“c).' ' ’

'
1



— 42

Les valeurs de G (k) relatives au mouvement harmonique pur sont consignées
dans la table I. Elles s’obtiennent aisément a partir de (2.18), devenue i

HO(k) i

CO = pm + P

en séparant les fonctions de HANKEL en leurs parlies réelle et imaginaire :

H (k) = Jo (k) — Y, (K);
HP (k) = 32 (k) — iY 4 (K),

pour lesquellcs plusieurs tables existent (*).

Fig8
\ La fonction de Théodorsen
pour mouvement purement
exponentiel  divergent.
§\\
\I\
o1 % N
) }
\\ ]
I \ \U"’
Ckiy N
~N
N i
- I~~~
N~ ~
6 : ;:i

2 3 4 5 6 7 B8 98 10

La figure 9 décrit les parties réelle et imaginaire F (k) et G (k) en dxaoramme
cartésien. Le diagramme polaire de la flgure 10 met au contraire en évidence le
facteur d’amplitude et I'angle de relard de phase qui sont caractensthues de
I'effet du snllage e :

'
i

(*) A noter que dans Jmmn: et ,I'E,rvip;,xie(sl fonctions dé NEUMANMWEBER‘ Y. (z) sont
dénotées N, (z).- * " R S
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_ Les courbes F (., k) el G (. k) pour p. < 0 ne peuvent étre calculées qu'a par-
tir de tables des fonctions de BesseL d’argument complexe. Utilisant les tables (13)
et (14), Luke et DencLER ont publié (15) des tables étendues de la fonction de
THEODORSEN sous la forme Sivg oo i

F(ee®) et G(ee?), ou pel = — jo = k— ip.

10¢- T T T T T T T 20

- \ / Fig9

AT Partie réelle F et imaginaire G
\ de la tonction de Théodorsen pour 18

\ ! N\{_ | mouvement harmonique pur en  ©

,r N fonction de la fréquence réduite k.

|

- , 6

R

©

N

==

N-G 14

/
- ] Ny

!

3

o
/
3

| . HwEk

; j‘iwo,\\oﬂaog%ogmolaogﬁblé
/
b

—
T — 1

01 Fig10 ——A | |
La fonction de Theodorsen sous forme % 7 w4
] (83)

\

polaire ]
CeK) =A™ 4 oo — 8]

pall‘le mouvement hiarmriqtie pur. | - A3 a2
11 | ]
1 2 3 4 S 8 7 8

0

©

Dans leur notation, le mouvement harmgnique généralisé est convergent
"pour 0 < 0.< «/,, divergent pour — n/, << 8 < 0. Leurs tables sont publiées pour
I'intervalle § : — 5° (5°) 30°. Elles concernent donc principalement le mouvement
(.onvercrent et I'extension de la fonction de-THEODORSEN 2 ce cas a été basée sur un
argument de continiité des fonctions;de Besser ala traversee de I'axe des k posi-
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lifs. En fail, la divergence a I'infini de I'intégrale (2.6) pour n. < 0 indique claire-

ment 'absence d'une solulion de régime dans le sens ou elle est normalement

définie. Nous revenons par la suile sur la significalion qu'on peut accorder aux
_ extensions proposécs sur la base d’arguments de continuité (5 5.4).

2.6. Diestribution de la pression en mouvement harmonique,

Appliguons & ce calcul la formule générale (1.62).
Apres élimination du facteur commun e*! il vient, pour 'amplitude complexe

de la solution de régime,

g =of Y..dx+y,+ \/‘—”‘P (2.22)

14z

Suivant la loi (2.2), qui gouverne le mouvement du profil, on trouve pouf
expression de « I'effet piston » du profil :

ke + hy = G_’; + mﬁ) et =wE e (2.23)

et, par conséquent, suivant (1.42), (1.41) et (1.43),

o = vl__x<£ VI=%5 ) ae; | (2.24)

Y_1=E+mfx; (2.25)

n o .

— e T E— -

r=2| \/} =+ Ew(z) dE. (2.26)
g |

Notant encore que P et T, sont liés par l'intermédiaire de la fonction de

TueEoDORSEN, sous la forme
= [C(— iw)— 1] T,

on trouve une premic¢re forme pratique de calcul :

;...‘,...,,r,,=-__2<~T.+m.f"c?;dx>—§r [V —— +C(—iw) 1—‘”]. (2.27)

La substitution de y, dans la premiére parenthése et l'évaluation de l'intégrale

“(cfr. Annexe II)
dzr

3 I § Vl__z.a._-x Vl—- A(z, §),

ETIRTE PRI

: R . -—.l- xE+V(l—E.)(1—'$.) s by b e 228
o ook oo /\(Z, E) : ' I—xE——V(l ] E') (l—- ),l iareer ( )
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conduit 4 mettre celle parenth¢se sous la forme

2 e+ iz Y

qui permet une identificalion plus aisée avec I'expression oblenue par Kuessnen
et Scuwarz (20), au moyen d’'une sommation de série de FouRier et redémontrée
par ScEHwARz (5) au moyen de 'inversion de I'équation intégrale de la nappe tour-
billonnaire. Un calcul effectif de distributions. de pressions en mouvement har-
monique pur a été présenté par PosteL et LeppERT (17). 11 concerne le mouvement
de translation du profil, sa rolation autour du foyer avant et le mouvement d’une
gouverne arhculee 475 % de la corde.
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i .v.
' N F A R SRR

CHAPITRE 1II.

ANALYSE DE QUELQUES TYPES DE REGIMES
HARMONIQUES. '

Il s’agit ici d’examiner 'application de la formule (2.23) permettant d’éva-
luer en détail la distribution de la pression sur un profil en mouvement harmo-
nique quand les degrés de liberté sont restreints a ceux usuellement considérés par
la technique.

Le prohléme plus général qui se présente ‘quand la dépendance de la variable
lemps n’est plus restreinte & une loi harmonique nécessite pour toute modification
le remplacement de la relation

P(t) = Pet = [C(— iw) — 1] T, e

“par la relation générale entre P (t) et I'y(t) dérivant de leurs liaisons (1.59) ct:
(1.63) avcc le sillage.

Le calcul effectif de cetle liaison générale fait I'objet des méthodes déve-
loppées aux chapitres IV et V.

Les résultats obtenus ici trouvent leur principale utilité dans les calculs de
« flutter » a deux dimensions et I'établissement de critéres pour la compensation
et I'équilibrage dynamique des gouvernes, afin de prévenir I'éventualité dange-
reuse de ces oscillations aulo-eniretenues.

- 3.1, Degrés de liberté principaux.

Pour un profil indéformable subsistent deux degrés de liberté qui sont par-
fois définis comme une translation verticale et une rotation autour d’un point
particulier, généralement le centre du profil ou son foyer avant.

’ En vue de conserver une grande latitude quant aux choix des coordonnées,
nous traiterons le cas général d’'un « mouvement « ». Nous eniendons par 1 une
rotation d’angle cabreur a, autour d’un axe, dont la position reste un paramctre a

- (fig. 11). Les ordonnées du profll suivent alors la loi

N h(a,t)—(a—-z) alt) @
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et I'effet piston effecln[ est distribué comme

h+h._u(—cosu,)——a+a(a+cosu) (3:2)

Le changement de variables

£ =—cosu, T = —¢co8 0

permet un calcul plus aisé des intégrales

27.(6) . r s w(— cosu,t)du, (142)

= 8in 0 co8 u — cos8 8%
%o
N =2 ‘ (1 — cos u) w (— cos u, t) du. (1.43)
|
[-
. I 1
Toomen TN
" Défintion d'un degré de liberté principal’
Dans le cas présent elles fournissent comme résultats
1
Yo = sm_o[— 2a cos 6.+ &(2a cos 0 + cos 20)]; 3.3)
N =—2ra— na(l — 2a). (3.4)
Kurssner (18) a fait observer que ce dernier résultat est aussi
. 1 , _
I =2rw (ﬁ’ 't) , (3.5)
quel que soit le paramétre a. Il en résulte une propriété remarquable du point

£ = 1/2, appelé pour cette raison « foyer arri¢re du profil ».

-1

Fig.12
Mouvement principal & circulation constante.

« Dans un mouvement quelconque du profil rigide, la circulation quasi-
permanente ne dépend que de 'effet piston effectif au niveau du foyer arriére ».
11 en découle en particuliet que, si le profil fait un angle constant avec la tangente
a 1a trajectoire décrite par le foyer arriére (fig.! 12); la circulation denteure ton:
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.

stante. Elle est en particulier nulle si I'angle en question est nul. Nous revenons
‘au probléme de la distribulion de la pression en régime harmonique en posant

a = ae"t.

“Calculant séparément les deux contrlbuuons au second membre de (2.23),

on trouve
2a co8 6 + cos 20 — 2 sin?® 0

sin 0

Ap, | = 4 cot 6 — 2w — 20!(2a + cos 6) sin 8; (3.6)

Ap, [z = 2 [2 + o(l— 2a):] [—— cot 0 + C(— iw) cot g] (3.7)

Le choix d'unc rotation comme type de degré de liberté principal n’exclut
pas applicabilité de ces formules au cas de la translation. Celle-ci, définie par

h (E, t) = h(l)y

dérive de la rolation par le passage a la limite

lime =0, - lim aa = h, a— + . (3.8)

11 suffit donc de retenir le coefficient de a dans les formules précédentes et
de remplacer a par h.

Additionnant les deux contributions et aprés une réduction, il vient, pour le
cas de la translation,

—_ = 0
Ap[h = — 40?s5in 0 — 40 C(— io) coté. (3.9)

Le premier terme, contenant les effets d'inertic virtuelle, est dans ce cas
susceptible d’une représentation physique simple. En effet, revenant aux gran-
deurs dimensionnelles, on peut voir que le méme terme serait obtenu en attach'mt
a chaque bande d§ du profil la masse de fluide contenue dans une colonne de
inéme base, limitée vers le haut et vers le bas par une circonférence ayant la corde
pour diamétre. Du point de vue du mouvement de translation rigide, tout se passe
donc comme si le profil entrainait avec lui le cylindre de fluide circonscrit.

3.2, Effet d’'un mouvement o sur un degré de liberté g.A

Un degré de liberté B consiste en un braquage vers le bas d'une gouverne. La
charnitre et le bord d’attaque en cas de compensation aérodynamique sont repé-
‘rés par les parameétres (fig. 13)

—— . b-’-—cosv, ' e = =~ CO8 &.

Le braquage B, posmf vers le bas, est défini par rapport a l’alngnement de la
parue sur laquelle la gouverne est artlculee. Con ol g et T i e
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L’ obJet du calcul est le moment aérodynamique moteur appliqué a la gou-
verne; il est compté positivement dans le méme sens que le braquage.
La notation suivante sera utilisée par I'amplitude de ce moment :

& Ad(b, €) = f“(ﬁ) (cos 8 + b) sin 0 do. (3.10)

La lettre A rappelle que le moment est celui provoqué par la distribution de
pression d'un mouvement a; il est évidemment proportionnel & 'amplitude o du
mouvement. L'indice a marque la position de I'axe du mouvement. Les argu-
ments b et e rappellent la position de la charniére et du bord d'attaque de la
gouverne,

| |
-1 OI ’ fé\_ !
Fig 13 e T\\[e

Gouverne avec compensation aérodynamiqué

Remplagant Ap par sa valeur et cffectuant les intégrations trigonométriques
de caractére élémentaire, il vient

Ai(b¢) = o(—E, + 2E,) + 20*[— E; + 2aE, + bE,— abE,]  (3.11)
+[2 + o(1 — 20)] [Eq + 20 E,] C(— iw).

Dans cette expression les fonctions E ne dépendent que du paramétre e :

. 2 .
E, =1t—e—Slne008e—-:—3Sln3:;

A
E, = m—¢ + sin ¢ + sin 2¢ = Qyy;
E,=rn—c¢ + sineccose , = @,;
1.
E\=§sm'c; ‘
— 1 sin 4¢
— -'_-A.Ei=§<"_'+ 4 >’

E, =n—c—smccou¢—23mc,

E,fn—c—slnc T =y,
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Trois seulement de ces fonclions figurent parmi les fonclions @ introduites
successivement par Ktessner (18), Dierze (19) et KuessNner-Scawarz (20). Ceci
provient du choix qu’ont fait & priori ces auteurs pour les degrés de liberté princi-
paux : & savoir une translation et une rotation autour du foyer avant.

- La translation rentre comme cas particulier de la formule (3.11) avec la défi-
nition

h-A_(be),
conduisant & isoler simplement le coefficient de a :
A_(b,e) = 20 [2E,— bE;] — 2w [E, + 26E;] C(— iw). (3.12)
En identifiafﬂ b & — cos ¢ = e, c'est-a-dire en supposant l’absence.de com-

pensation aérodynamique, nous retrouvons, comme il fallalt g’y attendre, deux
relations avec des fonctions de KUFSSI\ER :

2E; 4+ cos cE; = % ,;

‘E,— 2cos e E, = — @,.

De méme, dans le cas particulier d'une rotation autour du fqyer avant
(a =—1/2):
_05(b e) = O (— El + 2b Eg) + 2!1)’ [_ (E‘+ Es) + b(E’ + 2E‘)1 (3.'3)

+ 2(1 + o) C(Es + 2bE),
on trouve la relation '

1
Ea + 2E4 = -0,
2
et, idenlifiant encore b A — cos ¢,

El + 2005 EE’ = Qg;

1
2(E; + E;) + cos ¢ (E; + 2E,) = 5 ®,.

3.3. Effet d’un mouvement 5 sur un degré de liberté o'."

11 suffit de faire dans (3.11)

b =a, Ce=—1 “ou e=0

pour obtenir le moment aerodynamlque di au mouvement a d’axe a sur un degré
de liberté prmc1pal o’ d’axe a’.

Dans ce cas, observant que .
E.=E, =E, =E=E = E=x8  E=0
VAl —1) = m'(éa"—:‘ij‘—'fz;m‘-(é# da')};rtz-'u(,l'—zé)](l +24') C(—iw). (3.14)
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L'indépendance des elfets du sillage, déja reconnue antérieurement, pour le
thot¥-6—=—==1/2, est clairement marquée. C’est la raison pour laquelle la rota-
tion autour du foyer avant est généralement choisie comme degré de liberté

principal. On remarquera que le choix a = + 1/2 entraine également des simpli-
fications. ‘

.. Quand le mouvement « est une translation (a — oo), il suffit d'isoler le
coefficient de a : -

A_(@, — 1) =—2no'a’ — 2na (1 + 20') C — (iw). (3.15)

Quand, au contraire, le mouvement o’ est une translation (¢ —> 00) :

Aj(0,—1) =210 —2r0ta + 2n[1 4+ o (1 —2a)] C(— iw). (3.16)

~ Enfin, pour l'influence de la translation sur elle-méme :

A (0,— 1) =—2r0'— 470 C(— iw). (3.17)

3.4. Distribution de ia pression due au mouvement d’une gouverne.

L’idéalisation du mouvement d'une gouverne par la déformation du sque-
lette souléve un point délicat en cas de compensation aérodynamique par recul
de la charniére.

Si la fente qui apparait par soulévement du bord d’attaque n’est pas obturée,
on peut -idéaliser la situation par la figure 14a. Dans ce cas les travaux de

Fig. 14a

" KLEINWACHTER (21) et de SoenNGEN (22) ont montré que la distribution quasi sta-
lionnaire de la pression s’établit comme si la gouverne était. articulée au bord
d’attaque. L'extension de celte propriété au probléme instationnaire est une hypo-
thése qui a été utilisée par KuessNer et Scawarz (20). Pour le cas d’une fente
obturée, ces auteurs adoptent le modé¢le de la figure 14 b, dans lequel apparait

o

Fig 14b \

~le paramétre supplémentaire <. Pour. é'viter’que ce paramétre n'intervienne de
fagon trop compliquée et rende la construction de tables impraticable, les termes




sont pris a la limite t —> 0. Cependant, il est immédiatement apparent que pour
= = 0, la portion verticale de liaison viole les hypothéeses initiales qui permettent
la linéarisation. Les termes qui pour celte raison deviendraient infinis sont seuls
conservés avec la valeur réelle de «.

Les versions modernes de la compensation, par' exemple la compensation
interne esquissée a la figure 15a, évitent la projection de la gouverne en avant

—

Flg. 15a
Bouverne avec compensation aérodynamique interne.

de la charnitre. Une telle situation peut étre schématisée par le squelette 15b.
La distribution de pression est alors celle provoquée par une gouverne non com-
pensée articulée au méme endroit, mais la partie débordant en avant de celle-ci

Fig 15 b, ._\Zﬁ

est retenue dans I'évaluation du moment de charniére. Ce point de vue a été retenu
par Dierze (19) et, suivant D6rRr (23), a donné lieu & une bonne concordance
entre calculs et essais de maquettes en soufflerie. Il sera le seul retenu ici.
Avec les notations de la figure 13 on a pour le braquage de la gouverne : .
0 0 E<b
h( 1) = e (E, 1) = .
GO=lsp—n "GV l_stbe—n  tsb

Les intégrales (1.42) et (1.43) ne sont donc étendues qu’a I'intervalle angu-

laire ¢ < u < =. 11 vient
I, =—2ﬁd’1(?)_éq’z(‘?), ‘ (3-]8)

ou les fonctions suivanties ont été retenues avec la notation de KUESSNER :

®,(9) = = — ¢ + 8in g;
®y(9) = (v — ) (1 + 2 cos 9) + sin ¢ (2 + cos ¢).

Avec I'hypothése § = Eewl du mouvement harmonique, on trouve, par appli-
cation de (2:23), la répartition

'_A_ﬁlé =é|:/\(9, 6) + (= — ¢) cot 8 — sin ¢ cosec 0] (3.19)

i 9 sinipooscp-
+ = — se A9, 0 .
. + 0’[2(005 9 00 ) (91 )“—I-‘ a0, 28in 0, SRR

O S R L) v



A
+ (= — ¢) cot 6 (cos ¢ — co8 8) 4 (= — ¢) 8in 0 + sin ¢ cot OJ
2
+ - w? {(cos @ — co0s 6)*A (g, 8) + sin ¢ 8in 8 + (x — o) 8in 0 (2 cos p — cos 0)]
2 0 ' )
+ - [2 ®,(p) + Q,(qa)] [— cot 6 4 cot 5 C(— uo):l.
Dans celle expression la fonction

1—cos (¢ + 0)
1 — cos (p — 0)

A(e, 6) = %ln

cst I'expression trigonomélrique de la fonction introduite en (2.24). Les intégrales
de cette fonclion nécessaires a I'établissement de (3.19) sont rassemblées a
I'annexe II.

3.5. Momenis aérodynamiques dus au braquage de gouverne.
Le moment aérodynamique relatif & un mouvement principal

BB,(a,— 1) = ‘ .A_p(a <+ cos 6) sin 0 do

-

0

ct celui relatif & une charniére de gouverne
&“-——....___

——

BB, (b, ¢) = ( Ap (b’ + cos 0) sin 0 d0
s'obtiennent en remplagant Ap par sa valeur (3.19). Les intégrations peuvent se
faire par les formules rassemblées au 7° de I'annexe I.-Les expressions compli-
quées ne sont pas reproduites ici. ) R e .

,
)
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CHAPITRE 1V.

| DETERMINATION APPROCHEE
DES EFFETS DE SILLAGE PAR OPERATEURS
DIFFERENTIELS LINEAIRES
A COEFFICIENTS CONSTANTS.

4.1, Intégraies de sillage obtenues par dérivation.

La liaison fondamentale entre l'intensité héréditaire P () et la circulation
quasi-permanente I', (t) a été obtenue par I'intermédiaire de I'intensité tourbillon-
naire du sillage, au moyen des intégrales

—ro=[ V() moam (1.59)

%

e(n, )
1 7"_1

P(l) = dn. : (1.63)

Si, au lieu de P (t), nous préférons calculer la partie circulatoire de la por-
lance totale, nous avons aussi
L) =—2@+P) =2 o——ctodn (16

- Vn’— I

Plusieurs combinaisons analogues peuvent ainsi étre formées; une seule con-
duit & un noyau qui ne tend pas vers I'infini quand 7 —> 1 et permet la dérivation
suivant la méthode indiquée au paragraphe 1.9 : c’est

€

. " (n— 1\t .
A =L+ T, =~! (=) <o an (4.1)
Cette iﬁtégra]e a méme structure que celle exprimant la fonction connue
. _ . N n— l —t/g . ) )
A) =—Ty = ‘ (=) ctndm (42)

il n'y a qu'un changement d’une unité dans I'exposant, - -
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Indiquons symbholiquement par D l’opération de dérivation par rapport au
lemps et appliquons la formule (1.32) a l'intégrale (4.1), en remarquant que

f@) = 0. 11 vient
DA, = “ (n — 17 e(n, 1) dn. (4.3)

n+ 1 (n + 1)®

Le noyau devient de nouveau infini a la limite inférieure, mais il est encore
possible, en combinant (4 3), 4.2) et (4.1), de former de nouvelles mtecrales

DM

ayant la propriété f(1) =
P]us-parhcuhcremenl. nous formerons

: bt —_— 3e
M0=up+9A—A= () oo,

de méme structure que les précédentes.
On établit facilement la formule de récurrence

A"*“‘)=(2n4 D+>A—A..-,= (

4.2, Opénteﬁn dinérenti\lq osculateurs.

) Cnndn(45)

Reprenons la formule de récurrence sous la forme plus symétrique

Awir— 2A0 + Ay = DA,  (n=1,2 . ). (46)

Cgier e
'

2n — 1

Il vient, en additionnant les q premiér_es relations,

1 1 N
(Ao — Ay) + (Aesy — A,) = 4D <A, +3 A+ o+ 5= A,). @A)

De (4.5) on déduit que

‘ “n—Jy"?mo |
Apr— A, =2 : 48
! j<n+l n+1 (4.8)

D’autre part, il est évident que I'intégrale (1.59), étant nécessairement con-
vergente de par Vexistence de I';, I’ mlecrrale (4.8) est convergente, et, de plus,

Ay — A, —0 quand q— .

De fagon plus premse, si le sillage débute au temps t=20, on a, a uhe equue T
quelconque du mouvement,

H" —1 "t ‘(’h t) : ‘
A' ( " + l(‘n .Y '““‘l ;}“t 1.](”, .)
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et oette intégrale tend uniformément vers zéro dans Iintervalle 0 ( t<n=,
méme temps que

R )
P

7 — 13 . .
o dans l'intervalle . Al <7<1+4r+

quand ¢ —- oc.

~ Une approximation a I'identité (4.7) est donc -

i 1 A
A,— A, = 4D (A, +3 A+ Crpat Aq). (4.9)
Elle est d’aulant meilleure que g est plus élevé.

Eliminant (A, A,_,, ..., A,) au moyen des relations de récurrence, (4.9)
devient une relation différentielle a coefficients constants entre A, et A,, ou, ce
qui revient au méme, entre [', et L,, ou encore, si I'on veut, entre I, et P.

Comme (4.7) est une identité, on obtient le méme résultat d'une fagon plus
- simple en partant de I'équation

Apr— A = 0. (4.10)

Remarquons encore que si dans (4.9) nous substituons aux A leurs expres-
sions par des intégrales de sillage, nous sommes amenés a considérer cette équa-
tion comme résultant d’'un développement en série tronqué d'un noyau :

O o ) i () e

En effet, la série géométrique

dans la série - e RN THY

) zm;.‘:-'!!r:n‘ o

| .‘,‘ \:.1'.

" _convergente pour 7 > 0‘ T
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Prenant successivement ¢ = 1, 2, 3 et 4, les quatre premiers opérateurs oScu-
lateurs ont été calculés : h

. g=1 (1 +4D)L, + (2 + 4D)T, = 0;

g=2 (34 20D + 16DY)L, + (6 + 24D + 16D)T, = 0; . .1\ ;.. .
_ 3 { (15+ 136D + 208D + 64DY) L,
7= "4 (30 + 180D + 224D* + 64D%) T, = O;

. (105 + 1192D + 2640D* + 1600D* -+ 256 D) L;
7= + (210 + 1680D + 3008D* + 1664D* + 256 DY) T, = 0.

Ecrivant 'opérateur sous la forme
" (@ 4+ @D + ... + a,DYL, + (bo + b:D + ... + b, DT, = 0,

il est possible de montrer, au moyen des relations de récurrence, que a,/a, —> 00
et b,/b, — 00 quand g —> 00, ce qui entraine I'absence de forme asymptotique
pour ces opérateurs.

4.3. Conditions aux limites.

L’utilisation d’un opérateur osculateur d’approximation rameéne le probléme
de la connaissance de L, a la résolution d’une équation différentielle & coefficients
constants avec second membre. Les constantes arbitraires de la solution générale
doivent étre déterminées par le nombre requis de conditions aux limites.

Nous examinerons umquement le cas du mouvement débutant a I'instant

t = 0. Par conséquent,
i) =0 t< 0

i+ P+ 1 : 4.12
F,<t)=—A.,m=—( Vitemod >0 (47

Et nous ferons de plus I'hy polhese suivante, qui ne restreint en rien les apph-

-cations pratiques :
I'y(+ 0) fini.

Une telle discontinuité finie de I', & 'instant initial requiert que l'intensité
tourbillonnaire se comporte & l'origine du sillage suivant la loi

e (s) ~ — ;1- \/2 —~*1,(0).

_ Tant que e(s) ne tend pas plus rapldement vers lmflm quand s —> 0, les
infégrales. .

l+t

T R . R
| ._..,‘."«,(’ = “"' ) d” ;.(f‘ =520 | (413)

AR tl

HR R IR
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dont le noyau s'annule a la limite inférieure, tendent vers zéro avec l'intervalle
d’intégration. Par conséquent,

. A, (0)=0 - o (n=1,2,..,9) (4.14)

sont des conditions aux limites (initiales) cherchées. :
Utlllsant les relations de récurrence, on les raméne explicitement a la forme

L.(0) = — T, (0);

L (0) = — T (0) — 3 T (0);

Li (0) = —T¥' (0)— 4T (0) + 3 T4 (0); ) (4.15)
1 1

L (0) = — T§" (0) — 5 T¥ (0) + 5 T3 0) — ;T4 0).

Le nombre de ces conditions iniliales ulilisé correspond naturellement au
degré de 'opérateur.

La premiére condition est particulitrement intéressante. Elle montre que la
portance ne prend a I'instant initial que la moitié de sa valeur quasi-permanente.

Il est par ailleurs évident qu'une discontinuité de la circulation I', entraine
pour un fluide incompressible des effets d’inertie virtuelle infiniment grands.
1l n’en est pas moins vrai que la réponse indicielle de la partie circulatoire de la

portance, correspondant a la loi

I, =0; t< 0; r,=1; t>0,

joue un rdle important comme auxiliaire de calcul dans les méthodes opération-
nelles (cfr. 4.7).

4.4, Opérateurs différentiels de minimum.

1l suffit d’examiner (4.8") pour se rendre compte que I'approximation fournie
par un opérateur osculateur sera surtout bonne pour les faibles valeurs du temps.
En effet, la convergence du noyau vers zéro est d’autant plus forte que n dépasse
peu 'unité. A cet égard la série tronquée au second membre de (4.9) se comporte
d’une facon analogue a la série de TavLoR; elle constitue une approximation oscu-
latrice qui se détériore avec I'accroissement-de la varidble. Le test numérique
d’application des opérateurs osculateurs i la réponse indicielle de WAGNER con-
firme plemement ces prévisions. Il faudrait en general une valeur de q prohibi-
live pour obtenir un comportement asymptothue acceptable de I'approximation.

- En dehors de la série de TAYLOR il existe des ‘méthodes d’ approximation des
fonctions basées sur des developpements en. sené dans lesquels on s’attache a
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rendre minimum l'erreur quadratique moyenne. La moyenne pcut étre pondérée
. de diverses fagons en vue d’avantager certaines zones de 'intervalle de variation.

La série de TAYLoR peut méme entrer comme cas particulier de ce procédé quand
tout le poids est ramené i une extrémité de l'intervalle. L’extension de cette idée
aux noyaux des intégrales de sillage conduit a la notion d’opérateurs'différentiels
de minimum. C L

La série (4.9) suggére I'cssai d’une approximation de.la forme SRR

Ay— Ay = 4D [a, A, + a3 A, + ...],

dans laquelle les coefficients a, sont & déterminer.

Revenant aux intégrales de sillage,

. "\ fa+i[n+1 . 11 edn
AQ—A1—4D[01A1+02A:+---]=4J; \/:__-t—l[_Q—‘—al——da’n—}-l :l (”)+l)"

et les a, doivent étre déterminés de fagon a rendre le second membre petit quel
gue soit le sillage. ‘ : ‘

- Cherchons, dans ce bul, & rendre le noyau minimum au sens des momdres .
Larres Ceci exige -

it ' “‘n+1[n+l 3g. 11 ]"dn

2 - ax - a':” + 1 e (n + 1)‘

minimum.

n—1

1
La convergence de l'intégrale & la limite inférieure exige immédiatement
al = l.

Deés lors, la condition devient

> . RO R P = .
(." 1 [1_3 ~r 5a, 0 — ] dn  minimum,

a
J 1y fat 1o (n+1)’
et, aprés le changement de variable,
") —1
At 1 ’

I = J‘lu [1—3a,(1— u) — 5a, u{l —u)..]"du minimum. (4.16)

[}

.

Dérivant parhellement par rapport a chacune des constantes, les condltlons
de mmlmum apparaissent T e

il ‘f ai(l u)[1-3a (ri'gy =bay @ (12L) 1] du' J-'o'l (e, 2 Ay (417)

_-Hlyhll)\ui-H)IH.!)(]I;JIl o R ,,;; IEIITT N
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Si les constantes a, sont en nombre infini, la solution

1
2n—1""

. Ay =

(AN

a, =

O

as =

est immédiatement apparente. Ce choix nous rameéne donc aux opérateurs oscula-
leurs, mais il ne satisfait pas aux conditions de minimum quand on se limite &
g termes (p = 1, 2 ... ¢ — 1). Dans ce cas, la résolution des équations de condi-
lion conduit, par exemple, aux valeurs suivantes :

q= a a, as ay I r
1 { — — — 1/2 1/2
2 1 2/3 — — 1/6 1/3
3 i 0 i —_ 1/12 i/4
4 1 2/3 —1/5 2 1/20 - 1/5

Outre les valeurs des coefficients, on a porté dans les deux derniéres colonnes
les valeurs prises par l'erreur quadratique moyenne sur le noyau dans le cas ou
les conditions de minimum sont satisfaites (colonne I) et dans le cas du choix des

opérateurs osculateurs (colonne ).

==En fonction du nombre de constanies retenues on a _
— 1 )
g(¢g + 1)’

landis que I” = T Cette remarque permet de mesurer l'avantage qu'on peut
q
espérer retirer des operateurs de minimum.

Les quatre premiers opérateurs de minimum, le premier étant identique au
premier osculateur, sont les suivants :

g=1 (1,+ 4D)L. + (2 + 4D)T, = 0;

g=2 (3 4+ 28D + 32D") L. + (6 + 36D + 32D?*) T, = 0;
(3 + 48D + 128D* + 64D L, '

7=3 § 4 (6+ 72D + 144D + 64D T, = 0;

(16 + 368D + 1632D* -+ 1856D* + 512D9) L,
7=4 ] 4 2(15 + 300D + 1016D* + 992D* 4 256D T, = 0.

. Leur utilisation peut etre combmee avec les mémes conditions initiales (4 14)
ou (4 15) que celles prevues pour les opérateurs osculateurs
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- 4.8. Approximations & la fonction de Tii:opoRsEN.

Un premier test fonctionnel des opérateurs différentiels découle d'un examen
des valeurs numériques qu'ils fournissent pour la fonction de THEODORSEN.

Posant dans (4.12)
' =T,e* et L.,=1L, e
et notant que, de par sa définition (1.15),

— 1— —
C(—im)':Lc/Ll:_éLe/Fl,
il vient une approximation rationnelle a la fonction de THEODORSEN :

lb.-l-mb,-{-o)’b,—l- +°’°b
Col— o) =3 @0 + wa; + w'a, + ... + o'a,’ : (4.18)

Cest ainsi que I'approximation fournie par le premier opérateur osculateur
et de minimum est

' 142
Ci(— o) = 5 +4:.

(4.19)

En cas de mouvement harmonique pur elle conduit &

1 4 8k® 2k
Bl =rrreer OW =~

Des courbes correspondantes, tracées  la figure 16, il résulte que Papproxi-
mation est encore grossiére, quoique l'allure générale soit bien observée. La
méme conclusion peut étre tirée d’'un examen comparatif de C (—i w) et G (—ip)
(flg 8) relatifs au mouvement purement exponentiel divergent.

La deuxiéme approximation fournie par les opérateurs de moyenne marque
un progreés sensible : |

: G (—‘i...) _ 3 + 180 + 16a?

T 3 + 280 + 320!’ (4.20)

comme on peut s’en rendre compte & 'exanmien des courbes

9 + 360k* + 512k¢ G (k) = — 30k + 128kt
9 + 592k + 10247 P T T 9 1 592k + 1024k’

F,(k) =

éoalement tracées a la figure 16.. _
. Dans ce cas, la différence entre C, (—- i p.) et G (—- i p.) n excéde pas O 015 dans‘
llntervalleo<p.<013t0008 au delﬁ.u.q UNITEATDA TS cabdpees 15 ot :
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La comparaison numerlque a encore été poursmvne pour les operateUrs de
moyenne q9= detq=4. '

3 + 360 + 72m"+ 32a?
3 4 480 4 1280 + 640’

Cs (— iw) = .o (421)

15 4+ 3000 + 1016w? + 99203 4 25604
15 4 368w + 1632w® + 1856w + 512wt "

Co(— iw) = (4.22)

1
T RO/

<N~

it i : ) = Nil;
: 1 ]

5 Fig. 16

Premiére et deuxiéme approximations a la

fonction de Théodorsen

~

D

4 ]
L
3 |
o S
P -
2 'JJ::':~ <451
Vs —
/' / = - i e
7 =
. Y/ _a: = . N —
A7 2
kl 1

Un résumé de la situation est fourni par les courbes d’erreur des figures 17,

18 et 19.

L'approximation, remarquablement bonne a haute fréquence, présente au
voisinage de zéro des oscillations dont le nombre croit avec le degré de 'opérateur
en méme temps que 'amplitude décroit. Ce fait est en relation avec le point de
branchement logarithmique que posséde la fonction dé THEODORSEN & a Torigine.
Le gain relatif présenté par le passage du troisi¢éme au quatriéme opérateur est
déja faible et il semble douteux qir'il puisse étre iritéréssant’ d'utiliser'en pratique
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‘un degré supérieur au quatritme. Dans ce dernier cas, I'erreur commise sur la
partie réelle ou imaginaire de la fonction- de THEODORSEN est inférieure & 0.013
dans toute la bande des fréquences. . '

" L'utilisation des expressions (4.19) a (4.21) permet évidemment un calcul

BN

1Cﬁ\
il

1T

[ ——t—

o]

7
Y Fig17 2
Courbes derreur (Fa(K)-F(k}O
\ Opérateurs de minimum

[o)]

-3
T D—-—.~'~

/_,/T

1] P )
-1 7 r
\
2 \
A
L) kJ 1
i g 2 3 4 5 8 7 8 9 10

approché de C(— iw) pour toute valeur complexe de v dont la partie réelle p. est
plus grande que zéro. ‘

Le caractere divergent de la solution de régime pur, u plus petit que zéro,
apparait dans le falt que les racmes du dénommateur sont réelles et plus petites

' .
A

quezéro. ~ . - o0 LTl gt

'
’ R
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8
7
§ Fig 18
J,/ N Courbes. derrewr
s / N\, (6,0-6K)10°
[ Opérateurs de minmum.
1 N
AN
~
1
3
ol
\C pun=
//‘
-1 4
11
J7
/
-4
-5 kl |
° 3 5 6 8 9 1
¥ 1N
{
J
ig
[ Fig19 0
5 copts geTerbur oy
oA ~
. \\\_‘
’\\\
1 5 {
T 58 8 8 10
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4.6, Solutions opérationnelles approchées.

Prenons la transformée de LarLace de (4.11) en mulipliant par e—Pt'el inté-
grant par rapport a t de zéro a I'infini.
Si

() = Lwerd;  vtp)=| T era )

désignent les transformées de Larrace de la partie circulatoire de la portance et
de la circulation quasi-permanente, la relation (4.11) devient

(@0 + ayp + ... + a.,,p")‘l(p) + (bo + byp + ... + b.p?) ¥(p) = 0. (4.24)

11 faut pour cela montrer. que les lermes aux limites provenant des intégra-
tions par partie se détruisent en vertu des conditions initiales (4.14) ou (4.15). La
méthode la plus simple consiste a revenir aux 1elahonh de récurrence (4.6) et a en
prendre la transformée de LAPLACE :

4
Opyy (P) - 2¢n'(P) + o,y (P) = In—1 D% (P) (n = 1) 21 seey w)a

le terme aux limites‘du second membre disparaissant précisément en vertu de
(4.14). Ceci démontre qu'il suffit bien de remplacer D par p pour que (4.11)
devienne la relation (4.24) entre les transformées de LApLACE.

La solution de (4.24) est naturellement

bo + bip + ... + bep

' = R2C,(— 1 , 4.95
a + a,p + ... + aqqu(P.) - ( lp) Y(p) ( )

l(p) =—

en accord avec la solution opérationnelle exacte de Seans (9) :

f l(p)=—2C(—Lip)Y(p). ‘ -(426),_

Celte derniére se dem-onhc en obeelvant que (2.67), sous la forme obtenue .
par le changement de variable," : |

S=t+1f——.n1

e O

dveod e s

et, supposant qne le mouvement débute a lmstant t o= 0, g s
(IS ERRITRRRYY PYRR RN N

L =2 f‘ e+1- e (s) ds _ (1.67)

V(l—s)(t+2—s)

Y . e

est le prodmt de compoqmon (fallunrr) des fonchons ISR

t+1

+ 2:(0 'et Vt(t +'—2).‘
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Par conséquent, sa transformée de LapLAce est le produit des transformées
de Larprace (') :
’ t 41
l = 22| () |. Q[—————]
) = +22[c0 Ve

~ De fagon analogue pour (1.73),

v =—z2[c0] 2(\/£2).

Observant alors (*) que K, (p) cst la transformée de Laprace de la fonction

o 0<t<1
f(t)—_-i(l’—l)__; t> 1, ‘.;

il vient, en remplacani { par t + 1 (*),

e Kelp) = [Vt (t1+ 2)]

Puis, en dérivant cette transformée (*),

i :
dont il résulte que b
L(p) = 22(c) e K, (p);

7(p) = —£(¢) er (Ko + Ky),
et, par élimination de la transformée du sillage,

K, (p)

Ko + K P

lp) = —2

identique i (4.26), en vertu de (2.16).

Grice a leur forme rationnelle en p, les approximations C, & la fonction de
Tueoborsen permetient un retour plus aisé a _la fonction primitive L, (t). Dans ce
but il est indiqué de les développer en série de fractions simples.

(') CHURCHILL, Modem operauonal Malhemaucs in Engmeermq, p 37.
(®) Loc. cit., p. 301. ST l ar i_.-__m' ' B
(*) Loe. cit., p. 21. RN U .,:-’ ;

() Loe. cil., p. 29. oo \_}2/ sl
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Avec la notalion IR

_ g (p) _ ; i
Ce ( LP) h (P) m, “" 8o (Pr‘)/hc (Pr) |
ce développement est de la forme
' C ( ip) = 1 4 om,
o \{ pP) = 2 & p—p. °

Les racines p, ont été calculées pour les quatre premiers operateurﬂ de chaque
espice et livrent les développements que voici : - : T,

Opéraleurs osculateurs :

o111
Cl=t =3+, 70m°
1 0.079837 0.045163
Gl—i =5+ 2o T pyiomr
c 1 0.056131 0.065193 0.003677
o G =g+ o oaes0 T p 100878 T p T 2.40792 |
c 0.041448 0.0728% 0.010520 0.000207 ¢ i/
(=) =5+ 11569 T p + 053769 T p + 1.68612 T p & 3.97050"

Opérateurs de miniinum :

Co—ip) = ) L 3 .
MR R BT P - TPy
0.020949 0.086413 0.017636

1
C (—ip) = Q p + 0.07815 + p + 039209 ' p + 1.52976 '

Cu( ) = I 0.009356 n 0.072202 n 0.040251 0,003191
«(=ip 5 p + 0.052092 ° p + 0.264495 * p + 0.873131 = p + 2.435281°

4.7. La fonction k (!) de WAGNER.

.Le calcul de la fonction k, (t) de WAGNER constitue une application directe-
1mportante des formules opérationnelles applochees développées au paragraphe
précédent. :

Si le mouvement du profil est tel que la circulation quasi-permanente suit
la loi

T, (t) =H (1)1
ol :
H(t)=0 t<o0, . Hit)=1 t>0

désignent la fonction perturbation-unité de' HEA\"ISI'D'E‘ (par exemple application
brusque d'un angle d'incidence général au profil, & une gouverne, ou d'une vitesse
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de translation verticale d’ensemble), nous pouvons convenir d’appeler « réponse
indicielle » la loi conséquentc de variation de la partie circulatoire de la portance.

D’apres (1.65) nous oblenons pour partie quasi- permanente :
L, = — 2H (1).

Tout comme la fonclion dec Turoporsen est-le quotient de la partie circula-
loire de la portance & sa parlie quasi-permanente en régime harmonique, la fonc-
tion k, () de WacGNER est le quotient de la réponse’ mdncnelle h sa partle quasn-
permanente. Elle correspond donc & une variation' i it

~ . R ,';!:;...

() = —5 H (1)
de la circulation quasi-permanente.
La transformée de LarLacke de¢ cette derniére est N
1 1
vp) —— 52| (z)] — 5

Par (4.26) nous trouvons alors la transformée de Larrace de la fonclion de
\WAGNER : ' ' :

0 [kl (z)} = ;-)c (— ip).

Prenant pour la fonction de TinEoporsEN une des approximations livrées par
les opérateurs osculateurs ou de minimum, cette (ransformée se laisse développer
. ; 1 . .

en fractious simples :

DR

‘ .—1 PE' ' \
Qt"*“’§—p 2;,; )

—_— pr
permetlant un retour élémentaire & la fonction primitive

k() =1+ L —ert t> 0. (4.27)

r=i f

Ainsi les opérateurs différentiels fournissent-ils de fagon rationnelle des
approximations exponentielles a la fonclion de WaGNER, dont un grand nombre
ont été proposées dans la littérature sur la base d'ajustements numériques aux
valeurs calculées par WacnER et par KuEssNER et ScuwaRrz.

Les approximations fournies par les opérateurs osculateurs sont :
(ki) = 1 — 0.5 5+, |
(ki)s = 1= 0.458 e=910¢ — 0042 ¢—tome;
it (Ry)y = i 0:40585 €7t —10.09262 €T 12 0.00153 e“"”“; o st T
SRURN (5 G ey & 35827 e‘*“""—-l'd 13644 é‘*mn" o 0062441,«4,«1; AL 0.00005 e-“mf
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Celles fournies par les opéraleurs de minimum ¢
(f1)s = 1—0.4 ¢4t 0,1 g0t
(k1)s = 1 — 0.26807 ¢—0953¢ __ (),22040 ¢~0=™¢ __ 0.01153 ¢ ,m,;
(ki)e = 1—0.17961 g--omomter _ 0,27298 g0 — 0,04610 ¢ =253t — 0,00131 o241,

En accord avee la premicére condition iniliale (4.15), la porlance initiale cst
exactement la moilié de sa valeur quasi-permanecnte, celle derni¢re n’étant alleinte
qu'asymploliquement.

Le tableau Il résume la comparaison numérique avec les valcurs calculées dé
fagon trés précise par Scuwanz (cfr. § 5.1).

Le caracttre osculateur est netlement marqué par une fidélilé remarquable
aux faibles valeurs du temps el un écart systémalique par excés qui, méme pour
l'opéraleur de troisiéme approximation, devient déja sensible a partir de t = 4.

Par contre, les opéraleurs de minimum fournissent des approximations oscil-
lantes. La deuxi¢me est déja fidele jusqu'a t = 10, ol I'écart atteint 0.01. La qua-
trime ne présente pas d’écart supérieur a 0.0015 dans l'intervalle 0 < t < 20.
Au dela, Ierreur maxima d’environ 0.013 se présente aux environs de ¢ = 50.
Elle présente donc an intérét certain pour des applications numériques.

Parmi les approximations empiriques utilisables dans tout I'intervalle, signa-’
lons celle de R. T. Jones (24) :

Ky (1) ~ 1 — 0.165 ¢=00%¢ — 0,335 ¢=3,

qui se rapproche dans les deux premiers termes exponentiiels de la guatri¢me de
minimum.

4.8. Effets aéroélastiques.

Une classe de problémes ot la méthode des opérateurs différentiels d'approxi-
mation peut conduire a4 de grandes simplifications de calcul est celle de I'aéro-
élasticité. Un exemple trés simple illustre bien les caractéristiques principales de
ces problémes. 11 s’agit de I'étude des oscillations de translation d'un profil avec
‘rappel élastique, dans un courant de vitesse U. L’équation du mouvement du pro-
fil est . 1 '

. k/e\:  pbe _
. h=—,’;l<§ﬁ)h‘ff?8—‘£14";: L S RS AR
‘ ' D T W E A B
ou h est I'élongation non-dimensionnelle, A
k le module de rappel du ressort, i .}, ¢ JfitieidGh gt ape ot
m la masse lotale duprofil,' e Sy o

b l'envergure considérée. .. . . e ;; SRTUT Y TR iy
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La dérivée est prise par rapport au temps non-dimensionnel et L.désigne
comme d’habitude la porlance non-dimensionnelle.

. L'application des formules du chapitre I permet facnlemcnt d établir lés‘ rela-
lions suivantes : IR

T, = 2nk; Ly=—2<k . (428)

Substituant dans I'équation du mouvement
' L =—2xk + L,

celle-ci peut étre mise sous la forme SRR |

b+ oih = i L., ; (4.29)
PAIN

. npbc’ -
wT (2U> ) ’
»= ( + ﬂpb0>

Ce dernier paramétre représente I'influence du rapport de la masse du profil
a la masse du cylindre de fluide circonscrit; o, est la fréquence circulaire propre
de vibration, non pas in vacuo, mais dans les conditions physiques d’un essai
‘normal, c'est-a-dire sans vilesse de translation par rapport au fluide environnant.
Comme elle est exprimée au moyen de I'unité naturelle de temps, elle dépend
cependant de la vitesse de translation U qui intervient dans le probléme.

01)'

Il faut adjoindre & (4.29) les équations liant la partie circulatoire de la por-
lance & la circulation quasi-permanente (1.59) et (1.67), c’est-a-dire en définitive
A la vitesse d’élongation (4.28). La solution exacte n’est guére possible qu'en élimi-
nant le sillage par intégration numeérique pas & pas ou en évaluant pas a pas un
produit de composition entre I, et la fonction k, () de WAGNER.

L’emploi des opérateurs différentiels d’approximation conduit au conlraire
4 un probléme élémentaire. Il sulfit pour le montrer d’utiliser lé premler opera-
teur d’ approxxmatlon qui, eu égard a (4.28), fournit la relatlon

L. + 4L, + 2 (2h + 4k) = 0, (4.30)
Eliminant L, entre (4.29) et (4.30),
DE+ (@ +Nh+ @+ d0i2) b +r0ih =0 O (4.31)

Celte équation dnfferentlelle coefficients constants’ est associée ‘aux ‘condi-
lions initiales. ‘ o R I L R N

1° ) k(o) — A; :" : : ""(0) — B,,.'}Z'§~-l‘.t|'", _~x|}11_‘-yj.~ ‘i
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qu'on est libre de s'imposer-comme dans le probléeme des vibrations in vacuo :
20 L. (0) = — I, (0) [efr. (4.15)],

mlpoeee par I’ ‘utilization du premier operateur

Eu etrard a (4.28) et (4.29), cette derniére condition est plus exphcltement

x[h(O) " mﬁh(O)] +hO=0. (432)

A titre d’exemple numérique on a pris
2mh = 25 of = 1;
R(0) = 1 k(0) =0, (4.33)
dont il résulte, par la condition (4.32),

£(0) = —1.
La solution trouvée :

R (t) = 0,060 g=0:335¢ | g-0-133¢ [0.940 cos (1.022) ¢ + 0.136 sin (1.022) ¢],

cst représentée graphiquement {l la figure 20 dans l'intervalle

0<t< 10,

by

Il est intéressant de comparer I'amorlissement des oscillations a celui qui
résulterait de l'’emploi des forces aérodynamiques quasi-stationnaires. Dans
ce cas, _ '

L, = — 2T, = — 4nh

.et I'équation différentielle résultante :
AR + olh) + 2k =0,
associée aux mémes condilions initiales (4.33), a pour solution :

h = g0 [cos (0.968) t +0.260 sin (0.968) t] .

Elle figure en traits interrompus.

Quand on tient compte du sillage il y a évidlemment une réduction marquée
de 'amortissement. Elle s’accompagne d'une augmentation de la fréquence des
oscillations. L'emploi d’'un opérateur de degré plus élevé en vue de tenir un
compte plus exact de I'effet de sillage a pour effet d’ augmenter I'ordre de I'équa-
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tion différenti¢lle el le nombre correspondant de conditions initiales. La princi-
pale difficulté d’ordre pratique qui en résulte est l'extraclion des racines
(fzomplexes') d'une équation algébrique de degré plus élevé.
L'examen des racines décide évidemment de la stabilité du mouvement. Le
probléme du « flulter » consisle & déterminer les plages de vilesse U pour les-
HEREEE B K : T

-
! 1
h : £i9.20
-9 \‘ Oscillations de translation d‘un profit :
.8— avec rappel eélastique . . S
7 \\ w,=1 A:25 Conditions ntiales Ry 1 0 o
: ‘t ——-Suivant théorie quasi-stationnaire
6 — Avec effet de sillage
sl ‘ (premiére approximation)
\
.4 //
a 1
2 ‘ /
. g |
3 \ gl S -
0 \l I/ \ ’\ s
A} o
-1 4 i AL
cL 1\ /
- \
-3 \\‘ / r—1
. W | 1A
- \ o
-5 A\ // ‘Hi I [ —: A
——ee e \ 5 e i
. ]
_7 k
-8 t
=9

-10

quelles une racine au moins posséde une partie réelle posilive entrainant des
amplitudes croissantes d’oscillation.

Cette détermination peut étre menée de fagon exacte au moyen de la fonction
de Tueopomrsen, Les racines sont alors celles d’une équation transcendante. La
méthode des opérateurs différentiels raméne celle délermination par approxima-
tion a la recherche des racines d'une équalion algébrigite.
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'\ CHAPITRE V. e et

METHODES OPERATIONNELLES.

6.9. Intégrale de Founicr.

Si T, (t) posséde un spectre de Foﬁnmn
+” .
S (k) = j T (t) et de, - (5.1)

le théoréme de l'intégrale de Fourier permet de retrouver la fonction par

-

1 4 ) *
T =—- ‘ S (k) et dk. (5.2)
PERE oo ‘
Comme toute composante périodique élémentaire de T', (1),
dl', = S (k) e** dk,

est associée & unc portance circulatoire élémentaire
dL, = — 2C (k) dT'y,

i C (k) est la fonction de Tneoborsen en régime harmonique pur, la .portance
circulatoire peut étre déduite du spectre de I'; par la relation

L. (1) = _}‘ Jmsuc) C(k) e dk. 63)

—

5.2. Relations opérationnelles entre fa fonction de THEODORSEN et ia fonotion de WAGNER.

Le calcul des résidus permet d’établir que la fonction perturbation-unité de
Heavisipe peut étre représentée par l’intégrale ! :
1 ( dz (1 L >0
cllt
2ni 27 {0 Coe t< O'

jores ™ by G

“étendue A tout 1'axe réel du’ plan z, le pole stmple‘& l'orlgme etant cbntourﬁé par
en dessbus, e Sl et e H|- 01 pd] it e deah nluu[ N

H() = (5.4)
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8i nous considérons cettle représentalion comme une représentation de
Fourier dans un sens légérement étendu, nous pouvons, comparant (5.4) a (5.2),

parler du spectre
S(k) = 1/(ik)  (k partie réelle de z, fig. 21)

de la fonction de HEavisiDE.

~—Dans le probleme de WacnER, la’ circulation quasi-pérmanente suit la loi
(cfr. s 4.7) ‘

‘I‘1 (1) = -—-% H (t), de spectre —-27‘ o

Il résulte alors de (5.3) la représentation suivante de la fonction de WaGNER :

i

k) =2lTi ‘.C(Z’ e Eiz—z"" B (5.5)

—

k
Fig.21
Pour les valeurs négatives du’ temps nous avons simultanément
SRR dz 5o i o
kl (t) =0 et 2—’"':' e""; =‘q e t< O.
—— - :
Par conséquent égalemecnt,
1 dz
— — 1 |et — = t< 0.
i J [C (2) ] e . 0 | <

—_—

Sous cetle forme la contribution de la demi-circonférence tend vers zéro
quand lc rayon ¢ tend vers zéro (fig. 21).

11 subsiste un infini logarithmique a I'origine qui est un point de branche-
ment. Pour obtenir la détermination correcte de la fonction sur les portions posi-
live el négative .de I'axe réel| il ést important de souligner que l¢ passage d’une
valeur a l'autre doit se faire par un chemin tracé dans le demi-plan inférieur.
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Moyennant celte précaution on peut écrire, au sens de valeur principale de
Caucy,

1 *+o
27»‘ [C(k)—-l]e""%=0 t<0. (5.6)

" De plus, les déterminalions correcles entrainent le“elence de la propriété de

=ymetr1e
C(— k) = F(k) — it G (k).

Fabisanl usage de cclle-ci, (5.6) devient

1 (“/F(k)—1 .
—J <—_—k si

i ... kg
———— A

G )

n kt + A

cos kt)dk =0 1< 0,

et, changeant le signe de ¢, une propriété utile pour les valcurs positives du temps :
1( FOO—1 n ket dk = 1( S og ke ak t>0.  (5.7)
w, k T k .
. o .

- Traitons maintenant (5.5) pour les valeurs positives du temps en la combl--
nant de nouveau avec (5.4) : ‘ ' :

1 (*+ dk
ky (t)—l = 2;( [C (k) — 1] eikt T t>0.  (58)
Par les mémes considérations de symétrie, il vi_ént
1 ("/F—1. G |
kl(t)=l+1—r‘§-< P smkt+-’;coskt)dk. - t> 0,
0 .

Enfin, tenant compte de (6.7) :

F (k) —

k,(t)—1+ ()co ktdk =1 + = 6‘ T
“o _ , 'o

sm ktdk t> 0. (5.9)

Ces résultats sont dus 3 Garrick (25); ils expriment chacun la fonction de
WAGNER au moyen d’une intégrale réelle portant soit sur la partie réelle, soit sur
la partie imaginaire de la fonction de THEODORSEN.

Les relations inverses

G—,(:‘) == j: l:kll(t) — 1] cos kt dt; Il({‘)k—:—l‘ =£ [kx () — :l sin k¢ dt ;(5.10)

existent en vertu de. la tlieorle des transformees de. Fourier des types cosmus et
sinus. - :
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Par ailleurs, (5.6) et (5.8) monlrent lex1stcnce d’un spectre au sens propre
pour la fonction

_ pour .t < 0; ‘ -
h) = ; ky(t) —1 pour t> 0; (G.11)

d’ou |
’\{ C_(sz———l — ‘+¢ fi(t) e*t dt = ‘ f1(t) e+t dt, (5.12)

s 0

dont découlent encore immédiatement (5.10) par séparalion des parlies réelle ct
Imaginaire.

L’ulilisation de (5.9) pour le calcul numérique effectif de la fonclion de
WAGNER serait possible gréice & la technique proposée par FiLon (26). Cependant,
il existe une transformation du chemin d'intégration ulilisée par SeAms (9) et
ScuwARrz (8) qui fournit une représcnlation beaucoup plus intéressante & cet
égard. c
Tandis que (5.12) a éLé oblenue mathématiquement par inversion d’une inté-
grale de Fourier (5.5) suggérée par un raisonnement physique, inversement
(5.12) peut constituer le support physique restituant (5.8). et (5.5).

11 suffit pour cela d’observer que si- i :

I, = H(y),

nous avons, par définition de la fonction de WAGNER,
L. (t) = — 2k; (1)
et (§1.13) .
P() =—5Le—Ti= k() — H® = (),

la fonction f, (t) étant définie comme plus haut.

Si maintenant T';, nul pour les valeurs négatives du temps, suit une loi con-
linue quelconque pour ¢ > 0, tout accroissement élémentaire dI', a I'instant ¢ = s
donne lleu a un element d mtensne '

dP = f(t— s) dly;
par superposition : : |

P(1) = £(1) T4 (0) +'f f,(t__'s)%;-‘ds." S (5.13)

De fagon similaire on aurait

'L (:)'L"'zk,(t)rl(O)L—'z\ ks ( z—s)‘m SO (B,14)
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Observons, en passant, que ces intégrales de DunameL fournissent souvent
un moyen commode pour le calcul numérique de I'effet du sillage.

Appliquons (5.13) i la loi de variation :
'=0 t< 0; ‘ I, =F;e'" t>.0. 0. :1[,‘.’9%,_5‘;

Il vient ‘
Pt)=fH@0T + ikﬁ“ "fl (t—s) e.u. ds.

Changcant de variable paru = t — s,

PO) = (T + Ty e [ £, (w) e du

Quand on laisse tendre ¢ vers I'infini, f, ({) —- 0, et I'on trouve pour solution

de régime
, Vo - _— .
P() = ik, e [ fu(u) e du = Pen, (5.15)

- . .
[}
. . - .
) " s . . Y

Enfin, par délinition de la fonction de TiEODORSEN,

[C(k)—1]=P[T,,

et (5.15) est alors reconnue équivalente & (5.12).

5.3, ATrt_mcformalion du chemin d'intégration.
Partant de (5.5) et revenant au plan complexe plus familier (*),

© =1z = u + ik;

1 do
k1=§—J‘)C(_u") e"';‘ (5.16)

~ Le chemin d'intégration a tourné de 90 degrés et suit maintenant 1'axe ima-
ginaire en contournant la singularité par la: droite.

Dans la technique de la transformée de Laprace, (5.16) n’est ev1demmenl
autre que l'intégrale de Bromwich permetthnt d’inverser la relation opération-
nclle (4.27). . Coibr ) ey i
' . ‘I;. | ‘

(') ScuwARz utilise au contraire' le” plan z. A quelques autres détails prés nous
suivons son ralsonnement N O | IEURTTR . RARTIN TR N IYITYE IRV
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De fagon analogue, (5.4) devient ' v T

1 PR RS PRI AT
H(l)=2'_ﬂi'[‘:e«fu_‘_o’ o o (5.17)

« o, Tyt

inversant la relation
S[H@®]=1/p.

Combinant (5.16) et (5.17),

1 1 . . dm. '

|
une tlamformatlon destinée & modifier le comporlement asymptothue de la fonc-
tion intégrée.
Considérons maintenant les chemins d’intégration de la figure 22.

Si dans chacun des secieurs hachurés la fonction C (— iw) qui y est uniforme
est aussi dépourvue de podles, on peut écrire par le théoréme de Caucny :

.1=]'4+].s+ia; .ia=l.1+l'n+l.n.‘
I desmnant I'intégrale au eecond membre de (5.18) étendue au chemin corres-

pondant a I’ 1ndlce

Il en résulte
fv 4 jot s = Ga+ Js) + Go + 2 + J2) + Us + fo)- (5.19)

Quand on fait tendre R vers l'infini,. le premier membre tend vers la fonction:
définie par (5.18).

Au second membre j, et j, tendent alors vers zéro si ¢ >‘0. En effet, il résulte
des expressions asymptotiques de K, (v) et K, (v) (§ 2.5), valables dans le secteur

-

T3g”< arg o < +3g,

qui recouvre complcétement les secteurs de j, et de j,, que

IC(— iw)—% pour :m‘j > R.

De plus, le long de 4 et de ;9, A ‘.
' . ie*l<1 pour t>0.

1l en résulte, par exemple, pour le module des intégrales :

.ma

RIAP-
“01:]4 2—“ﬁ

- . . [ ’ t
. v 1 Spe e ;“ ||'| {

ce qui tend bxen vers zéro avec R — do. e
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. Faisons maintenant tendre ¢ vers zéro. Dans ce.cas, ~ i .~ i i
.. . 1
Ge+ir+ 1) =3,
car, suivant (2.22), on a au voisinage de l'origine

1 1 ;
C(—im)—§~§ + m]og%-{-....

< s
Voo et el

5.

Le premier termé du second membre fourhit la contribution

mf ge =

B 1 "y ” . .o l .
\:'\! V) ; 7 o "y (-w‘t:\.v] ’ — N ‘.‘)lg

indépendante de e
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Il suffit de montrer que la contribution du terme su1vant dlsparalt avec ¢.
Sur la circonférence,

o =cel; let| < e t>0

-—__._ N
log_g ’ < \/(log %) + =t
le module de la contribution est inférieur ou égal A
( e \/<]°g )
2 e— 0.

Le passage aux limites R —> oc et ¢ —> 0 transforme donc (5.19) en

el

-1 +_ '<_[c(_ im)—%:l e 40 t>0. (5.20)

L’intégrale est étendue aux deux levres de la coupure pratiquée le long de
I’axe réel négalif (fig. 23).

En vertu de la propriété de symétrie de la fonction de Tm-‘ononssn on a pour
les points qui se font fac? sur les denn branches :

e — e e en

_ R F(“.er.) =F([.L e-" -‘i);
G(pe™) =—G(ne™).

(A]

Fig23

Posant alors w = pe™ pour la branche inférieure et
. =.ke* pour la branche supérieure, ; .

(5.20) devient

iz

| Lo e Uty |
ho-1+2 [oueren® 1L fopenentt oo oo
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Le calcul de la partie imaginaire de la fonction de Treoporsex le long d’une
branche de F'axe réel négatif peut se faire au moyen des formules suivantes
déduites de la théorie des fonctions de Bessex :

Ko (0 &™) = Ko (0) — 7t I, (iw);

Ko (ﬁ) e"r‘) = Ko (0)) + Tﬂ: Jo (iﬁ.)). E (5.22)
Les formules correspondantes nécessaires pour étudier le comportement de K,

peuvent étre obtenues en dérivant les précédentes par rapport & w. Ce sont :

K, (o ™) =—K,(0) — = J,(iw); %
. . 5.23

Ky (0 ™) = — Ky (o) + = J, (io). (.23)

Quand, dans ces formules, » = p récl et positif, les seconds membres font
immédiatement ressortir la séparation en partie réelle et imaginaire, car K, (1),
K, (1) et J, (in) sont alors réels, J, (ip) purement imaginaire. De plus, le caractére’
complexe conjugué est apparent quand on passe d'une branche & I'autre.
I1 en résulte pour la fonction de THEoDORSEN le long de la branche s'upé-‘
rieure : . '

C(—ine™) = — Ky (ue™) = Ki(e) + = 3. (3) .

Ko (ne™) + Kx(ue’") K:(u)—Ko(#) + w [Ty () + 0 Jo (in)]

Séparant partle réelle et partle imaginaire :

K, (1) [K, (1) — Ko (0)]— =2 3, (i) [T (“‘)—‘J @], (594

F(pe™) = ‘ D ()
— K,
G(ne™) = — J (iv) K, (I‘)D (:)J 1(iw) () ,
ou le dénominateur . _
D (u) = [K, (1) — Ko ()]* + =*[Jo (f) — £ 2 (i) I (5.25)

Par la relation (2.14) de Wronski, la partie imagiﬁaire prend encore une

forme plus simple :
™

) = — 5.26
CeN=—pw .. | 528
ScewARz a introduit la fonction ' N ‘

. G(u ") 1 -
= = 5.27
_ Ul Ty |u‘D(u) A _.( )

de sorte que la représentation (5.21) devient * _
Tk =1 U@erds >0 (629)
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L'allure de la fonction U () et le facteur exponentiel assurent de bonnes con-
ditions de quadrature numérique. Pour les détails d’exécution du calcul nous
renvoyons au mémoire cité de Scawarz, d’oli les valeurs de comparaison utilisées -
a la table II ont ete reprises.

I reste a prouver I'exactitude de I'hypothése qui autorise I'application du
théoréeme de Cauchy.

11 suffit pour cela que K, (v) + K, (w) ne s’annule pas dans les secteurs

n ' w
g<arge <= et ——=<argm<—§-

Nous allons prouver que cette propriété est vraie pour 'entiéreté du plan w.
L’intégrale A
1 ‘(K + K,)' do
27"' o + Ki

étendue au contour c¢ de la figure 24, A I'intérieur duquel la fonction K, + K, est
uniforme et sans pdles, est égale au nombre de zéros de la foriction dans le domaine

entouré.

Par (2.17) on établit que
(ﬁ+_Kx_)_"=‘_1__l(c_£)_L.
Ko + Kl w
' Substituant ce résultat et laissant de c6té les termes dont la contribution est
nulle en vertu du théoréme de CAUCHY : B TI TV

CN=— o ((c—_ do

(2]
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- Faisant tendre R vers I'infini et ¢ vers zéro on obtient par des considérations
de comportement asymplotique et au voisinage de I'origine paralléles aux précé-
dentes, que I'intégrale sur la grande circonférence s’évanouit,. celle sur la petite

. . T 1 .
fournissant au contraire une contribution —3- Finalement le nombre de zéros

pourtout l¢ plan est donné par : ez sl it o

1 © SRNRTT R PE IS ERE AR R
N=—§+J' U () du. o

Mais, faisant { = 0 dans (6.28),

N=—j+1—h()=0,

car on sait par des considérations générales de valeurs initiales [cfr. (4.15)] que

. . 1
la valeur prise par la fonction de WAGNER est exaclement k, (0) = 5 C-QF.D.

6.4. Généralisation de ia fonction de Wacxkr. Signification physique de la fonction de THEODORSEN
pour mouvements tlarmonlqueo convergents. ’

L’équation (5.21) ou (5.28) montre clairement que la fonction de WAGNER
est constituée par un premier terme représentant la valeur asymptotique ou
« de régime permanent » ct une intégrale représentant un terme transitoire qui

“Sévammouit-quand ¢ —> oc. De ficon plus précise, SEars (9) puis Sciwarz (8) ont
montré que ce terme disparait asymptotiquement comme 1/¢ : ‘

ky(t) ~ 1_‘:"

11 est assez remarquable d’observer que le terme transitoire peut étre analysé
en une superposition de réponses exponentielles convergentes infinitésimales,
dont les représentations du § 4.7 sont une image simplifiée.

Avec l'idée de préciser la raison pour laquelle une solution de régime en

mouvement harmonique généralisé convergent est-inexistante, examinons le cas
d’un profil qui a I'instant ¢ = 0 commence subitement a décrire un mouvement

- harmonique (fig. 25) :

0 t< 0
\ = — 5,28
. I-‘l (t) Pl e.\‘ t > O. ( )
R S B R AN B ched 2 Dy e
La transformée de LAPLACE de ce mouvement est
o R ST )
TP =0 i e e

g
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.

et, par (4.26), la transformée de Laprace de la partie circulatoire de la portance
sera

.. T
l(p) =—2C(— tp)p_

—.
Pour obtenir le comportement asymptotique requis en vue de transformer le

chemin d’intégration par la méthode de Suwarz, nous considérerons plutdt la
combinaison :

' I
e + () = —2[ Cl— i — 5 | 2

®©.

e —e——

Fig.25

.

Bcvenant aux fonctions primitives par I'intégrale de Bromwicn,

R M

Lm+mmf;ﬁfw@@m—ﬁa:”"

nl ) —
Td—tw - ".\x p

olt @ > p partie réelle de 0. en
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On voit facilement au cours de la transformation du chemin d’ intéfrlation
que le résidu au péle p=uw remplace I'ancienne conmbuhon de (j, + J, + J,) et

I'+Il—_2lllc(—"w)__,d" “ ( —..)e"

ou, finalement,
— ., 2l (- _ d
Le () = — 2T C(— iw) e — 2 | G (pe) ert 2.
' LN ?+ o
. A .
- Celle équation généralisc manifestement (5.20), qui s'en déduil comme cas
parliculier en faisant w = 0; [, = — 1/2. '
Nous. proposons donc d’appeler « fonction de Wagner généralisée » la solu-

lion divisée par (— 2T,) :

ky(— iw, 1) = C(— iw) € + - ‘ G (ve™) ¢ 7t ‘i’m (5.29)

Cette fonction est valable pour une valeur complexe quelconque de w, étant
sous-entendu que seule la partie r(,clle de L, constitue la réponse physique. -

Posons
kl(—— im, t) =fl(l") k) t) + lgl("'i k’ t)’ 0w =K + Lk,

et isolons les parties réelle et imaginaire de la fonction généralisée :

/l (uy &y 1) = et I:F cos kt — G sin kt] + 11_r ‘ G (9e™) et .(01—4;;:)—12’;, )
(5.30)
g1 (w, k1) = et [F sin kt + G cos kt] — -j' G (pe™) s __kde . ‘
(¢ + &)+ & .

ou FetG désignent en abrégé les parties réelle et imaginaire de la fonction de

THEODORSEN
‘ C(—iw) = F(u, k) + iG(w, k).

AvecT, = A + iB, et don.c un mouvement réel du lype
I, (t) = e** [A cos kt — B sin kt] t> 0,
la réponse physique de la portance circulatoire sera |
' L.(t) = —2Af,(», &y t) + 2Bg, (», &, 1). ‘ (5.31)

A I'examen de (5.29) il est naturel, par éompar_éison avce (5.21), de considé-
rer le premier terme comme la « solution de régime » et le second comme la
« solution transitoire ».-Dans le cas particulier p.'= 0 (fig. 25 b), cetle interpréta-
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tion est manifestement correcle. Quand ¢ —> oo le terme transitoire s'efface
devant le premier, qui représente la solulion périodique de caraclére stable, dont
I'investigation indépendante est le sujet du chapitre II et conduit a I'introduction
de la fonction de Tueoborsen C (k) pour argument réel.

Dans le cas p. > 0 (fig. 254a) la théorie du chapitre II fournit une solulion
particulicre constituée. par le premier terme de (5.29). Quoique non stable (diver-
gente), celte solulion peut encore étre appelée solulion de régime, la partie transi-
toire s’effacant encore plus rapidement devant elle. Enfin, dans le cas u < 0
(fig. 25 c), le premier lerme s’obtient en élendant les valeurs de la fonclion C aux
valeurs complexes de » dans le demi-plan gauche, ce qui semble juslifier les
arguments de continuité avancés par certains auleurs (cfr. 112.5). Il est cependant
abusif de considérer ce terme isolément, comme s'il était encore une solution de
régime ou méme une solution particuliére. En effet, c’est maintenant le second
lerme qui, tout en décroissant avec le temps, devient finalement prépondérant.
Le premier terme décroit comme et (. < 0), le second asymptotiquement comme
{~! seulement. Ceci explique pourquoi une tentative d’isoler le premier terme
comme solution particuliére conduit a des intégrales de sillage divergentes.

Concernant encore la question discutée de savoir s'il faut étendre les valcurs
de C(— iw) par continuité dans le quart de plan gauche supérieur ou inféricur,
il ressort de (5.30) et (5.31) que le résultat final est indifférent a toute décision a
ce sujet, pourvu qu'elle soit appliquée de fagon cohérente a la loi du mouvement
et a la réponse. Car le changement de k en — k revient a changer le signe de B
dans le mouvement. Si nous changeons simultanément k en — k et B en —B la
réponse (5.31) n’est pas altérée non plus du fait que .

G, — k) =—Gm k),  F(u,—k =F(yhk).
enlrainent ’
fl(f"'a_kv t)=/l(“'$ ka t); ’ gl(“a'—‘k’ t)'——'_gl(l", ka t).

Remarquons, pour terminer, que le remplacement dans l'intégrale de
Bromwicn de la fonction de THEODORSEN par une de ses approximations ration-
nelles C, (— ip) fournit par le truchement du calcul des résidus une approximation
A la fonction de WaGNER généralisée :

ki (— i, 1) = Co(— iw) e +2:':p 'ﬁm

errt,

5.6, Mouvements de I'atmosphére.

Nous supposons qu’en plus de son mouvement propre le profil soit influencé
par une distribution de vitesses verticales le long de son axe V{(z, 0, t) dues a des
perturbatlons atmospherlques La condmon aux limites (1 8). est alors modxhee

EEETRS REFIE Heae Ml
cdmme sult !

------ ‘-"—4'.! . . v t O N TR R B R N LA BT L AT
Peviig ot it a0 v(zi'io t) +'T;—(:‘U_‘l—ho+h RS AR FICE BNTTRTAEES
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le premier lerme conservant sa nature de vilesse de perturbahon iriduite par les
lourbillons liés et libres.
La théorie reste donc applicable en prenant comme « effet piston effectif »

I'ensemble
V(z, 0, 1)

(ke + ki) — U

En fait, nous nous bornons ci-aprés i la considération du second terme, I'effet
du premier, déja traité, pouvant toujours étre additionné par le principe de super-
posilion valable par suite de la linéarisation des équations du mouvement.

. Dans les applications qui suivent, la configuration des perturbations
almosphériques sera de caractére permanent pour I'ebservateur au repos et indé-
pendant de I'altitude; dans les coordonnées du profil on aura donc

V‘ (I, Y, t) =V (.‘E.— t)-
Le profil traversera donc des colonnes de fluide en ‘translation verticale varia-
bhle d’une abscisse & 1'autre. Dans ce cas le tourbillon atmospherlque

v

* m=%2—-—¢»(.’c—l)

posséde la propriété essentielle des tourbillons libres :

D
'I)—‘:=ml+(1+u)“’=+v°’ﬂ=0)
car .
u=0; 0, =0 et o, + 0y =0,
et ce champ permanent est cinématiquement compatible. .

6.6. Trajectoire reotiligne d’'un profil & travers une rafale de oaraotére harmonique.

V =V, ent-o, ‘ | (5.32)

Insérant I'effet piston effectif dans (1. 43)
1+¢

-+
I‘,(t)=—2—e"“ Vj

L'intégrale s’exprime par les relations (2 10) et (2. ll) au moyen des fonctions
de BEsseL :

T, (t) = —:.2“ Yﬁ [J( (— m) ‘J‘ (— uo)] | R "(5.33)
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Par (2.15) on trouve 'amplilude « de régime » (u > 0) de la partie circula-
loire de la portance : .

L.= —— 2C(— iw) T, = 4rrY!C(— tw) [J.(— lo) — i d, (— im)]-i : ~ (5.34)

La courbe en trait plein de la figure 26 fournit des parties réelle et imaginaire
dc celle amphtude complexe, sous la forme

Lo (47 Vo /U)t = C (k) [Jo (k) — iJ, (/C)L

relative au cas purement harmonique : v = ik.

\
\

Fig.26
. Amglitude et phase de ia portance dans une rafale snusol-_
I | 18] | dale,en fondtion de la longueur donde relative de cette
45t = F-= derniére.
«2 II"‘ A A \‘x Repére de phase: vilesse Instantanée de \a rafale au centre
B / N du profit
£ N Partle circulatoire seulement.
y /| - ;\EO \] - = - Portance totaie,comprenant les eftets
01— 7 8 \ K ql1ner1n virtuelle, ,
e | A \ Camyor Rel
¥ 8
O o Y o2 | o3 | aa Nos | oe | o7 | ds | db | 1
1 70 N
_4\ O‘V e | N /
0 \ \\ 8 ,/ \\J \\04 - A,
’ 3 - - -
~\ ] . { I~ N 0} /1
o2 i I A /]
L e | ~a,_+01
-a 3 T8 — p2
=1 1a5TY: —
20 10 N\ @ v !
-04
— U
addbdl Y
G T d
-5 T

Tandis que plusieurs types de déformation harmonique du profil peuvent
conduire a la méme amplitude de variation de la circulatiorr quasi-permanente,
mais a des intensités différentes pour les effets d’inertie virtuelle, ces derniers ont
une seule expression caracléristique pour la rafale harmonique.

Dans le but d’éviter le calcul compliqué de y,, substituons (1.42) dans (1 64)
et résolvons d’abord l'intégrale en'x (cfr. annexe II) : Sl
: : noo xzdz . . |
(it n; ' ,\l i s (:t—E) VI_—x.'

=‘1t;

. {:):':
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d'OiI . ] o s Gt
d (H '
L.,=.—4d—t_[ VI—=e @, + ho a8, | (5.35)
-1 . . ’ : A
ou ici

L4

B Sl 5.i|l:;;y|,;f;‘-;",
L.=4\—I,J°,we"’" \/I—E'e""fda. '_-

Pour évaluer I'inlégrale, dérivons (2.11) par rapport a o,

I (iw) =l N evF dE
Vl — ’

et combinons avec (2.10) :

Jo (+ t0) — J{(i0) = j. VI —_ E' et dE = - J (i), . (5.36)

\ —
\

le dernier résultat provenant Hes formules de recurrence sausfaltes par les fone-
lions de BEsseL. :

Avec le changement de signe de o,

L, = (411: %’)'ie“‘“J, (— iw).

La portance totale en régime sinusoidal est donc
L=L,+L, = <4,= %’) et [C (k) [ Jo (k) —id, (k)] + iJl(k)], (5.37)

en accord avec le résultat donné par GArrick (27), KuessNer (16) et GREENBERG
(28), suivant des voies quelque peu différentes. Cette solution est représentée en
amplitude complexe par le trait interrompu de la figure 27. On observera que
les effets d’inertie virtuelle sont du méme ordre de grandeur que les effets de cir-
culation. Enfin il est intéressant de noter que ld portance totale est tou;ours appli-
quée exactement au foyer avant du profll . P :

Pour cela calclulons M,* par 1.71). Subshtuant 1. 42) et résolvant d abord
P mlegrale en (cfr annexe II) :

f“z(l + z) dx
Vl+x' T—

Mj =2 df (l+E)Vl—£'(h,+h.)dE=.—2—-—me"'j Fl

4— 1:(1 + E),
\ . .

+ E) T—pe ~rdz“(5, 38)

n INEIE ll ; g 1|§l§s gl
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Dérivant (5.36) par rapport i w,

EEAC IR

lw?

1 — & et dE,

-

| et, additionnant (§.36) et changeant le signe de o),

M? —23%—'6"‘[1,(— Lm)—-LJ (—m) +——(—u—l-(i):|

Fig.27
Entrée du profil dans une rafale
© & Iront raide

—
" Calculant mamtenant M * par (1.72) :

§ (1 4 22) \/1 T xz— =n(l — 2§) (cfr. Annexe II);
S(H T L F . ’
M = — 2" \/TEE (1 —2) (4 b s . 6a9)
._l . : N . . .
o Ve (M1t —2w
M =2 T dE

= Vl — &

=2 Vﬁ" e [J. (—io) +id(— ig»)_“—"2.J.‘ (— iw)] .

Et finalement, pour le moment tota]

. o \A . 1 (— iw) .
M: + M; 2nﬁ—e"|:1.(-—m)——1‘(—m)+———u ] -0,

VA - o .
£y ¢ _“-‘x‘-f B A B
!_ \‘\ s £ 2 I! - .

en vertu d'une reiation deli‘écu,‘rrehce. .
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5.7. Distribution de la pression sur un profil abordant une rafale a4 front raide.

Le cas de la rafale a front raide est important en raison de son aspect idéalisé
d’un cas pratique de calcul et du fait qu’il constitue une solution type a partir de
laquelle I'entrée dans une rafale de profil quelconque peut étre déduite par une
intégrale de DunAMEL. _

Si le bord d’attaque touche le front de la rafale a I'instant initial t = 0, le
profil de la rafale est défini par (fig. 27)

0 z>t—1
Vit—z)=VH(t—1—2) = V z<t—1.

Voici quelques détails sur le calcul de la répartition de pressions qui en

résulte : Par (1.42),

oV 1 f—‘“\/l—ﬁ’ ‘ .
Yo ;ﬁm_{ ZT—E dE O0<t<.2
Avecf = —cosu et 1—1t = cosg,

_ 2V 1 (f” sin® u du
Yo = ZUsin6) cosu—-cos®
[

Utilisant les formules de 'annexe 11 (6° et 1°), _

2V sin A cos 0
To=——g/\(9s ) — ik :
= U

sin 6
Ensuite : :
3o _ 2ede _dveil |
& 2edt  esineg’
97._2Y sin 0 _‘cos‘qa+cose) 1
ot xU(cose—cos® .. 8inbd SSinq)’.
‘ ‘ "370 _ Yo - . 2V
N ___-‘J‘ ?t-dx_fat 8in 0 d0 = — — /\(q>,e)
Par(i.43),
Vi R ' .
'P'=—2ﬁ,‘ (l——cosu)du=—2ﬁ(ep—-smcp)
et par (1.41), . ,‘ e\ RO T
. LR (R ' l+coso
.’ = —_— A 0 —_
. h .~_T'+ Slnenu‘kUL (" ) ' sine,]
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- Enfin, par (1.62), o : ':?f'-f‘q'! R
P (T ll+coso B
e ap =\ rar+nt o —— (l), ‘
. —
4v U o

Ap = U 9(t)-—- P() cot.2 .. (5.40)

ou
? () = arc cos (1 — 1) pour 0<t< 2;
== ' pour t>2,

et P (t) est I'intensité héréditaire définie par l'intégrale de sillage (1.63).

Ce résultat est trés remarquable par sa simplicité. La pression est constam-
ment répartie en profondeur suivant la loi

l—-:v

- . cot— =

qui régit le simple effet d’incidence en régime permanent.

Il en résulte, entre autres propriétés, que la portance totale est toujours appli-
quée au foyer avant.

L’achévement de la solution comporte naturellement le calcul de I'intensité
héréditaire.

Avant d’aborder ce probléme, remarquons que

V, _
L,,=4:,—Jsinq>= 4ﬁV'(2_t) 0<t<2 ( (541
0 t>2, '

formule qu'on peut obtenir, soit en appliquant (1.64), soit plus rapidement en
appliquant (5.35). Les effets d’'inertie virtuelle sur la portance sont donc limités

i la période de pénétration dans la rafale.
Pour ]a partie circulatoire de la portance,
. . ) V ‘ .
Le = L1 + L’.-‘=‘—2(P1 + P) =4ﬁ(¢—8in Q)—2P.

La valeur asymptothue de la portance sera 41:V/U punsque

y—n"bet' P—»O "quand.',-t—>oo.
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Par analogie avec la dehmtlon de la fonction k, (t) de WAGNER nous définis-
sons donc () ;
ky(t) = L, (4= V/U)-* —— 1. (5.42)

t— o
La portance totale correspondante sera

k(@) = k() + —sm ¢ — 1 (k2 =kyy, t>2). (5.43)

t— o

Il en résulte pour la pression en général :

Ap = % cot. [sin o + mk, (t)} =4 g cot g k; (l). (5.44)

La fonction F, () sera maintenant déterminée.

5.8. Calcul de la partie circulatoire de la portance dans une rafale i front raide.

Par I'analyse harmonique (5.4) de la fonction H(t) de HEeavisiDE, le profll
d une rafale a front raide a la représentation

Vit—1z) = % J euu—l—ndf, | (5.45)

el nous sommes rafmenés & une superposition de rafales sinusoidales.
Il résulte alors de (5.32) et (5.34) que

k) = o j C() [J..(z) — imz)] enun & (5.46)

Cette expression opérationnelle résulte aussi de la technique de la transforma-
tion de Laprace. De

—1+l
I‘=——-2—— \/1+§d5 0<t<?2
il résulte immédiatement. .
_— =\ — 2 —_— —_— O M 5.4
dt UV2—1t << (5.47)
0 . t> 2,

. (") N.B.—Cecin est pas la définition de KUESSNER. Les relations entre les fonctions
U, () et k, (¢) introduites par KUESSNER et les ndtres sont :

Uz(t—-l) —(ﬂn°—?)+2kﬁ(‘). - kz(t—'i)—2(b2+—sm?)-—2k!(l)
ey NTRTAE b !

“" Le k gie VON KARMAN et SEARS est ldenthue.a notre k*.. . e Con
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et pour sa transformee de LAPLACE,
( ) =—2V ( e-"\/—_dt ———2%&'.““ \/:_’t:e-"ds
—1

au moyen du changement de variable t = 1 + s.
Dés lors, par (2.10) et (2.11), '

¢ (‘%) - 2n%e-» [J.,(— ip) — iJy(— ip)];

ar’,
rp) =2 =2 2(5)

La transformée de Laprace de L, s’en déduit par (4.26). Divisant encorc par
la valeur asymptotique de L, :

0 l:k, (z)] - e—; C(— ip) [J. (— ip) — i J, (— ip)]~ (5.48)

L’intégrale de Bromwich inversant cette relation,

e“'(l-ll

do, (5.49)

ka (1) = 2% \l C(— iw) [:Jo(—— iw) — i Jy (— im)]
?

est identifiable a (5.46) par le cllanrromcnt de variable iz = o.

'La transformation du chemin d’intégration se fait suivant une voie parall(-le
A celle utilisée pour Ik, (t). Cependant, le comportement asymptotique des fonc-

tions J, et J, : :

Geel o @)=yl +o ()]

" ne fait tendre vers zéro la contribution de Joet j, que si t > 2. La formule résul-
tante

k() =1 + 1( "G (uem) [Jo(iu) —il, (i.u)] ed—: (5.50)

ne représenle donc k,(t) qu'd parlir du moment t = 2, ou le profil a pénétré
entierement dans la rafale.

La méme remarque s’applique au calcul par Scnwarz de la fonction U, (s),
dont les valeurs numériques ont été utilisées comme:-références pour les valeurs
de k, (t) ligurant a la table III. '

Les valeurs numériques afférentes a 'intervalle 0 << t < 2 ont été calculées

par Kuessner (16) au moyen d'une série de puissances fractionnaires.

Cependant, l'intégrale generahsée de (5.50) converge dans Il'intervalle
0 < t < 2. Nous allons montrer qu’uré simplification temarquable, et apparem-
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ment inutilisée de (5.49), permet d’ mlerpréter (5.50) comme représentant k,‘(t)
dans tout I'intervalle ¢t > 0.

Ceci n'est pas en contradiction avec (5.50), punsque pour t > 2 les effets
@’inertic virtuelle disparaissent ct :

k(1) = k(1) pour 1 > 2,

5.9. Calcul de la portance totale dans une rafale a front raide.

Prenons pour la fonction de TieopoRrsen la représentation (2.16) et utilisons
la relation (2.14) de WRonski, sous la forme

Jo(— iw) K, (0) = %—- i), (— iw) K, (o);

il vient alors

. . 1 . .
C(— i) [J.(-— w)—iJ,(— lw):| = oK, (@) + Kl(m)]— tJ,(—ie) (b.51)

et, par 'conséquent
2m AK.(m) TR (@) ot 2w )y LT et = (552)
P

'Montrons mainteriant que le sccond terme représcnte les effets d’inertie vir-
tuelle. Divisant (5 41) par la valeur asymptotique de la portance, ceux-ci

deviennent
1 1
—-8in ¢ = ;Vt(2—t) ‘ 0<t<2;
k13
{0 . t> 2;

ke (t) =

-1

2(7—1sin¢)=£" -"‘\/t(2—t)dt__J Vl—s’ e-» ds,

‘et, suivant‘ (5.36),
1 e~? _ ‘.
L - i = - Jl — .
(n sin cp) o (—ip)

Enfin, par une intégrale de Bromwich,

1sin ? = —1— ‘ 1J,(— iw) evt-n ‘i‘_" : (6.53) -

1 2nl ) f © .

p <

"""'*Gembida.nt,ce résull.at avec (5.52), v
i ” ..“e“‘u-n : do.. !

L (.
"*'"""""*“‘“’ 2,".(‘ Ke Km0

A U diney e e T b dnp e .1
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Le méme résultat pouvait étre obtenu en partant de 'expression (5.37) de la
portance totale en régime sinusoidal et tranformant l'intégrale de Fourier, qui
en résulte pour k,* () par (5.45), au moyen de (5.51). '

Grice au comportement asymptotique de K, et K, (cfr, § 2.5), les intégrales
Ju et j; s’évanouissent pour t > 0 quand R —> 0o. La contribution de (j, + j; + ji)
quand ¢ —> 0 est égale 4 1, car

1 . . © . . v
m:l-f-mlogé—l—my-b...,

et, enfin, appliquant (5.22) et (5.23), il vient

1~ ) . e e ] cd
k() =1+ - ‘ G (ne™) [Jo (fp) — I, (Tp) [ e =D . (5.55)
T J u i
10 >
9
IE3S | B
: 8 ]Par ie _quasi- permahentie de k,_Tt)
| 1
i 4‘Ll \s\:ﬂl‘) //
—
6 St L
A’/ .//
X7
4 4 / l
a / Fig 28,
3 & ' Les fonctions k(t), k(t), Ket oCt)
,<( ‘/k,(t) _dans lintervalle O<t<S
/ / :
21— 7
EEE AV
A ’ ¢
) /
2°'a 8 8 1 12 W BB 1B 2 3 . 4 S

Comme annoncé, le second membre est idenilque a-(5.50), mais I'équation
en étend maintenant la swmflcatlon aux valeurs 0 < ¢t << 2 du temps.

La figure 28 montre d’allleurs blen que k,* (t) est continue au point { = 2.
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6.10. Relation entre k (1) et k().

Considérant L, () comme engendré par une succession de perlurbations infi-
nitésimales dI',, il vient pour I'intégrale de DunameL (5.24), en substituant (5.47)
et divisant par la valeut asymptotique de la portance,

mm=lfhu—» s,

ou encore

k0 = [ k=

0

S o
_ ds, (5.56)

puisque k, (—s) est nul pour s > t. Cetlte formule est alors valable quel que
soit {. Elle est due & Garrick (25), qui I'a déduite des représentations opération-
nelles de k, et k,.
Cette formule peut servir au calcul numérique de k, (t) a partir de k, (t).
Prenant en particulier I'expression approchée (4.27) (qui elle ne s’annule pas
pour t < 0), il vient, en substituant dans (5.56) et notant que les intégrales pour
t > 2 s’expriment par les fonctions de BEsskL, :

Jo(—ip) — 1 Ji(—ips)

B cl’v(‘—l ,
p- k' (p.) g(p) )

=1+

valable seulement pour ¢t > 2.

La méme expression s’obtient d’ailleurs en substituant C,(— i») a8 C(— iw)
dans (5.49), notant que la fonction intégrée est devenue uniforme et évaluant les
vésidus aux poles de G, (— iw) sur I'axe réel négatif.

La méthode des opérateurs du chapltre IV ne conduit pas & une expression

.exponentielle valable pour k,* (f); notons cependant I'expression empirique de

R. T JoNEs ;
k() ~ 1— 05 e-130t — 0.5 ¢,
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ANNEXE L

INVERSION DE L'EQUATION INTEGRALE
' DE LA NAPPE TOURBILLONNAIRE.

La transformation

_ z=%(Z+l/Z)' .

fournit une représentation conforme de l’ai‘re extérieure a la coupure _'
- =40 —l<z< +1
du plan :z sur l'aire extérieure i la circonférence-unité
7 = e®,
La branche dite d’extrados correspond a

y=+0 0<b<m

la branche d'intrados a

y=—20 <0< 2,

Si f(z) est le potentiel complexe d'un écoulement irrotationnel incompres-
sible dans le plan z, la correspondance entre les vitesses dans les plans z et Z est

U— iV = df/dZ = (df | d2) (dz] dZ) = (u— iv)%(l-— 1/29);

ceci peut étre mis sous la forme

' za‘%=%(z_1/zuu—w), _' (A.1)

relation qui sur la circonférence méme devient
w Y

. ed—z = u,—wo = _il_sin Ol(u‘- iv);_ A
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soit encore :
U = — uy/sin 0, v = u,/sin 6, (A.2)

oi1 u, el u, sont les composantes radiale et tangentielle de la vitesse pour les points
de la circonférence.

L'équation intégrale (1.15), qui, cu égurd & (1.14), peul s'Gerire sous ln formo

bl 4 0) T ‘-u (% '_-_;:';) dl' (Ad)

*1
avee

u(Ey—O) =_u(€1 + O)’

constitue en fait une relation enlre parties réelle et imaginaire d'une fonclion
-analylique u-iv, de symélrie donnée, sur le segmenty = + 0; —1 <z + 1.
L'inversion cherchée sera oblenue en examinant les relations entre u, ct
- —u, , parties réelle et imaginaire d'une fonctlion analythue du plan Z, réguliére
a lmlerleur de la circonférence-unité.
Le point de départ est le théorcme de Caucny :

: e orij@y 1201 <1,
" —2Z

~ appliqué a une fonclion f(Z’) analylique réguliére a I'intérieur de la circonfé-
rence-unilé. Le chemin d'intégration est constitué par la circonférence elle-méme
parcourue dans le sens dlrect antlihorlogique.

Par une inversion
7' = 1; e =1,

il vient, pour une fonction f(Z) analylique régulitre a I'extérieur de la circonfé-
rence-unité, :
f(e) de ) .

T =2t [(Z) !Z!> 1
bt =@

Le changement de signe aprés substitution des variables est dd au maintien
du sens direct dmtecrahon alors que p parcourt la mrconference dans le sens
rétrograde quand p’ le faisait dans le sens direct.

Si le point Z est pris sur la circonférence méme, on sait que I'on n’obtient que

- le demi-résidu. Dés lors avec ’ ,

ERE

. p ="e"*; Z =e"
et -
f=9+7d,
il vient . : ' ' o
B e L R0

T ° i
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Séparant partie réelle et partie imaginaire,

1 sin (x—0) )
(®=a—§§frjﬁzf—5@wm

V(o) =b + — § s";f:(a J(2) da, (A. 4)
=E‘¢mw; Y

[}

Les valeurs prises sur la circonférence par une fonction harmonique régu-
litre & I'extérieur définissent donc & une constante pres la fonction harmonique
conjuguée.

Les formules (A.4) peuvent étre considérées comme une paire de formules
d’inversion entre ¢ et .

Si nous douons ¢ d’anlisymélrie,

a=0; ?(—90) =—9(),
il vient ‘
1 (" sin o
Mm=b+;fam;:6;¢wdm (A.5)
et 4 devient syméltrique : |
' $(—0) = ¢(9);
par conséquent,
ic77
b=;‘ ¥ (a) da (A. 6)
el A |
— 1 [  sin0 |

Cette nouvelle paire.de formules d’inversion (cas particulier de la précédente)
fournit la solution cherchée, car I'appliquant & la fonction analytique (A. 1), pour
laquelle les parties réelle et imaginaire .

¢ (8) = v8in 6; $(6) = usin 6

ont la symétrie requise, on trouve, par (A.7),

0 (0) = _1§K‘M do, (A.7)

= J co8 8 —'coBa

transformee de la relation mtégrale donnee (A.3) par le passage du plan z au
plan Z (z = cos 0 E_cosa) LR B
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Et par (A.5) et (A.6), l'inversion cherchée :

v () sinta da

. -
in = - A. B
u (6) sin 0 b+n§i cos 6 — cos a’ (4.5
avec .
=1j'"usinad¢; (A. 6")
T

[}

Revenant finalement au plan z par

Yy =—2u; sinO=+Vl—x' 8i 0<0<m;
1 r
b =—2"j Y(E)dg ='—2—n_1
|
et par suite, pour (A.5),
r 2 Vi—& () de

Y(z) =

nVl—:c’_nVI—:L" I, . z—§

La solution particuliére

2 lVI—E’U(E)dE’

Yo (2) = — ——F——
——. "OTTNRY T

pour laquelle
-+
| veds =0,

4

—1

peut étre construite d'une fagon trés différente [voNn KArMmAN et BurcEms (7),
TrEODORSEN (12)] qui met bien en évidence son caractére non circulatoire, puis-
qu’elle est obtenue a partir d’une répartition de sources et de puits sur la circonfé-
rence du plan Z. . ' -
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;- : (UNTTER TR

ANNEXE 1L

Propriétés de la fonclion
I, 1—cos(u+ 6)

| A(u'e)=§lnl—cos(u—0)=A(?’u)'
Avec
; T = — cos 6; § = — cos u,
celte fonclion devient celle définie par (2.24) :
o u—0
A (u, 6 0 dsoit { © |
(u, 6) — quand soi _&.0 o )
0—— 1!,
Aw, 8) =0 . quand @ <— 0.
d . sin 6 g
1o ‘ EEA(u’e)=cosu—coso’ '
d - . sin u
? de A (u, 9).=cose—cos u
Par conséquent, -
)
§ i = M 0
coS 6 — cos u sin u
20. o
o 1 1 .
f#; = Az, §) (cfr. 2.24);
Vl.—:c’ E—=z Vl — &
cos 6 do cos u ,
‘fcos(%—-_cosu §'< cose—cosu d0 = 6 + cot u A(u, 0);
3 ( . .
T z } )
= arc ¢o8 (— ) — ———=—= A(z, E).
| e=ovi=s =) — = @ 9

Cette dermere intégrale vaut donc T quand la limite supérieure est égale
a + 1. (cfr. 5.35). ' :
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4° Pour l'intégrale conduisant i (5.38), passant & u et § :

cos u(l—cos‘u)] o '

19 do L
cos 0 (1 — _——— = - 0
§cos ( cose)cose—cosu §[l (cos 0 + cos u) + cos8 6 — cos u
] 0

5° Pour 'l’intégrale conduisant a (5.39) : i

do

i
— — 0) (1 0) ———
J (I—2cos 0) (1 + cos )cose——cosu

S0

(1 — 2 cos u) (I + cos u))d

=J (1 + 2(cos 0 + cos u) — o8 6 — ¢Os u
) :

=n(l + 2 cos u) = = (1 — 2§).

6" Pour le calcul de y, du § 5.7 :

§? M § [ sin? 0 — (cos u + cos 0)] du,

cqs U — cos 0 cos U4 — co8 6

et, suivant 1°,
‘ = sin 0 A (9, 8) — (8in ¢ 4 ¢ cos 6).

7° Pour les calculs du chapitre III. Toutes les mtegrales faisant mtervemh
A.(u, 9) sont réductibles au type -

*T . :
I, = ‘ (cos 6 — cos u)™ A(u, 6) sin 6 d6 m=20,1,23.

Par la propriété 1° il vient

:0[(003 0 — cos u)™! A(u, 6)] = —-(m + 1) (cos?‘-— cos u)™ /‘\‘(u,‘ 0) sin 6

+ sin u (cos 8 — cos u)™,
et, par conséquent, :
. -~
(m + 1) ‘ (cos 8 — cos u)™ A (u, 0) sin0 deo
. 0, .
. a3 - L
= sin u J (cos 8 — cos u)™ do — [(cos 6 — cos u)™+! A(u, e):|'
. ‘ .
' .

= sin u r(coq 0 — cos u)™ do 4 (cos ¢ — cos u)™* A(u, ¢).
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la ramene & une intégrale élémentaire, pour laquelle on peut utiliser, aprés déve-
loppement du bindme, les formules de réduction

3 —1
c0s?0 do = ;l’ cos®*10sin0 + 4 : J.cos'-'e do. .

-~

I1 vient en particulier

I = (r — o) sin u + (cos ¢ — cos u) A(u, ¢); -

21,=—sinul:sinq>+(n——tp)cosu]+(cOSq>—cos'u)'/\(u,qz);
‘31,=sinu["~q’_;m?cos@+2cosusinq>+(u—<p)cos'u]
+ (cos ¢ — cos u)® A(u, ¢);
. | 2, 3 o
41, = —sinu gschos'q+§sm:p+§cosq<n~——’¢—smqacosv)

[P

<+ 3 cos* u sin ¢ +.(n— 9) cos? _u] + (cos ¢ — cos u)* A(u, 9).
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TaBLE I. — La fonction de THEODORSEN C(—iw) = C(k—ip)
=20
o b o i .

_ (k) — G(k)
0 1 1 0
0.025 0.9077 0.9543 0.0872
0.05 0.8647 0.9090 0.1306
0.1 - 0.8024 . 0.8319 0.1723
0.2 0.7315 0.7276 0.1886
0.3 0.6901 0.6650 0.1793
0.4 0.6625 0.6250 0.1650
0.5 0.6418 £ 0.5979 0.1507
0.6 0.6262 0.5788 0.1378
0.8 0.6039 0.5541 0.1165
1.0, 0.5885 0.5394 0.1003
2.0 0.5512 0.5129 0.0577
4.0 1 0.5280 0.5037 0.0305
10 0.5119 0.5006 0.0206
» 0.5 0.5 0

.o

TaBLE II. — La fonction k, (£) de WAGNER et les valeurs fournies
par diverses approximations exponentielles.

t Exacte ier opérateur| 2¢ opérateur 3¢ opérateur 4e opérateur
minimum oscula,t_eur minimum | osculateur | minimum

0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

0.5 | 0.5557 0.5588 | 0.5555 0,5557 0.5557 0.5557 0.55566

i 0.6006 0.6106 0.5998 0.6009 0.6007 0.6006 10.60060

2 0.6693 0.6967 0.6662 0.6716 . 0.6696 0.6695 0.66927

4 0.75.795 0.8164 0.7524 0.7711 - 0.75794 0.7610 0.75800
10 0.8751 0.9590 0.8853 0.9198 0.8730 0.8981 0.87393
20 0.93665 0.9966 ‘ 0.9672 6.9860 . 0.94375 0.97447 0.93526
© 1 1 1 1 1 1 1
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_TasrE III.
‘ Zsing ky () k()
0 0 0 0
0.2 © 0.19099 ©0.00705 *0.19804
0.4 0.25465 0.02101 0.27566
0.6 0.20173 0.04072 0.33245
0.8 0.31188 0.06629 0.37817
1.0 0.31831 0.09838 0.41669
1.2 0.31188 0.13815 0.45003
1.4 0.29173 0.18769 0.47942
T 1.6 ' 0.25465 0.25100 0.50565
1.8 0.19099 0.33832 0.52931
2.0 0 0.55081 0.55081
3.0 — — 0.6351
4.0 - — 0.6945
5.0 — — 0.7388
0.0 —_ — 0.8561
16.0 —_ — 0.9147
® — —_ 1




