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Aspects Cinématique et Energétique de la Flexion
sans Torsion.

INTRODUCTION.

Les exposés classiques de la torsion et de la flexion des piéces
prismatiques, selon Barré de Saint-Venant, se limitent le plus
souvent au probléme de la détermination des tensions. Le pro-
bléme des déformations souléve plusieurs difficultés apparentes
dans la recherche du centre de torsion, des déformations dues aux
efforts tranchants, du centre de flexion. Ce dernier en particulier
dépend du concept de flexion isolée, ou flexion sans torsion, qui a
recu au moins deux définitions consacrées par 1'usage.

On sait que pour un matériau isotrope l'existence d’un coeffi-
cient de Poisson ne permet pas ’annulation simultanée de la tor-
sion de toutes les fibres. L’état de flexion sans torsion ne peut donc
correspondre qu’a la disparition d’une torsion moyenne. Une fois
le type de moyenne choisi, ce point de vue purement cinématique
suffit & produire une définition.

C’est ainsi que les exposés de TIMOSHENKO ont contribué a
diffuser une définition basée sur I’annulation de la moyenne
au sens ordinaire. En 1935 TREFFTZ a proposé une autre défini-
tion basée sur l'annulation de l'énergie d’interférence entre
torsion pure et flexion isolée. Dans ce cas 1'énergie de déformation
d’une piéce fléchie par des efforts tranchants d’intensité donnée
passe par un minimum pour I’état de flexion isolée et le centre
de flexion correspondant est indépendant du coefficient de
Poisson. Ce n’est que lorsque ce dernier s’annule que les deux
définitions sont coincidentes.

Le mémoire reprend la théorie de TREFFTZ pour en étendre le
bénéfice aux sections multiplement connexes. Par une transforma-
tion de Green il établit qu’elle implique également une annulation
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de la torsion moyenne des fibres. Il s’agit cependant d’une
moyenne différente ; d’'une part elle doit étre pondérée par la
fonction de torsion de PRANDTL, d’autre part elle doit étre
étendue aux fibres virtuelles dans les cavités des piéces 4 con-
nexion multiple.

Cette différence peut étre importante pour les caissons a
parois minces dont la section droite ne serait pas maintenue
indéformable par un jeu serré de diaphragmes transversaux.

Ainsi, par son accord avec le point de vue cinématique, il
semble qu’il n’y ait plus d’objection valable & opposer & une
définition, dont TREFFTZz a par ailleurs souligné les avantages
considérables découlant de ses propriétés énergétiques.

Mettant a profit la nécessité de développer la théorie de Barré
de Saint-Venant, deux autres contributions ont été jointes.

D’une part les idées de KaPpus et de WEINSTEIN sur le centre
de torsion approximatif ont été transposées au probleme de la
déformation due aux efforts tranchants. D’autre part une solu-
tion est apportée a une difficulté signalée par MINDLIN et SALVA-
DORI et propre aux tensions tangentielles de flexion dans les
piéces multiplement connexes. Elle apparait quand on se propose
de ramener leur détermination qui dépend d’un probleme de
NEUMANN a un probléme de DIRICHLET pour bénéficier de
plusieurs méthodes de résolution pratiques, dont la plus connue
est I'analogie de la membrane.

I. FORMULATION GENERALE DU PROBLEME DE BARRE
DE SAINT-VENANT.

L’axe oz du repére cartésien droitier est pris paralléele aux
génératrices de la surface cylindrique extérieure.

La directrice extérieure C, est parcourue dans le sens positif
de la rotation autour de oz, l'aire qu’elle enferme sera dénotée
par £2,.

Si la poutre est creuse, les directrices C; des cavités, enfermant
chacune une aire ,, seront parcourues positivement dans le sens

-
opposé a C,. Les normales unitaires # sont orientées positivement
vers 'extérieur du domaine D occupé par le milieu résistant

(fig. 1).
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Le contour peut étre rendu simplement connexe en reliant
chaque contour intérieur au contour extérieur par une paire de
barriéres infiniment rapprochées. Le contour extérieur complet %
peut alors étre décrit dans le sens positif de rotation autour de oz
en respectant les sens précédemment définis sur C, et les C,.

ox 0y oy ox )
on os on 0s
1. Formules de Green et de Stokes.

-
Soit V un champ de vecteurs défini dans D ; le théoréme de
Gauss

({)7, ;)ds = ffdiv v axdy
D

exprime 'identité entre le flux sortant et 1'intégrale de la diver-
gence du champ. Si ce dernier est continu, les flux se détruisent
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sur chaque paire de barriéres et celles-ci peuvent étre retranchées
du contour frontiére X. Prenant comme vecteur

V = 4(x, 9) grad (x, )

il vient la premiére formule de Green
§ thats = [ [0 + b + db)arty. @
b5 D

Quand on soustrait de cette relation celle qui résulte d’'un
échange entre les roles de ¢ et ¢ il vient la deuxieme formule
de Green

§ (bho —pods = [ [ s — p*tiasay. &)
z D

Dans ces formules il est 4 noter que, en vertu des relations (1)
on peut écrire

§ bhuds = § 4ty — )

La formule de Stokes dérive de la relation

3@ v, ds) = f f curly V dxdy ()
> D

suivant laquelle la circulation du vecteur sur le contour est égale
au flux du rotationnel a travers une surface d’appui. Encore une
fois, étant parcourues en sens inverse, les barriéres peuvent étre
retranchées du contour 2.

Appliquant (4) au champs

¢ grad et i grad ¢

il vient

[[ @b — sapisiy = § sap = _ vas. @
D z z )
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2. Choix de Uorigine des axes.

Les équations

J' f wdxdy — 0 J f yidxdy = 0 6)

expriment un choix particulier pour le point de percée de oz
dans une section droite, celui du centre de gravité du domaine
D. Plus généralement, comme le montre une application de (2)
l'aire 2 et le centre de gravité (¥, ) du domaine enfermé par
une courbe C quelconque peuvent étre évalués comme suit :

2 = ffdxdy = 3€ xdy = ——-fﬁ yax

Qi = f f wdidy = 2 Sﬁ atdy = —5£ xydx o
4

c

Qy = jfydxdy = —% ff; y2dx = fﬁ xydy
c c

a condition de parcourir la courbe dans le sens positif de rotation
autour de oz.

Les moments et produit d’inertie de D autour des axes ox et
oy seront dénotés par

I, = ff yixdy = — % fﬁ y3dx
D z
I, = ffxydxdy: —-15()‘ xy*dx =-1-§ xtydy
i 2 2 (8)
D z z

1, — f J Vidndy — %fﬁ By
D

3. Hypothéses de la méthode « semi-inverse ».

Les hypotheses
o, =0 g, =0 Ty =0 )

caractérisent le probléme de Barré de Saint-Venant qui consiste
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a rechercher dans leur cadre une solution exacte des équations
de I’élasticité linéaire dans un milieu isotrope.

Si la poutre est décomposée par la pensée en fibres longitu-
dinales, il résulte des hypothéses que les actions de contact
entre fibres voisines se font uniquement par le jeu des tensions
tangentielles longitudinales.

4. Equations d'équilibre.

Avec (9) et en l'absence de forces de volume les équations
d’équilibre sont réduites a

0Tss 0ty
=0 =0 (10)

qui expriment que ces tensions ne dépendent que des variables
(x, y) et

oty, = Oo,

oy +§= ) (1

074,

0x

_|_.

De cette derniére et (10) découle déja le résultat simple

0%c,

022

= 0. (12)

5. Relations entre tensions et déformations.

Elles se réduisent ici a

ou ov
Ea——-va, Ea—y——-vaz (13)
ow
Ea7 = 0, (14)

ou ow ov ow
G (EZ‘ + 'E) = Tz G (a_z + _') = Tysz (15)

4+ Z=o. (16)
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6. Conditions de compatibilité pour le déplacement axial.

" Eliminant » par dérivations partielles entre les équations
précédentes il vient pour conditions d’intégrabilité de cette
composante du déplacement

oo, 0*u do 0%
:__ g% 9. __ g%
ox 02> oy E 022 A7)

pour lesquelles on a tenu compte du résultat (10) et

0Tys  0Tay 0 ( ov au)

— a__.@

ox o9y oz (18)

7. Distribution des tensions mormales.

Eliminant # et v entre les équations (13) et (17), il vient,
eu égard a (12)

2 2
0%a, o%a,

ox2 oy?

Procédant a la méme élimination entre (16) et (17), il vient
aussi
0%a,

0x0y -

Ces résultats associés a (12) montrent que la forme la plus
générale de la tension normale se réduit a

o, = E[(ax + by + n)z + agx + by + n). (19)

La valeur des coefficients sera maintenant reliée aux efforts
résultants sur une section droite.

Eu égard a la position de 'axe oz exprimée par (6) l'effort
normal total est

T, = ff o, dxdy = ES(nz + n,)
D

ol S est la surface totale de la section droite. Pour les moments
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fléchissants il vient

M, — J' [ o.yaxdy = EL(bz + by) + EL,(az + a,)
2

(20)
y = —-ff a,xdxdy =—-EIM(bZ "]‘ bo) - EIw(dZ + do)-
D

Introduisons maintenant une hypothése supplémentaire qui
concerne les conditions aux limites du probléme. Nous suppose-
rons que les surfaces cylindriques de directrices C, et C; qui
limitent la piéce sont libres de toute sollicitation. Soient (p,, $4,
p.) les composantes éventuelles de cette derniére. Les hypo-
théses primitives (9) entrainent déja nécessairement p, = p, =0
mais nullement $, = 0.

y y Ty
Mx+dMx
(1 \
X N J 3
Mx
x Ty
- T\My
Tx
F/:g 2

———_——rx

\'/My'dM)/

b
Fic. 2.

Avec la nouvelle hypothése p, = 0 les équations d’équilibre de
translation d’un élément compris entre deux sections droites
distantes de dz sont (fig. 2) :

M_y M T,

dz dz dz

Les deux premiéres sont une conséquence directe de (10), la
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derniére exige maintenant
n=20. - (21)

Les équations d’équilibre de rotation autour d’axes transver-
saux fournissent de plus les relations

_aM, o _dM, @

To= dz Y dz

quand on y substitue les expressions (20) il vient

T, = E(al,, + bl,,)

(23)
T, = E(al,, + bL,.).

Les parameétres a et b de la solution s’expriment donc en
fonction des efforts tranchants constants
. Ta:Im:c _ Ty%ﬂ/ _ Twa _' TmIm

— s v ik ki 24
¢ E(Iwwlw - Iazcy) ° E(Immlw - Iazw) ( )

Tandis que les parameétres a, et b, sont des fonctions analogues
les moments fléchissants M,(0) et M,(0) régnant dans la section
1 =0, et le parameétre », est lié 4 un effort normal constant

no =T, ES. (25)

8. Recherche des déplacements transversaux.
Des équations (13) et (16) il ressort que

ouw 0v on ov

ox oy oy ox

Ces équations de Cauchy-Riemann expriment que (% - 7v)
:st une fonction analytique de la variable complexe (x 4 7).
De plus (13) et (19) montrent que ce sera un polynéme du second
legré.

w30 = (Ao +iBy) + (8 -+ 39) (A + By) + (% + i7)%(Ag + iBy)

u (Ao, By), (Ag, By) et (A,, By) sont des fonctions de z seulement.
Substituant cette solution dans (13) ol la tension normale
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a été prise en accord avec (19) et (21) on trouve les valeurs de
(Ay, Ay et By) et

xz__yz
u = Ao—Bly—v[nox + (az + a,) 3 + (bz + bo)xy]

(26)

x2_y2
v =B, —I—le—v[noy + (az + ag)xy—(bz + by) 5 ]

Cette solution introduite dans les équations (17) fournit encore

d;f;:—(az—l-ao) l{;—i’:——(bz—l—%) c_i;?Bz}=Q
I1 en résulte par intégration
A, = ~%az3—% ag2® + Qz 4 u,
1 (27)

B, = —% bz3—% bez2 — Pz + v,

B,=6:+R

Dans ces expressions (P, Q, R) représentent trois déplace-
ments cinématiques de rotation autour des axes du repére ;
uo = u(0, 0, 0) et v, =19(0, 0, 0) deux translations. Ce sont
cinqg des six degrés de libertés qui apparaissent toujours lors
de l'intégration des déplacements.

Le parameétre 6 de la solution est un parametre essentiel lié¢ au
moment

M, = Jf (X7y, — YT4,)dxdy. (28)
b

Son interprétation cinématique résulte de la considération
de la rotation matérielle, dont la composante suivant oz

(%=§5;_@%=ﬁ+R+wwm~wﬁ+bw—wm

1 (av ou
donne lieu a une «torsion » des fibres

ow,

0z

= 0 4 v(bx — ay) (29)
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Le paramétre 6 représente donc la torsion constante des
fibres qui peut subsister en I’absence d’efforts tranchants
(=0, b=0) et qui provient alors d'un couple de torsion.

9. Recherche des tensions tangentielles.
Le champ des tensions tangentielles est caractérisé par un

—
vecteur = dont on sait déja que les composantes (r,,, 74,) sont
indépendantes de z (équations (10)).

Par (11) dans laquelle o, sera remplacé par sa valeur trouvée
en (19) et » pris égal a zéro en accord avec (21) il vient
di > 0 0 5
1VT=59—67-M—|-a—y7—“=——E(ax—|— ) (30)

Tandis que les équations (18) et (29) livrent

- 9 0 0
curl, 7 =——7'1,z—-a—y'rm = 2G ;uzz

3 = 2G[0 + v(bx —ay)] (31)

—

Ces deux équations déterminent entiérement le champ =
si on leur adjoint les conditions aux limites. Celles-ci exigent que

— —
a composante de T suivant la normale # aux contours C, et C;
joit nulle. S’il en était autrement il apparaitrait en vertu du
srincipe de réciprocité des actions tangentielles une sollicitation
jur la surface limite en contradiction avec une hypothése anté-

ieure.
o . g .
La condition de tangence de = aux contours s’exprime par

:xemple par
Tmzdy — Tyzdx =0 sur Co et Cz (32)

W (dx, dy) sont les composantes de I’élément de contour ds.

10. Recherche du déplacement axial.

Celle-ci achéve la solution de principe du probléme.
Tout d’abord l'intégration de 1’équation (14) permet d’écrire

w = 2 #¥ax 4 by) -+ xlays + boy + o
+ Py —Qx 4w, + g(x,9) (33)



14 ASPECTS CINEMATIQUE ET ENERGETIQUE

ol g(x, y) est une fonction encore indéterminée a laquelle on
peut réserver la dénomination de gauchissement étant donné
que les autres teimes conservent aux sections droites leur ca-
ractére plan. :

Le terme w, a le caractére de la translation cinématiqu
analogue a u, et v,.

wy, = w(0, 0, 0) si on prend g(0, 0) = 0.

Pour déterminer g(x, y), introduisons (33) dans les équations
(15), il vient compte tenu de (26) et (27)

2 .42
1-M=Ggw—G[0y —]—v(a x 5 4 + bxy)]

x2 — y2
Tyzngy—G[— Bx—]-v(axy—b 5 )]

La condition d’intégrabilité, obtenue par élimination de g
entre ces équations restitue évidemment I'équation (18) déja
obtenue et transformée en (31).

Les autres conditions (17) pour l'intégrabilité de w ont été
satisfaites par les expressions obtenues pour la tension normale
et les déplacements transversaux.

Introduisant encore (34) dans (30) il vient

p?g = — 2(ax 4+ by) dans D. (35)
Les conditions aux limites encore nécessaires pour la déter-

-
mination de g indépendamment du champ 7 peuvent étre obte-
nues par la considération de (34) et (32). Elles conduisent a
fixer sur les contours limites les valeurs de la dérivée normale g,.

Par la suite on obtiendra plutét le gauchissement en passant par
=
la solution du champ 7.

Tandis que les équations (26) et (27) fournissent pour les
déplacements transversaux (%, v) des fonctions uniformes définies
méme en dehors du domaine D (en particulier méme a l'intérieur
des cavités), les possibilités de dislocations dues a la connexion
multiple se présentent uniquement lors de l'intégration du dépla-
cement axial w.

Suivant (33) il faut et il suffit que le gauchissement g(x, y)
soit une fonction uniforme pour assurer que w le soit.
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Dés lors, pour un contour C quelconque de D, formons l'inté-
grale

ffdg = § g.4x + g,dy
C C

et, remplacant les dérivées partielles du gauchissement par
leurs valeurs tirées de (34), exprimons que le résultat doit étre
nul :

2
é-§‘rmdx + Ty dy = 9§ (xdy — ydx) + vb%%dy — xydx
c c ¢

(36)
yZ
— va§ xydy—a ax
Cc
car il est évident que

fﬁxzdx =0 3€y2dy = 0.
C

Cette condition d’uniformité peut encore étre transformée au
moyen des formules (7) et devient alors :

fﬁ (7, 45) = 2GQ[6 + v(5% — a3)] 37)
C

a condition que le contour C soit parcouru dans le sens positif
de rotation autour de oz. '

Cette condition se retrouve aussi par une application directe
de la condition d’uniformité.

§dw=§wxdx+wydy=0
] .

C

en utilisant les équations (15). Elle est alors sous la forme
- > a
§ (r, ds) =G a—zaﬁ (wdx + vdy).
C C

Les fonctions % et v étant définies dans tout le plan, on a
par une transformation de Stokes du second membre
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3€ (v, ds) = 2G f f aa“; 2 dndy = 2G J f [0 + v(bx — ay)]dxdy
c 2 Q
ce qui est manifestement équivalent a (37).
Quand tous les points de I'aire 2 appartiennent a D, le premier
membre peut aussi étre transformé par une formule de Stokes
et dans ce cas la condition

ffcurlz—; dxdy = 2ij[0 + v(bx — ay)ldxdy
2 Q

est automatiquement satisfaite par (31).

Les seuls cas & examiner sont ceux pour lesquels le contour C
entoure une cavité dont l'aire n’appartient évidemment pas
aD.

Fic. 3.

Considérons maintenant deux contours simples C et C’ entou-
rant chacun la méme cavité (fig. 3).

Avec les barriéres a8 et a8’ et parcourant C’ dans le sens
direct, C dans le sens rétrograde, nous formons un contour
unique qui borde une aire annulaire dont tous les points appar-
tiennent & D. Par conséquent la condition d’uniformité relative
A ce contour est automatiquement satisfaite. De plus, par suite



DE LA FLEXION SANS TORSION 17

-
de la continuité du champ 7,la condition examinée sous la forme
(36) montre que les contributions des barriéres, parcourues en
sens opposés, se détruisent. On aura par conséquent

§dw—§dw =0.
& ¢

Si donc la condition d’uniformité est satisfaite pour C elle
le sera aussi automatiquement pour C'.

11 suffira donc de vérifier les conditions d’uniformité une fois
pour chaque contour entourant une des cavités. Ce contour peut
d’ailleurs étre constitué du bord méme de la cavité. Par la suite
nous appliquerons les conditions sous la forme standard

§ (7 @) = 26006 + v(57— a7, (39)

C.

3

ou nous rappelons que le contour C;, doit étre parcouru dans le
sens direct.
Ces conditions doivent étre ajoutées aux équations (30) (31)

-
et (32) pour achever l'unicité du champ résultant r.

11. Séparation des solutions.

Les parametres dont dépendent les tensions sont en définitive
(a, b, 0) et (ay, by, 7).

a) Traction pure et flexion pure.

Faisant a = 0, b = 0, § = 0 toutes les équations gouvernant
—
le champ 7 deviennent homogénes et admettent la solution unique

-
r=0.

I1 en est de méme pour les équations gouvernant la fonction de
gauchissement g(x, y) qui devient identiquement nulle.

La solution de ce cas particulier est alors entiérement achevée
et se résume dans les formules suivantes :

0,=0 0,=0 7,,=0 7,,=0 7,,=0

o, = E(apx + by + m,)
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: 1 A= y?
7z =—3 4022 + Qz — Ry —v|ngx + a, 5 + boxy]

22— yz] |
2

v =——;— by2* — Pz 4+ Rx — v['noy-l-doxy— b

w = (agx + by + 1)z — Qx + Py + w,.

Les sollicitations résultantes sont constituées d'un effort nor
mal constant T, lié au paramétre #, par la formule (25) et de
deux moments fléchissants constants M,(0) et M,(0) liés aus
parameétres a, et b, par les formules

M,(0) = E(I.zbe + I..a0)
M,(0) = — E(I;,b, + I,.4).

On a donc un état de traction pure et de flexion pure. La
forme de w montre clairement que les sections droites restent
planes (hypothése de Bernoulli). Les déplacements de l'axce
élastique

#(0, 0, 2) = — % ay2® 4+ Qz + u,
1
v(0, 0, 2) = — 3 by2* — Pz 4 v,
montrent par leurs pentes

' 0 ow
PP (0, 0, 2) -——-aoz-}-Q:—E
0 ow
% v(0, 0, 2) = —bz—P = —-a—y-

que les sections droites restent perpendiculaires a 1’axe élastique.
Tandis que les courbures
0 02
a—zzu(O, O, Z) = — Gy 'gi'v(o, O, Z) = — bo
fournissent une autre interprétation des paramétres a, et b,.
La condition d’encastrement parfait w = 0 dans la section
de support z = 0 est réalisable en prenant

P=0 0=0 wy=10;
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mais il n’est pas possible en général de réaliser en plus # =0
v = 0 dans cette section a cause de la contraction transversale
des fibres induite par le coefficient de Poisson. I1 faudrait pour
cela une distribution de tensions additionnelles qui sort du cadre
de la théorie de de Saint-Venant.

b) Torsion et Flexion.

Poursuivons l’étude du probléme de de Saint-Venant en
faisant @y = 0 b, = 0 n, = 0. Ceci revient a supposer qu’il n’y
a pas d’effort normal T, et que les moments fléchissants s’annu-
lent dans la section z = 0. S’il n’en était pas ainsi il suffirait
pour rétablir la généralité de superposer la solution du sous-
paragraphe précédent. Les équations sont alors réduites 2

o, = E(ax + by)z (39)
div s = — E(ax + by) (30)
curl, 7 = 2G[0 + »(bx — ay)] (31)
(r, W) =0  sur Gy et les Cy. (32)

u=—%aza+Qz—-02y—-vz [a —¥ —|—bxy] l

2 42
v=—-—ébza—-Pz+ Oxy — vz [axy—»bx 2)’] I

1
w=c(x + )2+ Py —Qr + o+ gl y) (&)
ou l'on a pris
MO == 0 vo == 0 R = O)

ces parameétres de déplacement cinématique ne presentant pa‘
d’intérét dans la discussion. :

11 faut encore y joindre les équations (34) pour la déterminatior
du gauchissement et (38) pour les conditions d’uniformité.
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II. TORSION PURE.

Faisant 4 = 0 & = 0 on sait par les équations (23) que les

-
efforts tranchants disparaissent. Le champ = distribué sur une
section droite est alors équivalent a un couple pur de torsion.
Par ailleurs I'équation (29) montre que dans ces conditions la
torsion de chaque fibre est la méme.

Ainsi le cas particulier de la torsion pure peut-il étre défini
sans ambiguité.

Tandis que ¢, = 0 partout, il vient

div 7 = 0. (42)

Cette équation suggeére l’analogie avec le champ des vitesses
d’un fluide incompressible et I'introduction, initiée par Prandtl (1),
d’une fonction de courant O(x, y) :

To, = GOO, Ty = — GO, (43)

permettant de satisfaire automatiquement a (42).
La condition (31) devient alors I’équation de Poisson

Ops + 0,y = 20 = — 2 (44)

que la fonction doit satisfaire dans le domaine D.
Les conditions aux limites (32) exigent que

O, dx + O,dy = dO = 0 (45)

le long de chaque contour.
La fonction @ n’étant définie qu’a une constante prés il est
loisible de prendre

0=0 sur C,,

(46)
O =a, une constante le long de C,.

Ce sont les conditions d’uniformité du gauchissement qui

fixent les valeurs des constantes a;. Si nous renversons dans (38)

le sens de description du contour C; de fagon a le parcourir dans
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le sens naturel & 2 en vue d’appliquer les équations (1) il vient :

\ _ oy 0%\ 46 —
_Gosﬁ(@ydx-—@mdy) _ GO§(@,, 21 6. an)ds — 2G62,
C, c,

soit simplement

ff 0,ds = 29, (&7)
C.

Les équations (44), (46) et (47) achévent la définition de la
fonction de torsion.

1. Analogie de la membrane.

Parmi les méthodes pratiques de calcul de la fonction de tor-
sion il faut mentionner I’analogie de la membrane tendue sans
pression. A cet effet on peut au lieu de la fonction @ utiliser la
fonction

Z= @+%(x2+y2) (48)

qui doit obéir aux conditions

p?Z =0 dans D \
— 1 2 2
Z—E(x + y?) le long de C, (49)
Z=aq; -I-% (x4 y?) le long des C;
fﬁ Z,ds = 0. (50)
C,

Cette fonction peut alors étre considérée comme l'ordonnée
verticale d’'une membrane élastique tendue (sans pression) sur
les contours C, et C; dont la hauteur variable est donnée.

Rappelons a ce sujet que les conditions d’uniformité (50)
expriment que la translation verticale a; d’un contour intérieur
doit étre telle que la somme algébrique des composantes verti-
cales des tensions appliquées par la membrane sur le contour
soit nulle.
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Ceci peut étre mis 3 profit expérimentalement par une suspen-
sion verticale équilibrée de chaque contour intérieur permettant
aux a; d’étre réalisés automatiquement par le jeu des tensions
dans la membrane. :

Une autre méthode utilisant (# + 1) essais est due a Griffith
et Taylor (12). Pour une description compléte et une biblio-

graphie de ’analogie de la membrane on peut se référer a (13).

D’autres méthodes de résolution analogiques (cuve rhéo-
électrique) ou numériques (relaxation) ont été développées pour
la solution du probléme de Dirichlet dont reléve le calcul de Z.

2. Calcul des vésultantes.

On sait déja que les efforts tranchants sont nuls. Le couple
des tensions tangentielles peut étre calculé en prenant le moment
par rapport & un point quelconque, par exemple l'origine

¢ = [ [ e — yradndy = — 66 f [ 6.+ y0)axay.
D D

Cette expression peut étre transformée par la formule de
Green (2) en prenant

5=6 Y=g+
C;GG{Z.‘-J@dxdy—fﬁ@(xdy—ydx)!.
. v D 2

En notant que sur X'les contours C, sont parcourus dans le sens
rétrograde les équations (7) et (46) donnent

C=GJo (51)

J=2 f J' Odxdy + 2 X a2, (52)
D

est la rigidité de torsion de de Saint-Venant.

Sil’on convient d’attribuer & la fonction @ une valeur constante
4 l'intérieur de chaque cavité, égale a celle qu’elle prend sur
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le bord de celle-ci, on définit une fonction de torsion étendue 2

) dans D

O = q, dans chaque aire £,.

La rigidité de torsion est alors plus simplement

J=2 f f Bdxdy. (53)
2, .

3. Déplacements et centre de torsion.

En torsion pure les formules (40) se réduisent a

u=— 0zy + Oz
v = -+ Ozx — Pz.

Définissons des coordonnées (x,, y,) par les relations
P = 6x, Q = 0y,.
Les déplacements transversaux prennent la fdrme
w = — 0z(y — ,) v = 0z(x — %,) (54)

caractéristique d’'une petite rotation solide de chaque section
droite autour d'un «centre de torsion» (%, %,). La position
de ce dernier dépend donc essentiellement des valeurs adoptées.
pour les rotations P et Q.

D’autre part (41) se réduit a

w =Py —0x+ w, + g(x, ¥)
Posons

glx, y) = 0W(x, y).

De sorte que W est le gauchissement unitaire (pour une torsion
unité) de la section droite, quand le centre de torsion est pris au
centre de gravité (¥, = 0 y, = 0).

Ce gauchissement unitaire peut étre obtenu au moyen des
équations (34) qui livrent

@v=Wm—‘y
—0,=W, +x
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ou plus simplement, s’il est fait usage de la fonction Z définie
par (48):
W, = Z, Wy =—2Z,, (55)

équations de Cauchy-Riemann qui montrent que W est la fonction
harmonique conjuguée a Z:

W +1Z = f(x + vy).
Le déplacement axial général aura pour expression

w = (%Y — ¥ox + W) + w,. (56)
Remarque :

1. La fonction (%yy — y,x + W), gauchissement unitaire
quand le centre de torsion est en (x,, ¥,), est harmonique conju-
guée de

1
Z=0+ §[(x_xo)2+ (y —90)%

oW  oZ -
2. De (55) résulte encore — -~ = — pour ds dans le sens direct

sur C;. Il en résulte une démonstration directe

5£Wsds _ fﬁ Z,ds = 0
Ci

C;

des conditions d’uniformité.

4. Centre de torsion en cas d’encastrement parfait.

Les conditions de support dans la section z = 0 devraient
permettre de lever I'indétermination qui subsiste sur le choix des
valeurs P et Q et par conséquent sur la position effective du
centre de torsion. '

En général les conditions réelles sont telles qu’aucun élément
de la famille des gauchissements ne peut convenir exactement.
On dit dans ce cas qu’il y a «contrainte au gauchissement ».

Un exemple est celui de I’encastrement parfait qui exige
w=0 pour z =0 et est incompatible avec toute forme de
section massive excepté la section circulaire.

Des tensions additionnelles, en particulier des tensions axiales,
sont alors induites par la contrainte au gauchissement. Suivant
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un principe, également df 4 de Saint-Venant, ces tensions addi-
tionnelles statiquement équivalentes a zéro, auront pratiquement
disparu a une distance de l’encastrement du méme ordre de
grandeur que les dimensions transversales de la section. La
solution du probléme actuel y devient valable et un centre de
torsion bien défini doit se manifester.

Sa position se confond naturellement avec celle d'un centre
de symétrie s’il existe, sinon elle dépend de la solution difficile du
probléme des tensions additionnelles.

On peut cependant avancer les arguments suivants pour un
calcul direct du centre de torsion.

Si, en premiére approximation, les tensions axiales induites
sont distribuées proportionnellement au gauchissement a élimi-
ner

o, = kO[xgy — yox + W] + kw,

les relations

f j. a,dxdy = 0 f f o xdxdy = 0 f f oydxdy = 0
D D D

Y

qui expriment leur équivalence statique (nécessaire) a zéro,
fournissent, eu égard aux équations (6) les formules

WS = — GJ‘J Waxdy (57)
D

— 1Ly + 3Ly = [ [ Wadsdy |
° [ (58)
— Xolaw + Volay = ff Wydxdy I
D

qui permettent le calcul de w, et du centre de torsion.

WEINSTEIN (3) et avant lui KAPPUS (4) ont obtenu le méme
centre de torsion en cherchant les valeurs de P et O réalisant
un encastrement approximatif dans le sens des moindres carrés
Dans ce cas la condition rigoureuse et irréalisable w = 0 est
remplacée par

jf w?dxdy minimum.
D
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Les conditions de minimum

ow - ow ow . -
Hw-a?odxdy_o Hwa—%dxdy=o Hwa—yodxdy=o
D : D D

sont identiques aux équations (57) et (58).

5. Energie de déformation par torsion pure.
Elle pourrait étre calculée a partir de la formule générale
qui se réduit ici a

_1 2 | 2
U= 2G ff (72, + 7o) Axdy
D

par unité de longueur.

Cependant comme la section droite tourne en bloc et que la
résultante est un couple pur, une application immédiate du
théoréme de Clapeyron fournit les expressions

U =%c9 =%GJ02 = C2/(2GJ). (59)

6. Principe variationmel pour la fonction de torsion.

Si 'on se donne & priori ® = 0 sur le contour G, et @ = q,,
constantes arbitraires sur les C;, les valeurs effectivement prises
par O résultent du principe variationnel.

3”2 (62 + O — 40)dxdy — 5(Z2a,2,) = 0. (60)
En effet, transformant par une formule de Green la partie
f J' (0,50, + 0,50,)dxdy — — f f (726056)dxdy
D D
+ ‘Cﬁ 0,30ds
z

et remarquant que sur Gy : 8@ = 0 a priori et sur C;: 80 = Sal,
il vient

- ” (720 + 2)58dxdy + Z(ff 0,ds — 29,.) S0, = 0,
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L’équation (44) est alors 1'équation d’Euler de Ce Pprincipe
variationnel, tandis que les conditions (47) en sont des conditions
aux limites naturelles.

Ce principe peut rendre de grands services pour des solutions
analytiques approchées. En général ces solutions ne per mettent

. —
pas de rendre le champ 7 avec la précision requise mais peuvent
souvent fournir une bonne estimation de la rigidité de torsion.

ITI. FLEXION ISOLEE.

Une définition de la flexion isolée ou flexion sans torsion
est d'un caractére plus conventionnel que celui de la torsion
pure.

En effet, si @ ou b ou encore les deux paramétres simultané-
ment sont différents de zéro, ’équation (19) montre que I’annula-
tion de 6 ne suffit pas a supprimer la torsion de toutes les fibres
il faudrait encore que v = 0. Cette disparition de la contraction
transversale due au coefficient de Poisson peut étre réalisée dans
certains cas (caissons a parois minces raidis par diaphragmes
transversaux infiniment rigides dans leur plan et infiniment
rapprochés) mais en général il faut en tenir compte.

Faisant simplement 8 = 0 pour obtenir une dualité avec le
cas a =0 b= 0 de la torsion pure, il subsiste une torsion

0w, [0z = v(bx — ay)

dont la loi de répartition offre comme particularité que seule la
fibre (réelle ou fictive) passant par le centre de gravité d’une
section droite est dénuée de torsion. Plus significative du point
de vue cinématique est sa propriété d’assurer en vertu des équa-
tions (6) une torsion nulle en moyenne.

(3w, |02)dwdy = 0. (61)
Il

Il s’agit de la moyenne au sens ordinaire étendue aux seules
fibres réelles (du domaine D).

Cette définition de la flexion sans torsion est suivie par un
certain nombre d’auteurs, TIMOSHENKO et GOODIER (6), SOKOL-
NIKOFF (7), MINDLIN et SALVADORI (13). h
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En 1935 TREFFTZ (2) a proposé de séparer la torsion de la
flexion par la condition de disparition de I’énergie d’interférence
entre ces deux états. Il en résulterait que pour un état combiné
de flexion et de torsion les énergies de déformation dues a chaque
état composant seraient simplement additives. L’état de flexion
isolé de cette maniére jouit de propriétés particuliérement simples
et qui lui sont propres. Elle sera adoptée ici d’autant plus volon-
tiers qu’il est possible de la réconcilier avec le point de vue ciné-
matique d’une torsion nulle en moyenne a condition de pondérer
cette derniére d’une fagon appropriée.

Il faut encore observer que si la séparation entre torsion et
flexion n’est pas indispensable pour le calcul de 1’état de tension
dans une poutre soumise a un effort tranchant de ligne d’action
donnée comme l'ont traité Love (5) et SOUTHWELL (8) par

exemple, ce calcul suppose malgré tout implicitement I'utilisa-
tion d’un état de flexion de référence. Il est alors logique de choi-
sir ce dernier de facon a le douer des propriétés les plus avan-

tageuses ce qui est le cas pour le choix de TREFFTZ.

1. Répartition des tensions tangentielles.
Au lieu de faire 6 = 0 nous posons donc pour la flexion
6 =vc (62)

et la valeur de ¢ sera obtenue ultérieurement par la condition de
séparation des énergies de flexion et de torsion.

Les lois qui gouvernent le champ des tensions tangentielles
sont maintenant

div 7 = — E(ax + by) (30)
curl, 7 = WG(bx — ay + ¢ (63)

Nous pouvons les satisfaire en posant
Tz: = E®, + 2GY¥, 1,,=E®, — WGV, (64)

Le champ est ainsi décomposé en deux autres.

Un champ principal dérivant du potentiel @ et qui tient
compte des sources réparties représentées par le second membre
de (30).
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Un champ dit « secondaire » parce qu’il disparait avec I’annu-
lation du coefficient de Poisson. Ce champ dérive de la fonction
de courant ¥ et tient compte des tourbillons présents au second
membre de (63).

Cette distinction utile a été introduite par WEBER (9) et
reprise plus tard par B1oT (10) en insistant sur I’analogie hyd;ody—
namique du probléme.

Quand la solution (64) est introduite dans les équations (30)
et (63) il vient les équations de Poisson qui gouvernent les
fonctions de tension dans le domaine D :

6 — — (ax + by) (65)
¥ = — (bx — ay + ¢). (66)

Nous astreignons chaque champ a satisfaire les conditions
aux limites (32) du probléme, ce qui livre

0P jon =D,=0 (67)
sur C, et les C;,
a¥ =90 (68)

¥ n’étant défini qu’a une constante prés il est encore loisible
de satisfaire aux conditions (68) en prenant

Y=0 sur G,

(69)
¥ = B;, une constante sur chaque C,.

Enfin il reste & examiner les conditions d’uniformité (38)
qui deviennent

E§ o + 2VG3€ ¥, ds = 2GQ,(b%; — ay; + c).

C; C;

La premiére intégrale disparait si la fonction @ est uniforme,
les conditions se résument alors en

§ V. ds = Q,(bx;,— ay; + ¢, (70)

qui fixent les constantes B; auxquelles ¥ doit se réduire sur
chaque contour de cavité.
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2. Réduction du calcul du champ principal & un probléme de
Dirichiet.

Le probléme posé par le calcul du potentiel @ est rendu difficile
par le fait que les données aux limites de cette fonction uniforme
sont du type de Neumann. En vue de ramener ce probléme 4 un
probléme de Dirichlet, introduisons par exemple la fonction

M, 3) = 5 (@ + by 1)

qui en vertu de (65) formera avec @ une fonction harmonique :
2D + k) = 0.
Considérons alors la fonction harmonique conjuguée K(x, y)
(@ + ) + 1K = f(x +1y),
Les équations de Cauchy-Riemann
O+ h=K, @,+5h=—K,

permettent alors de calculer le champ principal a partir de
la fonction K comme suit :

(vaz)principal = E(Ky — % axz)

1
(Tﬂz)principal = E(Ka: + § byz) .

L’avantage résultant de I’emploi de la fonction K est la pos-
sibilité de calculer les valeurs qu’elle prend sur les contours
limites.

Si ceux-ci sont parcourus dans le sens qu’on leur assigne comme
parties de 2, on a comme conséquence des équations de Cauchy-
Riemann et des conditions aux limites (67)

9 ‘ 2
S @+H)=h=K, 2 @+h)=—K. (12

Intégrons la premiére de ces relations

K= jh,,ds = J‘hwdy — h,dx =gfx2dy —»éfy%lx. (73)
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Partant d’une valeur arbitraire de K en un point du contour,
il est donc possible en cheminant sur C, dans le sens direct,
sur les C; dans le sens rétrograde, de déterminer ses valeurs
de proche en proche au moyen de (73).

Une difficulté signalée par MINDLIN et SALVADORI (13) subsiste :
la possibilité que les valeurs prises par K sur les “contours ne
soient pas uniformes. Autrement dit on ne retrouverait pas
la valeur initiale aprés avoir parcouru une fois le contour. Pour
le savoir il suffit, soit d’interpréter les intégrales du dernier
membre de (73) a la lumiére des formules (7), soit d’appliquer
la premiére formule de Green avec

p=1 Y=nh

fﬁdK = Sﬁhnds= f J phdxdy = f f (ax + by)dxdy, (74)
Co Co 2, 2,

et pour un contour C; par suite du sens rétrograde
§ i = — [ [ (x + tyiardy = — (@E + 1)@ (79
C; Qi

Pour une section pleine (sans cavité) le domaine D est iden-
tique a £, et le second membre de (74) est nul en vertu des
équations (6) résultant du choix des axes. Dans ce casla difficulté
ne se pose donc pas.

Au contraire, sauf dans le cas exceptionnel ou l'on aurait
%; =0 9, =0, les valeurs de K ne sont pas uniformes sur ur
contour de cavité, ni d’ailleurs sur le contour C,. Une des solu-
tions possibles a cette difficulté consiste & placer dans chaque
cavité une source d’intensité convenable ; par exemple, quoique
ce ne soit pas nécessaire, au centre de gravité de laire.

Explicitement prenons

K =~ 3(ak, + )20, y) + K* (76)

0,(x, y) = arc tan2— 2 (77

X —%;
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est une fonction harmonique dans D représentant la fonction
de courant d’une source filiforme. C’est aussi I’angle que fait
avec ox le rayon vecteur issu du point (%;, y;). Dés lors on a

0 si k=1
§ as, — o
J — 27 si kF

pour 'intégrale prise dans le sens rétrograde.
I1 en résulte

3EdK* _ SEdK + (@ + 552, =0
c; <

Z

en vertu de (75). Les valeurs de la fonction résiduelle K* sont
donc uniformes sur les bords de chaque cavité. Elles le sont alors
aussi sur le contour extérieur C,. En effet, parcourant celui-ci
dans le sens direct

Co

et par suite
3€dK* = fj;dK — Z(ax; + by,)Q;
Co Co

utilisant alors (75)

§dK* = ﬁdK + ZfﬁdK =§;h,,ds = jf(ax + by)dxdy = 0.
Co Co lc1 z D

Pour obtenir l'uniformité requise de la fonction @ il faut
encore, suivant la seconde des équations (72) de Cauchy-Riemann

3@ K,ds = 0.
Cs

Comme le potentiel dii aux sources placées dans les cavités
est uniforme, ces conditions se ramenent aussi a

§ Kids = 0.

C;
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Elles servent a déterminer les constantes restées arbitraires
pour les valeurs initiales de K* sur chacun des contours inté-
rieurs. En résumé le probléme est ramené a la recherche d'une
fonction harmonique K* prenant des valeurs uniformes et
spécifiées sur les contours dans des conditions exactement pa-
reilles a celles de la fonction Z de torsion pure et justiciable des
mémes méthodes de résolution pratiques.

3. Réduction du calcul du champ secondaive & un probléme de
Dirichlet.

Introduisant la fonction
1
k(x, y) = 5[ aly® + 3x%) + b(x* + 3y*%) + 3c(x* + ¥*)]
(78)

on peut former avec ¥ une fonction harmonique ¥ 4 & qui
prend sur les contours les valeurs uniformes

k(x,y) lelongde C,
B: + k(x,y) lelongdeC,.

Comme on a, parcourant C; dans le sens rétrograde

é; kads = —Jj 2kdxdy = —«J‘J‘(bx — ay + c)dxdy

R — it o)

on voit que les conditions d’'uniformité (70) se réduisent pour
la fonction harmonique a

5{; (¥ + B)ds = 0. (79)

Ce probléme est donc encore une fois d'un type identique a
celui qui gouvernait Z et K*.

Dans les applications pratiques il peut d’ailleurs étre avanta-
geux de calculer en une fois la fonction de courant

K*—i——(‘F—|—k

dont dépend le champ, quand le coefficient de Poisson du maté-
riau est connu.
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4. Expression des déplacements.

Compte tenu de'(62) et des définitions (71) et (78) les équations
(40) peuvent étre mises sous la forme

U= — —é—az3 + Qz — 2vz(h, + k)

(80)

V= — %b;ﬁ— Pz — 2vz(h, — k)

D’autre part la solution (64) introduite dans les équations (34)
pour le calcul du gauchissement livre

ge =201 +v)®, + 2vh, + 20(¥ + k),
gy = 2(1 + VB, + hy— W(¥ + ).,
Considérant la fonction H harmonique conjuguée a (¥ + &)
H 4 i(¥ + &) = /(& + )
Ho=¥+4k), H=— ¥+ k.
le gauchissement est immédiatement intégrable sous la forme
g=20 + (P 4 h 4 H)

et le déplacement axial équation (41) devient
w = %zz(ax +by) + Py—Qx + 1w, + 20 + 20(P+ 2+ H) (81)

Le premier terme de chaque déplacement appartient 4 une
déformation concordant avec I’hypothése de Bernoulli, une
section droite primitive restant plane et perpendiculaire a la
fibre neutre (x = 0 y = 0) dont les courbures sont liées aux
moments fléchissants par les relations classiques :

dz _ _ M!IIZ'Z + Mmey
7 u(0, 0, 2) = —az = E—*(Imlw "

» M.I,, + M,I
@ = by = v Pvay
7 20, 0, 2) z E(l..l,, —I2,)

- Les termes en P et Q sont iciliés & ce qu’on est convenu d’appe-
ler la déformation due aux efforts tranchants.
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La détermination de P et Q souléve les mémes difficultés que
dans le probléme du centre de torsion. Les termes restants sont
les déformations dues au coefficient de Poisson a l’exception
d’un gauchissement principal égal au double du potentiel du
champ principal.

5. Séparation de la torsion et de la flexion.

Définition de la flexion isolée.

La tension normale étant nulle en torsion pure il ne peut y
avoir d’énergie d’interférence que dans le champ des tensions
tangentielles.

Cette énergie est proportionnelle a
fj(Tsz;z + *ryzf;z) dxdy
D

par unité de longueur, expression dans laquelle les composantes
accentuées sont relatives au champ de torsion pure (43), les
autres étant relatives au champ de flexion (64). Tout d’abord
I’énergie d’interférence entre champ de torsion pure et champ
principal de flexion est proportionnelle a l'intégrale

Iy = ff(@m@y —®,0,) dxdy
D
que la transformation de Stokes (5) réduit a

19¢=3(§¢>d@=0
z

en vertu des conditions aux limites (45) vérifiées par la fonction
de torsion. Ces deux champs sont donc toujours orthogonaux.

L’énergie d’interférence entre champ de torsion pure et champ
de flexion secondaire est proportionnelle a 'intégrale

Toy = J f (¥,0, + ¥,0,)dxdy.
D
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Appliquons-lui la premiére formule de Green avec ¢ = @
et y =1, il vient

Toy = — f f Op*Wdxdy + § OV, ds. (82)
D z

Le Laplacien peut étre remplacé par sa valeur tirée de (66)
tandis que l'intégrale curviligne se laisse évaluer en utilisant les
conditions aux limites (46) vérifiées par la fonction de torsion et
les conditions d’uniformité (70) de la fonction de courant du
champ secondaire :

IOl/' — f " @(bx —ay + c¢)dxdy + Zai-Qi(b;Q - a&i + ¢).

D

La condition pour que l’énergie d’interférence disparaisse est
alors

H 6 (bx — ay + c)dxdy = 0. (83)
Q2

0

Elle peut étre réalisée en prenant pour c¢ la valeur
92 -
c= jff O(ay — bx)dxdy.
QO

L’interprétation cinématique de la condition de flexion isolée
est immédiatement apparente en faisant usage de l’expression

dw, [0z = v(bx — ay + ¢)

pour la torsion des fibres résultant de (29) et de (62). La condi-
tion devient

- dw, .
J‘f! %] o dxdy =0 (84)

elle exprime encore que la torsion moyenne des fibres est nulle.
Comparée a la condition (61) elle présente deux différences
essentielles :
1° La moyenne est pondérée par la fonction de torsion pure.
20 Elle fait intervenir les fibres virtuelles situées a 1'intérieur
des cavités.
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La forme de la condition de séparation donnée par TREFFTZ
est moins explicite en ce qui concerne le calcul de c. Elle résulte
d’une transformation de Green de (82) a partir de ¢ = ¥ et
Y= 0.

Tgy = — f f P20 dxdy + fﬁ ¥6,ds — 0.
D z

Tenant compte de (44), (47) et (69) elle devient

2 f f Wixdy + 25,0, = 0. (85)
D

6. Equivalence statique & zéro du champ secondaire.

Les composantes de la somme vectorielle des tensions du
champ secondaire ont les valeurs

WG f f W dndy = — 2VG3§ Wiz = 0
D z

— zuG” Wddy = — G § Wiy = 0
D z

en vertu de la constance de ¥ sur chacun des contours fermés
constituant X. Ce résultat est valable quelle que soit la valeur
attribuée a ¢. Une variation de celle-ci ne ferait d’ailleurs que
superposer un champ caractéristique de torsion pure dont on
sait qu’il est équivalent & un couple pur.

Le champ des tensions secondaires étant au plus équivalent
a un couple pur on aura par exemple pour calculer ce dernier

Cp=—2G f J' (¥, + y¥,)dxdy.
D

Appliquant la premiére formule de Green avec ¢ = ¥ et
"b . x2 _|_ y2
2

Cy= G| f Widxdy — zveff W(xdy — ydx).
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L’intégrale curviligne peut étre évaluée en appliquant (69)
et notant que les contours intérieurs étant parcourus dans le
sens rétrograde on a par (7)

§ (xdy — ydx) = — 28,.

C,

z

11 vient ainsi
Cy= 4VG( f f Wixdy + z;aigi) —0
D

en vertu de (85). La séparation des énergies entraine donc comme
conséquence intéressante que le champ des tensions secondaires
induites par le coefficient de Poisson est statiquement équivalent
a zéro.

7. Centre de flexion. Identité avec le centve de torsion.

Il résulte du paragraphe précédent que la somme vectorielle
des tensions tangentielles ne peut provenir que du champ prin-
cipal. On doit avoir

T,—E f f G dxdy T,—FE f f &, dxdy.
D D

Ces résultats se retrouvent d’ailleurs en transformant les
intégrales par la formule de Green et les relations (65) et (67) en

T,=—E ff 22 Ddxdy + fﬁx@nds»: E jf x(ax + by)dxdy
D z D

T, =— Eff yp2Ddxdy + §y®nds = Effy(ax + by)dxdy
D b D

ce qui restitue les relations déja connues (23).

Le moment résultant par rapport a l'origine se réduit aussi a
celui des tensions du champ principal en vertu de la propriété
Cy = 0 démontrée ci-dessus.

M,—E f f (B, — y®,)dxdy.
D
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Par la transformation de Stokes (5) il vient plus simplement
M,=— E§¢’(xdx + ydy). (86)
z

Le centre de flexion (xp, y5) est par définition le point de
la section ou il faut appliquer les efforts tranchants pour obtenir
le méme moment résultant. Par conséquent

M, = —yTs + 25T, (87)

L’égalité de moment doit avoir lieu quelles que soient les
valeurs de T, et T, c’est-a-dire de a et de b. Posons par consé-
quent

D = ad, + D, (88)
ol, suivant (65) et (67)
pp, = —x pd, = —vy dans. D
atp =0 id’ =0 sur Cyetles C
an a — an b — 0 z
Ces fonctions ne dépendent alors plus que de la géométrie de
la section droite.

Substituant (88) dans (86), (23) dans (87) et égalant séparé-
ment les coefficients de 4 et de b il vient :

— Ly + il = 5€¢a(xdx + ydy) l
z (89)

— Ly + yel,, = 35 ®, (xdx + ydy)
b

Un systéme de deux équations permettant le calcul des coor-
données du centre de flexion. On remarquera que ce point est une
caractéristique exclusivement géométrique de la section droite.
Dans la définition (61) de la flexion isolée, le centre de flexion
comporte au contraire une partie secondaire dans les coordonnées
proportionnelles au coefficient de Poisson.

Cicara (11) a montré que la partie principale des coordonnées

peut étre calculée a partir de la fonction W, gauchissement
unitaire pour une torsion pure autour de 'axe oz.
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WEINSTEIN (3) a tiré I'attention sur l'identité qui en résulte
avec le centre de torsion obtenu par la méthode de I’encastre-
ment approximatif.

L’identité entre (x,, v,) donnés par (58) et (vg, yr) donnés
par (89) résulte d’une application de la deuxiéme formule de
Green

J' f (B, 72W — Wp2d ) dxdy = fﬁ (B W, — W,,)ds
z

D

qui, eu égard aux propriétés des fonctions utilisées devient

f f Wxdxdy = fﬁ@awnds.
D z

Par les relations (55) de Cauchy-Riemann et les propriétés (49)
de Z

J:[ Waxdxdy = fj;@adZ = fﬁ D, (xdx + ydy).
D z z
On démontrerait de méme l'identité

fnydxdy = ff; D, (xdx + ydy).
D z

L’identité des centres de flexion et de torsion résulte alors de
celle entre les seconds membres de (58) et (89).

8. Energie de déformation en flexion isolée.

Par unité de longueur cette énergie a pour valeur
U =iffozdxdy + ifj(rz + 12)dxdy = Uy 4+ U, + U
2E z 2G zz vz 0 1 2
D D

Elle peut étre décomposée en trois- parties. L’énergie due
aux seules tensions normales vaut

_ 1 snge s _ MEL,+2M ML, + ML,
Up=5E f f (ax + by)¥ndy = = pL, — &) 0
D
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L’énergie due aux tensions tangentielles elle-méme se laisse
décomposer en

Up= (1 +E [ [ (@2 + oY ary

due aux seules tensions du champ principal, qui se laisse encore
mettre sous la forme

— (1 4+ E f f Op*Dixdy + (1 +V)Eff &P, ds
D z
soit
U,=(14+vE ff@b(ax + by)dxdy 91)
D
puis
U, = 22G f f('z”ﬁ + ¥h)dxdy,

énergie due aux seules tensions du champ secondaire, qu'une
transformation de Green permet de mettre sous la forme

U, = — 2°G f f Yy Wirdy + 2°G jﬁ Py, ds
D

soit encore
U, = 21*G |JJ. Y(bx —ay + c)dxdy + ZB;R2,(bx;— ay; + ¢
D

A

Enfin il reste & montrer que 1’énergie d’interférence entre
champ principal et champ secondaire est nulle En effet elle
est proportionnelle a

IW_” (@.F, — O, ¥,)dxdy = 3@%!}/—0

La partie U, de l’énergie est la seule & dépendre du choix
de c. Il est facile de voir que la définition de Trefftz lui donne une
valeur minima comme fonction de ¢. En effet, comme il est im-
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médiatement apparent sur les équations de définition de @ et
de ¥ que

0 1
2?29

la condition pour le minimum de U,

9 f J (PP, + W, W, )dxdy — f f (7.6, + ¥,0,)dxdy = 0.
D D

coincide avec la condition de séparation des énergies de torsion
et de flexion. Notant que dans ce cas la relation (85) est réalisée
il vient encore pour le minimum de U, ’expression plus simple

U, = 2V2G{ f J' W(bx — ay)drdy + 2B, Q6% — ayy). | (92)

Enfin il résulte des considérations qui précédent que dans
le cas ot1 les efforts tranchants sont imposés le minimum absolu
de I'énergie de déformation a lieu quand les résultantes passent
par le centre de flexion défini au paragraphe 7.

9. Principes variationnels pour les fonctions de tension en flexion.

Pour la fonction @ du champ principal on a le principe varia-
tionnel

5 f f (@2 + B2 — 2ax + by)®)dxdy = 0

associé aux conditions a priori.
@, =0 sur C, et les C,.

En effet par la transformation de Green

f f (0,50, + ©,56,)dxdy = — f f P*DSPixdy + 3§ @, 50ds
D D z

le principe est aussi

f f (7B + ax + by)SPdxdy — 0

conduisant a (65) comme équation d’Euler.
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Le principe variationnel gouvernant ¥ est

sf f (P24 W2 2(bx—ay+0) ¥)dudy —28(EQB(5— a7 + ¢)) =0

avec les conditions & priori

¥Y =0 sur G,

¥ = B;, constantes indéterminées sur C;.

Par une transformation de Green il se met sous la forme

——2ff(|72‘f’+ bx—ay + c)8Wdxdy + 22[ 5(; Y, ds
D C:

0, (bF— a4y + c)] 58, — 2( f j Wixdy + Z‘Qi,Bi) Sc = 0

D

dont il résulte que 1’équation d’Euler du probléme restitue
bien la condition de champ (66), tandis que les conditions natu-
relles relatives aux variations des constantes indéterminées
fournissent les conditions d’uniformité (70) et la condition
naturelle relative a la variation de ¢ fournit la condition de
séparation de I'énergie sous la forme (85).

10. Déformation due aux efforts tranchants.

Les termes P et Q figurant aux déplacements (80) et (81)
ne sont déterminés que par les conditions de- support.

En cas d’encastrement parfait on les appelle les déformations
dues aux efforts tranchants. Tout comme dans le cas de la tor-
sion leur calcul se heurte & I'incompatibilité entre le gauchisse-
ment prévu par la théorie de Barré de Saint-Venant et la condi-
tion d’encastrement parfait.

Utilisant la méthode de I’encastrement approximatif les
conditions de minimum

ff wdxdy = 0 f f wxdxdy = 0 ff wydxdy = 0,
D D D
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appliquées dans la section d’encastrement z = 0, fournissent
outre la valeur de w, les relations

- PI,, +0QI,, =2(1 j f Dxdxdy + 2v f f (H + h)xdxdy
(93)
— Pl + QL = 2(1 +v) f f Dydxdy + 2v f f (H + h)ydxdy

permettant un calcul de P et de Q.

Multiplions la premiére par 4, la seconde par b, additionnons
en faisant usage de (23) et de (91), il vient :

3O — PT) = Uy o [ [ (B + Wlax + by)indy. (96)

Cette relation énergétique suggére naturellement en inter-
prétant le premier membre suivant le théoréeme de Clapeyron de
considérer Q et — P comme des glissements moyens associés
aux efforts tranchants. Elle s’obtient d’ailleurs de plusieurs
autres fagons qui chacune met en évidence une propriété de ce
choix des paramétres P et Q.

Partant par exemple du théoréme de Clapeyron sous la forme

5 asz wo, + ury, + vry,)dxdy = Uy 4+ U; + U,

appropriée en calcul de I’énergie par unité de longueur, et no-
tant que
1
o-z— dxdy = U,

et que 7., et 7,, sont indépendants de z:
1 w &2 Toz + 5 1"1/::) axdy = U, + U,.
2 az
D

Subdivisons maintenant les déplacements en distinguant les
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termes compatibles avec 'hypothése de Bernoulli et I’encastre-
ment parfait

u=_%az3+u* v=_%bz3+v* w=%“(ux—|— by) + w*

ou w* est indépendant de z.
Aprés substitution et usage de (23) il vient

5 asz (o, @* + 7,u* + 1,,0%)dxdy = U, + U,.

Comme il faut s’y attendre, les termes en P et Q se détruisent
au premier membre, mais si on choisit ces parametres de fagon
telle que les tensions normales ne fournissent aucun travail sur le
gauchissement :

ffozw*dxdy =0 (95)
D

on obtient la relation énergétique

0
% Py .”. (Tout* + 7y 0%)dxdy = U, 4+ U,. (96)
Cette derniére s’obtient encore en partant de la relation
au* ow* ov*  ow*
5 ff[%z ( Y ) + T”(E +a_y)]dxdy =U,+ U,

et imposant la condition

f f (T“ + o7, E)dxdy —o. ©7)

Elle exprime que les pentes de la section droite gauchie sont
annulées en moyenne pondérée a défaut d’étre identiquement
nulles comme l'exige un encastrement parfait.

Or I'équation (95) est une conséquence des conditions de mini-
mum dans la méthode de l’encastrement approximatif.

11 suffit pour cela de remarquer que dans la section z = 0 le
déplacement axial se réduit 4 la partie affectée d’un astérisque
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et que la tension normale est répartie linéairement. Par suite les
relations énergétiques (96) et (97) sont équivalentes a (94) et
fournissent les mémes valeurs de P et Q.

Les vérifications qui suivent sont purement formelles. Partant
de (96) :

QT — PT,) U[m,h + 1)+ rlb halldady = Uy +Us

Dans l'intégrale double la partie secondaire du champ des
tensions associée aux déplacements induits par le coefficient de
Poisson fournit 1’énergie U,, de sorte qu’il reste

(QT, — PT,) = U, ++E f f (Dohy + Dyh,)dxdy

+vE f f k.)dxdy

—E f f hp*Bdxdy + fﬁh@nds 4 oE Sﬁcbdk
D z z

1
2

— U, +E f f h(ax+by)dxdy + vE 3(; k.
: D z
Enfin comme on a successivement

3§¢dk — j; BT + k) = 3{;¢H,,ds — ff (PH, — HO,)ds

z z z z

= ff (@p*H — Hp2*®)dxdy = ff H(ax + by)dxdy
D D
T’équivalence de (96) et (94) est vérifiée.

Pour vérifier celle entre (97) et (94) il suffit d’utiliser les rela-
tions
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[[0+ B+ 0,00+ 1 Jaxdy = — [ [ 14+ mpr0asay
+ i (H + h)®,ds = f DJ (H + h)(ax + by)dxdy.
f 1 (¥, B, — W.D,)dxdy — ;f I¥ = 0.

f ! W(H + h)o— Wo(H + 1),)dady = i) (HB)i¥ — 0.
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