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FOREWORD

THE Colloquium on Optimization in Space Flight Mechanics, organized
by the Aeronautics and Space Laboratory, as part of the celebrations of the
150th anniversary of the foundation of the University of Liége, was con-
vened in the Congress Palace in Liége on 19 June 1967. It was attended by
thirty invited specialists representing Universities or Research Organiza-
tions from U.S.A., U.S.S.R, France, German Federal Republic, Belgium
and ELDO. Professor C. Massonnet, Dean of the Faculty of Applied Sci-
ences, presided over the opening session and brought the greetings from the
University.

During the four days of technical sessions twenty-one papers or reports
were presented. They covered a wide range of subjects: general mathemat-
ical methods of optimization, optimal guidance, optimal transfer trajec-
tories and optimization of design parameters. In particular reports were
presented on the methods in use at the Computing Center of the Academy
of Sciences in Moscow and at the Cybernetics Institute of the Academy of
Sciences of Ukraine.

The Aeronautics and Space Laboratory appreciates the great amount
of work the authors have put into the preparation of the papers collected
in the present volume. They represent a significant contribution to optimi-
zation theory and its application to Space Flight. The financial assistance of
the Administrative Council of the University and of the Ministry of Na-
tional Education and Culture made the Colloquium possible; it is grate-
fully aknowledged. It is through such scientific meetings, where ample
discussion can-take place, that mutual understanding and international
collaboration can best be developed.

B. FRAEUS DE VEUBEKE
Professor of Aerospace Engineering



OPTIMAL GUIDANCE FROM HYPERBOLIC
TO CIRCULAR ORBITS!

T. N. EDELBAUM

Analytical Mechanics Associates, Inc.,
Cambridge, Massachusetts

ABSTRACT

An approximate analytic solution is developed for minimum fuel guidance from an
arbitrary point on a hyperbolic orbit into a specified circular orbit. The hyperbola
must lie close to the plane of the circular orbit and its periapsis radius must be close to
the radius of the circular orbit. Optimization of the midcourse impulse, the finite-
thrust terminal burn, and of both maneuvers in combination is considered. The partic-
ular problem treated is intended as a simple example of a new, unified guidance
technique.

NOMENCLATURE
¢ Exhaust velocity
e  Eccentricity of nominal approach hyperbola
f  True anomaly
F  Thrust
m Mass
M, First moment of acceleration during final burn
M, Second moment of acceleration during final burn
R Radius
t Time
u  Corrective velocity change
Vx Relative velocity at nominal target interception
x  Circumferential component of position at nominal target
»  Radial component of position at nominal target
z  Out-of-plane component of position at nominal target
o«  Thrust angle with local horizontal
B Thrust angle out of orbit plane
¢ Gravitational constant of planet
o Rate of change of « .
£ Rate of change of

t This work was conducted under NASA contract NAS 12-114.
1
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Subscripts

¢ Critical

¢y Component of critical plane correction in orbit plane

¢z Component of critical plane correction out of orbit plane
nc Noncritical

p  Periapsis

0 Beginning of terminal burn

1  Centroid of terminal burn

2 End of terminal burn

INTRODUCTION

In recent years, there has been increasing interest in the use of optimiza-
tion theory for the guidance of space vehicles. Much of this work has been
deterministic and is based upon the idea of flying a minimum fuel trajectory
from the vehicle’s current state to the desired final state. The early work in this
field either linearized both the state and the control around the nominal
trajectory (second variation guidance™ ?) or else numerically fit the control
to a pencil of optimal trajectories which achieved the desired final state
(path adaptive guidance®). A more recent trend has been to use analytical
solutions to optimal trajectories for various approximations to the full equa-
tions of motion."~® The latter technique is now widely used for booster
guidance but space-craft guidance is still largely based upon various ad hoc
approximations.»® What is needed is a unified theory for the optimal
guidance of space vehicles which can handle various missions and phases
of flight. Such a theory might be developed by the onboard generation of
nominal trajectories with the use of neighboring extremals for some seg-
ments of the trajectory and analytical solutions of approximations to the
full problem for the other segments of the trajectory. While the concept of
a neighboring extremal may be used (as in second variation guidance), it
will not be permissible to linearize the control (asisdone in second varia-
tion guidance) because many of the portions of the trajectory have no
control.

The present study represents a first step in the development of a unified
theory of optimal guidance of space vehicles. The theory is for minimum
fuel deterministic guidance of high thrust vehicles such as an advanced kick
stage. It treats both midcourse and terminal guidance in a unified fashion
for variable time of arrival missions. The primary application would be to
orbiter missions and to rendezvous missions.

The theory is developed by considering a particular example which is
simple enough to allow explicit development of the equations but still re-
flects many of the difficulties to be encountered in more complicated exam-
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ples. The particular example treated is guidance in a central gravitational
field from a hyperbolic approach condition into a desired given terminal
circular orbit. The time for this operation is open and the initial perturba-
tions from the nominal approach hyperbola are taken to be small. The nom-
inal approach hyperbola is tangent to, and in the plane of, the circular orbit.
However, the perturbations around this nominal trajectory may occur in
three dimensions.

The analysis is divided into three parts. First, a general solution is given
for an optimal midcourse correction of a trajectory which has a finite
terminal impulsive maneuver. The special case of the problem considered
in this paper is treated in this section. The second part of the paper is con-
cerned with the motion during a finite thrust terminal burn. On the basis of
this analysis, due largely to Robbins,® a guidance logic is proposed for
guidance during the terminal phase. In the third part of the paper, the ter-
minal maneuver and midcourse maneuver are considered together so that
an overall optimization of the combined corrections may be carried out.

ANALYSIS

1. Optimum Midcourse Correction

Most existing theories of optimal midcourse guidance are for cases where
all of the corrections are infinitesimal corrections in the neighborhood of an
unpowered freefall trajectory.(-13 It is necessary to extend this theory to
the case where the nominal trajectory may contain powered arcs of finite
magnitude. This section will consider the simplest case of such a problem.
For this case, the nominal trajectory has a single finite impulse at its end
and represents an optimum variable-time-of-arrival rendezvous or orbit
transfer. At some time, itis discovered that the actual trajectory has depart-
ed by a small amount from the nominal trajectory and a correction must be
made in order to insure that the original objectives of the mission will be
met. In many cases, only a single midcourse correction will be necessary.
This will be true for the particular example treated in this paper and is the
only case that will be considered herein. The three components of the mid-
course velocity correction will produce changes in three components
of the terminal position and in three components of the terminal velocity.
A special coordinate system has been used for the analysis of variable-time-
of-arrival position guidance which is also useful in the more general prob-
lem under consideration. This coordinate system makes use of a direction
known as a non-critical direction.-1 A small velocity impulse in a non-
critical direction will produce changes in the terminal position which are
parallel to the relative velocity between the vehicle and its target at the
nominal arrival time. In the case of an orbiter mission, this relative velocity



4 : T. N. EDELBAUM

vector may be taken as the direction of the terminal impulse. At right
angles to the non-critical direction is the critical plane in which the position
deviations which are orthogonal to the terminal impulse are corrected.

The total velocity correction in addition to the nominal characteristic
velocity of the nominal trajectory is given by eq. (1).

6VR aVR . (l)

28V = \/u§+u,2,c o, " ou, u.

This is a first order expression and considers both the velocity change in the
midcourse impulse and the corresponding changes in the terminal impulse.
The first term is simply the Euclidean norm of the velocity changes in the
critical and non-critical directions. The magnitude of the velocity change
in the critical plane will be determined by the requirement that the position
deviation normal to the direction of the terminal impulse must be reduced
to zero. The component of velocity in the non-critical direction will be used
to reduce the relative velocity and the magnitude of the terminal velocity
impulse. The second term represents the change in the magnitude of the
terminal impulse due to a small impulse in the non-critical direction, while
the third term represents the reduction in magnitude of the terminal im-
pulse due to a small impulse in the critical direction. As we are only consid-
ering first order terms, only the changes in velocity parallel to the finite
terminal impulse need be considered. The optimum magnitude of the com-
ponent of the midcourse impulse in the non-critical direction may be found
by differentiating eq. (1) with respect to this velocity component and setting
the derivative equal to zero. Equation (1) always possesses a single mini-
mum if the nominal trajectory is optimal. The optimum magnitude of the
component of velocity in the non-critical direction is given by eq. (2), while
the corresponding minimum cost due to the trajectory correction is given

by eq. (3).

oV,
BuR ||
u,’fc == (2)
Vi-[a] |
LT
Vg 12 oV, :
2oV = _|Z7R 2Ry, . 3
! [au,,J el =5, ¥ @

Equations (1) through (3) represent the general linear solution for the
optimum magnitude and direction of a single midcourse impulse at a speci-
fied location when there will be a large terminal impulse and when the
transfer time is open. For the deterministic case considered herein, such an
impulse at the earliest possible time will normally provide an optimum cor-
rection. For example, this is always true for the transfer from a hyperbola
to a nearly coplanar circle considered herein. For any particular case, the
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optimality of a single correction may be checked by calculating the primer
vector4 15 along the unpowered trajectory. If the primer vector exceeds
the magnitude of unity at any point other than the initial and terminal
points, an additional impulse will be required for an optimum trajectory.
Reference 15 suggests a method for calculating this multiple impulse cor-
rection.

It should be noted that this optimum midcourse correction depends only
upon the position deviations normal to the direction of the final impulse.
It does not depend upon any of the velocity deviations at the terminal
point on the trajectory. The velocity deviations normal to the terminal im-
pulse do not effect the fuel consumption to first order and are neglected
while the deviation parallel to the final impulse is corrected by the final
impulse and does contribute linearly to the total characteristic velocity.

For the particular example treated herein, the nominal trajectory is a
hyperbola which is coplanar with and tangent to the terminal circular orbit.
The deviations from the nominal position and velocity of the periapsis
will be analyzed in a Cartesian inertial coordinate system whose x axis is
aligned with the direction of the circumferential final impulse. The y axis
will be radial and the z axis will point out of the orbit plane. The rates of
change of the significant components of the periapsis position and velocity
with respect to the magnitude of a midcourse impulse are given by egs. (4)
through (6).

dy, _ V [ 2+e+e cosf ]

e u(e+l) (1—cosf) Ttecosf cos a—sin f'sin o cosﬂ @
dz, _Rp(e+1) ~osinf . - .
W_‘/ Z "l+ecosfsmﬂ Q
ix— = [(l+e cosf)cosa+e s1nfsmoc] cos 8 6)
du e+1

The non-critical direction is in the plane of the circular orbit and is given
by eq. (7). . .

_1/1—cosf 2+e+ecosf
tan e = ‘/1 +cosf 1+ecosf 0

This is the direction of thrust which will produce no change in the periapsis

radius to first order. It is now convenient to reference angles in eq. (6) to

the non-critical di;ection to yield eq. (8).

L | |

AV 1+ cos f (e+1) cos (@ —anc) —2 \/ 1—cos f 1+—::fif sin (o~ctnc)
7 A/(e+1)2(1 —cosf)+2(1+e cos f)(2+e—cos f)

cos B

- (8)
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From eq. (8) the partial of the terminal impulse with respect to a midcourse
impulse in the non-critical direction can be found as eq. (9).

OVr _ 0%p _ V1+cosf(e+1)
Ottne  Ottne  /(e+ 1)%(1—cos f)+2(1 +ecos f)(2+e—cos f)

Equation (9) varies monotonically with distance from the periapsis, be-
tween the two limits given by eq. (10).

e—1 aVR .
l/e+l Otne =1 19

®

The left-hand limit is the value at an infinite distance while the right-hand
limit is the value at periapsis. The magnitude of this quantity is always
less than unity as it must be if the single correction is to be optimum.
By using egs. (2), (4) and (5) the three components of the optimal mid-
course correction may be found as egs. (11), (12) and (13).

_ pe+1)
Wer = —y"‘/Rf,(l—cosf) X

1+ecosf
(1)
\/(e+1)2(1 cos f)+2(1+e cos ) (2+e—cos f)
_ U 1+cos f
Vo = -z‘/R’(e+ 1) sinf a2
Uy, = V/T+cosf (e+1) \/u§y+ufz 13)

V2(1+e cos f) (2+e—cos f)—2(e+ 1) cos f

Finally, the total additional cost of the midcourse impulse and the change
in the magnitude of the terminal impulse, due to position deviations in
the periapsis is given by eq. (14).

_ 2(1+ecosf)(2+e—cosf)—2(e+1)%cosf
2oV = ‘/2(1+e cos f) (2+e—cos f)+(e+1)2(1 —cos f) V4 2, +ul,

24/1- cosf1+e cosfucy

\/2(l+e cos f)(2+e—cos f)+(e+1)2(1 —cos f)

It is interesting to compare the fuel consumption due to this optimum
correction strategy with the fuel consumption of a technique which has
been used previously, namely the minimization of the magnitude of only
the midcourse impulse. Figure 1 illustrates the total magnitude of velocity
corrections due to a midcourse correction impulse at the illustrated loca-
tions and in the illustrated directions. The magnitude of each arrow re-
presents the total corrective velocity (eq. 14) necessary to correct a unit

149
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displacement in periapsis altitude. The arrows above the hyperbola are
the corrections necessary to raise the periapsis while those below the hyper-
bola are those necessary to depress the periapsis. At each point there are
two arrows which are diametrically opposite. These arrows are in the
critical direction which minimizes the magnitude of only the midcourse
impulse. The arrows are not of the same length because the change in the
magnitude of the terminal impulse due to raising or to lowering periapsis
is of opposite sign. The two shorter arrows at each point represent the
optimum corrections. The directions of these arrows are symmetric with

L

F1G. 1. Total required velocity corrections.

respect to the non-critical direction which is orthogonal to the critical
direction. The figure shows that the optimum correction strategy always
saves fuel relative to the other strategy and that the relative fuel saving
becomes quite large as the vehicle gets closer and closer to periapsis.

II. Terminal Maneuver

The finite thrust terminal maneuver for injection into the circular orbit
cannot be approximated as an impulse because of its relatively long dura-
tion. The guidance for this terminal maneuver is developed by utilizing
an approximate solution of the equations of motion. This approximate
solution is a direct application of a theory due to Robbins.¢® It represents
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a second order expansion of the impulsive solution for the optimal trajec-
tory in terms of inverse powers of the average acceleration. Robbins’
theory can theoretically treat any thrust acceleration schedule because it is
based upon the moments of the acceleration about a centroid time. For
the practically important case of constant thrust, the moments about the
centroid of the finite thrust burn are given by egs. (16)-(19), while the
characteristic velocity of the maneuver is given by the standard rocket
equation (15).

AVEJ:";nF-dt=cln%n1—: )
. |

My = ft' 5 (t—t) dt = 0 (16)
ti—to = c—'Ffﬂ[uA—cV(l—e‘ch)] | k 17)
ta—t1 = c;’;—° [AC'V (1 e_ATK) —e_A_cK] (18)

t
M, = J gl (t—t1)? dt
to m
(ta—t0)2 AV 1 /4v\2 1 [4V\4
=1 [1'60(7) *+ 1920 (T) +] (19)
Robbins’ analysis is carried out in an inertial Cartesian coordinate system
whose origin is at the location of the nominal impulsive burn and whose
x axis is aligned with the direction of the impulse. For the present problem,
the impulse is circumferential and that will be the direction of the x axis.
The y axis will be taken to be radial and the z axis will be taken to be normal
to the first two axes. The analysis in this rectangular coordinate system
is then developed by ignoring all powers of the inverse of the average
acceleration higher than the second. Robbins shows that, for the time open
case, this assumption imp]ies that small angle formulas may be used, that
the optimal thrust direction is a linear function of time, but that the gravity
gradient in the nominal direction of the impulse must.be considered in the

analysis. With these assumptions, the .equations of motlon are given by
eqs. (20)~(22).

t1 =0
t+x = _g[l_@ﬁwo”;(ﬂwﬂoz} @
i+ :2 - ~ F aaiton) ‘ @1)

2=l G0 » @)
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The terminal boundary conditions are such that the vehicle will end up
on a circular orbit at the desired nominal radius. In this Cartesian coordi-
nate system and with these approximate equations of motion, these
boundary conditions are given by egs. (23)—(27).

n=)E[1-5% @3)

Vo= —ﬁ ty (24)
N | |

y2 - Rg 22 (25)

2, =0 (26)

z2=0 - @7

The integration of the equations of motion may be carried out by standard
techniques to yield eqs. (28)—(32).

1 av
o = %o [1 Vg B (ta—to) ]—xo (tz —to) =~ [Z_ﬁ— %_ﬁ tz]

M, 2402 :
+2 [R3+w +9] | | @28)
Y2 = }"o——(l‘z —to) —AVay (29
= yo+y6(t2—lto) —%% (tz—to)z—AValtz-I-MzCO _ (30)
Z9 = Zo—AVﬁl _ (31)
Zg = Zo+z'o(t2—to) —AVﬂltz-l-Mz.Q : (32)

There are five quantities that must-be determined in order to meet the
five desired terminal conditions. These quantities are the directions of the
thrust at the centroid time as well as the rates of rotation during the burn
and the total duration of the burn. To this order of approximation, these
quantities are given explicitly by egs. (33)-(37).

J3'o+£§ to
xy = T . (33)
2
Yo—Yolo——3 —29
0= — I (34)
20 . _
Br= av | .(35)
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Zo—Zolo (36)

9= -2
. » af+p2] %o p
AV:(xo—‘/-E)[l'l' 12 ]+2 R3(2t2to tz)
M,
xo b (ta—t0) + 2 [1‘;3 +w2+92] @D

This completes the development of the equations of motion during the
terminal burn as well as the solution of the boundary value problem for
control of the vehicle. It is still necessary to make a feedback control law
out of these equations and to determine the times at which the thrust
should be turned on and turned off. An accurate way to create a feedback
control law is to continually redefine the position of the centroid on the
basis of the estimated time-to-go to the completion of the burn. This will
cause the Cartesian coordinate system to rotate and change its origin
during the burn but will cause the solution to become progressively more
accurate as the terminal time is approached. With this type of feedback
control, the engine may be turned off whenever some measure of the
terminal error becomes small enough.

The optimum time to turn the engine on may be determined by noting
that Robbins’ theory predicts that the centroid of the final burn should
be at the periapsis of the hyperbola. The required length of the burn may
then be determined by substituting the control egs. (33)—(36) into eq. (37)
and referring all quantities to the perigee of the unpowered hyperbola,
yielding eq. (38). The last term in eq. (38) is of higher order than the other
terms and may generally be neglected.

i VB M Yz g
v =3—| gtm s t7ou, ToAv

(3%)

III. Optimization of the Combined Maneuver

The first section of the analysis considered the optimum midcourse cor-
rection if there was going to be an impulsive terminal burn. The second
section then developed the equations of motion and the cost for a finite
thrust terminal burn. This final section is intended to determine the mini-
mum fuel consumption for the combined maneuver with a midcourse
impulse and a finite thrust terminal burn. With a finite thrust terminal
burn, it is possible to produce changes normal to the nominal thrust
direction during the burn, so that part of the position correction may be
done during the terminal burn and part may be done during the midcourse
burn. The total additional cost, over and above the AV of the nominal
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impulsive hyperbola, is given by eq. (39).

- T | TR

Ou,, Ouy
_ 0%p/0uey 03+z)) | 0%, u M,
ayp/aucy (ypl P) +—5 2M + ay y +—=7 R3 2 (39)

The only unknowns in eq. (39) are y, and z, which are the position dlsplace-
ments at perigee after the decourse lmpulse All the other terms in
eq. (39) may be considered as constants and they have all been previously
determined in this paper except for the one given by eq. (40).

0xp _ _ u

oyp R +/e+1
The optimum values of y, and z, may then be determined by differentiat-
ing eq. (39) with respect to these two quantities, and setting these deriva-
tives equal to zero. This produces two simultaneous quadratic equations
for y, and z,. These simultaneous equations may be solved by standard
algebralc techmques, either analytically or by iteration. Once Y and z,
have been determined, the components of the midcourse correctlon may
be determined from the formulas in Section I by substituting the changes
in these quantities for the total corrections considered in Section 1. The
terminal maneuver is then carried out according to the suggestions devel-
oped in Section II. Equation (39) may also be used to determine the relative
cost of having a midcourse correction or of correcting all the position
components during the terminal burn. These comparative costs may then
be used to determine the desirability of performing a midcourse correc-
tion. .

(40)

CONCLUSIONS

1. The optimum midcourse guidance correction for rendezvous or orbit
transfer may be found by a simple modification of the standard
calculations for position guidance.

2. An accurate near-optimal terminal guidance scheme can be devel-
oped explicitly using Robbins’ theory of near-impulsive transfers.

3. A unified theory of minimum-fuel guidance can be developed for a
large class of missions.

2¢
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POSSIBLE EXTENSIONS OF THE ANALYSIS

1. This problem can be extended to nonlinear planar corrections by
using the results of Horner.®® The adjoint solutions corresponding
to small planar corrections are identical with Horner’s.

2. It should be possible to generalize the analysis to arbitrary time-open

maneuvers in the neighborhood of a given time-open minimum-
impulse maneuver.
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POLYNOMIAL APPROXIMATIONS
IN PERTURBATIONAL NAVIGATION
AND GUIDANCE SCHEMES

Y. GENIN

M.B.L.E. Research Laboratory,
Brussels, Belgium

1. INTRODUCTION

In perturbational navigation and guidance schemes, a nominal trajec-
tory and a sensitivity matrix must be stored in the computer on board.
To save memory, these variables are generally expanded in polynomials
in one variable, so that only the coefficients need to be stored.

To compute a polynomial expansion, one has to choose a norm and the
kind of error controlled. Although the L,-norm (least squares) is of com-
mon use in most cases, the L_-norm (Chebyshev norm) is more suited to
the problem at hand, which demands that the maximum relative error be
kept minimum. .

The purpose of this paper is to discuss and compare five different
methods: classical least squares approximation, a computationally more
efficient least squares approximation by a Fourier expansion in Cheby-
shev polynomials, an approximate Chebyshev approximation on the
absolute error by an extension of the preceding method, the true Cheby-
shev approximation on the absolute error and the Chebyshev approxima-
tion on the relative error.

The approximation with a Chebyshev norm on the relative error is the
most adequate and yields the lowest degree polynomial. On the other hand,
the approximation with a Ls-norm on the absolute error is easier to com-
pute.

2. CLASSICAL LEAST SQUARES APPROXIMATIONS

Let f(7) be the function of 7 to be approximated by a polynomial:

P("l:) =jg a v 0))

13
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on the interval (7, 71). Assume we know the value of f() in N points 7,.
Our task is to find a set of coefficients g; such that the mean quadratic
error: ‘

1 X k 72
= 3 2| fe= 3, o] @
be a minimum. This imposes the condition aa—f =0, 1ie.:
k+1 !
Y. Bimm =di, 1<I<k+1 )
m=1

with:
am = Gm_1

N
blm —_ Z 1$I+m—2)
i=1

N
d; =Y 1" Vf(r)
=

The “normal” equations (3) completely determine the parameters of the
approximation. A closed form solution is obtained by inverting the nor-
mal system (3). This explains the almost universal use of the Lg-norm for
practical applications in approximation theory even in situations where the
Ly-norm is not the most desirable choice.

From a computational point of view, the above procedure is not advis-
able for the inversion of the [b;,] matrix is unstable numerically. This is
due to the particular structure of the matrix, which is symmetric and
recurrent:

blm = bml
bim = b1—1,m-1

and to the spread of element values. It is therefore better to use a different
method as outlined below.

3. LEAST SQUARES APPROXIMATIONS
BY A FOURIER EXPANSIONINCHEBYSHEVPOLYNOMIALS

Performing a change of variables defined by:

2T _ T1+7o0 (4)
T1—7To T1—7To

cos 6 =

in such a way that cos 6 ranges from —1 to +1, we are left with the

expression:
_ 27 T1+ 7o
g(6) = g[arc cos("‘_l_to 11_10)] ®)




POLYNOMIAL APPROXIMATIONS 15

which may be considered as an even periodic function given on the interval
0==0=<nm.

On the other hand, it is well known that a truncated Fourier series ex-
pansion is a least squares approximation. Developing the even function
g(0) in a Fourier cosines series and truncating after k+ 1 terms, we obtain:

g(0) ~ z ajcosjo

f@) ~ Zk:a,cos[Jarccos( 2 _11+to)]

71—7o T1—7To

%_Z, ( ’1+’°) o ®

T1—7To T1— T

where the 7}’s are the Chebyshev polynomials of the first kind.

It can be shown® ? that if we choose N+1 points 6; evenly distributed
in the interval (0,x) and give the corresponding values of the function,
the coefficients a; can be obtained explicitly by the equations:

1 N7’

; &(6)
9 N
; 2(0)) cos j 6; Q)

with 0,=%. The double prime on the summation symbol indicates that

the terms with suffixes i/ = 0 and i = N are to be halved.

The great advantage of this method is the numerical stability inherent
in the summation process, which produces least squares approximations
of very high degree unattainable by the first method.

On the other hand, the choice of equally distributed abscissae on the
0 interval has important theoretical advantages; in particular, it can be
shown® that the convergence of the approximation to the original func-
tion is ascertained when increasing the degree of the polynomial approxi-
mation. This is not necessarily the case when using equally distributed
abscissae on the 7 interval, in view of the so-called Runge phenomenon.

As a consequence of reflecting g(6) as an even function for negative
0(—n =< 0=0), g(0) is made continuous at the boundaries 6 = 0 and
0 = m. Then, if f(z) is itself continuous in the interval (7o, 1), the coeffi-
cients @; can be proved® to converge to zero asymptotically with a speed
of convergence of order k=2 at least.
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4. APPROXIMATE CHEBYSHEV APPROXIMATIONS
ON THE ABSOLUTE ERROR

Let f(x) be the function to be approximated on the interval (—1, +1).
The polynomial of degree n passing through (n+ 1) given pomts [f(x), xi]
is the Lagrange polynomial:

n

H (x—x,)

p(x) = ;f(x,) L (8)
- H(x, xa)

s;éi

If the .- n on f(x) has deriva tives up to order n, the interpolation error
an be shown to be:(®

) =70 - =[x ©)

with 7 a point between xo and x,. Except if f(x) is just a polynomial of
degree n+1, f**(n) has not a constant value on the interval (—1, +1);
in most cases, however, the function f(x) is sufficiently smooth to allow this
approximation. The error r(x) becomes:

r(x) =~ C(x—x;) (10)
with C constant.

Now, the Chebyshev polynomial of order n+1 is known as the unique
polynomial alternating n+ 2 times on the interval (— 1, +1) and having the
smallest maxima for the absolute value of its amplitude, all the maxima
being equal. Therefore, if the roots of T, ,(x) are chosen as the abscissae
of the interpolation, the error r(x) will exhibit all the properties defining a
Chebyshev approximation uniquely. Thus as far as the (n+ 1)th derivative
of f(x) may be approximated by a constant, an approximate solution to the
Chebyshev approximation problem may be found by computing the inter-
polating polynomial having the n+ 1 roots of the Chebyshev polynomial of
order n+1 and the corresponding values of f(x) as points of interpolation.

The quality of this approximate Chebyshev approximation can be easily
tested by selecting the upper bound r, and the lower bound r; of the maxima
of the interpolation absolute error; it can be proved® that the maximum
absolute error r,, of the true Chebyshev approximation is bounded by

NnN<rn<sh . . (1
Practically, rather than using the Lagrange interpolation formula, it is

numerically better to proceed as follows. Let p(x) be the approximate
Chebyshev approximation; p(x) may be expanded in Chebyshev polyno-
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mials:
hx) = Z ;Tj(x)
The function f(x) is:
n
fx) = j;} ¢;Ti(x)+r(x)

o Z eTi(x)+C H (x—x) (12)
j=0 i=0

When choosing the x;’s as the roots of T, (x):
P ( 2n+2 )
eq. (12) becomes:

%)~ ,Z, ¢/T)(%)+ CaTy 1)

with C; constant.
As T, ,(x;) cancels and in view of the orthogonality of the Chebyshev

polynomials, it turns out:

Co=—+ n+1 Zf(xi)

¢ = - +1 i;)f(xi)Tj(xi) : (13)

The method provides an approximate Chebyshev approximation, which
in most cases is very close to the true solution and requires considerably
less computational effort. :

5. CHEBYSHEV APPROXIMATIONS
ON THE ABSOLUTE ERROR

With the L.-norm on the absolute error, the problem is now to find
the coefficients a; of the approximation polynomial:

k
p(x) =Y ax/
j=0
so that the maximum of the absolute error modulus:

le(x)] = |f(x)-p(x)]

be a minimum on the interval (x,, x,).
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Let P(x) be the Lagrange polynomial passing through k+1 points
[x; f(x)] and [x,] a set of k+2 distinct abscissae belonging to the interval
(%9, x,); such a set [x,] is called a reference. The corresponding values of
the Lagrange polynomial P(x,) are necessarily related by a linear relation
(the characteristic relation):®

k+2

3, WP(x) =0 D)
where the A,’s are given by:
2= 1
=
TT Geo—x5) @15
s=1

§FEV

The polynomial P(x) is called a reference polynomial with respect to the
reference set [x,] if the errors e(x,) alternate at these points, i.e.:

sgn [Z'v'e(xo)] =C (16)

It will be assumed throughout this section that P(x) verifies this require-
ment.

Consider all the reference polynomials corresponding to the reference
set [x,]. For any such a polynomial, the errors e(x,) verify the following
relation:

k+2 k+2
3 1kl lew)] =+ ¥ Af(x) an

The proof is a consequence of (14) and (16); in fact, we have:
k+2 k+2
2 b P(r) = 3 Al +e(x)] =0
which in turn gives the equation:
k42 k+2
= Y, Aaf(x) = ), Aoe(xy)
v=1 v=1

and finally proves the relation (17).

For the reference set [x,], the levelled reference polynomial P(x) is defined
as the reference polynomial of which all the errors e(x,) have the same
absolute value | €| = | &(x,)| which is called the reference deviation.

Putting &(x,) = & sgn A,, one gets from relation (17):

k+2 k+2 .
DIENICATIS WENTECN

Iél_ k+2 -

ez as)
DALY 2 1|
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which provides the following inequality valid for any reference function:
Min. |e(x,)| =< |e]| = Max. |e(x,)]|

Finally, the two following theorems can be proved:

1. |é| = Max. | e(x,)| if and only if the given reference polynomial co-
incides with the corresponding levelled reference polynomial.

2. If |e| = Max. |e(x)| for any x belonging to the interval (x,, x,), the
corresponding levelled reference polynomial is the polynomial of best
Chebyshev approximation. This is equivalent to the property: the
polynomial of best Chebyshev approximation is the reference poly-
nomial of maximal reference deviation.

For a proof of these two theorems, see refs. 3 and 4.

The practical implementation of a Chebyshev approximation may be
made by various methods. One of the computationally most efficient ways
is to use the Remez algorithm: .

1. Start with any reference polynomial P; corresponding to an arbitrary
reference set [x;].

2. Compute the corresponding reference deviation é; and the correspond-
ing levelled reference polynomial P;.

3. Determine a new reference set [x;,;] such that the x;.,’s are the
abscissae of the extrema of the error f(x)— P(x); adopt P;,, = P; as
reference polynomial for the reference set [x;,]. ’

4. Return to step 2 withi = i+ 1 until P; = P,

5. The final P, is the polynomial of Chebyshev best approximation.

I© Referring back to the preceding section, one sees that the convergence of
the Remez algorithm will be very fast if the so-called Chebyshev abscissae
are used as the initial reference set [x;], i.e. the abscissae of the extrema of
the Chebyshev polynomial of order k+1.

6. CHEBYSHEV APPROXIMATIONS ON THE
RELATIVE ERROR .

For polynomial approximation problems occuring in perturbational navi-
gation and guidance schemes, an upper bound to the relative error is most
generally imposed by the required accuracy and determines the minimal
degree of the polynomial expansion. Therefore, these polynomial expan-
sions should be obtained by using a L_-norm on the relative error and this
would lead to minimal polynomials.

With a L_.-norm on the relative error, the problem is formulated as fol-
lows: find the coefficients a; of the approximation polynomial:

3
x) = a;x!
p(x) j;) j
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so that the maximum of the relative error modulus:

Sx) —p(x)

7 19

le/(x)| =

be a minimum on the interval (x,, x;).

In cases where the function approaches zero, however, such a criterion
has no meaning. To avoid that, we replace the relative error by a modified
relative error:

' S(x) —p(x)
e(x) =——F5—— 20
1) =Lt (20)

where g(x) is a function, defined as follows: let D be the set of points on the
interval (x, X,) such that |f(x)| < 8 with § > 0, then:

g(x) =8forx e D
g(x) = | f(x)| elsewhere.

The parameter 6 has to be chosen in each case according to the maximum
absolute error modulus tolerated for x € D; note that the set D may be
empty.

With the adopted definition of e;(x), the modified relative error has the
same sign as the absolute error, which allows us to extend the theorems of
the preceding section to the present case, with appropriate modifications.

In particular, it can be proved® that the reference relative deviation for
a reference set [x,] is now written:

k+2
- vz=:1 [ Aog(x0)] Ie;(x)l

!
|er| - k+2 .
Y 1 Ang(xy) |
=1

1

which in turn ensures:
Min. |e}(x,) | < |e]| < Max. |e}(x,)|

On the other hand, the two following theorems can be established :¢®

1. | e;| = Max. | e;(x,) | if and only if the given reference polynomial co-
incides with the corresponding levelled reference function.

2. The polynomial of best Chebyshev approximation on the modified
relative error is the reference polynomial of maximum reference rela-
tive deviation. :

The Remez algorithm can be used for this case in just the same way as in
the Chebyshev approximation problem for the absolute error.



POLYNOMIAL APPROXIMATIONS 21

7. EXAMPLE

Consider the function f(7) of Fig. 1 which exhibits the typical behavior
of the elements of a perturbational guidance matrix, as computed from the
second variation theory (7 being the time to go). Although that function has
a pole of the second order at the origin as is apparent from theoretical
reasons, let us for the sake of illustration try to approach f{(z) by a polyno-
mial of non-negative powers of 7 only.

2300 <« -200 -100 0
T(sec)

FiG. 1. Function f(z) to be approximated versus 7.

By applying the classical least squares approximation method, numerical
instability makes it impossible to obtain the correct coefficients of the
approximation for a degree exceeding ten in a singe length computation.

When using the Fourier expansion in Chebyshev polynomials, polyno-
mials of degree running up to 100 are easily derived ; Fig. 2 shows the enve-
lope of the 65 first harmonics of the expansion (coefficients a; of eq. (6)).
The maximum relative error for the 65th degree polynomial is still 5 per
cent which is not surprising in view of Fig. 2 and the value of the lower
bound of f(z).

The Chebyshev approximation on the absolute error leads to polynomi-
als of almost the same degree. In fact, in view of the range of f(z), any ap-
proximation relying upon an absolute error criterion will necessarily give
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polynomials of high degree because insuring sufficient accuracy for small
values of f(7) requires extreme accuracy for the large values.

The Chebyshev approximation on the relative error gives much better
results. Figure 3 shows the behavior of the maximum relative error as a

anf
10° \
6.10" \

<L

310°
/N
6 \
\
610° \\
<6 \ LN

TS
g \\

o 2% 33 50 SB?f

FiG. 2. Envelope of the 65 first harmonics of the polynomial expansion in
Chebyshev polynomials.

function of the polynomial degree. For equivalent accuracy in relative
error, the degree of the resulting polynomial expansion is cut down by a
factor three with respect to the other methods. Moreover, the polynomial
obtained is certain to be the minimal polynomial for an admissible given
relative error.

Of course, if negative powers of the argument = were allowed in the poly-
nomial approximation, the expansions would be much shorter. In practice,
such polynomials would be obtained by multiplying f(z) by t™ with m = 0
and approximating the result in non-negative powers of = only.
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F1c. 3. Maximum relative error versus polynomial degree in Chebyshev
approximations on the relative error.

8. CONCLUSION

The choice of a correct error norm is very important and may have
a substantial influence on the degree of a polynomial expansion.

The polynomial Chebyshev approximation on the relative error has been
shown to be the most adequate in approximation problems occurring in
perturbational navigation and guidance schemes, where the quality of the
approximation is controlled by the maximum relative error value; such
polynomials are the shortest for a given admissible relative error.

In practice, the required computations for approximations of Chebyshev
type are more important than with other methods. Approximations of least
squares type on the absolute error are often used as an easier tool. The
degree of such approximations will deviate from the minimal degree of the
Chebyshev approximation on the relative error to an extent which will es-
sentially depend on the shape of the function. The larger the range of f(z),
the more important will be the increase in polynomial degree.

In any case, classical least squares approximations should be avoided
because of their inherent numerical instability.
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ON A CLASS OF DIFFERENTIAL GAMES

G. LErtMaNNt and G. Mont
University of California, Berkeley

1.INTRODUCTION

" In this paper we shall discuss a class of two-player, zero-sum games.
In particular we shall treat a play whose state is determined by a given
set of ordinary differential equations; hence the name differential games.

The differential equations defining the evolution of a play involve para-
meters some of which are under the control of one player, P, while the
others are under the control of the opposing player, E. A play terminates
the first time the state of the play reaches a prescribed set. The payoff for a
play is a scalar-valued functional, that is, a quantity whose value depends
on the evolution of the play. Player P seeks to minimize the payoff, where-
as player E seeks to maximize it. In this sense each player attempts to play
optimally.

The study of differential games was initiated by Isaacs and his extensive
investigations may be found in his book of the same title.'? Utilizing a prin-
ciple of optimality he arrives at a partial differential equation whose solu-
tion is the value of the play, that is, the payoff under optimal play, as a
function of the initial state of the play. Isaacs’ approach is partly analytic,
partly geometric. His theory is subject to a priori assumptions on the value
of the game. ’

Berkovitz2—3 bases this theory of differential games on the calculus of
variations. However, in order to lend greater rigor to the theory he restricts
the class of games treated to one smaller than that considered by Isaacs.

In an earlier paper® we presented the beginnings of a geometric theory
of differential games for a restricted class of such games. Here we shall
attempt to give a theory applicable to a wider class of differential games.
The analysis will be based on geometric properties in state space and as such
constitutes an extension of this approach applied earlier to optimal control
problems.—®

t Professor of Engineering Science, currently in the Miller Institute for Basic Science.
I Research Assistant, Division of Applied Mechanics.
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2. NOTATION AND TERMINOLOGY

Unless otherwise indicated mathematical symbols will be those in com-
mon use. The following notation and terminology will be used throughout.
Additional terminology will be introduced as needed.

A g-tuple of numbers will be considered a vector in g-dimensional Eu-
clidean space E? with orthonormal basis. A vector will be denoted by a lower
case letter, and its components will be denoted by subscripts. Specific
values of vectors and scalars will be denoted by superscripts. All vectors
will be written as row vectors; however, a vector may be either a row or a
column vector. In particular it will be understood that a vector is a row
vector if it premultiplies a matrix and a column vector if it postmultiplies a
matrix. The inner product of two vectors will be indicated by dot notation;

eg ab= i a;b;. A matrix will be denoted by a capital letter or by an
i=1
appropriate partial derivative symbol.

The term region will mean an open connected set of the appropriate
space. A scalar-valued function defined on a region will be said to be of
class C* if the function and its first k partial derivatives are continuous
on the region. Similarly, a vector-valued function will be said to be of

class C* if each of its components is of class C¥.

3. FORMULATION OF THE GAME

3.1. State and Strategic Variables

Let ¢ denote time and let x = (x1, X3, ..., X,) denote the position or
state of the play, where x, = ¢. The state x(z) at time ¢ is determined by

dx

E =f(x’ u, 0) (l)
where fx, u,v) = (falx, u,v), ..., fu_s(x, u,v), 1)
and where u = (uy, 2, ..., u)

v = (01, Vg, ..., 0;)

are control or strategic variables chosen at each instant of time by players
P and E, respectively. '

Let G, U and V be bounded regions of E", E" and E?, respectively. We
shall assume that function fis of class C2 on GX Ux V.

If u and v are defined for all ¢ € [t1, 2] and if there exists a solution x(z),
11 <<t =<1y, of eq. (1) for given initial state x(¢;) = x1, then x(¢) defines a
path p from x(#;) = x! to x(z2). This path is the image of [¢1, £2] under the

graph {(#, x) : x = x(t)}.
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3.2. Stratégies

We shall assume that the choices of strategic variables u# and v are
governed by functions of x, the strategies 7 and ¢, respectively, which the
players select at the outset of the play from a prescribed set of admissible
strategy pairs. Thus at time ¢ the values of u and v are

u(t) = n(x(1)) @
u(t) = &(x(1)) 4
Before defining admissible strategy pairs let us consider the concept of

a decomposition of a fixed region XcG. We shall say that {X;, X,
..., X, } constitutes a decomposition of X if :

() X;,i=1,2,...,% < oo is a region of E" with piecewise smooth
boundary;
i X, N X, =9, k=1
i) X; € X, i=12,...,%;

(iV) XcU Xg.
i=1
We are now ready to define admissible strategy pairs. We shall say
that a strategy pair =, ¢ is admissible on a fixed region X if

(i) there exists a decomposition {X1, X3, ..., X, } of X such that func-
tions 7, € agree on each X; with functions =/, & of class C2 on a region
R 5 X, and on each nonempty M¥ A X, N X;, k # I, with func-
tions @, & of class C? on a region R¥ o M¥;

() n(x) €K, &S U

sck. cv VXEX
where K, and K, are given sets in E" and E?, respectively.

It follows from basic existence and uniqueness theorems that given a
point x° in the interior of a subregion Xj there exists a unique solution
x(t) of eq. (1) with u = 7*(x), v = €¥(x) and x(t,) = x% and that x(¢) is
defined on some interval containing #o. If x° belongs to the boundary of
a subregion Xj, say to M*, solutions of eq. (1) may be generated by
considering u = 7¥(x), v = ¢(x) or u = al(x), v = &(x) or u = a*(x),
v = ¢¥(x). If the corresponding solutions belong to X; or X; or M¥,
respectively, then they are also solutions of eq. (1) with 4 = a(x), v = &(x);
thus, for initial states belonging to M* solutions of eq. (1) with an ad-
missible strategy pair need not be unique.

3.3. Termination of Play and Playable Strategy Pairs

A play starting from initial state x° at time 7o terminates at the smallest
value of time, #,= f,, for which the corresponding solution x(¢) belongs
to a prescribed set 6/ in E". We shall assume that the terminal state set 6
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is an (n—1)-dimensional surface contained in the boundary of X and that
it can be represented parametrically by x = B/(s) where s = (s1, 52, - . .,
s,_1) ranges over a closed cube X/in E"-, function 2 is of class C2 and

matrix
o [666{] i=12...,n
_A —_—
Os = | 0s; =142, ...,n—1

has a maximum rank on a region containing X*. These assumptions imply
that 6/ can be defined by a single equation

mf(x) =0

where function m”/is of class C2 and grad m/(x) = 0 on a region contain-
ing 6”.
A strategy pair 7, ¢ will be said to be playable if

(i) it is admissible;
(i) it generates a terminating play, i.e., x(¢) € ¢/, for all initial states
xXcX; _
(iii) all states except the terminal one belong to the interior of X, i.e.,
x(t)€EX VtE[te ).

3.4. Payoff, Optimality and Value

Associated with a terminating play. there is a payoff, namely, the quanQ
tity that player P seeks to minimize and player E seeks to maximize. We
shall consider a payoff in integral form

Vs, 05, ) & [ o), ), o0)

where u(t) and v(¢) are given by (2), and the corresponding strategy pair
m, € is playable. The prescribed function f; is assumed to be of class C>
on GXUXYV. '

We shall say that a playable strategy pair @*, e* is optimal if it satisfies
the saddle point condition

V(xo, 6f; n*, &) << V(x0, Of; m*, £*) << V(x9, 6f; , &%) 3)

for all x0 € X and for all playable strategy pairs @*, ¢ and m, &*, and if
V(xo, 0/; n*, *) is defined for all x° € X. To emphasize the latter condi-

tion we write ,
V*(x0) A V(x0, 0F; ¥, e*)

and call V*(x?) the value of the game.

The path generated by solution x*(f), to <t =< t7}, corresponding to
initial state x° and optimal strategy pair =*, ¢*, will be called an optimal
path and denoted by p*. The path generated by solution x*(z), ro < t < ¢/,
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[XE@), tyt=<< tf] corresponding to initial state x° and playable strategy
pair @*, ¢ [m, ¢*] will be called P-optimal [E-optimal] and denoted by
PiIp%l

4. AFUNDAMENTAL THEOREM

4.1. Trajectories

Let us now consider points
% = (x0, X1, . . ., Xn) = (Xo, X) € Ent1
and let us define a trajectory I'(C) in & U @, where Z A x,XX and
67 A x, X 0%, by
I(C) p{% : xo+ V(x, 0F;m, &) = C, x€p}

where &, ¢ is the playable strategy pair generating path p and C is a
constant. Similarly we define optimal trajectory

I'*(C) A {% : xo+ V(x, 0F; %, %) = C, x€p*}
P-optimal trajectory
IP(C) A% : xo+ V(x, 0%;7*, &) = C, x€pP}
and E-optimal trajectory
T'H(C) o {% : x0+ V(x, 0F; 7, &%) = C, x€pF)

As parameter C is varied we obtain one parameter families of trajec-
tories {I'(C)}, {I'*(C)}, {I'’(C)} and {I'E(C)}. These belong to x,-cy-
lindrical surfaces whose intersection with X are paths p, p*, p? and pF,
respectively. Since trajectories correspond to playable strategy pairs, their

terminal points belong to the x,-cylindrical surface 6.
We have

Vo), 05, ) = [ foata), ueo), ote)

so that trajectories are determined by

£ _feun @

witht u = #(%X), v = &(¥) and

fZ, u, v) = (fo(x’ u,0), ... fa-1(X, 4, ), 1)

t Note that #(%) = 7(x), &(® = &(x).
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Now consider optimal, P-optimal and E-optimal trajectories starting at
the same point %° at time 7,. Let

@), tot <t}
) tot<1tf
), tot<1tf

denote the corresponding solutions of eq. (4). Saddle point condition (3)

can now be written .
x{(tf) < x§(tf) < xF(tF) (%)

FiG. 1. Trajectory.

4.2. Game and Isovalue Surfaces

Since V*(x) is defined for all x in XU 6, we can define game surface

2(C) by
Z(C) o {% : D(F) A xo+V*(x) = C} (6

where C is a constant.
The intersection of X(C) with X'\ 6/ will be called an isovalue surface
S(C) A{x: V¥*(x) = C}
Such a surface is the locus of all initial states for which the game has the
same value, namely, C.

As in the case of trajectories, varying parameter C results in one-para-
meter families {Z(C)} and {S(C)}. In view of definition (6), the members
of {Z(C)} are ordered by parameter C and can be deduced from one an-
other by translation along the x,-axis. Hence there passes one and only
game surface through every point of Z(J6”.

A given game surface Z(C) separates 5 (J @ into two disjoint sets

A[Z(C) A {% : X0 > C—V*(x)}
B/Z(C) & {#: x0o < C—V*(x)}

If ¥€ A/X(C) it will be termed an A-point relative to 2(C);
if %€ B/2(C) it will be called a B-point relative to 2(C).
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The fbllowing fundamental theorem can be established,®

THEOREM. A P-optimal trajectory whose initial point belongs to game surface
Z(C) has no A-point relative to X(C), whereas an E-optimal trajectory whose
initial point belongs to X2(C) has no B-point relative to X(C). An optimal
trajectory with initial point on 2(C) lies entirely in Z(C).

The fundamental theorem states that a given game surface X(C) is not
only the locus of all optimal trajectories whose initial points belong to it,
but it is also a separating surface for P and E-optimal trajectories which
emanate from it (see Fig. 2).

F1G. 2. Game surface and trajectories.

5. PROPERTIES OF OPTIMAL.SOLUTIONS

5.1. Assumptions

Let {X}, X, ..., X% } denote the decomposition of X corresponding to
optimal strategy pair n*, e*. Thus functions 7*, ¢* agree on each subregion
X with functions o/, &' of class C2 on a region R* > X* and on each non-
empty M¥ A X¥N X with functions ¥, ¢¥ of class C2 on a region
R4 5 MM, Let

gH(x) A fi(x, 74(x), e(x))
gH(x) & fi(x, 74(x), e¥(x))

We shall assume that n*, * is such that the following conditions are
satisfied : :

(i) A nonempty M* js an (n—1)-dimensional surface that can be repre-
sented parametrically by x = @¥(s) where s = (s1, Sa, . . ., S,_1) ranges
over a closed cube X* in E"-1, function * is of class C? and matrix

666"’A ok i=12...,n
w25

j=0,1,...,n

j=1,2,...,n—1
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has maximum rank on a region containing X*. Thus surface M* can be
represented by a single equation m*(x) = 0, where function m* is of class
C?2 and grad m*(x) # 0 on a region containing M*. This, in turn, implies
that M* possesses an analytic extension. Whenever we speak of an
interior point of M*, we shall mean interior with respect to the topology
induced on the analytic extension of M*. The interior of M* will be

denoted by M.

(ii) A path generated bya*, e* neither enters nor leaves M* tangentially;
e.g., if

X*OEXE Vie[tt), <t
x*(t") = x’e M¥

then grad m¥(x")-gk(x") # 0

(iii) grad m/(x)-g'(x) > 0 for xc6/ if grad m/(x) pomtsT into comp X
(and conversely), where g' = g¥ or g.

(iv) grad m*(x")-g%(x") # 0, x’e M* implies that grad m*(x)-g*(x) = 0
v x€ M* and similarly for g'(x).

(v) grad m¥(x)-g"(x) # 0  YxeM¥ if

(a) grad m*(x)-g*(x) > 0 and

grad m*(x)-g'(x) = 0

(or conversely) for all xée M¥; or

(b) grad m*(x)-g*(x) < 0 and

grad mM(x)-g'(x) = 0

for all x € M*, where grad m*(x), x¢ M¥, points into X7 (and conversely).

(vi) If x*(¢¥) € M¥ N 6f and x*()e Xy V€[, t¥), ' < tF, then for all
xeM N 6f
gk = gg(x)
grad gh(x) = grad g¥(x)
grad mf(x) -g¥(x) = grad m/(x)-g"(x)
grad (grad mf(x)-g*(x)) = grad (grad m/(x)-g"(x)).

(vii)) M¥ () 6/ = ¢ if
grad m¥(x)-g*(x) > 0 and
grad m*(x)-g(x) > 0
(or conversely) for all xe M¥.

(viii) M7 N M¥ = ¢ for ij # kI # ji.

5.2. Behavior of Paths near M¥

In this section we shall investigate the behavior of paths generated by
an optimal strategy pair z*, e*. In particular we shall discuss the “piecing
together” of paths capable of reaching an M* surface and the behavior

t That is, 3« > O such that Ve, 0 < ¢ = «, x+¢ grad m/(x)€ comp X.
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of paths in the neighborhood of M*. The latter consideration will permit
us to classify various types of M* surfaces. '

Let x’ be an interior! point of M*, and consider eq. (1) with u = 7*(x),
v = &¥(x), where n%, e is the strategy pair with which n*, * agrees on X.
Let

x =gqkt; x',t), X =qt’;x,t)
denote a solution of eq. (1) with u = n%(x), v = ¥(x). It follows from
standard theorems (existence, uniqueness, implicit function) that there
exist open balls B’ and B in E" with center at x" and open intervals I’ and
I'" containing ¢’, such that
(a) function g* is defined and continuous on B'XI'X I';
(b) the path corresponding to g¥(¢; x°, #,), X°cB”', to€I” intersects M* at
a point x = x"’€B’ and a time ¢ = ¢t"’¢I’ (see Fig. 3).

FIG. 3. Paths generated by =¥, &,

Suppose that grad m*(x’) points into region X¥. Then it follows also
that
() qX(t; x', t') is a solution of eq. (1) with u = a*(x), v = &*(x), for
te(ty, ') if grad m¥(x")-gk(x") =0
te(t’, ty) if grad m*(x")-gk(x’) < O
where (1, 12) = I'.

F1G. 4. Paths generated by n*, e*.

Of course analogous results apply to solutions of eq. (1) with u = 7/(x),
v = él(x). Thus we can piece together paths capable of reaching M*.

For instance, if
grad mH(x’)-gk(x") > 0
grad m*(x’)-gl(x’) =0

t The ensuing analysis applies also for boundary points of M* provided the analytic
extension of M* is employed.
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we have a path generated by optimal strategy pair #*, ¢*; this path crosses
from X to X at x'c¢ M¥.

Provided grad m*(x)-g*(x) is nonzero at one point of M, it follows
from condition (iv) on optimal strategy pairs and from the continuity
of grad m*(x)-g*(x) that the behavior of paths near M is uniform. For

instance, if a path reaches x'€ M¥ from X, then one does so for all xc M**
If grad mk(x)-gk(x) =0, xeB'NX}

then it follows from nontangency condition (ii) that the corresponding
path does not reach M*. Since the behavior of paths near M* is uniform
if grad mM(x")-g*(x") # 0, x'c¢ M¥, it must also be uniform in the present

case.
We are now ready to list the types of M* surfaces that may arise:

Transition surface MT

grad m*(x’).gk(x") = 0 or = 0

grad mM(x’)-gl(x") = 0 <0
Repulsive surface M®

grad m¥(x’).gk(x’) < 0

grad mK(x’)-gl(x") = 0
Attractive surface M4

grad mH(x)-g4(x") > 0

grad m¥(x’)-g'(x’) < 0
Semi-attractive surface M4

grad m¥(x)-gk(x") > 0

grad m*(x)-gl(x) =0 xeB'NX}

Semi-repulsive surface MS®

grad m*(x").gk(x’) < 0

grad m*(x)-gi(x) =0 xeB'NX}
Neutral surface MY

grad m*(x)-gk(x) = 0 xeB’ NXF

grad m¥(x)-gl(x) =0 xeB'NX}

The six possible kinds of M* surfaces are shown schematically in Fig. 5.
Arrows indicate the direction of increasing time along paths.

It is worth noting that an optimal strategy pair n*, ¢* must be such
that grad m*(x) -g¥(x) = 0 ¥ xe M¥ if M¥ = M4, M54 or M. This follows
from the behavior of paths near such surfaces together with the require-
ment that n*, ¢* generate a terminating play from all initial states in X.
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Furthermore, in view of condition (v), no point of an optimal path,
except its initial one, can belong to an M* surface of type M % or MR,
It should also be noted that M* surfaces of type M4, M54 and MY must
intersect 6/ since optimal paths originating on such surfaces cannot leave

them.
/M %MSR%M"

Fi1G. 5. Possible M* surfaces.

It is readily seen now that an optimal strategy pair generates a unigue
terminating path from an interior point of a subregion X;*. Indeed, such
is the case for every initial state in X with the exception of those belonging
to a repulsive M* surface.

Finally it follows from the standard theorems that an optimal path
possesses “neighboring” optimal paths. More precisely stated we mean
the following. Suppose x° is an interior point of a subregion X;* and B°
is an open ball in E” with radius ¢ and center x°. Let 7 = ¢—¢, denote rela-
tive time, and let xJ(7), 0 <7 <1, and x¥(v), 0 < v <7/, denote the
solutions of eq. (1) with optimal strategy pair #*, e*, and initial conditions
x¥(0) = x* and x¥(0) = X°cB°, respectively. Then there exists a o > 0
such that '

1%2@—x@) |l = k(r)e+o(e, 7)

where k(z) is bounded and 0(_9;“_) - 0 uniformly for all 7¢[0, 7f]" as

¢ -~ 0,and
| 7¥ —7F| = lo+0(0)

where / is bounded and Li1%1 o(0)/e = 0. An analogous result holds if
o ‘

x% is an interior point of an M* surface of type M4, M54 or M, and
X°c B0 N M*,

1 Provided 7} =< 7f; otherwise “té [0, #£1.
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6. NECESSARY AND SUFFICIENT CONDITIONS
FOR OPTIMALITY

6.1. Interior Points of Subregions

Let {X7, X5, ..., X;x} be the decomposition of X corresponding to
optimal strategy pair =*, ¢*. Utilizing the fact that an optimal path origi-
nating at an interior point of X;* possesses neighboring optimal paths, it
can be shown that V* is twice differentiableon X7*,i = 1,2, ..., »*, and
hence so is @ on &F A xoXx X*. In particular

or* or*
grad@ = (l, a—xl—,. .y 6—x,,)

is defined and continuous on &;*.

Now consider point % = #*()cEf, t€[to, tf), of optimal trajectory
I'*(C) generated by n*, ¢* and lying on 2(C). Consider also P- and E-opti-
mal trajectories generated by n*, ¢ and m, &* respectively, and passing
through point %. Since

B+ A7) —B(F%) = grad B(%)- A% +o(|] A% |])

it follows at once from the fundamental theorem that

grad D(%)-f(%, n*(%), &(%)) < 0 )
grad O(%) -f(%, (%), e*(%)) = 0 ®
grad (%) -f(%, #*(%), e*(%)) = 0 ©

Of course, conditions (7) and (8) must hold for all P- and E-optimal trajec-
tories passing through x.

Next we shall derive an equation for the transfer of grad @(x) along the
portion of optimal trajectory I'*(C) lying in Z;*. We note that condition (9)
is an identity in % on F¥. Hence

f(x, 7*(%), £¥(%)) + grad O(%) [af +gi a;’x +Zi a;x] 0 (10)
where

?0 (20D . . _
WS[W] l’]‘_O’ 1, ...,n
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and 7

of  [0fi®uv)] .. _ ‘
axé-—ij—- l,]—O,l,...,n
of [0fi% uv)] i=0,1,...,n
L a7
=L % ] j=1,2,..,r
of [0f % u,v)] i=0,1,...,n
_é___

0, | j=1,2,...,5

evaluated at u = n*(%X), v = ¢*(%), and
On* [an}"(fé)] i=1L2,...,r
—A
x=| 0x; | j=0,1,...,n

Oc* [63}"(5&)] i=12...,5
ox=[ ox; | j=0,1,...,n

However, for ¥ = %¥*(¢t) we have
d - 02D . . . o
7t grad Q(X) = W](x’ ﬂ*(X), 8='g(-x))

so that eq. (10) becomes

2 grad d(®) = —grad 9(3) [g{c gi aa’;*+g—f %] (1)
for ' ¥ =x*@®eEF, i=12,...,%*
Letting
li(t)éag*(x) i=12,...,n
Xi | x=x*n)
» A (LAY, M) = (o), 2a0), ..., nld))

(4, x, u, V) A fo(x, u, )+ A-f(x, u, v)

we may write conditions (7)—(9) as

%(l(t), x*(t), w*(x*(t)), e(x*(t))) =0 Ty
B(A), x*(t), n(x*(2)), e*(x*(1))) = 0 ®)
(A1), x*(2), w*(x*(2)), e*(x*(r))) =0 oy
for all playable n*, ¢ and &, ¢*. Equation (11) becomes
di of af Oon* af oc* ’
ar = ~4 [ax ou ox ' ov ax] an

Conditions (7)’—(9)’ and eq. (11)' may be derived also by a different
method requiring somewhat weaker assumptions.®
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Now consider the following class playable strategy pairs:
(a) Given n*, v€K, and x€X, there exists ¢ such that (x) = v and n*, ¢ is

playable.
(b) Given &*,uc K, and x€X, there exists & such that n(x) = u and =, &* is
playable.
In that case conditions (7)' —(9)’ may be replaced by
Max Z6(A(t), x*(z), #*(x*(2)), v) = 0 : "
vEK,
Min 76(/1(1‘), x*(t), u, e*(x*(t))) =0 8"
uck,
%(l(t), x*(t), w*(x*(1)), e*(x*(t))) =0 9)”
Suppose now that constraint sets K, and K, respectively, are given by
' pix, W) <0 i=12 ...,k
pi(x,v) <0 i=12...,1
where

(i) functions @; and y;are of class C* on GX U and G X ¥, respectively;
(ii) if K > r and / > s, then at most r of the ¢,(x, #) and at most s of
the y;(x, v) can vanish at any point of GX U and G X V, respectively;
(iii) the matrices
[Q@] i=1,2,..,k=<r
Oou] j=1,2,...,r
and
a_zp, i=12..,I'<s
[vi] j=1,2...,5
formed from the vanishing ¢;(x, #) and y,(x, v), respectively, have
maximum rank.
Then, if conditions (7)’—(9)"’ are applicable, it can be shown® that eq.
(11)’ may be written Z

_—l‘) —_—

ar - 55 Ox ox

where u and » are undetermined multipliers of dimensions k and /, respec-

tively, and
@A[a@(x, u)] i=12,...,k

ox= Ox; j=0,1,...,n
oy [azp,-(x,v)] i=12,...,1
ox Ox; i=0,1,...,n

evaluated at x = x*(t); u = a*(x), v = e*(x).
Thus, if K, and K, are independent of state x, eq. (11)"’ reduces to

di af

dt ax
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6.2. Jump Condition at Transition Surface

Consider an M¥ surface of type M7 and suppose that an optimal trajec-
tory I'*(C) crosses M* A xoXx M¥ at &' = x*(t'), to < t' < tf*.
Using conditions (ii), (vi) and (vii) on #*, ¢* one can show thatt V* is

continuous on X} U M¥ X;* and that grad V* is continuous on XU MH

and X*U M. Let
grad V*(x’)_ A lim grad V*(x*(2))
t—t
t<t’
grad V*(x’); A lim grad V*(x*(z))
t—>t’

=t

A(t'—0) = (1, grad V*(x")_)
I(t'+0) = (1, grad V*(x"),)

Since grad @(%) possesses well-defined left and right limits at %', so does
the tangent plane Tx(X) of 2(C); denote these by 7T5(%) and TH(X'),
respectively. Also let T¥(%') denote the tangent plane of Z(C) N AM* at %'
Now note that A(t'—0), A('+0) and grad m*(%)f are normal to the
(n—1)-dimensional plane T(%'). Hence these vectors are linearly depend-
ent; that is,

so that

c14(t’ —0)+ coA(¢’ +0) +c3 grad mk! (%) = 0
where not all constants c;, i = 1, 2, 3, are zero. Since the zeroth components
of A(t'—0) and A(¢’+0) are equal and that of grad m*(%’) is zero, it follows
that ¢; = —c;. Furthermore, grad m*(%) = 0 so that ¢; = —cp # 0.
Thus we can write

l(t’-—O)—l(t'+0)+::—: grad m¥(x’) = 0 (12)

The constant c3/cy in this jump condition can be evaluated by invoking
condition (9)’ as ¢t - ¢’ from below and above. Letting
FF=Usr) é}ﬁ}} FE* @), n*(@*(10), *(F* (1))
<t

t

fr=Hra ,lf.n,l F(E*(@), a*(Z*(1)), e*(%*(1)))
we obtain o ,
cs _ _ S+ A =0)oft  fo+At'+0)-f
a1 gradmM(x")ofT T grad m(x’)-f~

t This can be done by direct evaluation; however, it is also evident from the fact that
an optimal trajectory crosses /* at every point.
1 Of course, m¥(%) = m*(x).
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6.3. Interior Points of M4 and M*

Next we shall turn to a consideration of interior points of M* surfaces
of type M4 and M“. We shall suppose that optimal trajectories reach

surface /(¥ = E*NE} from subregion .t
Again invoking conditions (ii) and (vi) on z*, ¢*, it can be shown that

@ and grad @ are continuous and 92®/0x? is defined on 5} Uﬂol"". Thus,
function @ agrees on &} Uﬂol"’ with a function % whose second partial

derivatives are defined on a region containing =¥ Ujol"’.
Consider now optimal trajectory I'*(C) with point % = #*(t)e_#*. Since

B2+ A7) —DK(F) = grad BKF) - A%+ o(|| 4% )

it follows from the fundamental theorem that

grad OX(%) - f(%, n*(%), e(¥)) <0 (13)
grad Dk(%) -f(%, n(%), *(X)) =0 (14
grad PX(x) -f(x, n*(%), £*(%)) = 0 (15)
for all P- and E-optimal trajectories passing through %, and such that
grad mM(%) - f(%, n*(%), &(%)) = 0 (16)
grad m*i(%) - f(%, (%), e¥(%)) = 0 17

Next we shall derive an equation for the transfef of grad ¥X(%) along
the portion of I'*(C) lying in X(C)N M*. We note that condition (15)
is an identity in % for all € _/*. Hence

o0 , o oF oae .
S JE 743, o(9) +grad D) [£+ 8_1: o z{ aaix ]

+agrad m(%x) =0  (18)
where « is an undetermined scalar multiplier and

02Dk [a?(bk(i)]

L ——6x,-3xj iL,j=0,1,...,n

Moreover, for & = ¥*(t), we have

k
%grad DK(%) = %2% J(&, n*(%), e¥(9)

and letting
i) = (1, A1) & grad PH(%)

t Of course, if M® = M4, surface Jl"' is reached from both subregions.
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we can write conditions (13)—(15) as

%(l(t), x*(t), w*(x*(1)), e x*(t))) =0 (13y
%(Z(t), x*(t), m(x*(1)), s*(x*(t))) =0 (14y
(M), x*(2), w*(x*(1)), e¥(x*(2))) =0 asy

for all playable n*, ¢ and @, &* satisfying
grad m¥(x*(t)) -f (x*(t), a*(x*(2)), e(x*(1))) = 0 16y
grad mH(x*(2)) -f (x*(2), 7(x*(2)), e*(x*(1))) = 0 awy
Furthermore, eq. (18) becomes
ﬁ 1[6]‘ af On* af Oc*
dt ox ou ox ' ov ox

where « is a function defined for all # for which X*(¢)¢ _ﬂol"‘.

Conditions (13)’ (15)’ are analogous to (7)’—(9)’ applicable at an
interior point of Z}; however, conditions (13)’—(15)’ apply for a restricted
class of P- and E-optimal strategy pairs. Since grad @(X) approaches grad
D (%), % €_MH, continuously, there is no jump in A(z) when I'*(C) enters
ME. However, eq. (18)’ differs from eq. (11)’ by one added term.

] —a grad mH(x) 18)

6.4. Interior Points of MN

Finally we turn to a discussion of interior points of a neutral M¥
surface. Terminating paths neither enter nor leave an M* surface of type
MY ; however, if the initial state belongs to MY, the entire path lies in MY,

We recall that an M* surface may be represented parametrically by

x = BM(s), seXHcEr-1

The development of necessary conditions at an interior point of #* follows
closely that carried out for interior points of a subregion Z¥*. The main dif-
ference arises due to the diminution of the dimension of the space by one.

Since an optimal trajectory I"*(C) now lies entirely in (C) N ¥, we
need to represent this (n— 1)-dimensional surface in terms of o = (xo, 5);
namely, letting

V(s) & VHE(s))
we have
DN(o) A X0+ VN(s) =
One can show that V¥ is twice differentiable on X¥, so that
N oVN(s) OVN(s)
grad ®N(o) = (1, o )
is continuous and
020N 020N (o)
0% = [ 0000 ]

is defined on xq x XX,
AS 4

i,j=0,1,...,n—1
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For x = x(t)cM*, we have
E = —_aS— 3 _f(x, n(x)’ S(X))
where matrix 0% /0s has rank n—1. Thus

= f¥(s, wN(s), eM(s))

with fN A Q-1f, where Q is a nonsingular minor of d%*/dsand f is the

corresponding part of f, and
aN(s) A m(BH(s)), V() & e(FH(s))
Let
f N A (f;)N9 ™, f(.)N(ss u, v) Afe 0(66”(5')’ u, 'v)
N (s) ATH(BH(s)),  EV¥(s) & eX(BH(S))
Then invoking again the fundamental theorem, we obtain
grad ®¥(0) - f¥(o, nV*(0), £¥(0)) < 0
grad ®¥(0) - f¥(a, nV(0), eV*(0)) = 0
grad &(c) -fN(o, a*(0), ¥*(0)) = 0 '

19
(20)
@1

for all playable strategy pairs #"*, &V and z¥, é¥*, and for a€xo X .
Again using the fact that condition (21) is an identity in o€xo XXM,

we have

20 (e, 2%(@), ()

aj‘N aj‘N OnN* af‘N DeN*
ou Oo ov Oc

+ grad D¥(o) [—+—— ——+5-

where

oy [aﬁN(""“’”)_ i,j=0,1,...,n—1

oo = 60'1

ofy A ofN(o, u, v) T i=0,1,...,n—1
=[ o | j=1,2,...,r

BfN 'afiN(a, u, )] i=01,...,n-1
0v; i=L2...,s
evaluated at u = oV *(o , v =¢€N *(a), and

%N*A aazN*(a)] i=12...,r

00 =| 0 i=0,1,...,n—1

asN*A‘aef"*(a)] i=1,2,...,s

oo =| 0o ji=0,1,...,n-1

] 22)
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Moreover, along I'*(C), that is, 0 = o*(¢), to < t < t¥, we have

%grad D) = a;f;N o, N (0), eV*(0))
Now letting S
N(e) = (1, (1)) A grad Do)
and

NN, 5, u, ©) AS(s, u, ©)+ N -fN(s, u, v)
we can write conditions (19)—(21) as

AN(AN(D), s*(@), aV*(s*(2)), eN(s*(t))) =<0 19
FOV(AN(E), s*(2), (s*(1)), N¥(s*(1))) = O (20)
N (AN(D), s*(1), AV*(s*(D)), V¥ (s*(1))) = O 1)

for all playable strategy pairs #¥*, &V and =", e¥*. Equation (22) becomes
N N ‘N N* fN* *
N [, O ent | ofe oo
dt 0o ou 0o ov 0o

@2

6.5. Transversality Condition

We shall investigate now the condition that must hold at the terminal
point of an optimal trajectory I'*(C). Let us consider first the case of an
optimal path p* reaching terminal surface 6/ from the interior of a sub-
region Xj¥; that is, x*(t¥)c6’ but x*(£)¢ M¥, t' <t < t}.

The terminal point ¥*(¢¥) of I'*(C) belongs to Z(C)N&’. Since the
terminal surface 6”is the projection of 2(C) @ on E”, and since the tan-
gent plane TH(x) of 6 is defined for all x € 6/, the tangent plane T(%) of
Z(C)N O is defined at X = %*(¢}); it is the set of points (C, x) where x
belongs to Ty(x*(z#)). Also one can show that grad @ is continuous on
E¥ U (EF NO); hence Z(C) possesses a well-defined tangent plane Tx(%) at
% = #*(t}F). Clearly, Tp(%)cTx(%). Since A(z#) is normal to Tx(%), it is
normal to every vector n = (0, 73, ..., 1,) in Tr(X). Thus we arrive at the
transversality condition

 aapm =0 @3)
where p
& om(x)
s Ox; m =0

Upon solving for one component of 7 and substitution in eq. (23), the
vanishing of the coefficients of the remaining n—1 arbitrary components
renders #n—1 conditions. Combined with the equation for 6, we have n
conditions at the terminal point of p*.

4%
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If the terminal portion of p* belongs to an M* surface of type M54 or
M4, and p* enters M from Xj¥, the same transversality condition applies.
Of course, in that case

I(t) = grad OK(x*(1)).

Next we shall consider the case of an optimal path belonging to an M*
surface of type MY. In that event the terminal point of a corresponding
optimal trajectory I"*(C) belongs to

[Z(C)NAEN[OFN AL
The equation of XZ(C) N _* was given before as

DN(o) & X0+ VN(s) = C
Since grad ®M(0) is defined at o = o*(¢f), so is the tangent plane T/(o) of
Z(C)N ™. Also, since 6/ M¥ is the projection on E” of

[Z(C)NAEIN[OFN K]
the latter is defined by

xo = C, mMN(s) Ao m(B(s)) =0

Furthermore, its tangent plane T¥(o) is defined at o = o*(¢/), since grad
m™(0) is defined in a neighborhood of that point.

As before we note that T¥(6)c T¥(0), and that A¥(z#) is normal to

T#(0) and hence to every vector 7 = (0, 1, ..., 1),—y) in T¥(o). Thus
we arrive at the transversality condition

n—1
.le’.-"(t}“m =0 (24)
where .
nSlomM(s)
=1 Os; m =0

F1G. 6. Transversality condition.
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6.6. Suﬁciency Conditions

Finally we shall present a simple proof of sufficiency conditions for
optimality. That is, we shall give conditions which assure that a playable
strategy pair satisfies saddle point condition (3).

Suppose that %, & is a playable strategy pair such that

(@) fo(x, we(x), &°(x))+grad V*-f(x, n*(x), e%(x)) = O (25)
possesses a solution V¢ = V¥(x), V*(x) = 0 for all x € 6/, of class
C* on XU 6/; and

(i) fo(x, we(x), &(x))+grad Ve(x) -f(x, me(x), &(x)) < O (26)
Jo(x, (%), e2(x))+ grad Ve(x)-f(x, n(x), &(x)) = 0 27
for all playable strategy pairs #*, ¢ and @, &%, and for all x€X.

Let us consider first any connected curve / from x%¢X, lying entirely in

X except for its terminal point which belongs to 6/. Next form the line
integral

I(x0) éf grad Ve(x).dx
1

Since V(x) = 0 for xct, the value of this integral is independent of the
choice of curve /; namely,

I(x%) = —V4(x°) : (28)
Furthermore, by eq. (25) of condition (i)
f i), me e ), e (x(O))de = Vo) 29

where x%(t), to=< t = t;, denotes the solution of state equation (1) with
u = a%(x), v = &(x), and x%(to) =

Now let x(z), to= t = t;, denote the solution of eq. (1) with u = =n*(x),
v = ¢&(x), and x(¢0) = x° Form the difference in payoff

A v So(x(D), we(x(D)), e(x(1))) dt— j v So(x<(t), we(x#(2)), e(x*(t))) dt
Since integral I(x?) is invariant with choice of curve /, let us add
fgrad Ve(x)-dx+ Ve(x%) = 0
P

to A, where p denotes the path from x? generated by #*, €.
Noting that

[ erad ve-ax = [ grad ve(0)) St 22(303), o)
P

L)

and invoking condition (26) lead at once to A < 0. Thus, the left inequality
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of saddle point condition (3) is satisfied by #°, ¢° In similar fashion,
using 7, & with condition (27), we can show that n°, ¢¢ satisfies the right
inequality in (3). Furthermore, the function 7 is defined for all x on X.
Consequently =°, ¢ is an optimal strategy pair.
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UN NOUVEAU PROCEDE D’ACCELERATION
DE LA METHODE DU GRADIENT,
APPLIQUE AUX TRAJECTOIRES DE
RENTREE D’UN PLANEUR ORBITAL

JEAN FAVE

Office National d’Etudes et de Recherches Aerospatiales,
29 Avenue de la Division Leclerc, 92 Chatillon, France

RESUME

La méthode du gradient permet généralement une amélioration rapide de I'indice de
performance dans les premiéres itérations, mais conduit 4 une convergence finale trés
lente. Deux procédés sont proposés pour son amélioration; ils sont caractérisés par une
nouvelle loi de modification de commande: une loi simple mais efficace est une modifica-
tion en “tout-ou-rien” suivant le signe de la fonction de sensibilité; un procédé plus
souple et plus précis est une modification suivant la méthode du “cosinus™ (particu-
li¢rement avec pas variables) dérivant d’une analyse locale de la fonction de sensibilité.

Un exemple d’application est fourni par les trajectoires optimales de planeurs de
rentrée.

ABSTRACT

It is well known that the steepest-ascent method offers a rapid increase of the per-
formance index in the first iterations, but presents a very slow final convergence. Two
techniques are proposed for its improvement, that differ by a new choice of the control-
variable change from the classical one: a roughly but efficient change is a “bang-bang’’
change, according to the sign of the influence function; a smoother and more precise

way is the “cosine” change (particularly with variable steps), obtained by a local anal-
ysis of the influence function.

Lifting re-entry trajectories optimization is indicated as an illustration.

1. INTRODUCTION

Le calcul des variations est la méthode classique de résolution des pro-
blémes de commande optimale, mais il conduit 3 un systéme d’équations
différentielles du premier ordre ayant des conditions aux limites en deux
points. Ce systéme étant généralement trés instable, sa résolution est trés
délicate.

La méthode du gradient est une méthode itérative qui découple les équa-
tions instables. Les équations du mouvement sont d’abord intégrées 2

vl
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partir des conditions initiales et avec une loi nominale choisie a priori, puis
les équations adjointes sont intégrées & rebours, fournissant la fonction de
sensibilité de I’indice de performance 3 des variations de la loi de com-
mande. Grice 3 cette fonction de sensibilité, la loi de commande est modi-
fiée de fagon 3 obtenir le plus grand accroissement possible de ’indice de
performance au voisinage de la trajectoire. Une nouvelle trajectoire est
ainsi obtenue et le processus se poursuit.

Cette méthode offre une rapide amélioration de I’indice de performance,
puis une convergence excessivement lente au voisinage de ’optimum. De
plus, la loi de commande reste mal précisée le long des arcs peu sensibles.

Plusieurs méthodes ont pour objet de remédier & cette insuffisance:
—une premiére voie consiste a faire une théorie compléte des variations du

2¢me ordre, mais cela conduit & un systéme différentiel comprenant un

trés grand nombre d’équations,

—une autre voie est celle indiquée par Davidon dans la recherche du
maximum d’une fonction de plusieurs variables. Mais il semble que
cela conduit, dans le probléme plus général de la détermination d’une
loi de commande continue, a4 un grand nombre d’itérations.

La méthode suivante est une version améliorée de la méthode classique
du premier ordre, permettant a la fois une convergence plus rapide et une
meilleure approximation de la loi de commande optimale.

2. FORMULATION

Selon la formulation classique, 1’évolution d’un systéme physique peut
8tre représentée par le systéme différentiel:

x = flx,u,t) 0y

ol x est un vecteur 4 » composants, connu a I'instant initial #o;
u est la loi de commande dont on peut choisir la valeur 4 chaque instant,
de maniére que:
Umin << U(t) << Umax

L’indice de performance est une fonction J(x) des variables d’état a
I'instant final déterminé par une condition d’arrét 2(x) = 0.
Le systéme adjoint est:

5= —5-(%) avec plty) = (-g-g-gg—f)f @)

La fonction de sensibilité de J 3 des variations éu de la commande est:

P() =52
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Dans la méthode classique, la répartition éu(¢) qui fournit le plus grand
accroissement 8J est:
Su(t) = k-P(t)

si le voisinage de la trajectoire étudiée est défini par une valeur donnée de

f Y sut.dt.
%

Cette définition résultant d’un choix arbitraire, d’autres solutions peuvent
étre recherchées.

3. METHODE DU “TOUT-OU-RIEN”

P(1)
[P(®)]

Oumay st une grandeur physique dont il est facile de choisir un ordre de
grandeur. Avec cette procédure, on peut espérer obtenir une loi de com-
mande plus précise le long des arcs peu sensibles.

De plus, la convergence doit étre plus rapide, puisque le voisinage des
trajectoires peut étre étendu dans ces régions peu sensibles, sans étre limité
dans les zones trés sensibles.

Su(t) = Oumax.

4. METHODE DU “COSINUS”

Cette méthode repose sur une analyse de la sensibilité P(z). Elle vise &
mettre en évidence dans la valeur de P(z), 1a part due & la différence entre
la valeur actuelle de la commande et sa valeur optimale.

A chaque instant, 1a fonction P(¢) est le produit scalaire des vecteurs p et

of .
ou’

P(t) = paf Ipl- f . COoS &

Ces trois termes représentent trois effets différents:

—dans | p| on retrouve les modes divergents du systéme adjoint, c’est-a-dire
le fait qu’une méme perturbation éu a plus d’influence sur J si elle est ap-
pliquée au début de la trajectoire plutot qu’a la fin,

of
Ou
ment des régions de I’espace plus propices que d’autres a de fortes sensibi-
lités,

—dans on retrouve I'influence des variables d’état, car il y a générale-
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—1Ie terme cos « semble bien caractériser la part due 3 1’éloignement de la
valeur actuelle de la commande vis-3-vis de sa valeur optimale. En particu-
lier, pour la trajectoire optimale, la fonction P(¢) est identiquement nulle,
et ces deux vecteurs sont constamment orthogonaux, sans étre nuls ni I'un
ni 'autre.

On congoit le rdle d’amplificateur que jouent ces deux modules qu’il est
souhaitable d’éliminer en prenant:

P(2)

of
Il o

Ou(t) = Ottreg-coS a(t) = Ottpes-

Cas du temps final

La commande u n’intervenant pas toujours dans toutes les équations, le

of

vecteur 2 a r composantes (r << n). Ilarrive souvent que les composantes
» !

correspondantes du vecteur p soient nulles a I'instant final. Par suite, la
sensibilité P est nulle, mais cela ne signifie pas que la commande ait sa
valeur optimale & cet instant. En particulier, le vecteur p (2 r composantes)
qui est nul 3 l'instant ¢, prend la valeur —p.dt 3 un instant antérieur, ce
qui permet de calculer la valeur limite de 1’angle « 4 I’instant final. Cette
indication est précieuse et constitue une nette amélioration de la méthode
classique, particuliérement dans le cas ou le temps final des trajectoires
successives est en augmentation.

Choix de du,.¢

Le coefficient du..; peut étre maintenu constant dans la suite des itéra-
tions. Son évaluation est plus délicate que celle de duy,, (tout-ou-rien),
parce qu’on ne connait pas toujours I’ordre de grandeur de cos «.

Adaptation de du.e: méthode du ““cosinus a pas variables”

A l1a premiére itération, on peut ajuster du,.c de maniére a obtenir le méme
accroissement 8J que par la méthode “tout-ou-rien” avec un Suy,, donné.

Pour les itérations suivantes, on peut ajuster du..; de fagon que les varia-
tions du(t) relatives & deux trajectoires consécutives n’aient pas tendance a
s’opposer.

A chaque loi du(t) correspond un vecteur du ayant un nombre de dimen-
sions égal au nombre de pas. On peut donc convenir de réduire duyr si
I’angle de deux vecteurs Su consécutifs est supéneur 3 une certaine valeur,

et, de fagon & ne pas ralentir le processus, & augmenter du, si cet angle est
inférieur 3 une autre valeur.
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- Reduction -
[ Buge inchangé

Surer
“\
4 Suy
Augmentation
de Supet
Sup -

5. APPLICATION: PLANEUR ORBITAL DE RENTREE

Ces différentes méthodes ont été confrontées dans la recherche des tra-
jectoires optimales de rentrée d’un planeur orbital, en vue de la détermina-
tion de son domaine accessible & la surface du sol.

Le planeur dispose de deux commandes:

incidence 0=<i(¢) =< 40°
roulis —90° =< ()<< +90°
of

Les figures 1, 2, 3 montrent clairement I'influence des paramétres 5

i

et |p|. Le planeur (& l'incidence de finesse maximum) ricoche un grand
nombre de fois sur ’atmosphére, la sensibilité accusant une pointe a chaque

of

rebond, et devenant trés faible & chaque arc balistique. Le paramétre

rend trés bien compte de cet effet des variables d’état, qui caractérise seule-
ment certaines régions de I’espace favorables a de fortes sensibilités, sans
relation avec la valeur de la commande. De méme, | p | indique la présence
d’un mode divergent dans le systéme (2). La figure 3 permet de comparer la
sensibilité réelle & la “sensibilité intrinséque™ 6: en particulier, le long des
arcs balistiques, on constate une sensibilité 6 qui n’apparaissait pas dans la
fonction P; de méme, ’importance du point final est particuliérement bien
mise en évidence.

La figure 4 indique la progression comparée de I'indice de performance
(écart latéral; cas d’un planeur de finesse 1 entrant sous une faible pente:
—1,2°). Les procédés du “tout-ou-rien” et du “cosinus” (avec du,.; main-
tenu constant dans la suite des itérations) permettent d’atteindre en dix ité-
rations une valeur qui n’est pas atteinte par la méthode classique aprés
soixante-douze itérations.
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Les figures 5, 6 et 7 sont relatives & un planeur de finesse 1 entrant dans
I’atmosphére avec une pente de —2,2°. Malgré une chute de la portée laté-
rale (fig. 5), la méthode du “cosinus a pas variables” (8u,.¢ éventuellement
adapté a chaque itération) permet une rapide amélioration de la trajectoire
nominale pourtant choisie assez proche de I’optimum.

Les figures 6 et 7 montrent la loi d’incidence obtenue et la valeur finale
de ’angle 6(z): dans la derni¢re partie de la trajectoire, I’incidence varie
trés vite et il y aurait lieu de réduire I’amplitude des pas d’intégration, pour
diminuer 6.

Les figures 8, 9 et 10 montrent le comportement de la méthode du
“cosinus” avec des pas variables, dans la recherche de la portée longitudi-
nale maximum (planeur de finesse maximum égale 4 1, entrant dans
Patmosphére sous une pente de —2,2°) en présence d’une contrainte sur les
variables d’état (flux de chaleur maximum admissible).

Aprés 20 itérations, la convergence n’est pas terminée, mais cette
méthode a permis une progression notable de I'indice de performance J
(pénalisé de la violation de la contrainte) aprés que la contrainte de flux ait
été satisfaite pour la premiére fois (fig. 9). Cette progression, en dents de
scie, est rendue possible en acceptant des diminutions intermédiaires de J. De
plus, la loi d’incidence (fig. 10) est largement modifiée, méme dans les inter-
valles ou la sensibilité est faible, en particulier aprésles deux pointes de flux.

6. CONCLUSION

La simple modification de la méthode classique du premier ordre par le
choix d’une nouvelle répartition 6u(t), déterminée par la loi du “cosinus™
associé 2 la fonction de sensibilité, et par I’adaptation du coefficient Su,¢
a permis, a la fois, une croissance plus rapide de 'indice de performance et
une approximation bien meilleure des lois de commande, dans un cas sans
contrainte, et dans un cas avec une contrainte sur les variables d’état.
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THE SEPARATE COMPUTATION OF ARCS
FOR OPTIMAL FLIGHT PATHS WITH
STATE VARIABLE
INEQUALITY CONSTRAINTS!

JasoN L. SPEYER, RAMAN K. MEHRA, and ARTHUR E. BRYSON, Jr.

Division of Engineering and Applied Physics,
Harvard University, Cambridge, Massachusetts

ABSTRACT

Separate computation of arcs is possible for a large class of optimization problems
with state variable inequality constraints. Surprisingly, this class (to the best of the
authors’ knowledge) includes all physical problems which have been solved analytically
or numerically to date. Typically these problems have only one constrained arc. Even
in more complex problems, separation of arcs can be used to search for additional
constrained arcs.

As an important example, a maximum range trajectory for a glider entering the
Earth’s atmosphere at a supercircular velocity is determined, subject to a maximum
altitude constraint after initial pull-up. It is shown that the optimal path can be divided
into three arcs, which may be determined separately with no approximations. The
three arcs are (1) the initial arc, beginning at specified initial condition and ending at the
entry point onto the altitude constraint; (2) the arc lying on the altitude constraint;
and (3) the terminal arc, beginning at the exit point of the altitude constraint and ending
at some specified terminal altitude.

The conjugate gradient method,® a first order optimization scheme, is shown to
converge very rapidly to the individual unconstrained optimal arcs. Using this optimiza-
tion scheme and taking advantage of the separation of arcs an investigation revealed
that two locally optimum paths exist. The range of one exceeds the range of the other by
about 250 nautical miles (about 6 per cent) for the re-entry vehicle used here (maximum
lift-to-drag ratio is 0-9).

1. INTRODUCTION

In the past few years techniques for solving optimal programming
problems with a state variable inequality constraint (SVIC) have been devel-
oped. Necessary conditions for a stationary solution were given by Gam-
krelidze,, and Bryson, Denham, and Dreyfus.® One numerical technique

. + This work was supported by Nonr 1866 (16) and NASA Grant NGR 22-007-068
extended to Harvard University and by the Raytheon Company.
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for solving such problems uses a “penalty function” which requires the
introduction of an auxiliary state variable.®» ¥ An improvement over the
“penalty function” method, in both speed and accuracy, is the direct ap-
proach,® where the SVIC is satisfied without using an extra state variable.
In both techniques, the equations of motion and the Euler-Lagrange equa-
tions must be integrated over the entire path for each iteration.

The present paper shows that for certain problems with a SVIC, the
computation of the state and Euler-Lagrange variables need only be done
on the unconstrained arcs. Numerical computation of shorter unconstrained
paths allows more rapid convergence and increased numerical accuracy.
Also, if the constrained arc forms a large part of the entire path, this
greatly reduces the amount of computation required. This separation of
arcs occurs, for example, in the problem of finding the maximum range of
a glider entering the Earth’s atmosphere at parabolic velocities subject to a
maximum altitude constraint after initial pull-up (sketch of possible tra-
jectory in altitude-range space is shown in Fig. 1). This problem was solved

ALTITUDE

ENTRY POINT ALTITUDE BOUNDARY

EXIT POINT

TERMINAL

UNCONSTRAINED
INITIAL ARC

UNCONSTRAINED ARC

RANGE

FiG. 1. Sketch of the glider’s trajectory in altitude-range space.

by the direct method of ref. 5 and by the penalty function method in ref. 11.
The independence of the unconstrained arcs can be seen by observing that
on the constant altitude constraint two of the three state variables are fixed
(altitude and flight path angle); the velocity decreases due to the drag force.
Velocity vs. range is a universal curve on this arc; only the velocity at the
beginning and the end of this arc need be determined. A maximum range
path, starting at any velocity on the constraint boundary that is higher than
the velocity at the end of the constrained arc, has the same unconstrained
path from the exit point of the altitude constraint to the terminal altitude.
Similarly, a maximum range path, ending at any velocity on the con-
straint boundary that is lower than the velocity at the beginning of the
constrained arc, has the same unconstrained path from the inital point to
the entry point onto the constraint boundary. The unconstrained arcs can
be found separately, determining the velocities at the beginning and the
end of the constrained arc in the process. Having these velocities, the
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range on the altitude constraint can be easily evaluated. The three arcs put
together form the maximizing path, without any approximations.

Such separation of arcsis possible if the number of variables on which the
motion and constraints depend explicitly is larger by one than the order of
the SVIC. The order of a SVIC is defined as the number of differentiations
of the SVIC function needed for the control variable to appear explicitly
(cf. ref. 2).

2. PROBLEM FORMULATION

The general problem considered here is to determine a control program
u(2) in the interval #o = ¢ < #,s0 as to maximize

ty
J= f g(x, u, t) dt (4))
to '

subject to the constraints

X =f(x,u,t) )
M = M[x(ty), 7] ©)
S(x,1) =<0 ' C))
to and (o) given ®)

where ¢ (time) is the independent variable; (*) is d( )/dt; u(t) is a scalar
control variable; x(¢) is an n-vector of state variables; f is an n-vector of
known functions of x(¢), u(¢), and ¢, and is assumed everywhere differen-
tiable with respect to x and u,; M is a g-vector of known functions of x(z)
and #, ¢ << n; S'is a scalar function of x(¢) and ¢.

For those intervals of time that an extremal solution lies on a pth order
SVIC boundary (S(x,#) = 0) it is necessary that S and all its time deriva-
tives that do not contain the control be zero:

[S, 8, ..., Se-D]F =0 (6)

The control program which keeps (6) satisfied along the constrained path
is obtained from the pth derivative of S:

S®(x,u,t) =0 )

1t is assumed that the control on the constraint boundary can be found as a
function of (x, ) from the implicit equation (7) in the form

u = A(x, t) ®
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3. SUFFICIENT CONDITIONS FOR SEPARATE
COMPUTATION OF ARCS

Separation of arcs is possible if the contribution of the constrained arc
to the performance index depends only on the entry and exit values of one
variable (¢ or some element of x). Suppose the contribution of the con-
strained arc to the performance index, J(t1, ts), is

Tlty ta] = f "o, u, £) dt ©)

th

where ¢; is the entry point time and ¢, is the exit point time. If p = n then
(6) can be used to solve for all the variables in terms of one, say x;. Let the
remaining n—1 state variables be denoted by the vector y. Then from (6)

[ 7] =re (10)
All the variables in (9) can be eliminated except x; if (y, ¢, u) are eliminated

using (10) and (8) and the variable of integration is changed from # to x; by
the differential element of x; in (2) as

.il =f1(x1, »t, u) (1 1)
Thus (9) becomes ‘
_ %1(¢2) g{x1, rlx], A[x1, r(x1)l}
J[tl, tz] B J.;l(h) f l{xh L4 (xl)’A[xl’ r(xl)]} dxl

(12)
— [ 600 dry = Kpxa(e)] —Kixa(r)]

x1(t1)

It is tacitly assumed that starting from any value of x;(#;) on the con-
strained arc, the value of x1(#2) will eventually be reached.

If (12) is possible then the optimization problem can be separated into
two smaller optimization problems. They are: find u(f) to maximize

J1 = Jlte, t1] —K[x1(t1)}s 13)

subject to (2), (5) and the entry point conditions of (6); and find u(¢) to
maximize _

Ja = Jltz, 4]+ K[x2(22)] ' 14
subject to (2), (3) and the initial conditions of (6). The sum of (13) and
(14) will give the maximum value of (1).

If the equations of motion and boundary conditions do not explicity
depend upon clock time but only on time elapsed from the initial time, then
the arcs will separate for n—1 = p.
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4. MAXIMUM RANGE OF A HYPERSONIC GLIDER
WITH AN ALTITUDE CONSTRAINT

The ideas of the previous section are applied here to the problem of
maximizing the range of a glider (entering the Earth’s atmospheret! at
parabolic speeds) with an inflight constraint on the maximum altitude
after pull-up. This problem, originally thought to be a complicated prob-
lem with a SVIC,® falls into the special class of separable problems.

LIFT

_—# GLIDER ZERO -LIFT AXIS
a VELOCITY=V

_——

~
Y (FLIGHT-PATH ANGLE)

WEIGHT
ALTITUDE = h

S =WING PLAN- FORM AREA
%o =GRAVITY AT SEA LEVEL
9294(f) =LOCAL GRAVITY
. m=MASS OF THE VEHICLE
SR Wimg = WEIGHT
‘ CLELIFT COEF.
Cp=ORAG COEF.
p(h)=ATMOSPHERIC DENSITY
C p(h)V2s

EARTH'SRRADIUS

SPACE -FIXED
REFERENCE
LINE——

LIFT=

2
oRAG=S2 p‘(?h)v s

FI1G. 2. Geometry and nomenclature of atmospheric re-entry example
problem.

The nomenclature for this problem is given in Fig. 2. The aerodynamic
forces, lift and drag, are varied through the control variable «(¢) = angle-
of-attack. The lift-drag characteristics of the glider are shown in Fig. 3.
The wing loading of the glider mg/S, was taken as 613 Ib ft ~2. The 1956
ARDC standard atmosphere model was used. The glider is approximated
as a point mass moving about a spherical nonrotating Earth. The equations
of motion are:

—CpoV%S

Vi=—"pm gy )

. CroVs 4
Y= '_Lz'e;?‘_‘l'(R—_l_h'—%) cos y (16)
h=Vsiny an

o

1 Actually the problem is started in the Earth’s atmosphere partly to save computer
time and partly because the control force is negligible compared to the centrifugal force
during most of the omitted path.

AS S
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a = ANGLE-OF - ATTACK

60°
1.2

LIFT COEFFICIENT (C,)

O 1 L 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 s 18
DRAG COEFFICIENT (Cp)

Fia. 3. Lift-drag polar for re-entry vehicle.

The problem is to find the control program, «(¢), which maximizes the
range

ty V
4 = J;. m Cosydt (18)

subject to (15), (16), and (17), with initial conditions on V, ¥, and 4, a
terminal condition on altitude and the inflight inequality constraint

h(t) << hy (19)
where h,, is the given value of the maximum allowable altitude.

5. SEPARATION OF ARCS FOR THE MAXIMUM
RANGE PROBLEM

Starting from the initial conditions, a maximum range path eventually
enters onto the constraint boundary at time #;. At this point

h—hy =0 (20)
h=Vsiny =0 (21)
must be satisfied as well as all along the constraint boundary. The control

used to keep (20) and (21) satisfied on the constramt boundary is found
from 4 = 0 which implies

_ 2m [gm |4
Cr = 0V [7 R+hM] ' @

where p,, and g, are the values of ¢ and g on the constraint boundary.
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Since & and yp are fixed on the constraint boundary, only the velocity
is free. The horizontal range travelled on the constraint boundary can be
found as a function of the arc-entry and arc-exit velocities. The independ-
ent variable ¢ is eliminated by (15) so that

R V() 2mdV-
alts, 2] = fm‘) (14+hu/R)Cpou VS

where Cp is a function only of velocity through (22) and Fig. 2. Con-
ceptually R,(#1, 22) depends only on the values of the exit and entry veloc-
ities although in general an analytic expression cannot be found.

Thus the problem can be reduced to two smaller problems in which the
unconstrained arcs are found separately. The initial unconstrained arc
from the initial conditions to the entry point onto the constraint boundary
is found by obtaining an «(¢) which maximizes:

Ry = ], :’f;’; 2 dr+ FIV()] 24)

= F[V(t)] - F[V ()] (23)

The terminal unconstrained arc from the exit point of the constrained arc
to the terminal boundary is found by evaluating an «(¢#) which maximizes:

sV cos Vcosy
f i UD @)
The sum of R; and Rpg is the total range R,. One of the results of this
optimization technique is to find the velocities at the two ends of the con-
strained arc. ,

If it is found that V(#,1) = V(t,) then no path of finite length lies on the
constraint boundary although the optimal path may coincide with the
constraint boundary at a point. In this case there is no separation. How-
ever, for a given set of constraint levels an intermediate point constraint
must be imposed,® defined as S(x, #;) = 0. The Lagrange multiplier asso-
ciated with the intermediate constraint must be positive (for maximization);
if it is not, an unconstrained path which lies below the constraint boundary
will be better. In other words R ,/0hs = 0.

Necessary conditions for the two unconstrained arcs can be stated after
first augmenting the performance indices as

’ . .
R[ =@+ f [H—lvV—}uy‘}') -—Zhh] dt (a)
to :

, 26)
Re = Ot f H—AJ —Ap—hhildt  (b)
where "
&y = FIV@ - mlh) ~had +op(t) @) an

O = —F[V(t2)l+0lh(t)—hs] - (b)

5% BISLIOTHIQUE FrnaaNis| ]
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and the variational Hamiltonian is

V cosy CpoV32S .
1+h/R""’[ 2m +gsm”]

Hy[CiV_S_Jr( 4 g)cosy] +4Vsiny ©8)

H =

2m R+h V
Here A, 4,, A4, ¥, »,, ¥, are Lagrange multipliers. The Euler-Lagrange
equations are defined from (28) as

j*v = iy, )"V = .—Hw j'h = —H, . (29)
The boundary conditions for the initial unconstrained problem at ¢; are
2m
Ao(t1) =Dy = 7 s Ao(t) = Doy = ¥y, An(t1)
(1 +—M) CoonV'S
R
=¢h(‘|) = ”h (30)

The boundary conditions for the terminal unconstrained problem at
are

t=t

Aftr) =Dyepy = 0, Atp) =Dy = 0, Mu(ty) =Puep=w  (31)

while at the exit corner
2m
2o(tz) =Dy =

(1+'%‘) (CporVS)

(32

t=ty

The original problem has been reduced to two, two-point boundary-
value problems. For the initial arc the form of 4, ¢, and 4, are known at
the entry point and the initial conditions are given. For the terminal arc
h,y, and 2, (V(t;)) are known at the exit point whereas at the terminal
boundary the values of 4,, 4,, and & are known. Note that the problem
is time-independent. This implies that H = 0 all along the optimum path.

In this example there are three state variables and a second order
SVIC. Since the problem is time-independent n—1 = p = 2 ensures sepa-
rability.

6. CALCULATION OF THE PERFORMANCE
INDEX ON THE CONSTRAINED ARC

An analytic expression cannot in general be found for the range when
on the constraint boundary (23). However, when a successive improvement
optimization scheme is used, some indication as to the improvement of the
performance index is necessary. It is suggested that a table be made of
range as a function of velocity starting at the largest expected value of
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V(t1) and ending at the lowest expected value of V(¢5). The performance
indices of (24) and (25) are written as R;—F(Vp) and Rz+ F(V;) where
V3 and ¥, are chosen values in which on every iteration ¥(¢1) > Vp and
Vi > V(t2). Evaluating F(V(#1))— F(Vp) and F(V.)— F(V(t2)) on the com-
puter is reduced to a table look-up.

However, one important case where an analytic expression can be found
for (23) is for the lift-drag polar defined as

CL = CLoa (33)
Cp = Cp,+Cpa? (34)

For values of the constants of Cp = 0020, Cp = 0297, Cp, =
0-451X10~3 the lift-drag polar of Fig. 2 is obtained from (33) and (34).
«(t) on the constraint boundary is now simply obtained from (33) and (22)

as
2m EM 1
* = Crons (V2 .R-I-hM) 3

The drag coefficient of (34) is a function of velocity on the constraint

- _2m Pk 2gm 1
CD = CDo'I' CDl [CLoQMS] [W (R+hM)Vz (R'l'h)z] (36)

The analytic expression for the range on the constramt boundary solved
by integrating (23) analytically is

Rults, ta] = F[V(t1)]—F[V(t2)]

= R2Ql [ lOg(Q2V4+Q4V2+Q5)—Q2Qé° tan -1 2Q2V2+Q4:| (37)
where _
01 = 2m 0;=C _l_CplQ2 ) _CDgM(R+hM)
1= R hesS > 2T IR AT T o

0= 224, 0, 02T o, - (T2)" 0:0:

7. RE-ENTRY WITH G-LIMITING AND TOTAL
HEATING CONSTRAINT

For practical reasons, the re-entry problem may be complicated further
by additional constraints. One such constraint is a limit on the resultant
aerodynamic force. The ratio of the resulting aerodynamic force to the sea
level weight is defined here as the number of g’s,

N, = YD (38)

mgo
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If N, is required to be less than some given number, this imposes a control
variable inequality constraint on the trajectory. This constraint can be
handled by the techniques of ref. 2. It presents no obstacle to the separation
of arcs as long as g-limit is always satisfied along the constraint boundary.
Another practical constraint is a limit on the total heat absorbed by the
heat shield. If the total heating is constrained the arcs cannot be separated
in the maximum range problem with an altitude constraint. The amount of
heat absorbed on one arc determines the amount of heat that can be
absorbed on the other arc. The arcs are now dependent upon each other
and the more complicated technique of ref. 5 can be used. However, an
alternative approach is to perform a parameter search on an equivalent
problem that does separate. The heating rate may be approximated by

i = Cr (39)

where q is the heat and C, is a known constant. A composite performance
index can be formed using (39) and (18) as

_ [“[Vecosy _ 2
R, = f, [——1+h/R KC oV V3] dt (40)
The procedure for finding optimal paths with a heating constraint is as
follows: Choose a value for K. Since the problem is separable, the optimal
arcs can easily be found and the total heat evaluated. If the value of total
heating is greater than the desired value, K is increased; if less than the
desired value, K is decreased. For a new value of K the optimal arcs and
the total heating are again evaluated. This search for the proper value of
K is continued until the desired value of total heating is attained.

In general, integral constraints (the heating constraint above is an ex-
ample) may be handled by this procedure.

8. NUMERICAL DETERMINATION OF MAXIMUM
RANGE TRAJECTORIES -- '

Numerical methods. The “Conjugate Gradient Method” of ref. 4 was
used to determine the two unconstrained arcs of the re-entry problem.

To check the results of the Conjugate Gradient Method a second order
optimization program, the “successive sweep method” of ref. 6 and 8 was
used. This latter algorithm generates a sequence of improving paths by
maximizing a quadratic approximation to.the performance index.

Initial arc. The initial conditions for this arc were taken as: ¥V = 33,961
ft/sec, y = —1-57 deg, and A = 189,890 ft. The terminal conditions at the
entry point (¢ = #,) onto the constraint boundary are # = 220,000 ft and
y = 0 (V and t; are unspecified). The equations of motion were integrated
forward from the given initial conditions until y becomes zero for the
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second time. In the conjugate gradient method the altitude constraint at
the end of the arc was met using a quadratic penalty function. At that
point A, was determined by setting the Hamiltonian equal to zero. Con-
vergence was achieved in seven iterations using less than 15 sec per itera-
tion on the IBM 7094 computer. Figure 4 shows, in altitude-range space,
the starting nominal and some of the following iterations.

ALTITUDE ~FT.
ALTITUDE BOUNDARY
200,000 A4LLLLLLLLLILILLLLLLLIILILILILIIILIEILILLL. 20l LrLL 7
EXTREMAL AFTER X
7 ITERATIONS 3rd |TERATION
212,000
200,000~

15 ITERATION

190,000

180,000

6,000,000

X 8,000,000
RANGE ~ FT.

STARTING
NOMINAL

F1G. 4. Locally optimum maximum range trajectory for initial phase of re-
entry. Seven iterations of conjugate gradient method used to converge to the
extremal path,

However, the trajectory of Fig. 4 is not the optimum path; it is only a
local optimum. Figure 5 shows this path with another locally optimum
path that gives 30 per cent more range for the initial arc down to a velocity
of 26,494 ft/sec (from this velocity on, the maximum range paths are the

ALTITUDE ALTITUDE BOUNDARY RANGE OF MAXIMUM
FT. VELOCITY PATH
220000 g 4 2 .
AN 7 — F—soa000r.
VELOCITY

210000f m 1,630,000FT|
RANGE OF RANGE. OF
PATH 2 PATH 1

200,000
- PATH 2 TERMINAL VELOCITY OF ALL
PATHS = 26,494 FT/SEC

190,000k

180,000/

2,000,000 4,000,000 6,000,000 800,000
RANGE~FT

I p FiG. 5. Two locally maximum range trajectories for the initial phase of re-
entry in altitude-range space.
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same). The increase in range over the entire flight is 6 per cent. The exist-
ence of two locally optimal paths was not detected in either ref. 11 or 5.

These two paths arise from widely different control strategies (see Fig. 7).
Path 2 in Figs. 5, 6, and 7 uses low angles-of-attack to keep the drag small
and consequently penetrates deeply into the atmosphere where air density
is high. Path 1 uses larger values of angle-of-attack to keep the vehicle at
higher altitudes where air density and drag are lower. Path 1 seems to
concentrate on maximizing F[V(¢,)] in eq. (24) whereas path 2:seems to
concentrate on maximizing the integral (the range) in eq. (24). Paths 1 and
2 are shown in Fig. 6 in altitude-velocity space.

230,000

ALTITUDE BOUNDARY

. 220,000 lIl//IIIIII////////{/ I//A'///\///// y 74 2L LLLLLLLL
=
\

w —MAXIMUM VELOCITY
2 \
w 210,000 OPTIMUM FOR
2 % MAXIMUM RANGE
E \ (PATH 1)
2 \

200,000 - | oCAL OPTIMUM FOR \

MAXIMUM RANGE (PATH 2) N

T
2

190,000

= 1

|

1

) 1 L ! 1 1 1 1

27,000 28,000 29,000 30,000 31,000 32,000 33,000 33,964
VELOCITY ~ FT/SEC

F1G. 6. Two locally maximum range trajectories for the initial phase of re-entry
in altitude-velocity space.

Continuity of the a-program. Results obtained in ref. 5 show a discon-
tinuity in the a-program at the entry point onto the constrained arc. The
control should be continuous since the variational Hamiltonian is regu-
lar.9® The performance index is not very sensitive to this discontinuity
so first order methods have great difficulty in obtaining continuous «-
programs. The second order scheme demonstrates clearly that « is contin-
uous across the entry point for path 1.

Maximum velocity path. The trade off between entry point velocity] and
range in the performance index suggests that the maximum velocity path
may be a good approximation to the maximum range path. The maximum
velocity path is shown by a dashed path in Figs. 5, 6, and 7. The maximum
velocity path (Fig. 5) plus the constrained path down to 26,494 ft/sec gives
only 5-5 per cent less range than path 1 and 24-5 per cent more range than
path 2. Initially, the angle-of-attack program for maximum velocity resem-
bles that of path 1 (Fig. 7), however, as the paths near the entry point «
for path 1 bends over. The difference in velocity at the entry point between
the maximum velocity path and path 1 is 520 ft/sec as seen in Fig. 6.
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Conjugate point. First-order computing methods try to improve per-
formance index on each iteration, without concern for the change in the
size of the gradient. They will not converge to an extremal path that con-

tains a conjugate point, since such a path is not an optimal path.
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F1G. 7. Angle-of-attack vs. velocity for twb locally maximum range paths.

1 I 1 1 1 1 3
30,000 000 34,000

R
28,000 32,
VELOCITY ~ FT/SEC

An attempt was made, using the second-order sweep method, to check
the results obtained for path 2 of Fig. 5 by the first-order conjugate gra-
dient method. However, all attempts at solution of the matrix Riccati
equation (which governs the second partial derivatives of the optimal
return function with respect to the state variables) resulted in overflow of
the computer (108). This led us to suspect the presence of conjugate points

in the vicinity of the extremal field for the following reasons:

(a) Using the conjugate gradient method to solve the maximum range
problem, both the performance index and the norm of the gradient in-
creased for some iterations. This behavior indicates that a conjugate point

might exist.
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(b) The sweep method tries to decrease the magnitude of the gradient
on each iteration, without concern for the change in the performance
index. Hence, the method may very well move toward an extremal path
containing a conjugate point; however, convergence to such a path will
not be obtained, because solutions to the Riccati equation, as mentioned
above, will overflow the computer first.

(©) A necessary (but not suﬂiclent) condition for the existence of a con-
jugate point on an extremal path in a maximization problem is for the
matrix

Bp H,—H,H,, “*H, 41)
to have some positive eigenvalues over all or part of the path (cf. refs. 7
and 9). If B is negative-definite over the whole path there can be no con-
jugate points. For both paths 1 and 2 in Fig. 5 we found that B did indeed
have some positive eigenvalues.

Terminal arc. At neither end of the terminal arc are all the state variables
specified. In the conjugate gradient method the missing initial conditions
are treated as control parameters chosen to maximize the objective func-
tion. At the initial point of the terminal arc 4 and y are known but ¥ is to
be determined. From (25) and (32)

ORr 1
a7 = Jo(t2) —
OV | e, (1+'§“) (CDgl‘”fl VS)

42)

The optimization process drives @f to zero making A4(¢2) equal to the

ov
required value.

The optimal path obtained is shown in Fig. 8 in the altitude-range space.
The a-program corresponds very closely to the « for maximum L/D (lift
over-drag ratio) except near the terminal point where high values of angle-
of-attack are used in the flare-out maneuver. Figure 9 shows the « history
as a function of range. The exit velocity determined by a parameter search
is 19,010 ft/sec.

9. CONCLUSIONS

A sufficient condition for separate computation of arcs for certain
optimization problems with state variable inequality constraints was for-
mally presented. This concept was applied to the problem of maximizing
the range of a glider entering the Earth’s atmosphere at parabolic speeds
subject to a maximum altitude constraint after the initial pull up. In
numerically determining the unconstrained arcs, the conjugate gradient
method converged extremely rapidly. This allowed a detailed investigation
of maximum range trajectories.
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For the initial phase of re-entry two locally maximum range arcs were
found. This appears to be a consequence of the lift-drag characteristics of
the vehicle and the decrease in air density with altitude. Both first and
second order methods indicate a conjugate point behavior in the initial
phase of the extremal field.
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FiG. 8. Altitude vs. range for the terminal phase of re-entry problem.
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problem.
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QUELQUES PROPRIETES GENERALES
DES DOMAINES DE MANCEUVRABILITE
A FRONTIERE SEMI-LINEAIRE.
APPLICATION AUX TRANSFERTS
D’ORBITE

P. CoNTENSOU
ONERA, Chitillon-sous-Bagneux (Hauts de Seine), France

RESUME

Le domaine de manceuvrabilité qui définit un probléme d’optimisation doit étre
enveloppé d’un habillage assurant sa convexité.

Cette convexité peut étre stricte (si en tout point I’hyperplan tangent au domaine
n’a qu’un point commun avec lui). On peut alors montrer que la condition du maximum
de Pontryagin, condition nécessaire de ’optimalité, est aussi une condition suffisante
pour des transferts d’amplitude suffisamment réduite.

Le domaine de manceuvrabilité peut également présenter des régions (et c’est un
cas pratiquement trés fréquent) ou il a en commun avec son plan tangent une variété
linéaire & un certain nombre de dimensions. (Dans ’espace 3 trois dimensions il est
alors limité par une facette plane ou une surface réglée.)

Dans I’étude présente on s’efforce de rechercher une formulation générale du pro-
bléme de I'optimisation dans ce cas. On recherche en particulier si des conditions com-
plémentaires A celles de Pontryagin peuvent étre définies pour aboutir & un ensemble
de relations suffisantes pour assurer 1’optimalité.

Une application au cas des transferts d’orbite est esquissée.

1. INTRODUCTION

Le présent ravail a particuliérement en vue le traitement des problémes
d’optimisation dans lequel les équations du systéme sont linéaires par rap-
port 3 une ou plusieurs commandes. Nous dirons dans le langage géo-
métrique que nous avons utilisé dans nos publications antérieures@—3
qu’une certaine portion de la fronti¢re du domaine de manceuvrabilité est
semilinéaire. Nous reprendrons a cette occasion quelques points de la
théorie générale de I'optimisation du méme point de vue géométrique.

Les résultats présentés dans cette étude n’auront pas toujours un carac-
tére d’absolue rigueur. Souvent évidents dans I’espace géométrique ordi-
naire, ils demanderaient parfois pour leur extension a I’espace & n dimensions
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des raisonnements plus stricts- que ceux qui seront exposés. L’auteur
s’excuse de cette lacune due au manque de temps et aussi 4 une insuffisante
familiarité avec la géométrie affine & n dimensions. Il s’efforcera de la
combler par la suite et souhaite qu ’elle le soit aussi par des travaux
d’autres chercheurs que pourraient inspirer le présent apergu. »

2. RAPPEL DE NOTIONS FONDAMENTALES

2.1. Le domaine de maneuvrabilité

Un systéme est supposé défini par un vecteur d’état ¥ 3 n dimensions, de
composantes x;. Ce systéme est doué de maneuvrabilité si un pilote peut
exercer une influence quelconque sur son évolution. La manceuvrabilité est
dite canonique si cette influence consiste dans le libre choix a tout instant
du vecteur vitesse

. W@
V—x-——ﬂ

dans un domaine de 1’espace hodographe (ou espace vitesse), domaine
défini a priori en fonction de I’état et du temps. En pratique, nous associe-
rons toujours, comme espaces représentatifs de 1’état du systéme ou de ses
vitesses, les espaces géométriques affines obtenus en portant les vecteurs des
espaces précédents a partir d’une origine arbitraire. '

L’existence d’un domaine de manceuvrabilité résulte en pratique du fait
que le forces agissant sur un systéme dépendent de certains paramétres ou
commandes (tels que: débits d’injection de combustible, braquages de
gouverne) dont on admet qu’ils peuvent &tre des fonctions arbitraires du
temps entre certaines limites. On écrira alors:

)Z‘i =f(x1x2 . .'; Xns 21, 12; )*p9 t) | (1)

les A, étant des paramétres arbitraires, peut-étre soumis cependant a des
restrictions telles que

F(i...2)=0 2

qui définissent un domaine permis au vecteur 7.

La théorie de I'optimisation par Pontryagin et ses continuateurs® part
d’une telle conception. Le domaine de manceuvrabilité résulte de I’appli-
cation dans I’espace hodographe, par les formules (1) du domaine permis au
vecteur A. Insistons sur 1'intérét, dés cette étape du probléme, de recher-
cher la définition du domaine de manceuvrabilité lui-méme: il suffit & dé-
finir toutes les possibilités du systéme. Les formules (1) et (2) n’en consti-
tuent qu’une représentation parmi d’autres, et certaines autres pourraient se
révéler plus avantageuses. Tout en conservant pour la description du do-
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maine de manceuvrabilité des formules telles que (1) et (2), et en gardant
aux paramétres 4;le nom de commandes, nous ne nous astreindrons aucune-
ment, 3 ce que les 4; coincident avec les paramétres libres du systéme,
telle que son étude mécanique les introduit.

Si 77; et 75 sont deux vecteurs du domaine de manceuvrabilité, I’utilisa-
tion du vecteur 7; pendant le temps kdt et du vecteur 7, pendant le temps
(1—k) dt donne exactement la méme trajectoire pour dt tendant vers zéro,
que l'utilisation pendant le temps d¢ du vecteur kVi+(1—k)7; (avec
0 =<k =1). Ceci entraine comme conséquence qu'un domaine de ma-
neeuvrabilité doit étre complété de I’ensemble des segments joignant ses
points deux 3 deux. En langage géométrique, nous devons dire que le
domaine de manceuvrabilité doit étre remplacé par son “enveloppe
convexe”.

2.2. Le domaine accessible

Donnons-nous un état initial xo au temps #o, et un temps ultérieur #, dit
échéance. Nous appelons domaine accessible au temps ¢; I’ensemble des
états qui peuvent &tre obtenus & cet instant par une trajectoire permise
(c’est-a-dire une trajectoire utilisant des vecteurs vitesses appartenant a tout
instant au domaine de manceuvrabilité).

La connaissance du domaine accessible en fonction de xo, to, #1 étant
supposée acquise répond a toutes les questions qu’on peut se poser & pro-
pos de 'optimisation du systéme, en les ramenant & des problémes de
résolution d’équations ordinaires ou a des recherches de maxima de fonc-
tions. Elle raméne le probléme de I'optimisation fonctionelle & celui de
Poptimisation paramétrique. ,

La recherche du domaine accessible nous parait constituer la meilleure
définition du but 2 atteindre par la théorie de ’optimisation. On énonce en
général ce but dans des termes différents, non strictement équivalents. La
recherche au temps #; de la valeur maxima d’une forme linéaire du vecteur
X (maximisation de ¢;x;) que nous appellerons pour la distinguer “probléme
de Pontryagin” laisse échapper, §’il s’agit de maximum absolu les parties
concaves du domaine accessible dont I'intérét pratique est pourtant certain.
La recherche du maximum d’une fonction arbitraire de x; n’encourt pas le
méme reproche, mais complique inutilement les choses.

La partie la plus intéressante du domaine accessible est sa frontiére,
c’est-3-dire ’ensemble de ses points infiniment voisins de points inacces-
sibles. A c6té de cette frontiere au sens strict nous introduirons une fron-
tiére au sens large: un point P appartient 3 la frontiére au sens large s’il est
infiniment voisin de points inaccessibles par des trajectoires infiniment
voisines de la trajectoire (ou de I’'une au moins des trajectoires) conduisant
4 P. La frontiére au sens large inclut évidemment la frontiére au sens strict.
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2.3. La détermination du domaine accessible

Cherchons la condition pour qu’une trajectoire conduise en un pomt de
1a frontiére au sens large. Soient:

= fi%, %, 1) 3)
les équations de la frontiére du domaine de manceuvrabilité. Le vecteur A
est 3 p composantes avec p =< n— 1. On peut toujours choisir une représen-
tation telle que les composantes de X ne soient soumises a aucune limita-
tion, au voisinage de la trajectoire étudiée.
Introduisons un vecteur £ de Pespace dual de x satisfaisant aux équa-
tions:
_Y

b=—2Lt, @

Soit 8% la variation de X résultant d’une variation 8A(f) appliquée depuis
t = to.
On montre facilement que

Ei0xi)1=r, = f &= % 3)* dt »)

(avec sommation par rapport a i et k)

et les p conditions
ofi v
&m =0 )

apparaissent comme nécessaires et suffisantes pour que le point d’aboutisse-
ment de la trajectoire appartienne a la frontiére au sens large. Le vecteur
& représente la normale commune au domaine accessible & tout instant et
au domaine de manceuvrabilité au point utilisé & ce méme instant.

Introduisons avec Pontryagin la notion d’ Hamiltonien définie par

HE E D=1
L’ensemble des équations (3), (4) et (5) peut se mettre sous la forme
simple:

\ o
T3
. oH '
&= —a‘ (6)
oH
=0 VK

La derni¢re équation (6) exprime /e principe du maximum de Pontryagin.®

La nullité de g;i entraine bien que pour le vecteur choisi H présente un



QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES DOMAINES DE MANGEUVRABILITE 73

maximum, si on a pris soin, ce qui est toujours possible, de choisir le sens
du vecteur £ de maniére qu’il soit orienté vers I’extérieur du domaine de
manceuvrabilité. Ce domaine étant convexe, I’Hamiltonien ne peut avoir
qu’un seul maximum qui est donc un maximum absolu, conformément a
I’énoncé habituel du principe.

Les 2n+p équations (6) conviennent donc & la détermination des 2n+p

grandeurs scalaires inconnues, composantes de a?, é’, et 4.

Les deux premiéres équations (6) se présentent sous la méme forme que les
équations de la Mécanique Analytique. Cette identité n’est cependant
qu’apparante, car H contient non seulement les variables x; et E,, mais aussi
d’autres variables A;.

Le passage de la frontiére au sens large a la frontiére au sens strict peut
nécessiter I’élimination d’une partie de la premiére. Sans donner a ce sujet,
pour le moment, de régle générale, nous pouvons noter la propnété suivante:

La frontiére au sens large étant orientée par le vecteur Edela Sfagon défi-
nie plus haut (& dirigé vers Iextérieur du domaine de maneuvrabilité), les
points de lespace infiniment voisins de la frontiére du cété intérieur sont
toujours accessibles.

F

FiG. 1.

De tels points peuvent en effet &tre atteints en utilisant, au temps #; —dt
au lieu du vecteur 7 fourni par la théorie de I’optimisation, tout autre vec-
teur 7 du domaine de manceuvrabilité.

2.4. Relations d’inclusion entre domaines

Nous aurons 2 utiliser les propositions évidentes suivantes:

Si pour toute valeur de x et de t (to < t < t1), le domaine de manzuvrabi-
lité M1 d’un systéme S inclut le domaine de maneuvrabilité M d’un sys-
téme Sy défini sur le méme espace vectoriel, le domaine accessible ot a(t1)
inclut le domaine accessiblect (t).

Une trajectoire permise et optimale pour le systéme S, et permise pour Sy
est optimale pour S1.

AS 6
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3. SYSTEMES A DOMAINE DE MANGUVRABILITE
STRICTEMENT CONVEXES

3.1. Classement des domaines de maneuvrabilité

La convexisation du domaine de manceuvrabilité peut s’obtenir, a par-
tir de la définition de la convexité, par I’adjonction au domaine naturel de
tous les segments définis par ses points pris deux a deux.

Une autre méthode peut se décrire comme suit: _
considérons I’hyperplan d’équation £ = d, £ étant un vecteur de I’espace
dual, défini & une homothétie prés, et d une constante scalaire. Si, quelque
grand que soit d cet hyperplan coupe le domaine de manwuvrablhté nous

dirons que ce domaine s’étend a I'infini dans la direction £. Dans le cas
contraire, il existe une valeur maxima de d, soit H, pour laquelle le domain

et ’hyperplan ont une partie commune. L’ensemble des vecteurs E*pour
lesquels le domaine s’étend 4 P'infini définit un c6ne asymptotique. Pour

tout E extérieur a cet ensemble, il existe une fonction bien définie H = H(é)
qui peut étre considérée comme I’équation tangentielle du domaine de ma-
nceuvrabilité convexisé. Elle est évidlemment homogene et du premier degré.
Nous laisserons de c6té dans la suite de ’exposé les domaines s’étendant &
Pinfini. .

Si pour tout vecteur & Ihyperplan E .x = H n’a en commun qu’'un seul
point avec le domaine de maneuvrabilité, la frontiére du domaine convexisé
est constituée de I’ensemble de ces points. Nous dirons que le domaine est
strictement convexe. Il peut arriver au contraire que I’hyperplan et le do-
maine aient en commun tout une région de I’hyperplan, région qui sera
elle-méme convexe (ou devra étre convexisée par itération, dans cet hyper-
plan, du processus précédent). Si ce domaine est strictement convexe, il est
constitué d’une portion de variété linéaire & n—1 dimensions. S’il n’est pas
strictement convexe, il présentera lui-méme des frontiéres portions de
variété linéaire & n—2 dimensions. En continuant I’opération, on trouve
évidemment qu’un domaine de manceuvrabilité non strictement convexe
peut comprendre dans sa frontiére des facettes qui soient des portions de
variétés linéaires d’un nombre quelconque de dimensions, entre 1 et n—1.

On se représentera plus facilement les choses dans le cas particulier d’un
espace 4 3 dimensions et on imaginera ce qui se passe lorsqu’on approche
d’une table plane, dans une orientation définie, un solide quelconque. La
convexisation se raméne i convexiser le polygone d’appui sur la table,
chaque fois qu’il ne se réduit pas & un point. Un solide convexe mais non
strictement convexe, peut présenter comme faces des portions de plans et
des portions de surface réglées développables. Un solide, strictement con-
vexe, §’il est limité par une surface de classe 2, se caractérise par le fait que
tous ses points sont elliptiques. Mais cette circonstance n’est absolument
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pas indispensable. Un solide strictement convexe peut présenter des pointe
coniques, des arétes et tous les accidents qui en sont le prolongement dans
I’espace 4 n dimensions. .

Remarques

(a) Un domaine convexe d’un espace 3 n dimensions E ne peut appartenir
3 une variété a p dimensions (avec p < n) plongée dans cet espace que si
cette variété est linéaire et constitue un sous-espace de E. Il n’est jamais alors,
évidemment, strictement convexe. Dans I’espace a trois dimensions, un
domaine de manceuvrabilité ne peut se réduire & une surface que si cette
surface est un élément de plan, a une ligne que si cette ligne est un segment
de droite.

(b) L’enveloppe convexe d’un domaine naturellement non convexe n’est ja-
mais strictement convexe.

Cette circonstance évidente rend particuliérement importante et néces-
saire I’étude des domaines de manceuvrabilité non strictement convexes.

3.2. Propriétés des systémes a domaine de maneuvrabilité strictement
convexes

Dans un pareil systéme, & tout vecteur £ définissant une direction d’hy-
perplan correspond un point X% bien déterminé, commun au domaine et 3
I’hyperplan i = H. _ _

Les composantes de ce vecteur peuvent donc tenir lieu de paramétres 4
(il y a en fait n composantes mais elles n’interviennent que par leurs rapports
a I'une d’elles).

Les relations exprimant le maximum de ’Hamiltonien

of;
g2 —
oy, =0

of.
seront vérifiées pour &; = A, soit parce que a—;} = 0 si pour A, variant seul,
J

la courbe correspondante tracée sur ’hypersurface du domaine présente
un point anguleux, soit si elle est continue parce qu’elle est normale au
vecteur E

Les dérivées partielles de H par rapport i x; et &; étant les mémes pour
A; constant ou 4; = &;, les paramétres A; disparaissent et les équations de
Poptimisation s’écrivent simplement

.o
PTag
i _ ol

T ox

6*
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H étant maintenant une fonction bien définie de E et X, et on est ramené a
un systéme d’équations de Hamilton.
Choisissons un état initial ¥, et une valeur initiale £, du vecteur £. Moyen-

nant des conditions de régularité classique pour les fonctions %E{I- et — OH
i X

(conditions de Lipschitz), la trajectoire optimale correspondant a ces con-
ditions initiales sera parfaitement définie. Faisant varier £ pour %o donné,
nous décrivons pour un instant #; donné le domaine accessible au temps #;.
Pour #,—t, = At petit, le domaine accessible se déduit au second ordre
prés du domaine de manceuvrabilité par I’homothétie 4¢. La continuité de
son évolution en fonction de 7 permet d’affirmer:

— que pour ¢, inférieur & une valeur donnée ¢’ strictement supérieure a

~ to, la frontiére au sens large du domaine accessible restera convexe,
— que pour t, inférieur A une autre valeur ¢'’; strictement supérieure a #'y,
elle restera dépourvue de points multiples.

Il est bien évident que pour #1<¢"'1, la frontiére au sens large est topolo-
giquement assimilable 3 une hypersphére. Elle sépare I’espace en deux ré-
gions sans partie commune, celle qui est située du cdté négatif de la normale
constituant, d’aprés le critére mentionné plus haut, le domaine accessible
lui-méme. La frontiére au sens strict s’identifie & la frontiére au sens large
et les conditions d’optimalité de Pontryagin, qui sont toujours nécessaires,
deviennent des conditions suffisantes. Pour #; > ¢"'1, la frontiére présente

L

—

FiG. 2.

des points multiples et certaines régions sont a éliminer pour passer de la
frontiére au sens large & la frontiére au sens strict. Les conditions de Pon-
tryagin cessent d’étre suffisantes.
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Un exemple particuliérement simple de cette évolution' du domaine de
manceuvrabilité est fournie par un véhicule & mouvement plan (voiture,
navire) qui peut a la fois fremer et accélérer, et exécuter des virages de
rayon limité.

A partir d’une position initiale 0 et d’une vitesse initiale ¥ I’évolution
du domaine est indiquée par la figure. L’échéance correspondant au do-
maine (2) est postérieure a ¢;, celle correspondant au domaine (3) est
postérieure & ¢”';. Dans ce dernier cas, les régions accessibles par un virage
a droite et par un virage a gauche se recoupent.

- En conclusion, nous retiendrons que dans le cas du domaine de maneu-
vrabilité strictement convexe les conditions d’optimalité de Pontryagin sont
nécessaires et suffisantes pour une échéance suffisamment courte, sous réserve
de conditions de régularité des fonctions f; dont la définition mathématique
serait A préciser, mais qui sont sirement peu restrictives. :

4. DOMAINE DE MANGEUVRABILITE
A FRONTIERES SEMI-LINEAIRES

4.1. Représentation du domaine de manceuvrabilité

La représentation du domaine de manceuvrabilité en fonction du vecteur
normal n’est plus admissible dans le cas d’une frontiére non strictement
convexe puisque ce vecteur ne détermine pas de fagon univoque un point de
la frontiére. Considérons une facette qui contient une variété linéaire de
dimension m. Nous la représenterons par des formules telles que:

% = akdi+b; M
avec sommation de 1 & m sur I'indice k, af et b, étant des fonctions du vec-
teur état x, d’un paramétre vectoriel 4 & (n—m— 1) dimensions et du temps.
Ces fonctions ne peuvent cependant pas étre quelconques. D’aprés la
fagon méme dont nous avons introduit la frontiére semi-linéaire nous
devons exprimer que I’hyperplan tangent est indépendant des A,. Or le
vecteur normal est défini par le systéme

E,%=§;a{‘=0 vkdelam

E:i—é kaai +§1 =0 ypdelan—m—1

Mp

L’indépendance dela solutlon de ce systéme vis-3-vis des valeurs de A
s’exprime par le fait que les équations en §;

gaf =0 8.1
a“"‘ -0 $.2)
P
3bg
i—=—=20 8.
€ TR 8.3
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doivent étre compatibles. Au_tirement dit (8.2) est une conséquence de (8.1)
et (8.3) qui suffisent A définir &.

Restreinte 4 I’espace a trois dimensions, la condition ci-dessus s’exprime
par le fait que la frontiére semi-linéaire n’est pas une surface réglée quel-
conque, mais une surface réglée développable.

Si la facette considérée ne s’étend pas a I'infini, la validité des formules
(7) est limitée & un certain domaine de variation du vecteur 7. La facette
étant convexe, ce domaine sera lui-méme convexe.

4.2. Recherche des trajectoires optimales utilisant une région semi-linéaire de
la frontiére

Une trajectoire optimale utilisant de fagon permanente, pendant un
intervalle de temps fini, un point intérieur a la frontiére considérée devra
satisfaire aux conditions (6) qui s’écrivent ici:

X o= afl+b 9.1)
&= —lafide+b;,108; 9.2)
oH . .,
Y §iaf =0 9.3)
OB o tlabrhtbp] =0 9.4
Opp
Nous notons pour simplifier
al ; pour af
i,j p axj
oaf
et ak? pour —-
i P a‘up )

Les conditions de compatibilité (8) montrent que les relations (9.4) se
réduisent a la suivante:

Ebr =0 .5

Pour un état initial xo arbitraire, la condition (9.3) définit ’ensemble
des valeurs du vecteur & qui peuvent donner naissance i une trajectoire
intermédiaire.

A tout vecteur de cet ensemble, la condition (9.4) associe une valeur du
vecteur . Mais la valeur 3 imposer au vecteur 7 reste indéterminée.
Pour essayer de la définir, nous devons évidemment deriver totalement
par rapport au temps la relation (9.3) :

0= G oo = Gl oAt @y —db )] (10)

Ces relations ne comportent pas de termes en ,, ceux-ci disparaissant
en vertu de (9.4). Elles constituent un systéme de m équations linéaires a
m inconnues qui, en principe, définissent le vecteur 7 en fonction de ¥ et
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E (satisfaisant 3 &a¥ = 0). S’il en est bien ainsi, les variables auxiliaires
7 et 4 qui interviennent dans le systéme (9) sont entiérement calculables
en fonction des variables principales X et £ et on est ramené & Pintégration
d’un systéme d’équations différentielles en x; et & dans les conditions de
Cauchy.

11 existe cependant des cas d’exception trés généraux. Le déterminant du
systéme (10) est antisymétrique. Il est donc nul pour m impair, et en parti-
culier dans le cas trés important en pratique ot m = 1. La détermination
de 7 devient alors impossible, sauf si certaines relations supplémentaires

entre X et & sont respectées. S’il en est ainsi, le vecteur 7 reste plus ou
moins largement indéterminé et de nouvelles dérivations des relations

entre X et £ sont nécessaires pour préciser sa définition. (Dans ces dériva-
tions interviennent des &, qu’on tire de la dérivation des relations (9.5).)
Suivant les cas, et apres itérations éventuelles, ’aboutissement du proces-
sus peut-étre I'un des suivants:

(a) On aboutit finalement & une détermination compléte du vecteur
7, les conditions d’existence de la solution ayant été restreintes par un
nombre plus ou moins élevé de relations du type &,g,(¥)=0. Si ces relations
sont assez nombreuses par rapport a la dimension de I’espace, elles peuvent
entrainer des restrictions sur le vecteur x lui-méme aprés élimination des
&. 11 ne passe alors de trajectoires intermédiaires que par des points
privilégiés de I’espace état.

(b) Les conditions d’existence précédentes deviennent trop nombreuses
pour étre compatibles: les trajectoires intermédiaires n’existent pas.

(c) Les dérivations successives, quel que soit leur ordre, laissent subsister
certaines indéterminations. Il existe alors sur la frontiére, & tout instant,
une sous-variété linéaire sur laquelle le vecteur vitesse peut-étre choisi
indifféremment.

A propos des trajectoires ainsi déterminées, nous devons faire les re-
marques suivantes:

(a) Les trajectoires n’existent que si la valeur déterminée pour le vecteur
7 tombe 2 P'intérieur du domaine permis pour le vecteur.

(b) Une trajectoire du type précédent n’est pas la seule qui corresponde

a desconditionsinitiales i’og? donnés avec a&? = 0. A partir de telles con-
ditions initiales, on peut amorcer une trajectoire utilisant & I’instant initial
un vecteur vitesse correspondant au bord de la frontiére semi-linéaire, et
en sortant immédiatement. On utilise alors pour ¢ > #o une face du
domaine de manceuvrabilité pour laquelle la représentation (7) n’est pas
valable.

Sans pousser plus avant 1’étude du cas général ou la frontiére contient
une variété linéaire & m dimensions, examinons le cas particulier ou m =1.
Les coefficients a; sont alors dépourvus d’indice supérieur. La dérivation de

£a; =0
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donne :
Ei(ai,ibj —aq; bi,j) =0 (3))
relation indépendante de 4. En dérivant une fois de plus, on obtiendra une
relation de la forme

az (0H
75 (37) = #4a+B) = 0 0
- (ol 4, et B; sont des fonctions de 1’état).

Cette relation détermine généralement A. Mais il arrivera fréquemment
qu’on trouve £,4; identiquement nul, ce qui impose la nouvelle relation
restrictive £,B; = 0. Nous appellerons donc r le rang de la premiére dérivée
de &,a; qui dépend effectivement de A. Elle en est évidemment une fonction
linéaire que nous écrirons
d (0H\ .

i (7) = 4w+ B (13)

- Cest cette expression égalée a 0 qui définira effectivement 2.

4.3. Conditions suffisantes d’optimalité—Etude d’un exemple

Les trajectoires définies au paragraphe précédent satisfont aux condi-
tions d’optimalité de Pontryagin. Mais ces conditions n’étant que néces-
saires, rien ne permet d’affirmer que ces trajectoires sont effectivement
optimales. Contrairement a ce qui se passe pour un domaine de manceu-
vrabilité strictement convexe, on peut montrer que les conditions de Pontry-
agin ne sont pas suffisantes, méme pour une échéance infiniment courte.
Etant donné son caractére négatif, cette proposition peut étre établie sur
un exemple.

Soit un état & deux dimensions xy dont la manceuvrabilité est définie

par

x* = aly+£(y) (14)
y=2
La frontiére ainsi définie est une droite D. Nous supposons:
y
r* . —
N T M
AL
(R (/)
Fic. 3.

que Pintérieur du domaine est la région située du coté des X négatifs.
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Supposons d’abord A illimitée (la frontiére rectiligne s’étend & 1’infini).
La recherche du domaine accessible est alors évidente. Les dérivées X et
» peuvent étre prises simultanément infinies pourvu qu’elles soient liées
par :

Ceci signifie que tous les points d’une parabole (P) de la famille

2
x—%’— = Cr (15)

sont instantanément accessibles & partir de I'un quelconque d’entre eux.
Partons de x =0y = O pour ¢t = 0.

Soit y* la valeur de y correspondant au maximum absolu de f(y),
qui est supposé exister. La manceuvre qui permet d’obtenir le domaine
accessible au temps ¢ consiste & gagner instantanément le point de la
parabole (Po) passant par 1’origine qui a pour ordonnée y*, & parcourir
de 0 A ¢ le segment MM, de la droite y = y* (avec 4 = 0). Le domaine
accessible est la parabole (P;) passant par M;. La seule trajectoire inter-
médiaire possible est y = y*.

Particularisons le systéme en posant f(y) =by%+ ¢, de sorte que les équa-
tions deviennent:

X = aly+by*+c
y =2 (16)

La seule trajectoire intermédiaire possible est y = 0 et son optimalité

exige b <0. Reprenons le probléme par la méthode générale en supposant

maintenant A limité au segment + 4.
Soit &,m le vecteur adjoint, H le Hamiltonien

H = §aly+by*+c)+nA
On doit avoir

§=0

7 = —(aA+2by)t an
La condition d’optimalité d’une trajectoire intermédiaire aa—IZ =0

s’écrit ici

ay+9 =0 (18)
Sa dérivée premiére égalée a zéro: '
d 0H _ <
5 —25 5 0 (19)

ne définit pas 4 mais entraine la restriction y=0 et par (18)n =0( =0
entrainerait aussi 7 = 0 et est donc exclu).
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La seconde dérivation

a2 0H _
dr® 94 —2b%2
donne enfin 4 = 0.

La seule trajectoire intermédiaire possible correspond donc aux condi-
tions y =0,7=0,41=0.

Partant du point x = 0 y = 0, essayons de construire le domaine acces-
sible au temps .

Si le segment de frontiére rectiligne présente a ses extrémités (A = +4)
des points anguleux, les trajectoires A = +4 et A = —A satisfont au
principe du maximum pour un vecteur assez proche de la normale a la
droite. Nous pourrons donc essayer d’obtenir le domaine accessible au
temps ¢ par deux méthodes:

A=0 de 0ar et A=+4 de 7Tar
A=+4+4 de 0adr et A= FA de Tat

(il n’est pas question de prendre A = 0 aprés A = +.4 puisqu’a ce moment
la condition y = 0 n’est plus respectée). Un calcul élémentaire montre que
la premiére méthode donne

x =ct+a —(t—r)2+b &£ (t—-u:)3

y = At-7)
d’ou I’équation de la frontiére du domaine accessible

ay> b|yP?
X = ct+—5-+—37 (20)

La deuxiéme méthode donne

ay* blyP ba®
x—ct+2+ 34 +T17
Elle surclasse donc la premiére pour b > 0.

L’optimalité de la trajectoire intermédiaire exige donc que b soit négatif,
autrement dit que f(y) soit maximum pour y = 0. La limitation de 4 n’a
donc pas modifié la conclusion.

Pour b négatif, le domaine accessible au temps ¢ s’obtient bien par
I'utilisation en premier lieu de la trajectoire intermédiaire 4 = 0, suivie
d’une trajectoire d’extrémité A = + . La limitation de 4 se traduit par le
bly?

4

terme soustractif dans Pexpression de x. La concavité du domaine

dépend seulement de a. Le domaine accessible (dont I’intérieur est évidem-
ment & gauche de sa frontlere) est convexe pour a < 0 et concave pour
a > 0, quel que soit 2.
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Revenant au cas ou f(y) est quelconque et présente plusieurs maxima
relatifs, nous pouvons-noter la circonstance suivante: pour A illimité, seul
le plus élevé de ces maxima fournira une trajectoire intermédiaire. Pour 1
limité au contraire, chacun en fournira une, valable pour une échéance
assez courte.

Pour une telle échéance en effet, il ne sera pas avantageux, ni-méme
peut-étre possible d’emprunter la trajectoire correspondant au maximum
absolu de f(»), en traversant des valeurs de y pour lesquelles f(y) présentera
un minimum plus ou moins accentué.

Arrivé a ce point de nos réflexions, nous pouvons donc conclure que
dans le cas de domaines de manceuvrabilité & frontiéres semi-linéaires, il
existe des trajectoires intermédiaires c’est-a-dire utilisant de fagon continue
des points intérieurs de ces frontiéres et satisfaisant aux conditions d’opti-
malité de Pontryagin. Mais on n’est jamais assuré, si courte que soit I’éché-
ance de I'optimalité effective de ces trajectoires. Celle-ci exige des condi-
tions supplémentaires (ici b < 0). On n’est jamais assuré non plus, si
courte que soit I’échéance de la convexité du domaine accessible. Celle-ci
exige des conditions supplémentaires (ici @ < 0) compleétement indépen-
dantes des conditions d’optimalité.

4.4. Recherche d’une condition suffisante d’optimalité. Frontiére a une
dimension linéaire

Bornons-nous pour 'instant & une frontiére contenant une variété liné-
aire 4 une seule dimension, c’est-a-dire constituée d’une famille de droites
D, la dimension de I’espace “état” n’étant pas limitée.

Nous supposerons que la portion permise de la droite D comprend le
segment 4B, les points 4 et B ayant respectivement pour paramétre — /4
et +. Nous supposerons qu’a partir d’un état initial X, il existe un fais-
ceau de trajectoires intermédiaires possibles, pour un ensemble de vecteurs

3 qui satisfont donc a I’instant initial les conditions

oH
E7N =8&a;=0

. @
e (Eiai) =0

pour k variant de 1 3 r—1.

Nous choisissons une de ces trajectoires C* correspondant & un vecteur
particulier £* et nous supposons qu’elle correspond a A = 0 de sorte que
I'ona

2 (6a) = (G492
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Nous verrons que ces restrictions ne diminuent pas la généralité du
résultat.

Nous supposons aussi que le domaine de manceuvrabilité présente en
A et B une aréte vive, c’est-a-dire qu’il est limité au dela de la facette semi-
affine par un élément d’hyperplan non infiniment voisin de I’hyperplan
tangent au méme point a cette facette. Nous nous réservons de choisir a
volonté la direction de cet hyperplan parmi les valeurs possibles g, qui
excluent d’une part celles qui contiennent la droite D, d’autre part les
directions des hyperplans tangent a la face semi-linéaire. Nous pouvons
ainsi faire en sorte que le principe du maximum soit vérifi€ par un vecteur

vitesse d’extrémité 4 ou B pour toute valeur de £ de la forme
B+ AE = 1—k)E*+kE (avecO <k < 1) (22)

la convenance du point 4 ou du point B étant évidemment commandée
par le signe du produit scalaire &;a; avec la-régle

A= —A4 (pointA) si &a; <0
A=+A4 (pointB) si &a; >0

Pour £,a; = 0 on peut choisir soit 4 ou B, soit une valeur intermédiaire
dont nous savons que la seule valeur 4 = 0 convient.

¥l

AEZ
kL
FIG. 4.

Examinons §’il est possible quune trajectoire intermédiaire soit suivie
d’une trajectoire d’extrémité. Quand nous quittons A=0 pour prendre par
exemple A = +4, &a; et ses dérivées jusqu’a I’ordre r—1 sont nuls. Le
signe que va prendre &;q; immédiatement aprés est celui de sa dérivée
d’ordre r, c’est-a-dire celui de £} A4}. Il est nécessaire et suffisant pour que
la trajectoire obtenue satisfasse aux conditions d’optimalité que £¥A"
soit positif. A
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Le signe de £fA, (coeﬁ‘icient de A dans %25 aai;) gouverne donc la

possibilité pour la trajectoire intermédiaire de donner naissance par bifurca-
tion & des trajectoires d’extrémité. La condition de possibilité est E¥ A, = 0.
Considérons maintenant une trajectoire d’extrémité correspondant a

un vecteur adjoint E* 4+ AE voisin de &* de la forme (22).
A I’instant initial, supposons par exemple a;£; = a;A; positif, imposant
le choix 4 = 4. Le signe de 4;5; (le meme que celui de A4} pour 4§,

assez petit) commandera celui de i— (a, 1) Mals les dérivées d’ordre moindre

auraient une valeur initiale quelconque. Sur un intervalle de temps assez
> . N
court pour qu’on puisse considérer pr (a;£;) comme constant, la fonc-

tion §;a; = f(t) sera assimilable 4 un polynome dont le terme de plus haut

degré sera du signe de 4 ou du signe contraire suivant le signe de 4,£F.
Supposons d’abord A <0. Le produit scalaire d’abord négatif changera

de signe au bout d’un temps qu’on peut réduire autant que I’on veut en

réduisant le module de 4E. La fonction £.a; comportera une suite d’arches
alternativement positives et négatives, avec une période qu’on peut choisir
arbitrairement petite. Il existe donc toute une famille de trajectoires locale-
ment optimales, comprenant des commutations arbitrairement rappro-
chées dont la limite est évidemment la trajectoire intermédiaire elle-méme.

cf
_
c* '
0
———
o-

F1G. 5.

Ces trajectoires, dans leur région voisine de C*, sont sensiblement tracées
sur la bande bi-dimensionnelle définie par C* et la direction D, et emprun-
tent alternativement des trongons des réseaux de trajectoires C* et C~
correspondant 3 A = +4; le vecteur & variant selon la méme loi que pour
C*.

L’amplitude des écarts par rapport & C* variant comme la période entre
commutations, la frontiére du domaine accessible au temps ¢ (suffisamment
petit pour que nos approximations soient valables) se présente sous la
forme (1) ou (2), le point limite correspondant a la trajectoire intermédiaire.
Mais la configuration (1) est certainement exclue car elle laisse a son extéri-
eur des points évidemment accessibles (points voisins des points doubles
par exemple). La seule configuration possible est la configuration (2). Elle
montre que la trajectoire intermédiaire n’est pas optimale et que 'on a
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intérét 4 espacer au maximum les commutations (dans la limite ol nos
approximations restent valables).

Nous pouvons donc conclure que 4;5; > 0 est une condition nécessaire
d’optimalité pour la trajectoire intermédiaire.

1 r2)
FiG. 6.

Recherchons si cette condition est suffisante. Supposons donc 4,7 > 0
et supposons en outre qu’il existe au moins un vecteur 4¢ tel que:

(1) aif; et _ses dérivées indépendantes de 4 soient du méme signe pour

‘ 5 AE ¢ (par r exemple positifs);

) E* 4+ AE et &*— A& soient deux vecteurs de la famille des vecteurs &,
c’est-a-dire puissent servir & orienter les éléments de frontiére jointifs
en A4 et B a la frontiére semi-linéaire.

Une trajectoire utilisant le point B avec pour valeur initiale de E:E=
B+ kAE (0 < k < 1) continuera A utiliser le point B, puisque a@; ne
pourra que croitre. Une trajectoire utilisant le point 4 avec la valeur initiale
E = F*—kE continuera de méme A utiliser le point 4. Dans ce cas aucune

commutation ne se produit. L’espace compris entre les deux trajectoires C +
et C ~ issues du point initial xo ne peut donc étre comblé pour une échéance

c#

- Cc*

FiG. 7.

assez courte que par la trajectoire intermédiaire C* elle-méme complétée
des trongons de trajectoire C* et C~ qui peuvent lui faire suite. Nous
sommes précisément dans le cas ou la chose est possible. La trajectoire
intermédiaire, lorsqu’elle est optimale, se présente comme un trongon
commun a des trajectoires qui peuvent ensuite se séparer pour aller atteindre
des points différents de la frontiére du domaine accessible.
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Nous connaissons donc un cas assez général ol £;4; > 0 assure 1’opti-
malité de la trajectoire, pour une échéance assez courte. En dehors de ce
cas, ’optimalité de la trajectoire reste douteuse.

Remargque

Les résultats précédents ont été démontrés avec des hypothéses trés
particuliéres sur les frontiéres de la face semi-linéaire étudiée. La généralité
des résultats peut étre affirmée grice au principe suivant. Etant donné un
type de domaine de manceuvrabilité spécial S utilisé pour une démonstra-
tion et un domaine de manceuvrabilité donné et fini _# nous pouvons
toujours définir deux systémes S+ et S~ définis par les conditions sui-
vantes:

—ils sont tous les deux du type S,

—Ila frontiére semi-linéaire indéfinie (2 illimité) est la méme pour _#,
S+, 87,

—S* inclut _#/ et _# inclut S ~.

Cette possibilité est évidemment liée du fait que la dimension A4 d’un
systéme S n’est pas définie.

Les trajectoires intermédiaires sont les mémes pour les 3 systémes. Toute
trajectoire intermédiaire optimale pour S* est évidemment optimale pour
. Toute trajectoire non optimale pour S ~ est non optimale pour /.

4.5. Comparaison avec des résultats connus et extensions possibles

“H.J. Kelley a donné® une condition nécessaire d’optimalité dans le
cas que nous venons de traiter (variété linéaire monodimensionelle, espace
de dimension quelconque) qui revient avec nos notations a la condition

o [ (0H
— 12 (ZX) =0
az[dtz(az)] |

C’est bien la condition que nous avons trouvée particularisée au cas ot
r = 2 (en réalité Kelley écrit la relation avec le sens inverse pour I'inégalité,
la maniére dont il pose le probléme revenant 2 orienter le vecteur Z vers
Pintérieur du domaine accessible). Il est intéressant de noter que Kelley
démontre rigoureusement le caractére nécessaire de cette relation, trouvée
sous une forme développée, et qu’il signale dévoir & Arthur E. Bryson la
suggestion que cette forme développée était équivalente a la forme con-
centrée ci-dessous. Dans notre analyse, le critére d’optimalité de Kelley—
Bryson apparait directement sous sa forme concentrée. 11 s’étend a la

H
dérivée d’ordre r de —887 lorsque la dérivée d’ordre 2 estindépendante de A.
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En outre nous pensons pouvoir affirmer le caractére suffisant de ce critére
quand certaines conditions supplémentaires sont remplies.

L’extension au cas d’une frontiére 4 m dimensions linéaires serait évidem-
ment du plus grand intérét. On peut pressentir que le critére d’optimalité
doit étre lié aux propnétes de la matrice coefficient du vecteur dans
I’équation linéaire qui définit ce vecteur.

5. APPLICATION A L’OPTIMISATION DES
TRAJECTOIRES SPATIALES

Soit x; (i = 1, 2, 3) les coordonnées d’un point matériel dans un espace
ol régne le champ gravitationnel quelconque de composantes X;, u; les
composantes de sa vitesse, A ’accélération due a la poussée d’un propulseur
orientée par un vecteur unitaire de composantes y; (avec uu; = 1). Nous
appellerons V la vitesse latente consommée au temps ¢ et nous noterons
&, M, { les composantes du vecteur adjoint associées respectivement a
X u;et V.

Les équations du probléme s’écrivent, les dérivées étant prises par rapport
au temps

X1 =u
_ . formules linéaires par rapport a
;j - f"”’" Paccélération de poussée (23)

Le systéme adjoint s’écrit

f=—Xum
m=—§ (24)
=0

La constante { sera essentiellement négative puisqu’on recherche une
consommation minima.
Pour toute trajectoire & poussée intermédiaire, on a

oH
F Y pmi+C =0

g—f +Ku; =0 (compte tenu de pu; = 1)
On en tire y; = — % d’ou aa—I; = —% [nm:—C?] d’ol une premicre

condition nm = (2 (25)



QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES DOMAINES DE MANCEUVRABILITE 89

Prenons les dérivées successives par rapport au temps, en omettant la
constante positive (— C)

% (_aa%) = —n;£; donne la deuxiéme condition

i =0 (26)
d* (0H
= ('ﬁ) = &&+ X, jnm; donne &&i+X;;nm; =0 @n

oH
7173(7) = —4X;, ; Emj+ X, e

donne 4X; jEm;—Xi, jnme = 0 (28)
enfin

d* (oH A
A (W) =-7 X jmmme+ B
avec

B = —6X; jEmur+nimi(4X;, 1 Xi i+ Xi Xy, ji) +4X; jE&+ X, jrmim jurtiy

Compte tenu de { < 0 'optimalité de la tra_]ectmre intermédiaire exige
I'inégalité

Xi, jenmme >0 (29)
Comme A est essentiellement positif, il faut encore écrire

B<0 (30)

pour que la trajectoire intermédiaire soit réalisable.
Si on élimine le cas de trajectoires économiques a temps fixe et qu’on
recherche la minimisation du temps en méme temps que celle de la con-

sommation, il faut écrire une relation du type E % > 0 qui se réduit ici &
Saui+nX; >0 (31)

C’est I’ensemble des équations (25), (26), (27), (28) complétées des inéga-
lités (29), (30) et éventuellement (31) qui constitue les conditions néces-
saires d’optimalité d’une trajectoire intermédiaire, sans que nous soyons
en mesure d’affirmer leur caractére suffisant.

11 serait intéressant d’appliquer cette méthode au cas d’un centre unique

-x S , . .
(X = —3') On devrait ainsi retrouver les résultats relatifs aux spirales de
r

Lawden'? dont Marchal® a dlscuté Poptimalité en les étendant au cas
tridimensionnel. :

AS7
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6. CONCLUSION

Si la structure des solutions au probléme de I’optimisation dans le cas
des domaines strictement convexes présente le caractére d’une grande
simplicité, 1’étude de ces solutions dans le cas de frontiéres semi-linéaires
apparait au contraire comme singuli¢rement complexe.

La présente étude ne dépasse guére le niveau d’une ébauche. Si ’auteur
s’est permis de la présenter sous une forme aussi inachevée c’est surtout
pour appeler l’attention sur I'intérét d’un traitement intrinséque des pro-
blémes d’optimisation, dans le cadre que nous offrent les développements
modernes de la géométrie affine, et dans I’espoir de susciter des travaux
plus rigoureux et plus élaborés.
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RESUME

L’étude des transferts économiques entre orbites képlériennes a fait de trés gros
progrés ces derniéres années, surtout dans le cas qui est celui exposé ici ou la durée du
transfert est indifférente.

11 convient de distinguer essentiellement trois types d’orbites: (1°) les orbites hyper-
boliques, (2°) les orbites elliptiques extérieures & la planéte attirante, (3°) les orbites
elliptiques sécantes 3 la planéte attirante (orbites de lancement).

Quel que soit le propulseur utilisé, ’étude de I’optimisation (minimisation de la
dépense de propulsif) conduit a se servir toujours de la vitesse d’éjection maximale a
I’exception du cas ol 1a poussée est faible et la vitesse hyperbolique (cas trés complexe et
qui ne sera pas examiné). Le paramétre de prix d’un transfert est alors toujours la
vitesse caractéristique, somme arithmétique de tous les changements artificiels de
vitesse. Il faut toutefois remarquer que pour des orbites elliptiques extérieures, si la
poussée est faible, la décomposition des impulsions théoriques en un grand nombre
d’arcs de poussée effectués a un tour d’intervalle peut conduire & des durées trés longues
de transfert (mais a la limite, la vitesse caractéristique nécessaire est évidemment
identique).

Dans le cas des orbites hyperboliques et dans celui des orbites sécantes & la planéte
attirante, les seules conditions limites envisagées seront celles a distance infinite ou au
niveau méme du sol (ou tout au moins de la limite supérieure de la partie aérodyna-
miquement non négligeable de ’atmosphére), nous n’étudierons pas le probléme de la
traversée optimale de ’atmosphére.

Dans ces conditions, tous les transferts optimaux parabole - orbite quelconque et
orbite quelconque - parabole s’obtiennent aisément (que I’on utilise ou non des frei-
nages atmosphériques), on en déduit sans difficulté les transferts optimaux hyperbole -
ellipse et ellipse - hyperbole.

Les transferts optimaux entre conditions limites & I’infini (donc hyperboliques) sont
connus, ils sont impulsionnels et n’ont jamais plus de 4 impulsions finies.

Les montées optimales en orbite (transfert ellipse sécante — ellipse extérieure) ont
été assez peu étudiées analytiquement, les solutions optimales obtenues jusqu’a présent
sont toujours impulsionnelles: au maximum trois impulsions dans le cas ou 1’orienta-
tion est indifférente, au maximum cinq impulsions dans le cas général.

Les transferts optimaux entre orbites elliptiques extérieures ont fait ’objet de nom-
breux travaux, ils sont toujours impulsionnels et jusqu’a présent seuls des cas mono,

7* 91
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bi- ou tri-impulsionnels ainsi que des cas “bi-paraboliques” ou “par I’infini” (avec deux
impulsions finies et deux infiniment petites) ont été rencontrés, il est trés probable qu’ils
sont les seuls.

L’étude s’achéve par ’exposé de quelques propriétés géométriques des orbites kép-
lériennes, par ’examen du point de vue pratique et par celui des perspectives probables
de développement futur des problémes de transfert.

ABSTRACT

The study of economical transfers between Keplerian orbits has made considerable
progress these last years especially in the time-free case, which is exposed here.

We must consider essentially three types of orbits: (1) hyperbolas, (2) ellipses ex-
terior to the attractive planet, (3) ellipses intersecting the attractive planet (launching
orbits).

Whatever the propulsion system utilized is, the study of the optimization (minimiza-
tion of the expense of propellant) always leads to use the maximum exhaust velocity,
except in the case where the thrust is too weak and the osculating orbit is hyperbolic
(this very complicated case will not be studied). Then, for a given rocket, the cost of a
transfer is only an increasing function of its characteristic velocity, i.e. the arithmetical
integral of all artificial changes of velocity. We must however notice that for exterior
elliptical orbits, when the thrust is weak, the decomposition of a theoretical impulse
into many thrust arcs executed at every revolution gives transfers of a very long dura-
tion (but of course at the limit the characteristic velocity is the same).

In the hyperbolic case and in the intersecting ellipse case we shall consider only
boundary conditions at infinity or at the limit of the dense atmosphere, we shall not
consider the problem of the optimization of the atmospheric phase of the flight.

Then it is very easy to obtain the optimal transfers of the following types: parabola -
arbitrary orbit, arbitrary orbit - parabola, hyperbola — ellipse or ellipse - hyperbola
(even in the case where we can use atmospheric braking).

Optimal transfers between boundary conditions at infinity (i.e. for hyperbolic orbits)
are known. They are impulsional and have never more than 4 finite impulses.

Optimal ascending trajectories to an orbit (i.e. intersecting ellipse — exterior ellipse
are little studied analytically). Today’s known optimal solutions are always impulsio-
nal: at most three impulses in the orientation free case, at most five impulses in the
general case.

Optimal transfers between ellipses exterior to the attractive planet are the subject of
many papers. They are always impulsional and until now only one, two or three
impulse transfers and “biparabolic” or “by (or through) infinity” transfers (with two
finite impulses and two infinitesimal impulses) are obtained. There is probably no
four-finite-impulses optimal solutions.

The end of the paper deals with the following points: practical point of view, some
geometrical properties of the Keplerian orbits and further investigations.

INTRODUCTION

L’optimisation des transferts entre orbites est I'un des problémes essen-
tiels de I’exploration spatiale.

Ce probléme est trés complexe méme pour des orbites képlériennes
soustraites a toute influence perturbatrice (donc dans le champ newtonien
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central d’un corps unique de symétrie sphérique), la plupart des études de

ce sujet portent sur I'un des deux cas plus simples suivants:

(1°) transfert sur une orbite infiniment proche de I’orbite de départ en un
temps limité fixé; :

(2°) transfert sur une orbite quelconque sans limitation de durée.

C’est ce dernier cas qui est exposé ici, ’économie de masse des engins
spatiaux y correspond presque toujours a I’emploi des transferts de vitesse
caractéristique minimale (la vitesse caractéristique étant la somme arith-
métique de tous les changements artificiels de vitesse).

De nombreuses études analytiques ou analytico-numériques’~7 ont
été effectuées sur les divers aspects du probléme, il y a aussi bien entendu
un grand nombre d’études numériques (par exemple réfs. 80 a 101).

1. PREMIERE PARTIE

1.1. Exposé du probléme théorigue

Il y a une seule planéte attirante de rayon R et de masse M (fig. 1), on
doit normalement mesurer R en tenant compte de la partie dense de I’at-
mosphére (40 3 70 km dans le cas de la terre). '

FiG. 1. Conditions initiales et finales. .

N Au temps initial #o un mobile M placé i I’extrémité Mo du rayon vecteur
ro est animé de la vitesse Vo, I’objet du probléme est de déterminer la
manceuvre la plus économique (du point de vue de la consommation de
masse du propulsif) conduisant aux conditions finales définies par ;}et f;f
au temps # (ce dernier étant indifférent, fini ou infini, mais bien entendu
postérieur a to).

Nous supposerons que le mobile M ne se détériore pas au cours du temps
et que ses performances & un instant donné, du point de vue de la propul-
sion, ne dépendent que de sa masse restante (fusée a étages); d’autre part
nous supposerons que nous sommes toujours entiérement maitre de la
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direction de poussée des propulseurs (des études trés intéressantes(?? 7®
examinent des cas particuliers ou I’on se restreint & n’utiliser que certaines
directions de poussée).

Remarque: Le probléme que nous envisageons est entendu dans son
sens strict, nous recherchons le minimum absolu de la consommation Cy
en fonction de # et non un minimum relatif (fig. 2) bien que ceux-ci
puissent étre obtenus dans les études analytiques “d temps final indiffé-
rent”; toutefois ces minimums relatifs peuvent dans certains cas présenter
un intérét pratique important (cf. § 3.5.3.7).

F1G. 2. Minimum relatif et absolu.

1.2. Notations

A c6té des rayons vecteurs F et des vecteurs vitesses 7 nous ferons un
large usage des éléments orbitaux correspondants désignés selon les appel-
lations habituelles (fig. 3).

L’indice O sera relatif aux conditions initiales et celui f aux conditions
finales, les indices 1, 2, 3 ... seront relatifs aux orbites intermédiaires
successives 01, Oy, O; ... rencontrées lorsque ’on utilise des impulsions
(cas évidemment théorique, en réalité seules des poussées continues sont
utilisables) enfin les lettres non indicées seront réservées a I’orbite
“actuelle” (ou “osculatrice” ou “instantanée”).

Nous utiliserons pour plan de référence le plan (Fo, Vo) de Porbite initiale
(orienté dans le sens du mouvement) et pour direction de référence dans
ce plan la direction FP, du périgée de lorbite initiale (sauf exception
dament précisée).

L’orbite initiale O¢ est donc entiérement définie par son demi-grand axe
ao et son excentricité eo, une orbite quelconque P’est par ae i @ avec
(voir fig. 3):

i = inclinaison du plan de I’orbite (0° << i << 180°),
£ = longitude du nceud ascendant de I’orbite,.
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o= Q+a> = longltude du périgée de Iorbite.

Nous nous servirons aussi de: -
b = ar/1—e? = ak = demi-petit axe,
b .
k= 4/1—e® = — = coefficient d’affinité,
P = a(l1—e?®) = ak? = paramétre,

FiG. 3. Notations: @ = Q+w.
OA=OP=FB=a,0B=b; FP =P, FA= A; FM = r.

P =a(l—e) = L _ dlstance du périgée,

1+e

A =a(l +e) = —— = distance de I'apogée,
o = o—L = argument du périgée = angle du nceud ascen-

dant au périgée dans le sens du mouvement,
= anomalie vraie,
= w+v = élongation angulaire nodale,
anomalie excentrique,
= moyen mouvement angulaire,
n?a® = constante gravitationnelle = _// multiplié par la con-
stante de la loi de Newton,
rayon vecteur,

=T XM e
Il

~-
I

~
I

longueur du rayon vecteur = _ P = a(l—ecos E),
1+ecosv

7V = vecteur vitesse,

V = V,u (%—-%) = longueur du vecteur vitesse,
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ainsi par exemple: -

Vu, = vecteur vitesse au point M sur ’orbite O,

Vp,, = Vp, = vitesse au périgée de l'orbite O,

Vp,, = vitesse le long de I'orbite O3 au périgée de I'orbite Oy

(cette notation n’est évidemment utilisée que si I’orbite O, passe en P1)
H = 7A\V = vecteur moment cinétique,
H = nab = longueur du vecteur moment cinétique,
y = vecteur accélération de poussée des propulseurs,
S, T, W = composantes de y (fig. 4),
S = composante radiale (positive vers le haut),
T =composante horizontale dans le plan d’orbite (positive vers
lavapnt),
W = coHosante normale au plan d’orbite (positive dans le sens

d.me

F1G. 4. Triédre trirectangle MSTW.

I, I, I3: points ol, dans les cas impulsionnels, ont lieu les impulsions

successives.

I,: impulsion nécessaire pour passer en I, de I'orbite O,_; & Iorbite
0, [donc In = Vln.n_VIn.n—l = Vln—VIn.n—I]

t t
c@) = f 171 dt+2 | I, | = vitesse caractéristique de transfert jusqu’a
to

P’instant ¢.
Ci1=C(t1); Ca=C(ts); ...; Cr= C(tp)
Cs sera toujours, dans cette étude, la quantité & minimiser.
s T w .
S’, T', W’ = cosinus directeurs de j | — = —= ou d’une im-
"(s' =T = lyl)
pulsion 7, (S’ est fixe au cours d’une impulsion mais 7" et
W’ varient en général).
b4 angle, positif vers le haut, de 7 et de I’horizontale avant,

sin v esin E
(fig. 3): th:l:ecosv = 0 < P 490,
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) = arctg %— (avec sgn sin = sgn S$’; sgn cos 1p' =sgn T,
| L = '/ %“ = vitesse- de libération au sol ou au niveau de la

“sortie de I’atmosphére” (vers 40 2 70 km d’altitude dans
le cas de la terre: L = 11,13 km/s).

2. DEUXIEME PARTIE

2.1. Classification des orbites

Nous classerons les orbites selon leur forme et la distance de leur périgée
au centre de la planéte attirante.

FiG. 5. Classification des orbites.

On distingue ainsi (fig. 5):

(I) Les ellipses extérieures. -
(IT) Les ellipses sécantes.
(III) Les hyperboles extérieures.
(IV) Les hyperboles “montantes”.

(V) Les hyperboles “descendantes”.

Les cas limites s’obtiennent bien entendu pour les paraboles, les cercles
et les orbites rasantes.

2.2. Classification des conditions initiales et finales

Considérons une ellipse extérieure, étant donné la périodicité du mouve-
ment orbital sur cette ellipse et le fait que la durée du transfert est indiffé-
rente, les conditions cinématiques correspondant aux divers points de cette
ellipse sont évidemment équivalentes. Il n’en est pas de méme pour les
ellipses sécantes et les hyperboles et des conditions initiales sont d’autant
plus favorables qu’elles correspondent 4 un instant plus reculé dansle
temps (et inversement pour les conditions finales).
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Nous appellerons conditions initiales originelles celles correspondant au
temps (— <) pour les hyperboles extérieures ou “descendantes” et celles
correspondant au lancement au niveau r = R pour les ellipses sécantes et
les hyperboles “montantes”. De méme, nous appellerons conditions ul-
times celles correspondant au temps (+ ) ou a la chute sur le sol pour
les hyperboles et les ellipses sécantes.

Enfin nous appellerons conditions semi-originelles (ou semi-ultimes) des
conditions dans lesquelles le mobile M est encore (ou déja) & une tres
grande distance de l’astre attirant mais a déja (ou encore) une vitesse
oblique par rapport & celui-ci (fig. 6).

FI1G. 6. Conditions aux limites: 1. Conditions initiales originelles. 2.Conditions
ultimes. 3. Conditions semi-originelles, ¥, > —90°. 4. Conditions semi-ultimes,
¥, < +90°.

Sur une ellipse extérieure, toutes les conditions initiales peuvent &tre
considérées comme originelles et toutes les conditions finales comme
ultimes.

2.3. Conditions d’utilisation optimale d’une fusée

Dans la zone de I’espace des phases correspondant aux ellipses extéri-
eures la minimisation de la consommation de propulsif d’une fusée quelcon-
que conduit toujours 4 ’emploi de la vitesse d’éjection maximale®“? et a
Pemploi des transferts de vitesse caractéristique minimale, ces transferts
sont toujours composés uniquement d’impulsions,®® impulsions toujours
décomposables en petits arcs de poussée effectués & un tour d’intervalle si
les propulseurs ne donnent qu’une poussée faible (on peut ainsi s’approcher
aussi prés que ’on veut de 'optimum mais en un temps infiniment long).

Dans la zone des ellipses sécantes et dans celle des hyperboles, la vitesse
caractéristique sert aussi de paramétre de prix pour tous les engins a
poussée forte (propulseurs chimiques, fusées nucléaires, etc.). Dans le cas
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ou 'optimum est composé d’impulsions, la perte due 3 la limitation de la
poussée reste faible: si cette limitation varie peu, la perte relative, en vi-
tesse caractéristique, reste toujours inférieure a

o

Ot étant la durée de I'arc de poussée (disposé optimalement) remplagant
Pimpulsion et T étant la durée de révolution circulaire 3 laltitude de
I'impulsion (dont les cosinus directeurs sont S’, 7" et W) [§ 4.1 et réfs. 49
et 73]; toutefois pour les impulsions non-horizontales au niveau r = R

la perte relative est d’ordre‘%et non%— 58

Pour les engins 4 poussée faible (propulseurs électriques, nucléo-électri-
ques, etc.) la zone des ellipses sécantes constitue une zone interdite car les
modifications trop lentes de I’orbite ne peuvent empécher la chute sur le
sol; la zone des hyperboles conduit & des études trés compliquées que nous
laisseront de coté.

Nous rechercherons donc toujours le transfert de vitesse caractéristique
minimale en supposant le propulseur capable d’effectuer au besoin des
1mpuls1ons, la vitesse caracténsthue sera toujours notre paramétre de
prix.

Nous supposerons d’autre part que les conditions initiales sont toujours
des conditions originelles ou semi-originelles et les conditions finales des
conditions ultimes ou semi-ultimes, ce qui est ordinairement le cas.

Nous examinerons d’abord le cas ot I’on ne peut effectuer de freinages
ou de manceuvres atmosphériques dans ’atmosphére de la planéte puis
celui ol on le peut (dans ce dernier cas nous supposerons généralement
négligeable la vitesse équatoriale de rotation de la planéte).

3. TROISIEME PARTIE: RESULTATS

i

3.1. Séparation des études dans la zone des vitesses elliptiques de celles dans
la zone des vitesses hyperboliques

3.1.1. Transferts optimaux parabole -~ parabole. Les transferts entre
orbites paraboliques (conditions originelles - conditions ultimes) sont
d’un cofit infiniment petit (en vitesse caractéristique), il suffit en effet de
reculer suffisamment loin les points 11 et I, (fig. 7) pour obtenir C; aussi
faible qu’on le veut.

3.1.2. Transferts optimaux ellipse sécante —~ parabole. Une impulsion
tangentielle immédiate de colit C; = Cy = L— V), donne la vitesse para-
bolique (fig. 8) puis I’on utilise le transfert ci-dessus entre paraboles.
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F1G. 7. Transfert optimal entre paraboles. C; = 0.

——
Vo T

Fi1G. 8. Transfert optimal d’ellipse séquente a parabole. C; = L— V.

3.1.3. Transferts optimaux parabole — ellipse sécante. Ce transfert est
celui retour inverse du précédent, son cofit peut &tre annulé si I’on utilise
un freinage atmosphérique a l'instant final.

3.1.4. Transferts optimaux ellipse extérieure — parabole. Une impulsion
tangentielle au périgée de coflt:

- 2u 24
C1 = Cs= P—‘:—- |/ Fﬁo (1+eg) = ]/Ff:—VP,

donne la vitesse parabolique (fig. 9) puis I'on utilise le transfert entre
paraboles.

Fic. 9. Transfert optimal d’ellipse extérieure 4 parabole.
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3.1.5. Transferts optimaux parabole — ellipse extérieure. Si’on ne peut

utiliser de freinage atmosphérique ou bien si Py = 4R [1 +A—] le transfert
A
optimal est le transfert retour-inverse de celui ci-dessus.

FiG. 10. Transfert optimal de parabole a ellipse extérieure dans le cas:
R
P,<4R (1 +A_,)

et utilisant un freinage atmosphérique en P,.

SiPr< 4R [1 +§] et si I’on peut utiliser des freinages atmosphériques,
S
le transfert optimal est dessiné sur la figure 10 avec un freinage atmosphé-

rique en P; sous Py et une impulsion tangentielle en 4y, on obtient:

Cr=Va=Va =1 £ (1—ep)— 2uR
Cr=Va4—=Va VA,( f) ‘/Af(R+Af)

3.1.6. Transferts optimaux parabole —~ hyperbole “descendante”. Aprés
avoir utilisé un transfert entre paraboles approprié, une impulsion tan-
gentielle de colit Cr = Vy—L a I'instant final achéve optimalement le
transfert (fig. 11).

3.1.7. Transferts optimaux hyperbole “montante” -~ parabole. Ce trans-
fert est celui retour inverse du précédent, sont cofit peut étre annulé si ’on
utilise un freinage atmosphérique a I’instant initial.

FiG. 11. Transfert optimal de parabole a hyperbole “descendante” C; = ¥ —L.
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3.1.8. Transferts optimaux hyperbole “descendante” ou extérieure — pa-
rabole. Si W= 0° le transfert commence par une annulation de la vitesse
locale puis s’achéve par un transfert entre paraboles: C; = V.

Si Py < 0° le transfert optimal (fig. 12) commence par une abattée finie
si ¥ > —90° (conditions semi-originelles) ou infiniment petite si ¥y =
—90° (conditions originelles) transformant I’hyperbole d’arrivée en hy-
perbole O; rasante, puis en P; un freinage atmosphérique ou, si ce n’est
pas possible, une impulsion tangentielle freinante donne la vitesse para-
bolique et ’on achéve la manceuvre par un transfert entre paraboles.

F1G. 12. Transfert optimal d’une hyperbole extérieure ou “descendante” & une
parabole dans le cas ¥, < 0; C; = V¥, cos ¥, si on utilise le freinage atmos-
phérique en P,. Si ceci n’est pas possible on a la formule

C; = VL2 +VE+2V,L cos ¥,—L

On obtient: Cy =V, cos P si on peut utiliser un freinage atmosphérique
et sinon:

C; = A/L2+V32+2V,L cos ¥y—
la premiére impulsion coiite alors

Vo CoSs !‘po
G = (Cr+D) L+Vocos ¥y

et ’autre
C f - Clo

3.1.9. Transferts optimaux parabole — hyperbole extérieure ou “mon-
tante”. Ce transfert est celui retour inverse du précédent dans le cas ou
Pon ne peut utiliser de freinage atmosphérique.

3.1.10. Transferts optimaux ellipse — hyperbole ou hyperbole — ellipse.
Ces transferts s’obtiennent simplement en composant ceux des cas 3.1.1
a 3.1.9 ci-dessus et les études dans la zone des vitesses elliptiques sont
complétement séparées de celles dans la zone des vitesses hyperboliques.

Il reste donc & étudier les transferts hyperbole —~ hyperbole et ceux
ellipse — ellipse.



SYNTHESE DES RESULTATS ANALYTIQUES 103

3.2. Transferts optimaux entre orbites hyperboliques (dans le cas ot I’on
n’utilise pas de freinage ni de manaeuvre atmosphérique)

L’étude de ces transferts se rencontre assez rarement, aucune étude
analytique n’a porté sur le cas ou 'une des conditions limites était au
niveau du sol ou 2 distance finie 4 I’exception des travaux 65, 67, 68 et 69
sur les arcs “a poussée intermédiaire”, ces arcs, qui ne se présentent que
dans des cas exceptionnels, sont assez rarement optimaux (il faut en parti-
culier qu’ils soient suffisamment courts et que la composante S de  soit
négative tout au long de I’arc).

Les études analytiques générales1® 5% 3 n’ont porté que sur des cas oil
les conditions initiales sont originelles a I’infini et les conditions finales sont
ultimes a I’infini; nous allons élargir un peu I’analyse en englobant le cas
des conditions semi-originelles et semi-ultimes.

On obtient ainsi: entre conditions limites a I’infini les transferts de vitesse
caractéristique minimale ne comportent jamais d’arcs “a poussée inter-
médiaire”, ils sont donc toujours impulsionnels et sont de I'un ou ’autre
des types suivants:

1° Le type “par le niveau parabolique” (PNP) (fig. 13) utilisant optimale-
ment la suite hyperbole - parabole —~ parabole -~ hyperbole, suite

aisée a déterminer avec les résultats des §§ 3.1.1, 3.1.8 et 3.1.9 et appelée
“six impulse transfer” en ref. 12 et “four impulse transfer” en ref. 57.

F1G. 13. Transfert “par le niveau parabolique” (PNP)

Il y a au plus 6 impulsions dont 4 au plus sont finies et 2 sont 4 distance
finie de F (ces deux 13 sont rasantes et tangentielles).

2° Le type “transfert lointain”. Le mobile M ne passe jamais a distance
finie de F (fig. 14), la planéte n’agit pas sur M et I’étude est aisée, ily a
deux impulsions I'une en M et I’autre en M.

Si I'on appelle «o et ar les angles saillants (f;o, MoMjy) et (f/}, MoMy)
le cofit du transfert est:
Si xotoy = 180°: Cf = Vo+ Vs

Si aot+ay = 180°: Cr = A/ P2+ V#—2V oV cos (xo+ar)
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Remarque: Siao+ar < 180° et si Vo et I_;f sont dans un méme plan de
part et d’autre de ATOM, de nombreuses solutions pluri-impulsionnelles
sont équivalentes au transfert bi-impulsionnel (dégénérescence de la solu-
tion).
3° Les types “transferts proches”. Le mobile M passe i distance finie de

F (fig. 15) aussi y a-t-il optimalement une premiére impulsion en M,

de composante horizontale ¥, cos ¥ et une derniére impulsion en M

. I VAN
MG/\/\CLD 01 ML o
- o
o T
Me
F1G. 14. “Transfert lointain”. FiG. 15. Exemple d’un “transfert proche”.

de composante horizontale ¥ cos ¥y; ces deux impulsions transfor-
ment les conditions semi-originelles et semi-ultimes en conditions origi-
nelles et ultimes et le probléme se raméne 3 celui de I'optimisation des
transferts entre conditions originelles et ultimes augmentés des deux
impulsions en Mo et M;.

Les transferts optimaux entre conditions originelles et ultimes ne sont
jamais du type “transfert lointain”, ils peuvent étre du type PNP déja
rencontré (fig. 13) sinon ils sont de I'un ou I’autre des 9 types de “transferts
proches” possibles®®® tous plans (dans le plan FMoM;) et n’ayant jamais
plus de deux impulsions finies dont une au plus est & distance finie de F,
une étude détaillée paraitra a leur sujet.?

3.3. Transferts optimaux entre orbites hyperboliques

Cas ou 'on peut utiliser des freinages et des manceuvres atmosphé-
riques.

Nous n’étudierons qu’un cas trés favorable: celui ou la finesse aéro-
dynamique de la fusée utilisée est infinie, la planéte étant supposée sans
rotation. Ce cas est toujours plus favorable que ceux ou la finesse de la

2
fusée utilisée est inférieure & p = VE_ZE_ 1, Eq étant la vitesse équatoriale
de rotation (soit p = 24 dans le cas de la terre) on obtient ainsi une limite
supérieure des possibilités.
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~ Entre conditions originelles et ultimes a P'infini, le résultat est parti-
culiérement simple, on obtient: C; = max [0; v/ L2+ Vi—4/L2+ V2], en
effet 1a finesse infinie permet de sortir de ’'atmosphére n’importe oi dans
n’importe quelle direction pour un prix nul si la vitesse d’entrée est supé-
rieure A celle de sortie, pour un prix égal a la différence des deux vitesses
sinon.

Entre conditions semi-originelles et semi-ultimes, la discussion est en-
core assez simple, 'optimum est soit le transfert “lointain” (§ 3.2), soit un
transfert “proche” composé de deux impulsions en M, et My et du trans-
fert entre les conditions originelles et ultimes obtenu grice & ces deux
impulsions.

D’ou ainsi:
1er cas max [0; — V, sin W] = V sin ¥y

Cs = min [Ciointain; Vo cos [min (0°; Po)+ Vr cos [max (0°; ¥yl

2¢ cas max [0; — Vo sin ¥,] < Vysin ¥y

On obtient alors aisément trois types possibles de transferts “proches”
a comparer entre eux et au transfert “lointain”.

3.4. Transferts optimaux entre orbites ellzptzques dont l'une au moins est
sécante a la planéte

Ce cas n’a fait ’objet que de fort peu d’études analytiques, on doit signa-
ler toutefois les études 65, 67, 68 et 69 sur les arcs “a poussée intermédiaire”,
ces arcs, qui ne se présentent que dans des cas exceptionnels, ne sont jamais
optimaux dans le cas plan ni dans le cas des ellipses extérieures, ils ne sont
optimaux que pour des conditions correspondant 3 des ellipses sécantes et
que si la composante S de ¥ est négative tout au long de I’arc.

D’autre part I’étude analytique®® porte sur le cas ol I’une des conditions
limites correspond a une orbite elliptique sécante et ’autre & une orbite ellip-
tique extérieure (montée optimale en orbite, descente optimale dune orbite).
Etant donné la difficulté de I’étude seuls les cas suivants ont été envisagés:
1° Cas oul’orbite elliptique extérieure visée est d’orientation indifférente;
2° Cas ol la vitesse initiale de lancement 7, est nulle (dans les axes tour-

nant avec la planéte).

Les solutions trouvées sont toutes impulsionnelles (au maximum 3 im-
pulsions dans le premier cas et 5 dans le second) mais la seconde étude n’est
pas entié¢rement achevée.
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3.5. Transferts optimaux entre orbites elliptiques extérieures & la planéte ar-
tirante (dans le cas on I’on utilise pas de freinages ou de maneuvres

atmosphériques)

Ce cas constitue ’un des problémes favoris des astrodynamiciens et les
études qui lui ont été consacrées sont trés nombreuses. 13—49 8389

Etant donné la séparation des études dans la zone des vitesses hyperbo-
liques de celles dans la zone des vitesses elliptiques (entre conditions origi-
nelles ou semi-originelles et ultimes ou semi-ultimes, ce qui est toujoursle cas
pour les ellipses extérieures) nous ne rencontrerons aucune orbite intermé-
diaire hyperbolique. Par contre, il se pourrait que ’une des orbites inter-
médiaires du transfert soit une ellipse sécante, les méthodes habituelles
d’étude tombent alors en défaut, cependant étant donné la rareté de ce cas
(qui ne se rencontre que pour des orbites initiales et finales non coplanaires
et de périgée trés proche du sol) nous le supposerons exclu.

Les cas analytiquement résolus actuellement sont les suivants:

1° Transferts optimaux entre orbites coplanaires.

2° Transferts optimaux entre orbites circulaires.

3° Transferts optimaux entre orbites coaxiales.
(C’est-a-dire ayant méme direction de grand axe)

4° Transferts optimaux entre orbites trés écartées (par exemple si I’angle
ir des plans d’orbite est supérieur a 60°, 1850).

5° Transferts optimaux entre orbites quasi-circulaires proches.

6° Transferts optimaux entre orbites dont 1’une est d’excentricité voisine
de 1.

7° Transferts optimaux entre orbites bisécantes égales et proches (rota-
tion infinitésimale du plan d’orbite) ce cas, trés simple,® conduit a
des solutions mono-ou bi-impulsionnelles.

Les trois derniers cas ne sont résolus qu’au second ordre pres.
Un certain nombre de résultats globaux sont connus également.

(I) L’étude au second ordre prés des transferts optimaux entre orbites
elliptiques infiniment proches conduit 4 des solutions toujours mono,
bi ou tri-impulsionnelles. 3
(II) Les transferts optimaux entre orbites elliptiques extérieures n’utilisent
jamais d’arcs “a poussée intermédiaire” analogues a la “spirale de
Lawden”;®? la démonstration de ce point®® suppose toutefois que
la notion “durée indifférente” soit entendue dans le sens strict défini
dans la remarque du chapitre 1.1 (recherche du minimum absolu de la
consommation).
Remarque: la démonstration donnée en ref. 63 est erronée méme si
dans le cas présent le résultat est juste.
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(III) Les directions optimales de poussée sont toujours & I'intérieur d’un
“angle spatial utile” dépendant seulement des paramétres e et v.(ou
e et E) dont certaines limites ont pu étre précisées; ainsi par exemple
les cosinus directeurs S’ 7 W’ d’une direction optimale de poussée
satisfont toujours a:
T'%(1—e cos v)2 = 4W'2ecos v -

eta: W24-28'T tg V' = S2(3+tg2 ¥)
avec: te ¥ — esiny  esinE
( "B T TYecoso Tk )

. - 1 o .
ce qui entraine en particulier | S’ | = 7 les directions optimales de poussée

sont donc toujours a4 moins de 30° du plan horizontal local.

Fi1G. 16. Transfert bi-parabolique (ou transfert par I’infini).

Toutes les études effectuées jusqu’a présent (analytiquement ou numé-
riquement) conduisent & des solutions mono, bi ou tri-impulsionnelles ou
bien a des solutions “bi-paraboliques” (ou “par I’infini”) utilisant optimale-
ment la suite ellipse — parabole - parabole — ellipse, suite que I’on déduit
aisément des §§ 3.1.1 4 3.1.5 et qui comporte deux impulsions finies tangen-
tielles (en Py et Py) et deux impulsions infiniment petites & grande distance
(fig. 16).

(En pratique on utilisera plut6t des ellipses trés allongées.)

Ce résultat “expérimental” combiné avec les résultats globaux I et II ci-
dessus permet de répondre avec une quasi-certitude a la question “How
many impulses?” posée par T. N. Edelbaum:“?? entre orbites elliptiques
(non sécantes a la planéte attirante), lorsque la durée du transfert est indiffé-
rente, les solutions optimales sont ou bien mono, bi ou tri-impulsionnelles
ou bien du type “bi-parabolique”, en tout cas si jamais il y a des cas
dont la solution optimale comporte quatre impulsions distinctes finies ils
ne doivent se présenter que trés rarement.

8*
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Nous allons maintenant exposer successivement les divers cas actuelle-
ment résolus.
3.5.1. Transferts optimaux entre orbites quasi-circulaires proches. Ce cas est
‘évidemment d’une trés grande importance pratique dans les applications
spatiales, il a été étudié en particulier en refs. 30, 40, 41 et 42.

Soient ao, eo, a5, €, i, O et @, les éléments des orbites initiale et finale
(avec évidemment dans le cas présent ar > ao, €0 =~ 0, e = 0, ir =~ 0).
Nous utiliserons les notations de Marec:¢40

da = as—ao
defl = - Q
e/ = er c?s wr—ep c'os ', wp = @0,
de | = essin ws+ep sin Qf
4j = if
e s e e, |daj
Au second ordre prés (I'infiniment petit principal étant ¢ = max P
(]

A4
eo; €5 if) I’étude ne dépend que de a_: , defl, de L et 4j.

Remarque: Si nous appelons é le vecteur de longueur e dirigé de F vers

., . FP VANH F
le pérlgceP(e =exp= PR r)

Aef| est la variation de & parallélement & la ligne des nceuds et de 1 est
celle dans le sens perpendiculaire, ce qui explique ces deux rotations.

Les transferts optimaux sont de trois types:

Type I (appelé type Il enref. 40): il y a deux impulsions bien déterminées;
ce type dégéneére dans le cas coplanaire (ir = 0).

Type II (appelé typeIenref 40): il y a deux impulsions bien déterminées
appliquées aux nceuds.

Type II1: ’étude au second ordre prés ne suffit pas & déterminer le trans-
fert optimal, il y a de nombreuses solutions équivalentes 4 I’ordre conservé,
elles vérifient toutes 352 = W2 pour chacune de leurs impulsions (on peut
méme, au méme ordre prés, utiliser des arcs de poussée continue).

La solution optimale est de type I (bi-impulsionnel) si et seulement si:

° il
1 2| = 1 e
da\? 24/3
2° (a_‘:) = (Ae//)2+(AeL)2—(Aj)2+—‘;— | de 1 . 4j]
Les deux impulsions présentent alors la symétrie: |
S = -5
T,=T1, sgn T} = sgn da

W, = —W,
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Les positions des pomts I et I, sont données par une équation du second
degré.
La vitesse caractéristique C, du transfert est donnée, au second ordre
prés, par:
4 2 4
1 ( a) +(ljp < ( Cr ) < ( a) +(4))+(de L)

2a nodo 2

| o] (S 4 -

[(A,eJ_)2+(Aj)2+(ﬁ) ( Cf) ]

RoGo

La solution optimale est de type II (bi-impulsionnal nodal) si et seule-
ment si:

Aa
1° el =
2° |4j] = |del |.4/3
Les deux impulsions présentent alors la symétrie:
=5 wi_ 21y _ S
Ty = -1 avec: i _Ae// Jde L
Wi = —W;

Les points I; et I sont diamétralement opposés sur la ligne des nceuds.
Enfin: Cy vaut: '

C; = noao [ (Ai//)z+(4el)z+ (4j)2+ (ordre 32)]

La solution optiméle est de type III si et seulement si:

1° |4j| <|4deL].4/3
d (iﬁ) =< (def[*+(le L)~ (Af)z+2‘/3 |de L. 4]

La vitesse caractéristique C; des diverses solutions équivalentes (au se-
cond ordre prés) est:

Cr = 252 [V/ (el + 11 de L1 + | 41 v/3 P+ (ordre &3]

Rappelons que pour ce type III on a toujours: 35’2 = W2 alors que pour
les deux autres: 382 =< W2,

Les études signalées en référence donnent tous les renseignements né-
cessaires.

Des études plus poussées de ces problémes:
1° Etude au 3éme ordre prés.?
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2° Btude au second ordre pres lorsque les orbites Oy et Oy sont voisines et

d’excentricité faible mais non nulle,4?
permettent de lever le'doute dans les cas singuliers rencontrés ci-dessus, les
solutions optimales sont alors toujours & 1, 2 ou 3 impulsions et 1’étude,
prometteuse mais encore mcompléte au 3¢me ordre prés, permet de déter-
miner le sens optlmal de succession des impulsions.

3.5.2. Transferts optimaux entre orbites elliptiques coaxiales (¢’ est-é,-dlre
ayant méme direction de grand axe)

Ce cas contient tous les transferts entre cercles, il a été étudié en particu-
lier dans les références 33 a 38 et 44 4 49.

Nous dirons que des orbites sont coaxiales directes si les périgées sont

d’'un méme cdté du centre attractif (PoFPf= 0°: @, = 0° 2,=0° ou

180°) et inverses dans le cas contraire (PoFP, = 180°: @y = 180°, 2, = 0°
ou 180°).

Entre orbites coaxiales directes les transferts optimaux sont de trois types
possibles (démonstration en 49):

(I) Le transfert de “Hohmann générahs”’ (fig. 16 bis) par une ellipse
intermédiaire d’apogée, I’apogée le plus élevé, et de périgée, le périgée
de l’autre orbite, 11 y a deux impulsions une en chacun de ces deux
points.

FiG. 16 bis. Transfert du type “Hohmann généralisé” (ellipses coaxiales directes).

(II) Le transfert “bi-parabolique” ou “par I'infini” que nous avons déja
souvent rencontré. Dans le cas particulier des orbites coaxiales directes
(fig. 17) ce transfert peut &tre rendu tri-impulsionnel (une seule
impulsion infiniment petite & I'infini).

R
~o

0/

2/

FiG. 17. Transfert bi-parabolique (ellipses coaxiales directes).
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(III) Le transfert “a trois impulsions” (fig. 18) utilisant deux ellipses inter-
médiaires d’apogée commun plus élevé que les deux apogées donnés

et de périgée respectivement ceux des orbites données. Les trois im-
pulsions ont évidemment lieu en Po (=P1), 41 (=42) et Po(=Fy);

F1G. 18. Transfert 4 3 impulsions (ellipses coaxiales directes).

4, > max (dy; 4)); l’;.'l‘ - ‘_‘Lg\/_7
4

la plus grande partie du changement d’orientation du plan d’orbite a lieu
en A;:

O<i<ip<if et 12;11 > 4+;/7 l'=, 0.738
P .

Entre orbites coaxiales inverses les solutions optimales sont analogues:

(I) Au transfert “de Hohmann généralisé” correspondent les transferts
“par les apogées” et “par les périgées” (fig. 19). Ce dernier ne peut étre
optimal que si:
min [do; Af] < max [Po; Py]

F1G. 19. Transferts “par les apogées” et “par les périgées” (ellipses coaxiales
inverses).
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(ID Le transfert “bi-parabolique” (fig. 20) ne peut cette fois-ci &tre rendu
tri-impulsionnel.

F1G. 20. Transfert bi-parabolique (ellipses coaxiales inverses).

(IIT) Dans le mode “a trois impulsions” (fig. 21) le point I, commun aux
orbites intermédiaires O et Op n’est pas forcément leur apogée, il
peut &tre le périgée de 'une d’entre elles, il est toujours extérieur au
segment Ao Ay soit d’un cdté soit de ’autre (les trois impulsions sont
donc soit en Po puis A; puis Ay, soit en Ao puis A, puis Py).

FiG. 21. Transfert & 3 impulsions (ellipses coaxiales inverses). Les 3
impulsions sont soit en Py, A4, A; avec 4; > Ay ouen 4y, A,, Pravec A, > Ay

Il n’y a pas d’autres solutions optimales pour les transferts entre orbites
coaxiales, toutes les orbites intermédiaires sont coaxiales aux orbites don-
nées, toutes les impulsions sont dans le plan horizontal local (S’ = 0) en
I’'une ou I’autre des extrémités du grand axe.

Bien entendu dans un cas particulier donné il convient de rechercher le
mode optimal de transfert et d’optimiser I’orientation du ou des plans des
orbites intermédiaires ainsi que, dans le cas des transferts “a trois impul-
sions”, la position de la seconde impulsion. Nous allons indiquer I’une des
méthodes que I’on peut suivre et les résultats que I’on obtient.

Dans le cas oulemode optimal de transfert est “bi-parabolique”I’optimum
est déja connu: les paraboles ou quasi-paraboles intermédiaires ont méme
plan et périgée respectivement que les orbites Oy et Oy et la vitesse carac-
téristique du transfert est:

2u ]/2
Cr = Cpoo = l/P-—l:-+ }%—Vpo—Vp!



SYNTHESE DES RESULTATS ANALYTIQUES 113

Dans les autres cas, nous ferons I’analyse pour un transfert de type “a
trois impulsions”, les transferts de “Hohmann généralisé”, “par les apo-
gées” et “par les périgées” en étant des cas particuliers limites.

Pour conserver une unité de notation, nous supposerons:

1° que la premiére impulsion a lieu en Py (en utilisant au besoin la réversibi-
1ité)

2° que tous les sommets du grand axe situés du cdté de P, sont baptisés P’

et ceux situés de I’autre cdté sont baptisés A’, ainsi si O et O, sont

coaxiales directes: P, = P, et A, = A, et sinon P, = A, et 4, = P,

Avec ces conventions le transfert “a trois impulsions” examiné se présente
comme P’indique la figure 22, les orbites O et O sont coaxiales directes et
A 1= Ao.

FI1G. 22. Analyse d’un transfert & 3 impulsions.

Les trois impulsions nécessaires, en Py, A, et P'; peuvent étre représen-
tées sur la figure 23 (projection sur le plan perpendiculaire au grand axe
commun) avec:

0.B1_= i/;;; O_B;=7p:; 'B]_Bz=
OB; = V4; OB, =7Vgs,; BsB, =
OB; = Vp,; OB;= Vp; ByBy=1Is

Ny

]

F1G. 23. Analyse des 3 impulsions.
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L’optimisation 3 A4, fixé de Cs= |L|+|L| + || en fonction de iy et iy
conduit a résoudre le systéme:

Ve sinay = Vp, sinag = Vg, sinag = Vg, sinay = Vs, sinag =Vp:,sin og
a1+as = 180°—i;
a1 taztasta, = 360°—iz
o togtagt oy +og+og = 540° —if

compte tenu des conditions suivantes:

1° Les angles «; sont saillants (0° < «; < 180°)

2° L’angle o, qui a le plus grand sinus, donc celui qui correspond 4 la plus
petite des 6 vitesses Vp, & Vp., est aigu ou obtus (ou droit), les autres ont
un cosinus de signe bien déterminé: 2 sont obtus et 3 sont aigus, en parti-
culier «; est obtus et a5 aigu, de plus si les orbites Oy et Oy sont coaxiales
directes «4 est obtus et «y aigu (la plus petite des 6 vitesses étant alors
VAI ou VAI:). i

Le systéme obtenu a (sauf exception dans le cas ou la plus petite des 6
vitesses Vp, a Vpl', est égale a I'une des 5 autres) toujours une solution et une
seule en a;, az, a3, oy, o5, g dONc en iy et iz (avec bien entendu 0=<<iy<<iy=<siy).

iy et iy étant ainsi optimisés pour A; fixé, il reste 3 determiner la valeur
optimale de 4; (compte tenu de 4; = max (4o, 4y) si Oo et Oy sont co-
axiales directes et de seulement A; = A, sinon).

Pour cela on peut utiliser:

& _ Vpo sin o1
dA: — 24,

Oy —%g

[tg 3 ;az —cot xg+tg —cot oq]

o1, %3, a3, o, et ay ayant bien entendu les valeurs optimales calculées ci-
dessus.

L’étude compléte est assez malaisée si Oo et Oy sont coaxiales inverses,
nous indiquerons seulement quelques résultats.

Par contre, entre orbites coaxiales directes la quantité 42 ZA& s’annule
1

au plus deux fois sur la demi-droite a étudier (4, = max[4o; 4]), quand
c’est le cas, elle est positive entre les zéros et négative a I’extérieur, on ob-
tient donc beaucoup de renseignements sur le mode optimal de transfert en

étudiant le signe de 43- ;{4& pour
1
A, = max [4,; A;] et A;=+ o (dans ce dernier cas):
dCf ' . 1 3Po+3Pf
2 Of _ S _2coerof
sgn A3} a4, sgn [cos ir+ ) 8/PD, ]
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. Gréce a ces résultats, on peut tracer les figures 24 et 25 permettant de
déterminer immédiatement le mode optimal de transfert dans la plupart des
cas.

4 Bi- parabolic Lype

B¢ -/09/95. ord t.m/D. l/fc

60" i
" \\G.H. é//oc “ or

.P Jimpulse lype

40" L

£

4]
Bé - parsb.

20° or G.H. t//ac

“Generslized
Hohmaonn t//:c 4

sCclis , X4

0 25 .5 75 1
F1G. 24. Détermination du type de transfert optimal entre ellipses coaxiales
min (Py; P;)
max (Py; Py)

directes par rapport & x; = et ip.

ir
Bi-parebolic type

B.p.or 3/ -
? L= 3[mpu/$¢ c‘//oe

60°;

3impulse
40" or G.H.

Bpf.

20 "
GH. “Generalized Hohmann [//o."

X2

0 25 .5 5 1

F1G. 25. Détermination du type de transfert optimal entre ellipses coaxiales
min (Py; Py)
max (Py; Py)

Les éléments de ces deux figures sont donnés avec précision dans ref. 49
ainsi que la résolution compléte dans le cas Po = Py.
Remarque: Si
_ 55 2P, 2Py ]
[—9Po+30 4/ PoPs—9P¢] [ Trect V TTe;
=<[4V/Po+ V/Pr][ —17Po+ 50 A/PoP;—17P]

directes par rapport 4 x, = et i;.
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ce qui est le cas par exemple si i;- < % = % et eo+e,=1—1-6 min[eo; ],

Pangle limite des cas “bi-paraboliques” est obtenu rigoureusement pour
3P0+ 3Pf 1

8v/P.P;
“bi-parabolique” — ¢trois impulsions” (il y a alors continuité des solu-
tions optimales). Sinon la limite correspond 4 un angle plus élevé et il n’y
a pas continuité des solutions optimales.

Voici maintenant quelques résultats concernant les orbites coaxiales
inverses:

— Le transfert optimal est du type “bi-parabolique” s’il 1’est entre
orbites coaxiales directes de mémes éléments ao, eo, ay, eset iy.

— Le transfert optimal est du type “bi-parabolique” s’il ’est entre orbites
coplanaires (i=0) coaxiales inverses (@, = 180°) de méme éléments ao,
eo, aset es(voir § 3.5.3.5) en particulier eo+e,= 1-07066 est une condition
suffisante d’optimalité de type “bi-parabolique”.

— Le transfert optimal n’est pas du type “bi-parabolique” si en posant

_ max(4o; 4y) .
" min (Po; Py) ’ .(Q =1)

cos iy = — (courbe EKJB —figure 24) et la limite est une limite

on a
cos-lzi; 0V2— (9—%) V20+2

ainsi par exemple si p =< 2,5 et si i< 32°,47 le transfert optimal n’est pas
du type “bi-parabolique”.

Lorsque ¢ ~ 1 la valeur limite de i, entre les cas “a 2 impulsions™ (“par
les périgées” ou “par les apogées™), cas qui correspondent & iy < iy, €t
les cas “a 3 impulsions” (au-dela de #j;;.), €st telle que:

1/2\/_ +ordre (0 —1) =< fiimite = V/2(p—1)+ordre (p—1)

Enfin, il est assez aisé de comparer les tranferts “par les périgées” et
“par les apogées”:

Simin [4o; 4f] > max [Po; Pyl
le transfert “par les apogées” est le meilleur des deux.

Sinon nous supposerons, en utilisant au besoin la réversibilité, que

Ao= Py, la figure 26 aide alors a effectuer la comparaison lorsque p =~ 1en
fonction de

x= lf
logP
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et de
y = €04 ordre [e—1]
ér

La courbe limite supérieure dont les équations sont x = i 1 entre A
T—y—4+V3—
et B, x = —yT-_I_\l/——y entre B et C et y = 3 au-dela de C correspond

au cas limite 49 = Py, elle est aisément généralisable dans le cas p > 1.

Transfers “by the perigees™

Transfers “by the
apogees™

.
“Log®t
gPo

F1G. 26. Comparaison entre les transferts “par les périgées” et “par les apogées”

A
dans le cas coaxial inverse quand 4, < P; et P—f =px~1
[}

La courbe inférieure a pour équations:

. (z+1)(v/4—62) 1—224+/4
= —

= 2
22(z—1) avec A = 204347241

et y=

.. . €o €, .
elle correspond au cas limite ou —— et ‘—f sont voisins de zéro.

3.5.2.1. Cas particuliers

(I) Transferts entre cercles. L’étude compléte conduit aux résultats indi-
qués sur la figure 27. La courbe E1LC est celle de la figure 24. Le point
E, correspond au transfert optimal le plus ouvert qui ne soit pas de type
“bi-parabolique”, on y obtient i = 60°,1850; au-dela de cette valeur
tous les transferts optimaux, méme entre orbites non coaxiales, sont
“bi-paraboliques”. ’
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i
60" Bi-p. Epe g
3 Imlo.
40" L
20°
“G.H. type”
c X
¢ as 1
FiG. 27. Transferts optimaux entre cercles
a
x=min (a" A )
a! ay

(II) Transferts entre orbites coaxiales directes proches. Dans ce cas iy ~0°
P . .
et To =~ 1 le transfert optimal est donc (cf. figure 24) presque toujours

f
du type “de Hohmann généralisé”, il peut toutefois étre “a trois im-
pulsions™: si les orbites données sont de quasi-cercles et si (en suppo-
sant 4o < Ayau besoin grice a la réversibilité):
547 —3Py—2Ps—/(345—2Po—Pys)2—(As—Ao)(24s—Po—Py)
V24,245 —Po—Py)
2A45—Po—Ps

24¢ ) :

3.5.3. Transferts optimaux entre orbites elliptiques coplanaires

if > llimite =

+-ordre (

3.5.3.1. Transferts optimaux entre orbites coplanaires et coaxiales directes

La premiére étude d’un transfert optimal entre orbites est celle de Hoh-
mann en 19254% gsur les transferts bi-impulsionnels entre cercles copla-
naires, cette étude se généralise sans difficulté@4—3% ay cas des transferts bi-
ou multi-impulsionnels optimaux entre ellipses coplanaires et coaxiales di-
rectes, ce qui est un cas particulier du § 3.5.2 précédent. On obtient des trans-
ferts “de Hohmann généralisé” (ou tout simplement “de Hohmann”) et
“bi-parabolique” (fig. 28).

L’ellipse de transfert de Hohmann est bi-tangente “en I’apogée le plus
élevé et au périgée de ’autre orbite”.

La discussion entre les deux modes de transfert est donnée sur la figure
29 en fonction de

__ max[Po; Py]
- min[Po;Pf]



SYNTHESE DES RESULTATS ANALYTIQUES 119

Fic. 28. “Transfert de Hohmann” (4, = max (4,; 4;)) et transfert bi-
parabolique (ellipses coplanaires et coaxiales directes).

AL o;Pr)
! \ mex Hp; 4,

Q81— TRANSFERTS
173
HOHMANN

o6
4 /
TRANSFERTS

“PAR L'INFINI*

Q

1,938 x :m’,"ﬁ'ﬂ’]
E [ 7 2 ( ””;Et”f])
F1G. 29. Discussion du transfert optimal entre ellipses coplanaires et coaxiales

directes.

et de
_ max[Po; Py]
" max[do; 4f]

3.5.3.2. Généralités sur les transferts optimaux entre ellipses coplanaires

Les transferts optimaux entre ellipses coplanaires sont de huit modes pos-
sibles tous plans et impulsionnels; pour les caractériser, nous conviendrons
d’indiquer par une lettre A4 les impulsions accélératrices (;;’. V> 0) et par
une lettre D les impulsions décélératrices (;- V< 0).

Les huit modes sont alors:

1° Modes a une impulsion: 4 ou D, 'impulsion a toujours lieu au point
d’intersection le plus bas des deux orbites. Ces modes sont rarement op-
timaux.

2° Modes a deux impulsions: 44 ou AD ou DD. Ces trois modes sont trés
fréquents, le premier se rencontre surtout lorsque I’orbite finale entoure
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Porbite initiale, le second lorsque ces deux orbites sont sécantes et le
troisiéme lorsque Iorbite finale est intérieure a ’orbite initiale.

3° Modes a trois impulsions: 44D ou ADD, ces deux modes sont trés
rarement optimaux: ils ne se rencontrent que si eo+ef > 1°712 et
|og| < 22°.

4° Mode “bi-parabolique” bien connu utilisant optimalement la suite
ellipse = parabole— parabole —ellipse avec donc deux impulsions finies
tangentielles, I'une en Py et 'autre en Py et deux impulsions infiniment
petites intermédiaires & grande distance. Ce mode est assez fréquem-
ment optimal mais nous verrons que, contrairement au cas des orbites
dont P’angle des plans est élevé, il a, dans le cas coplanaire, peu d’intérét
pratique (voir §§ 3.5.3.7 et 4.1).

3.5.3.3. Angles utiles et commutations

L’étude analytique des transferts optimaux entre orbites coplanaires non
coaxiales commence habituellement, aprés démonstration de la planéité des
solutions optimales, par ’examen du domaine de manceuvrabilité propre
a chaque orbite elliptique,?8-30: 49 domaine qui, aux questions d’échelle
pres, ne dépend que de I’excentricité de I'orbite.

L’intérét de la notion de domaine de manceuvrabilité a été mis en évi-
dence par M. Contensou.? '

L’analyse de ces domaines permet de dégager les notions “d’angle utile”
et de “commutation” (cette derniére notion s’obtient aussi commodément
en utilisant la théroie de Pontryagin®®).

Etude des angles utiles

“L’angle utile” est 'angle en dehors duquel toute direction de poussée est
obligatoirement non optimale et dans lequel une direction de poussée peut
&tre optimale pour un transfert approprié.

A cause des symétries du probléme I’angle utile est toujours composé de
deux angles opposés par le sommet (fig. 30), I’angle avant correspond aux
impulsions accélératrices (4) et ’autre aux impulsions décélératrices (D).

Nous repérerons par y; et 9, les directions des bords de I’angle utile, ces
deux angles ne dépendent que de I’excentricité e de I'orbite étudiée et de
I’anomalie vraie v de la position étudiée.

On a toujours:
O=sypy<yp,<=¥=<90° sisinv=0
0=y;=yp,=¥= —90° sisinv <0
[ps] <26°2— — — — — réf. 30
[ps—ps| < 12°5

1/)-';;101'< 02
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Les expressions analytiques les plus précises de y; et y, sont actuelle-
ment: '
esinv _ 18e3sindv 2¢° sin®
gy = 3+ecos v+ (3+e cos v)® + 81

v .
+ ordre (e® sin® v)

Si e = 0-5 cette expression donne sur y; une erreur inférieure i 6°.¢°-
sin® v-min[1; 2 sin ] soit au maximum 0°- 1 pour e = 0-5 et 0°-005 pour
e=03.

¢ _ esinv(2—ecosv) 2¢3 sin 3v (6 — e? cos 2v)?
8Y¥s = Atecosv—e®costu (3+e cos v)(4+e cos v —e? cos? v)t
13¢5 sin® ,

_lesmo 6 sins
1536 + ordre(e® sin® v)

F1G. 30. “L’angle utile” et les angles y; et y,.

Si e =< 0.7 cette expression donne sur v, une erreur inférieure a 0°-
6 e8.sint v.min[1; 2 sin v] soit au maximum 0°-07 pour e = 0-7 et 0°-01
pour e = 0-5.

Rappelons en comparaison que:

esinv esin E
Y= =
tg 1+ecosv . &k

Remarque: pour 09250 < e < 1 le domaine de manceuvrabilité subit
un changement qualitatif important,? 2% 49 deux arcs obligatoirement
balistiques sans aucune direction utile apparaissent, ces arcs sont symétri-
ques I'un de I'autre par rapport au grand axe de I'orbite et sont toujours
compris entre le périgée et les sommets du petit axe. A

On peut, pour ces excentricités voisines de 1, étudier I’angle utile en
effectuant des développements limités en fonction de k(=+/1—e?).

AS 9
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On obtient alors:
1° Au voisinage du périgée (v =~ 0)

v v®  3vk?

Y= —4"+§1—2 ———3-2—+(0rdre k%
v 0¥ ok?

V= 333~ 35 H(ordre k)

L’arc balistique commence a I’endroit ot y; = y; ce qui correspond a:
19
vl = 4k+? k®+(ordre k%)
2° Dans la partie haute de ’orbite (v ~ 180°)

tgys = % sin v _4a sin3 v —% k2 sin v+ (ordre k%)

16

2 —_—
tgy; = sin v-max[l 3k +—7— sin? v l+l/3+ cos E]

28 16 k?
Nous poserons plutdt:

tgy = %+ 176 sin3 v —3 k2 sin v+(ordre k)’

ettgy; = sinv [—1 + V3+ C(;CSE ]-l—'(ordre k3

d’oti: pour cos E < —% k2+ (ordre k%), I’angle utile va de y; & ;.

pour—% k24 (ordre k%) < cos E < % k%4 (ordre k%),

P’angle utile va de y; a y,.
pour cos E > %k2+(ordre k%):
il n’y a plus d’angle utile.

Ainsi I’'un des arcs obligatoirement balistiques s’étend de v = 4k+ 19 k3
+(ordre k%) A E =% - 13 k2+ (ordre k%) [soitv = m— k—4—;- k3+ (ordre

k%)] et ’autre est symétnque par rapport au grand axe.

Ces arcs balistiques disparaissent pour e = 0-9250, les points ultimes
(v = $£122°.31) et les directions 9, correspondantes (p, = y; = +26°- 04)
font partie des conditions rencontrées au cours de la description de la spi-
rale de Lawden. (6

Les études analytico-numériques®® 32 indiquent graphiquement les
valeurs de y; et y, pour les excentricités multiples de 0-1.
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Etude des commutations

Les angles utiles jouent un rdle trés important dans les commutations,
c’est-a-dire lors du passage d’une impulsion 2 la suivante.

Considérons une orbite intermédiaire, par exemple I’orbite O, le mo-
bile M arrive sur O, en I, (point ot a lieu la premiére impulsion) et quitte
O, en I, les points I, et I, sont liés par une relation “de commutation”
propre a Porbite O, et les directions d’impulsions en ces points sont au
bord des angles utiles locaux relatifs a I’orbite O,.

- Les commutations sont de trois types:

1° Commutations relatives aux angles v,
La relation “de commutation” liant les anomalies vraies v, et v, (sur
Porbite 0,) des points I et I, est:

V1 v2 _ 3+e; 4+81 91
tg7 t8 2 3-e 4—e1

+ordre (e? sin? v,)

(Une expression plus précise est donnée en ref. 28), et I'on obtient pour y;

et pq:
0° si cos ©; > cos vy

YVi— Y= Y2 —YPs, = { 180° si cos V1 < COS Vg

5, et y,, désignant bien entendu les valeurs de y; aux points I et I, sur
Porbite O;.

F1G. 31. Commutations relatives aux angles y, (type 44 ou DD).

On voit ainsi que les commutations relatives aux angles y, (fig. 31) sont
de type AA (si cos v1 > cos v2) ou DD (si cos v; < cos v3), le cas limite,
cos v3 = cos vz (doncv; = vy), est obtenu lors de la description de la spirale
de Lawden.

9%
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Rappelons que les résultats concernant la spirale de Lawden peuvent
étre exprimés exactement en fonction de sin p; = s, on y obtient:

- 65(1—257)(3—4s?)y/T—5

e; sin v; = e; sin vy = G559
352 —T7+21s2—165%)
e1Co8 v =€ cqs Vg = — G—55F

mais la spirale de Lawden n’est qu’une solution limite non optimale du
probléme du transfert entre orbites.
2° Commutations relatives aux angles y;
On obtient de méme:
Uz ( 3+ex

g 2 g5 = 3% ) +ordre (€} sin2 vq)

(une expression plus précise est donnée en ref. 28) et: y; = y;
= ’lpi'.+ 180°

les commutatiqﬁs relatives aux angles y; sont donc de type 4D (fig. 32).

0

FiG. 32. Commutations relatives a I’angle y; (type AD).

Remarque: le cas v; = —vy est ,sii‘nple (Voir§ 3.5.3.5).
3° Commutations relatives aux-angles y; (donc pour e; > 0-9250).
L’expression analytique la plus précise de cette commutation est actu-

ellement:
k1

y = paramétre auxiliaire; ——I;— =y<+5; (ky = v/1—¢2)

& = 2¢me paramétre auxiliaire = +1

tg i, = 8[k1 = k+y+—2 kg y+5kiy®+ordre k5]

tg'/’x’,=8[ —kit+= k¥+y+ky 5k1yz+ordrek5]
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E,=c¢ [%—k% —y2—4k1y—k5{+ ordre (K8, kfy)]

E,

— [— —k2 —y2+4k1y —k4+ ordre (ki’, kay)]

Y1 =9i; Y2 =i, +180°

1

Les commutations relatives aux angles i ; sont dont aus31 de type AD.’
- Bien entendu il est immédiat de déduire les commutations relatives 2 une
orbite 1nterméd1a1re o, quelconque de ces commutatlons relatives a l’or-

bite O,.

3.5.3.4. Détermination du mode optimal de tran.sfert entre ellipses coplanaires

Gréce aux résultats du paragraphe précédent, il est aisé de construire des
exemples de transferts bi-impulsionnels optimaux: il suffit de choisir une
orbite intermédiaire O; (fig. 32 bis) puis une commutation optimale 71, I,

FIG. 32 bis. Exerhple d’un transfert optimal 4 2 impulsions.

sur cette orbite, I; et > conduisent aux orbites O et Oy et le transfert de
Oo & Of par O, est optimal sous réserve que | I1 | et || satisfassent & une
condition de la forme | I2| =< f| I1|, f étant une certaine fonction non dé-
croissante de | I |.

Par contre le probléme inverse, qui est le probléme ordinaire: trouver
O, (et éventuellement O») quand on connait Oy et Oy est beaucoup plus
compliqué et n’est résolu que par approximations successives (§ 3.5.3.6),
il faut tout d’abord déterminer le mode optimal de transfert entre Og et Oy.

L’étude des transferts optimaux entre orbites dont ’une est d’excentricité
proche de un d’une part et la remarquable étude analytico-numérique de
H. G. Moyer d’autre part®® permettent de délimiter de maniére assez
précise les cas de transferts & 3 impulsions (44D ou ADD).

L’étude de H. G. Moyer est I’analyse des transferts optimaux a une
impulsion (mode 4 ou D) combinée avec la connaissance des commuta-
tions, elle permet donc d’étudier les transferts & 2 ou 3 impulsions dont une
est finie et une ou deux sont mﬁmment petites, or ces cas sont fréquemment
les cas limites.
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On obtient ainsi:

1° La comparaison de aje et de afe} permet de séparer les transferts de
mode 44D de ceux de mode ADD:
Si aje§ < a}e} le transfert optimal n’est pas de mode ADD.
Si aje] > afe} le transfert optimal n’est pas de mode AAD.
(Si aje] = aje} le transfert optimal n’est pas “a3 impulsions™.)

2° Le mode ADD étant le mode retour inverse du mode AA4D, il suffit
d’étudier ce dernier, les résultats concernant I’autre étant symétriques.

3° La zone du plan (ey, eo) correspondant aux transferts de mode 44D
(mais on peut bien siir y rencontrer des transferts d’un autre mode) a été
hachurée sur la figure 33 ci-contre, je propose de l’appeler “Domaine de
Moyer” en remerciement pour ses travaux.

L :
K%
[ >
0.8|— “'
F
0.7 I £

[e]

X]
€¢

F1G. 33. Le domaine de H. G. Moyer ou domaine 44D 3 3 impulsions.

La courbe limite BCFE est obtenue pour des transferts de type 44D
équivalents au transfert correspondant de type bi-parabolique.

La courbe BCD correspond & des cas ou seule la deuxiéme impulsion
est finie, elle passe par les points:

eg=|1 0-95 092 0-903 0-888 0-887 09 092

e=11 0-978 0-962 0-95 0-92 09 0-884 0-874

la pente en 1; 1 est de 0°36.
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La courbe EFDG correspond & des cas ou seule la premiére impulsion
est finie, les points connus en sont E et G:

Eiep=1; e =§+—1‘6& = 07127
_ 3075+18554/41
pente = 10 496 = —1.4246

G:ef =09250; eo =0-895; pente = — e

La courbe CF correspond a des cas ou seule la troisiéme impulsion est
infiniment petite, elle est mal connue mais est sans doute trés voisine de
la bi-tangente.

D’autres limitations sont connues pour les cas de transferts “a 3 impul-
sions”, il faut toujours: 28

(‘/P o, VP f) (max[/Po; VF;]) < L‘—/-f‘i—ozm

et non (l.,.__) -(max[Po; Pf]) < ll"_i/_“_l_ comme cela avait été écrit.
ao  ay, 16 4
22 P25
25 P 9
o max[4o; 4/]| '
¥ e P !

4° 0° < | @y| < 22°: la limite supérieure de | @s| n’est pas connue avec
précision, elle est comprise entre 18°-8 et 22°.

Ainsi qu’on le voit, les cas de transferts optimaux “a 3 impulsions”
(donc de mode AA4D ou ADD) restent fort rares.

Pour poursuivre la détermination du mode optimal de transfert, utili-
sons la réversibilité et les symétries pour supposer:

1° Ap=< Ay (et si Ao = Af:PoSrPf)

2° 0° = @y = 180°, nous supposerons méme eoessin @, > 0 le cas particu-
lier eoes sin @, = 0 étant traité en 3.5.3.1 et 3.5.3.5.

On obtient alors:

(I) Les conditions 4o = A et ee sin wf # 0 entrainent 1’1mpos51b1hté
des modes D et DD.

(II) Si les orbites O et Oy sont non-sécantes (ce qui entraine Po < Fy) le
transfert optimal est de mode A4 ou de mode “bi-parabolique” (il peut
méme &tre de mode 44D si le point (e, eo) fait partie du “Domaine de
Moyer”).

Remarque pratique : Si, dans ce cas des orbites non-sécantes, ;ﬁ = 8-7967

"0
le transfert optimal est de mode A4.
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(III) Si les orbites O¢ et Oy sont “embrassées”, c’est-a-dire si Pr=<< Po <
Ao =< A; (donc eo =< ¢) le transfert optimal est de mode AD ou de mode
bi-parabolique (il peut méme étre de mode 44D si le point (e, eo) fait
partie du “Domaine de Moyer”). '

Remarque pratique: Si, dans ce cas des orbites “embrassées™, es+
0-579 eo =< 0-845 le transfert optimal est de mode AD.

(IV) Enfin si les orbites Oo et Of sont sécantes et “croisées” (c’est-a-dire
si Po <P; < Ay< Ay) le transfert optimal est de mode 4 ou 44 ou AD ou
AAD ou ADD ou “bi-parabolique” (les cas de mode 44D et ADD ne se
rencontrent que si le point (e, eo) fait partie du “Domaine de Moyer” le
mode ADD exigeant de plus agej > afe} donc ici eo > ).

Les transferts optimaux de mode A4 sont aisés a déceler et A calculer:
entre orbites elliptiques coplanaires le transfert optimal est & une seule
impulsion si et seulement si:

1° Les deux orbites données sont sécantes (ou tangentes dans le cas
€oér sin CBf = 0).

2° Au point d’intersection le plus bas (ou se fait alors I'impulsion opti-

male) le av impulsionnel nécessaire est:

(A) Dans I’angle utile local de chacune des deux orbites (cette condi-
tion, trés restrictive, entraine en particulier Po=< Py<= 4o =< 4y
pour les transferts de mode 4 et Py=< Po=< A=< Ao pour les
transferts de mode D, les égalités n’ayant lieu que si eoeysin @y = 0)

(B) Tel que |AV|< Cfo. = Vz“ + 1/%” —Vry— Ve,
f

Si cette derniére condition est seule non satisfaite, le transfert optimal
est de mode “bi-parabolique” (donc de cofit Cy..).

Les transferts optimaux de mode 44 ou 4D ne sont pas aussi aisés a
déceler et a calculer, toutefois si le point (es, eo) ne fait pas partie du
“Domaine de Moyer” on peut comparer les modes A, A4 et AD en exa-
minant les vecteurs vitesses sur O et Oy au point de rencontre B le plus
bas des deux orbites (fig. 34).

A cause de eoes sin @y > 0, on a toujours ¥o > 0 et ¥o > ¥yen B.

Si Vjsin ¥r=< V, sin P, le transfert optimal est de mode 4D ou de
mode “bi-parabolique”.

Si V;sin ¥ > ¥V, sin Py il faut comparer la direction de 7,— 7o direction
déterminée par 1’angle v (fig. 34) avec les “angles utiles” en B relatifs aux
orbites Oy et Oy.

ler cas— B n’est sur un arc obligatoirement balistique, ni sur Oy, ni
sur Oy.

Si y > min [y, ; y,] le transfert optimal est de mode 44 ou de mode
“bi-parabolique”.
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Si max[y;; y;] <y =< min [zp,o, ¥s,] le transfert optimal est de mode
A ou de mode “bi-parabolique” comme nous venons de le voir ci-dessus.

Siyp < max[w,o, ;] le transfert optimal est de mode AD ou de mode
“bi-parabolique”.
Bien entendu y; est a remplacer par 1p, le cas échéant

2éme cas— B est sur un arc obligatoirement balistique de O, (donc
eo > 0-9250): le transfert opt1mal est de mode AD oude mode “bi-para-
bolique”.

v ey

v r \ !

77 B

‘I’o B8

oF

FiG. 34. Etude de la direction du vecteur (-I;,— I_;o) au pbint d’intersection le
plus bas B entre O, et Oy.

3éme cas— B est sur un arc obligatoirement balistique de Of (donc
er = 0-9250): le transfert optimal est de mode 44 ou de mode “bi-para-
bolique”.

Remarque: si le point (es, eo) est hors du “Domaine de Moyer” B ne
peut se trouver a la fois sur un arc obligatoirement balistique de Oq et
sur un arc obligatoirement balistique de Oy.

Remarque pratique: dans ce cas des orbites sécantes et “croisées”, cas

pourlequeldonc Po <Py <Ao < Ay 31;:—6 3:3041 ou bien si eoter=<
0

0-8454-0-31 min [%, ef] le transfert 6ptima1~ estde mode 4 ou 44 0uAdD

et ’étude qualitative peut donc étre compléte.
Des renseignements plus précis sont donnés en ref. 49.

3.5.3.5. Etude de quelques cas particuliers
(1) Transferts optimaux entre ellipses coplanaires égales

Le transfert optimal est soit du type “bi-parabolique” bien connu, soit
d’un type “a 2 impulsions symétriques” cas particulier du mode AD
(fig. 35). '
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Ce dernier type se calcule aisément 2 partir de I'orbite intermédiaire O,

@®
(pour laquelle @, = —2—’-') on obtient sur cette orbite:

cos vy, = cos v, = racine de: e3x3+ 3e1x®+(3+e})x+2e; =0
et: vy, = yyu, (ouy;y, siex > 0:9250)
v1, = yir,+180°(ou y;;,+180°) = 180° —yy,
ey sin vy,

avec tgyy, = 3+2eicos vy,

La comparaison des deux modes de transferts conduit aux résultats indi-
qués sur la figure 36 en fonction de | @y| et de eo(= e7).4

Symmetrical
. AD-type

FIG. 35. Les deux types de transferts optimaux entre ellipses coplanaires égales;
en haut le type dit parabolique, en bas le type symétrique 4D.

(II) Transferts entre ellipses coplanaires et coaxiales inverses (@s = 180°).
Ce cas est un cas particulier des transferts du § 3.5.2. On y rencontre
seulement des transferts “par les périgées”, “par les apogées” et “bi-
paraboliques” (fig. 37).
Dans un cas donné, les trois transferts possibles sont aisés & calculer et 3
comparer (voir la discussion compléte en 49).
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1
Bi-parabolic
type
e, 05h—
Symmetrical
A-D-type
o] : 90 180
lb’f lo deg

F1G. 36. Discussion du transfert optimal entre 2 ellipses coplanaires égales.

-—

Fi1G. 37. Les 3 types de transferts optimaux entre ellipses coplanaires et co-
axiales inverses (“par les périgées”, “par les apogées” et “bi-paraboliques™).

Remarques pratiques: Si eo+e; > 1.07066 le transfert optimal est de
type “bi-parabolique”.

Si min [4o; 4] > max [Po; Py] le transfert optimal n’est pas “par les
périgées”. :

Si de plus dans ce cas (en supposant Py < Py): eo+ e, = 0-845+0-31 min

[-;-; ef] le transfert optimal est “par les apogées”.

Si min [4o; Af] =< max [P,; Ps] le transfert optimal peut étre de I'un
quelconque des trois modes, la figure 38 permet de comparer directement
le “mode par les périgées” et le mode “par les apogées” en fonction de

x=2%et dee—?(et en supposant Ao == P; au besoin grice 2 la réversi-
Ps ér :
bilité).

La courbe supérieure d’équation

e 1+24/x
er  24+4/x
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correspond au cas limite des orbites tangentes et la courbe inférieure
d’équation

e 2+x 14+3x+(1+x)4/2+2x

e 14+2% 34 x4+ (14+2)V2+2/x

correspond au cas limite des orbites quasi-circulaires.

e [ ~By the apogees™

Po
Pf

FiG. 38. Comparaison entre les transferts “par les périgées” et “par les apogées™
quand 4, < FP;.

(I11) Transferts entre ellzpses coplanaires dont I'une est d’excentrzczte proche
de 1
Ce cas est un cas particulier du § 3.5.4, il est étudié avec plus de précision
en ref. 49, on y rencontre des transferts des huit types coplanaires possibles.

3.5.3.6. Calcul des transferts optzmaux & deux impulsions entre orbites
elliptiques coplanaires : :

(D) Cas des transferts de mode A4
Pour les transferts de ce type: Po < Pret Ao < Ay. Les transferts du
mode DD sont les transferts retour inverse de ceux-ci; ils s’obtiennent donc
de la méme manicre.
On peut développer les éléments de 1’orbite intermédiaire O, en fonctlon
de ceux des orbites O et Oy lorsque I’angle @, est petit (fig. 39).
Utilisons les deux paramétres auxiliaires:
As—Py
As+Py

4= ie_—e [2e+e2—4ef—eef+2e ‘/ 1 _ef] +ﬂ [2"_32—430"'930
f

1—e eo
1+eo]
+2e‘/ TFe

e = = e1+order(@f)
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on obtient:

@ = O 3+e [2e—e2—4eo+eeo+2e‘/H-e0
A €9

1+e
v; = anomalie vraie de I3 sur Oy = 9—f (3+e) (4+e—e?)+ordre (@)

] +ordre (@)

v, = anomalie vraie de L sur 0; = n——(3 —e)(4—e— e2)+ordre (@3)
>1p1 = angle déterminant la direction de I'impulsion en I; = Tf (3+e)
(2 —e)+ordre (@} ‘
y2 = angle déterminant la direction de l’inipulsion en I; = 53—’ (3—e)

(2+e)+ ordre (6}) '

Fi1G. 39. Exemple d’un transfert optimal du type 4A4.

Y (1+e) Po(1+e0) | d’ott le calcul de
b T T¥eicosvy, 14eocos(v+dy) Py, Ay, e, et Hy
Ay(l—e)) A1 —ep) avec une erreur

hT ] +ei cosvs l+es cos(vz +lcTJ'1 —@y) rélétivg d’ordre @}

9 AY
Hy—H, d’ott le calcul de
C et Cr avec une
erreur d’ordre &%

—Ho ,
Ci= r;lcos 1’ G=G = I7, COS Y2

Remargque: Si I'on pose Cpy = vitesse caractéristique du transfert de
Hohmann correspondant (obtenu pour @y = 0, les éléments ao, eo, aset e
étant inchangés):

3 2u(4;—Po)* H—Ho H;—H
Cu =V, VP°+‘/AfPo(Af+P0) =P, + 4;

2uAsP, .
avec H = V—M—f—g = moment cinétique de l’orbite intermédiaire de
AftPo

Hohmann.
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On obtient alors:

I of —
Cr = Crt+z15¢0— e?) Zf [1+ ordre @]

11 va de soi que I’on peut déduire de ces formules celles concernant le
cas des orbites quasi-coaxiales inverses (@, =~ 180°), il suffit d’effectuer les
modifications et changements de signe appropriés.

On peut développer les éléments de O; dans d’autres cas par exemple
lorsque Qo et Oy sont quasi-circulaires voisines” ou méme simplement
lorsque I’'une est un quasi-cercle, ’autre étant quelconque.

(I) Cas des transferts de mode AD.

Pour les transferts de ce type, les orbites Oo et Ofsont toujdurs sécantes.
Il est commode dans ce probléme de changer d’axe de référence.
Nous prendrons (fig. 40) un axe de référence tel que:

€y COS Wy = Xy > €5 COS Wy = Xy
€y 8in @y = essin @y = ¢

4
ws /'
= <\ Il\wa

Xg F Xy
FiG. 40. Définition de ¢ et nouvel axe de référence.

Lorsque ¢ est voisin de zéro, les éléments de I’orbite intermédiaire O,
(fig. 41) peuvent se développer en fonction de ceux de O et Oy.

__Reference
line

I

FiG. 41. Exemple de transfert optimal du type 4AD.
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Utilisons les deux paramétres auxiliaires:
_ pA1—x0) —poll+ )

Pr(1—x0)+po(1+x5)
Z = 3xo—3xf—-6xoxf+xxo+xxf

+2x0(3+x) ‘/“"‘f —2x43—x) l/l Xo

On obtient alors:

ey sin @; = £ [(3—x)(3xo—x—2x Vl —xo)

1—x
+3B+x) (x 3x,~+2x1/ 1-:_ f)] + ordre £¥(xo—xy)

L= longitude, a partir de I’'axe de référence, de I (fig. 41)
—atl [(6+2 ) 1+"f —(6-2 )l/1 Xo

+2x+3x0—9xr+ xxf—xxo] + ordre &2.

= e; cos @1+ ordre (&?)

X

l, = longitude de I, =

— [(6+2x) ‘/1 +xr —(6—2x) ‘/11__'7;0 +2x—9x0+ 3xs+ xx7— xxo]

+ ordre &2
v, = angle déterminant la direction de I'impulsion en I;

= % (3 —x)(xo—xy)+ ordre &
Y2 =7 —% (3+x)(xo—xy)+ ordre &

Remarque: Ces expressions peuvent étre développées en fonction de
Xo, X, Xglorsque X = max (xo; — X;) est petit, on obtient alors par exemple:

e1sin®; = ¢ [1+w]+ordre (X3, e(x0—xy))

12
L= n+23 +3z (3xo+3xf—2x)+ordre (8, eX?)
Iy = —%+% (3x0+ 3xr—2x)+ ordre (3, eX?)

= L3y (1% 2 3
Y1 = 9(3 x)(l 2 36)+ordre(e eX?)

apz=az—§(3+x)( xl;';f 5;;)+ordre(e eX3)
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Le calcul des derniers éléments de O1 (p1, a1, Hy et ey cos @j) et du
transfert (C; et Cy) peut étre fait a ’ordre ¢* grice a:

r = pO = p1
LT T eocos (li—@o)  14e1 cos (I1—ady)
- P — P1
*  14ercos (lz—@y) 14eycos(la—d1)
_ Hi—H, H,—Hf

C—Cy = ———1
Fm rn(—cos y2)

On peut comparer Cy avec la vitesse caractéristique Cy du “transfert de

Hohmann” correspondant (obtenu pour &, = @,) et avec celle C, “du

transfert par les apogées” correspondant (obtenu pour @; = @o+ 180°):

1 ==
rg, cos py’

—x2
Cr = CH+H11-7— (xo—xf)(xo—xr—| €0 —es|)[1+ ordre

(xo—xr—|eo—ersl)]

(cette expression n’est valable que si Oo et O; sont “embrassées”:
Py =< Py=<= Ay=< Ao ou bien Py=< Py =< Ao = 4p), et:

#9—x
H, 27
Lorsque ey et ¢ sont inférieurs a 0-89, on peut donner des limites supéri-
eures de I’erreur obtenue dans les expressions ci-dessus.

Kad
2

Cr=Cy— (xo—xs)(eo+er—xo+ xs)[1+ ordre (eo+es—xo+x;)]

erreur sur /; et I3 (en Rd) <

3
erreur sur y; et 2 (en Rd) < I—;—l

N K- I
erreur sur e; sin ®@; < < min [1; xo—xy]

erreur relative sur p;, a1, Hy et Cy

s
_ = (Xo—xf) -
erreur absolue sur e; cos @; 2
¢ étant ordinairement petit, on voit que ces résultats permettent de con-
naitre I’orbite intermédiaire O, et le colt Cr du transfert avec une grande

précision.

3.5.3.7. Point de vue pratique sur les transferts optimaux entre orbites
coplanaires

Nous verrons le point de vue pratique général dans le § 4.1.
En ce qui concerne les transferts optimaux entre orbites coplanaires,
nous pouvons écrire:
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(I) Les transferts optimaux de mode A4 ou DD ont une vitesse carac-
téristique trés peu sensible & I'angle @,

Si I’on pose:

1° Cy = vitesse caractéristique du transfert de Hohmann correspon-
dant (obtenu pour @, = 0, les éléments ao, €o, 4, esrestant inchangés)

o __ max [Ao; 4y,
2 = i Po; 710 @V

On obtient toujours pour ces transferts:

ainsi pour p = 2 quel que soit @y:

Cr

Rappelons que si g = 8.7967 et si les orbites Oy et Oy sont non sécantes
le transfert optimal est toujours de mode A4 ou DD.

En particulier les transferts optimaux de mode 44 ou DD sont beaucoup
moins sensibles & 'angle @, que ceux de mode AD comme on peut s’en
rendre compte sur les expressions de C; dans le paragraphe précédent. En
conséquence le nécessaire remplacement des impulsions théoriques par des
arcs de poussée réels comporte, pour les premiers, une pénalisation beau-
coup plus faible que pour les seconds [mais méme dans ce dernier cas, la
perte est peu élevée (voir § 4.1 et ref. 73)].

(I) Les transferts optimaux théoriques de mode “bi-parabolique” sont
de peu d’intérét pratique dans les cas coplanaires ordinaires.

En effet les solutions utilisables qui s’en rapprochent, solutions qui
nécessitent donc ’emploi d’ellipses trés allongées éventuellement raccor-
dées a grande distance par un grand cercle ou une grande ellipse inter-
médiaire doivent généralement étre de trés longue durée pour étre d’une
vitesse caractéristique inférieure a celle du transfert mono ou bi-impulsion-
‘nel le moins cofiteux (baptisé “transfert optimal proche”).

Pour étre précis, on peut écrire que, en reprenant la notation g =
max [do; Af]
min [Po; Py,
sion (ou un arc de poussée) & une distance supérieure a j(g) -min [Po; Py]
pour pouvoir obtenir des transferts de vitesse caractéristique inférieure 2
celle du “transfert optimal proche”, la fonction j(p)*® étant donnée par:

AS 10

, il est nécessaire d’aller effectuer au moins une impul-
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o =33041: j= 4+ e: pour p==3-3041 le transfert optimal n’est
jamais du mode “bi-parabolique”.

o= 35 j = 7630
o= 4 j= 713
e=5 j= 1603

; 1 o1 1 j—1
o =10 j= 2687 V2 Vel+D) 2 Vi(+]D)
e =115 j= 221

o = 15582 j= 15582

On voit ainsi qu’habituellement, c’est-a-dire pour ¢ << 7 ou 10 la solu-
tion optimale pratique est toujours un transfert mono ou bi-impulsionnel.

Les “transferts optimaux proches” sont localement optimaux (si
p < 15-582) et satisfont donc aux conditions d’angle utile et de commuta-
tion (§ 3.5.3.3), ils constituent le prolongement analytique naturel des
transferts optimaux ordinaires 4 une ou deux impulsions [ils sont donc
comme eux de mode 44 (ou DD) si les orbites Op et Ofsont intérieures et
généralement de mode 4D si elles sont sécantes, toutefois, dans ce dernier
cas, ’analyse de la direction de la différence des vecteurs vitesses sur O
et Oy au point d’intersection le plus bas de ces deux orbites indique parfois
que le transfert optimal est de mode 4 (ou D) ou méme A4 (ou DD)
comme cela est expliqué en § 3.5.3.4].

Un exemple de comparaison d’un “transfert optimal proche” et du
transfert “bi-parabolique” correspondant est analysé en détail dans le
§4.1.

3.5.4. Transferts optimaux entre orbites elliptiques dont I'une est d’ex-
centricité voisine de 1. Nous supposerons, en utilisant au besoin la réver-
sibilité, que Ao = As; I'orbite finale est alors d’excentricité voisine de 1

dans les cas discutables (car sinon eq ~ 1 donc -;ﬁ > 11.938: le transfert
0
optimal est du mode “bi-parabolique”).

Nous poserons: V/1—e} = k; = infiniment petit principal et:
1+4/242e
g=—Y =3 (g=0)

Le transfert optimal est de 1’un des trois modes suivants:
(I) Mode “bi-parabolique” toujours optimal si:
3 (4/2 =1)[1 —cos PoFP] > min [ﬂ; ﬂ-]
9 €o er
(II) Mode bi-impulsionnel
(III) Mode tri-impulsionnel
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Nous ne parlerons pas du premier type déja connu. A

Les deux autres commencent par une impulsion accélératrice quasi-
tangentielle pratiquement dans le plan de P’orbite O,.

L’orbite O; est telle que:

a; = ag(1+ordre k})
P; = Py (1+ordre k2%
e1 = l—ﬁ+(ordre kP ! o 2
ar

iy = ordre k?
02, = @+ ordre ky .
@1 = @dstordre ky; @; sera précisé plus loin _

B (3o Ter) 4 H=c0sBY) _ Hy g .
C, = l/ P (V2—v1+e0)+ Tig da; (1+ordre k3

14+4/242¢0
€o

-3)

Le point I; ou a lieu la premiére.impulsion a pour anomalie vraie

(Rappelons que g =

isin @1+ (ordre k3) sur lorbite Oy, il est donc proche de Pq; la valeur
g .

sin @1

correspondante de p; est + (ordre k).

De l'orbite O; 4 I'orbite Oy le transfert optimal est mono ou bi-impul-
&N Hr—Hy)
ar .
posante normale a & de na(é—&1); € étant le vecteur habituel de longueur
e dirigé de F vers P:-

sionnel, pour I’étudier nous allons poser: J = et K = com-

Dans le cas le plus général, celui ot il faut deux impulsions pour passer
de 01 & Oy, ces deux impulsions ont lieu en des points d’anomalie ex-
centrique E; et E5 quasi-fixes au cours de 'impulsion et telles que E;+-E3 =
= ordre k7.

On obtient alors (a I'ordre nak} prés):

. . . 1 J K
pour la deuxiéme impulsion: I, = 5 ( 1—cos E5 sin Ez)
e _1 J . K )
et pour la troisiéme: I; = > ( 1—cosE; + o E;

La valeur optimale de E; s’obtient en minimisant'la somme |I2| +|Is| =
= C;—Cy d’olen particulier.cos E; < 0+ ordre k7. Les deux valeurs E;
et —E, conduisent évidemment au méme minimum et cette étude n’est

10%
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pas suffisante pour déterminer le sens optimal de succession des 2&me et
3¢me impulsions.

La figure 42 ci-dessous (tirée de la réf. 49) donne les courbes de coit
unitaire de |Io| +|Js| = C;— C; en fonction de J et K pour diverses valeurs
de I'angle « = (J, K), on en déduit aisément C;—C; dans un cas quel-
conque.

Le transfert de O;1 & Oy est mono-impulsionnel seulement si « = 0° ou
180° et J= K.

o [ 2

Fi1G. 42. Courbe de coiit unitaire de C;—C, dans le plan (J, K) pour quelques
valeurs de o = (J K)

E; et C;—C; étant ainsi optimisés pour une orbite O; quelconque, il
faut, pour terminer, optimiser la valeur de @; (nous savons déja que
@) = @p+ordre k;) afin d’obtenir la solution optimale au second ordre
prés (ce qui permet de comparer les trois types de transfert).

L’optimisation de @, est trés différente selon que ir> k% ou bien que
iy = ordre k}, dans le cas coplanaire on obtient les résultats suivants en
fonction de x = |/ £o et dey = 2 sin 4

kf 2

Ier cas: 0=<g <1 (soit ¢, > 0-7127): fig. 43.
2éme cas: g=1 (e,= 0-7127): fig. 44.

3.5.5. Résultats généraux sur les transferts entre orbites elliptiques. En
plus des résultats concernant les cas particuliers étudiés dans les §§ 3.5.1 &
3.5.4 et des indications données dans le § 3.5 un certain nombre de résultats
généraux sont connus:

A a, eq, as, es et ip fixés c’est entre orbites coaxiales directes (@ = 0°;
Q; = 0° ou 180°) que le transfert optimal est le moins cofiteux et c’est
probablement entre orbites “coparamétres inverses” (c’est-d-dire pour
@y = 180° Qr = £90°) qu’il est 1 le plus cofiteux.

A ao, eo, ap, ¢ et ji (= PoFPf) fixés c’est entre orbites coplanaires
(i = 0°; @y = +jy) que le transfert optimal est le moins cofiteux.
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Ay F)

Bi -Paraéalic type

0 1 1 ) 2

FiG. 43. Discussion du type de transfert optimal dans le cas coplanaire quand
e = 1etg <1 (¢, > 0-7127). Région triagulaire du type A4D:

3 +2 5 3g+2
C(l;g)’D(S—A’; :—Zg)’ E(3+zg ’ '.’fl-Zg)
Ellipse DF: 2y*=(3x—1) [1+x(g—1)]

Ellipse EG: 2y*=(3—x) [x(g+1)—1]
11 y a une région étroite de type 4 au voisinage de BC (réf. 49).

\Y(=/'f‘l":”;[|) .
4 8i - parabolic
Lype

ARtypd =
F B &l X=VgFr
0 1 3 g

FIG. 44. Méme discussion que celle de la Fig. 43 danslecas ¢y > 1, g=>1
(eo = 0-7127). Le type AAD a disparu. La courbe FH est devenue une hyper-
bole

- On peut donc définir pour un transfert donné un transfert coaxial direct

correspondant et un transfert coplanaire correspondant de cofits C¢p et
Ccp inférieurs ou égaux a celui C; du transfert donné. D’autre part, le

colit Cy. des transferts bi-paraboliques est indépendant de I’orientation,
on a donc toujours:

% 1/
ma (Con; Corl =< = e = |/ 24 | 2w,
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En conséquence, si I'un des deux transferts correspondants est de type
“bi-parabolique” il en est de méme du transfert donné.

En particulier si: if = 60° 1850

. . Po Pf
ou bien si 7, ou Po > 11.938 ‘
1 —eo, l—ef
ou encore si: —(\/_ 1)(1 —cos jg)? = min o e ]

le transfert optimal est de type “bi-parabolique”.
On peut trouver d’autres conditions suffisantes d’optimalité des trans-
ferts “bi-parabo]iques” comme par exemple:

k[ 141/ 20] < 4epsin iy sin ooy
Pl
ou bien symétriqu‘cment:' '
] o
ko 1+ Bo < 4deo sin ir|sin Q|
0.

mais bien entendu on aboutit encore a ce résultat: entre orbites elliptiques
“suffisamment écartées” le transfert optimal est de type “bi-parabolique”
tandis qu’entre orbites proches, ce qui est le cas le plus intéressant, le
transfert optimal reste inconnu.

La figure 45 permet d’affirmer, dans certains cas, que le transfert optimal
n’est pas du type “bi-parabolique”:

Py Pf]

Posons x min
1= [Pf Po

' moyenne harmonique de P, et Py
moyenne quadratique de 4o et A

_ 2PoPs ][ 2
T Pot+Pr | A3+42

Si le point (x;; if) est en zone III, le transfert optimal est du type bi-
parabolique (résultat déduit de la figure 24).

.Si le point (x2; if) est en zone I, le transfert optimal n’est pas du type
bi-parabolique (la courbe limite passe par x; = 0-3027; ir = 0; pente 2-75
et par xs = 1; ir = 60°- 1850; pente 2-583 (les pentes sont exprimées pour
ir en radians) cette courbe limite, connue avec peu de précision, est obte-
nue probablement tout au long pour des orbites égales pour lesquelles
@ = 180° et 2, = £90°).

et X9 =
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ir

6051850

40’ I

Xy;X2

o
Fi1G. 45. Discussion du type de transfert optimal entre ellipses dans le cas général
_ . (P, Py
xl—mm(P,,.Po)
x, = 2LoPy V_z_
T Pt+P N A3+ 4%
Si le point (x,, i) est dans la zone III le transfert optimal est du type bi-

parabolique. Si le point (x,, iy) est dans la zone I le transfert optimal n’est pas
du type bi-parabolique.

3.6. Transferts optimaux entre orbites elliptiques extérieures a la planéte—
Cas ou I'on peut utiliser des freinages et des maneuvres atmosphériques

Les freinages et les manceuvres atmosphériques sont intéressants sur-
tout lorsque I’on va d’une orbite haute vers une orbite basse ou bien lorsque
I’angle des plans d’orbite est élevé, on obtient aisément un certain nombre
de résultats:

R

Si Po>4R[l+m

R
] et Pr= 4R[1+Z}:|

les freinages et les manceuvres atmosphériques n’ont pas d’intérét quel
que soient ir, Qr et @;.

R

Si  Po= 4R[l+m_ax G

R
] et P< 4R[1+A_f]

le transfert atmosphérique optimal est indépendant de la finesse de la

fusée étudiée et du mouvement de la planéte sur elle-méme, il utilise opti-

malement la suite ellipse - parabole — parabole — freinage atmosphé-

rique — ellipse, suite aisée 4 déterminer a partir des §§ 3.1.1, 3.1.4 et 3.1.5.
Sa vitesse caractéristique est donc:

2u 2uR
e =
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il convient bien entendu de le comparer avec le transfert non-atmosphé-
rique optimal (si ce dernier est du type “bi-parabolique” il n’est pas le
meilleur ainsi que si 4P} < 4.825 R%)

11 reste a étudier le cas:

R
Po< 4R [l+m—ax s A,]]

Dans ce dernier cas, la finesse aérodynamique de la fusée étudiée et le
mouvement de rotation de la planéte interviennent beaucoup. Seuls seront
exposés les résultats du cas particulierement favorable ou la finesse de la
fusée étudiée est infinie et la planéte sans rotation (ce cas est toujours plus

L2
TEP —1, Eq étant la
vitesse équatoriale de rotation, ce qui donne 17 dans le cas de la terre).

Dans ces conditions, le transfert “atmosphérique optimal” est indépen-
dant de P'orientation (car on peut évoluer dans toute ’atmosphére sans
perdre de vitesse), on obtient aisément deux types optimaux possibles si
Ao = Aget un seul si 4o = 4.

favorable que ceux ol la finesse est inférieure a V

I’ Ao > As: Crapm = min[Cy, atm, Cf, atm]
s Gam = Vack VA’_VAo(iﬁﬁR)_ Af(ﬁﬁ )
et Cratm = Va—Vep —21/‘40(2‘“;"01-{'-1{) ZM(:::;_P 0]
2° Ao=A::

Cratm = Va,—Vp,—2 ‘/ Af(ifﬁ B 2;»(11::LA;)

Ces trois types de transfert sont représentés sur un diagramme périgée-
apogée (fig. 46) les portions utilisant I’atmosphére étant situées sur la
droite P = R. ,

Pour montrer I'intérét des freinages et des manceuvres atmosphériques,
on peut comparer les transferts optimaux les plus onéreux dans les condi-
tions suivantes:

1° Sans utilisation de 1’atmosphére:

ao=ar=R; e =e =0; ir=60°1850:C; = (2—4/2)L = 0-586L
2° Avec utilisation de ’atmosphére (cas de finesse nulle):

ao=R; ar=Q2+2V/2)R; eo=er =0; if>47°:Cr = 0426L

3° Avec utilisation de I’atmosphére (cas de finesse infinie):

ao=R; ar=11938R; ey =er =0:Cr = 0378L
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|
|
'Y
- T
N 1
A, | =
- Case A, <Ag
A ‘ * T Case of Cyaim
A | Case of C¢ oim
| | |
| |
(. l
[ |
R P R
P

F1G. 46. Les 3 derniers types de transferts “atmosphériques optimaux” dans un
diagramme périgée-apogée.

4. QUATRIEME PARTIE: COMPLEMENTS

4.1. Le point de vue pratique

Dans la réalité les fusées ne peuvent effectuer les impulsions obtenues
par ’étude du probléme théorique, d’autre part les transferts du type bi-
parabolique sont irréalisables et constituent seulement une limite, enfin
dans de nombreux cas, ce n’est pas seulement un transfert simple qui est
demandé mais aussi un rendez-vous.

(D) Le probléme du rendez-vous. Le probléme du rendez-vous écono-
mique a regu une solution trés élégante grice aux travaux 74 a 76 dans le
cas des orbites elliptiques extérieures a la planéte attirante: pour arriver
a Pinstant approprié sur I’orbite finale, il suffit d’attendre un ou plusieurs
tours sur une orbite intermédiaire de période appropriée (obtenue au
besoin en fractionnant une impulsion). Le “rendez-vous” n’est pas plus
coliteux que le transfert simple correspondant, il demande seulement un

peu plus de temps:
. . . 2 27

Si Ty et Tysont les périodes sur les orbites Oo et Oy (To = 71:’ Tr= n_f) ,
si T, et Ty sont les périodes minimale et maximale sur les orbites inter-
médiaires obtenues au cours du transfert simple optimal (7, =< T,
T;=< Ty la perte de temps du rendez-vous par rapport au transfert
simple peut toujours étre choisie inférieure & T+ gT,, avec ¢ = plus grand

T
T M T, m

(I) Réalisation pratique des impulsions. Le remplacement d’une impul-
sion théorique par un ou plusieurs arcs de poussée (s’il y en a plusieurs, ils

entier <
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sont situés A un tour d’intervalle les uns des autres, ce qui n’est possible
que dans le cas des ellipses extérieures a la planéte attirante) a été étudié
en particulier par Robbins™ et aussi dans la référence 49, la théorie de
Pontryagin® se préte particuli¢rement bien a cette étude. Il y a aussi, bien
entendu, sur ce sujet un trés grand nombre d’études numériques dans des
cas particuliers comme par exemple celui du transfert cercle-parabole®®
ou cercle-hyperbole.®? '

Nous répéterons simplement que, si I’accélération de poussée est con-
stante, la perte relative (en vitesse caractéristique) due au remplacement de
Pimpulsion par un arc de poussée disposé optimalement est inférieure ou
égale (exceptésir = Ret §" = 0) a:

2 2 3
% (%) (1—-35"?)+ ordre (6—;,)
ainsi que cela était indiqué dans 1’exposé du probléme théorique (¢ étant
la durée de 'arc de poussée, T étant la durée de révolution circulaire a
I’altitude de I'impulsion et S’ le cosinus directeur radial de cette impul-
sion).

Si I’accélération de poussée n’est pas constante la formule est 3 peine

modifiée.

Rappelons que pour les impulsions non-horizontales au niveau r = R
(donc pour des orbites sécantes & la planéte attirante) la perte est d’ordre

2
._61 et non (ﬂ) .(56)
T T

(III) Utilisation pratique des transferts “bi-paraboliques”. La nécessaire
limitation de durée des transferts entre orbites entraine évidemment 1'im-
possibilité de I’emploi des transferts de type “bi-parabolique” mais "on
peut, bien entendu, s’approcher plus ou moins de ’optimum théorique en
employant des orbites intermédiaires d’excentricité voisine de 1 éventuelle-
ment raccordées a grande distance par un grand cercle ou une grande
ellipse intermédiaire.

Dans ces conditions, il est important de connaitre avec quelle rapidité
le cotit Cyd’un transfert optimal de durée limitée D tend vers C.. lorsque
D tend vers l'infini. On obtient a ce sujet le résultat suivant: entre orbites
coplanaires, les transferts voisins du type “bi-parabolique” présentent, en
général, peu d’intérét pratique, par contre entre orbites dont les plans
font un grand angle ils peuvent présenter un énorme intérét.

Examinons les deux cas extrémes suivants:

(1) Cas de grand angle des plans d’orbite: transfert entre deux cercles

égaux tels que i = 90°.

(2) Cas coplanaire: transfert entre deux ellipses égales coaxiales inverses
telles que ¢ = ﬁ— 10 (donc ar = ao; e = eo = 2, ; i = 0%
0

11
@y = 180°).
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Nous prendrons:

1° Po(= Ps) = unité de distance (Po est nécessairement supérieur a R,
ce qui fournit un ordre de grandeur minimal).
2° Unité de vitesse caractéristique = vitesse caractéristique du transfert

mono ou bi-impulsionnel le moins cofiteux (soit Cr — i,_‘“ dans le
o —

cas 1 (transfert & une impulsion en I'un des neeuds) et Cr= ZV]M—
0

—2V 4, dans le cas 2: transfert “par les apogées”).

3° Indice d’éloignement j (qui tend vers I’infini lorsque le transfert tend
vers le mode “bi-parabolique”) = distance de 'impulsion la plus
éloignée (les transferts sont optimisés en fonction de ce paramétre)—
La durée D du transfert est un paramétre beaucoup plus mal com-
mode.

- On obtient alors:
Cas 1 (aoéaf=Po=l;,eo=ef=0; ir = 90°)
Cy(j = 1) = 1 (par définition)
Cij = ) =2—4/2 = 0.5858
Cs(j = 8) = 0-6356

Un éloignement modéré (j = 8) permet une économie considérable tres
voisine de celle obtenue pour le transfert “bi-parabolique™.

Cas 2. Cas coplanaire: ap = ar =55; eg =er = —19—1 ;0= %0 =10;
0
ir =0° Gy = 180°.
CAj=10) =1 (par définition)
Cs(j = =) = 0-363
Le transfert “bi-parabolique” permet donc, dans ce cas extréme, une
économie considérable par rapport au transfert “optimal proche”.
Mais malheureusement: ‘

C}(j = 26:87) = 1 (2687 correspond a 10 dans
le tableau du § 3.5.3.7)
Cs(j = 136) = 3/4
Cr(j = 246) =2/3
Ci(j=1442) =1/2
Un éloignement considérable ne permet pas une économie importante,

économie toujours beaucoup plus faible que celle obtenue théoriquement
dans le transfert “bi-parabolique”.
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La raison principale pour laquelle les deux cas présentent une si grande
différence est que ceux des transferts “bi-paraboliques” qui ne demandent
qu’une impulsion & grande distance (comme c’est le cas entre orbites co-
axiales directes) présentent une perte d’ordre D ~2/3 par rapport & I'opti-
mum théorique, tandis que les autres cas présentent une perte d’ordre
D —13, les vitesses circulaires & grande distance décroissent en effet beau-
coup moins vite que les vitesses d’apogée 3 périgée fixe.

Remarque: Dans le premier cas, ol il y a une seule impulsion a grande
distance, ’'optimum pour une longue durée D fixée de transfert est prati-
quement obtenu lorsque les quasi-paraboles intermédiaires sont des ellipses
allongées d’apogée commun (point ot a lieu 'impulsion lointaine).

4.2. Quelques propriétés géométriques des orbites képlériennes

11 est connu depuis longtemps que 1’odographe d’un mouvement kép-
Iérien est un cercle (cas elliptique) ou un arc de cercle (cas hyperbolique).
F.T. Sun'® a fait remarquer que ’odographe des vecteurs vitesses de
lancement en M, conduisant au point M est une hyperbole d’asymptotes

M B

Qo =Ag

Bo =ﬁf

F

FiG. 47. Odographe au point M, conduisant au point M. ('odographe est une
hyperbole).

M, F et Mo My (fig. 47); bien entendu, la moitié des vitesses hyperboliques
sont & supprimer si I'on veut que le passage en M; ait lieu dans le futur et
non dans le passé.

On peut ajouter que si I’'on decompose Vo et Vf en leurs composantes
oco, ﬂo et oy, ﬂ,- sur les asymptotes orientées FM,, MoM; et MyF, MoM; on
obtient: & = & et fo = B

Ces propriétés peuvent &tre généralisées sans difficultés: L’odographe
des vecteurs vitesses de lancement en M, conduisant sur une orbite Qg
tangente a P'orbite fixe Oy (dont le plan contient M,) est une conique de
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centre My, c’est méme une hyperbole d’asymptotes les-deux tangentes
menées de Mo A O si ces tangentes sont réelles (fig. 48).

La propriété réciproque de celle-ci est elle aussi toujours exacte.

Ces propriétés permettent par exemple de tracer aisément I’odographe
des vecteurs vitesses conduisant & un apogée ou i un périgée d’altitude
fixée.

FIG.':48. Odographe au point M, conduisant & une orbite O, tangente a I’orbite
fixe O; (I'odographe est une conique, ici une hyperbole).

4.3. Direction futures de recherches

On ne peut que mentionner quelques unes des idées de recherches
futures:

Sur les freinages et les manceuvres atmosphériques: recherche des trans-
ferts optimaux dans les cas de finesse finie et dans ceux de rotation de la
planéte, en particulier étude du cas limite de finesse nulle.

Sur les transferts entre orbites hyperboliques: étude lorsque les condi-
tions initiales et finales ne sont pas a I'infini, en particulier démonstration
de I'existence d’arcs “a poussée intermédiaire” optimaux et examen ‘du
voisinage de I’origine et de la fin de ces arcs.

Sur les transferts entre orbites coplanaires: étude plus poussée des cas
tri-impulsionnels et de la comparaison des “transferts optimaux proches”
avec les transferts “bi-paraboliques”.

Sur les transferts entre orbites non coplanaires et non coaxiales: étude
des domaines de manceuvrabilité & 5 dimensions (pour les 5 éléments
orbitaux) afin de déterminer les impulsions et les commutations optimales;
étude du sens de ces commutations: il est probable que si nous appelons
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V: o u .
¢ (= 5= ——2;) I’énergie par unité de masse d’une fusée, la

. dE . s . .
quantité —— — C qui est constante au cours d’une impulsion est décrois-

dc
sante d’une impulsion a la suivante, cela suffirait pour déterminer le sens
optimal des commutations.

Certains problémes particuliers ont probablement des solutions simples
comme par exemple le probléme du transfert entre ellipses bi-sécantes
égales (non coplanaires), ces ellipses sont symétriques 1’une de P’autre par
rapport 4 un plan et le transfert optimal est sans doute aussi symétrique
par rapport a ce plan.

Les transferts optimaux entre orbites quasi-coplanaires ou quasi-coaxi-
ales ou quasi-circulaires doivent pouvoir étre étudiés analytiquement a
partir des cas déja connus, toutefois, les transferts entre orbites a la fois
quasi-circulaires et quasi-coplanaires présentent quelques difficultés.

Les problémes de montée optimale en orbite sont certainement analy-
sables de maniére systématique méme dans le cas le plus défavorable ou
la base de lancement est plus écartée de ’équateur que le plan de ’orbite
visée.

Enfin, débordant le cadre de 1’étude du champ newtonien central pur,
les problémes d’utilisation des forces secondaires existant dans 1’espace
doivent pouvoir étre largement abordés; dans cette direction, deux
branches principales sont & envisager:

1° Utilisation des forces perturbatrices dues a I’aplatissement de la terre
et plus généralement des planétes: par exemple un rendez-vous entre
deux fusées dont les orbites sont circulaires se fera pour un prix minimal
si ’on prend soin d’attendre pour effectuer le transfert le moment ou
les deux orbites ont méme longitude du nceud équatorial ascendant:
Pangle des plans d’orbite est alors minimal (dans le cas de la terre le
délai d’attente est de I'ordre du mois, il est beaucoup plus court pour
les grosses planétes).

2° Etude des transferts optimaux dans le champ d’attraction de plusieurs
astres, par exemple dans le systéme solaire, avec ou sans utilisation de
“passages hyperboliques” intermédiaires au voisinage de planétes ou de
gros satellites.

Remarque: Dans le cas ou I’on utilise pas de “passages hyperboliques”
intermédiaires, il est prouvé que le transfert optimal (du point de vue de
la vitesse caractéristique) entre planétes d’orbites circulaires et coplanaires
est soit le transfert classique “de Hohmann”%® 3 deux impulsions, soit
le transfert “bi-parabolique”, les limites entre ces deux cas dépendant des
vitesses de libération sur les planétes de départ et d’arrivée (bien entendu
seul le transfert “de Hohmann” présente un intérét pratique).
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Par contre, les études des cas d’orbites planétaires non circulaires ou
non coplanaires sont trés complexes, toutefois certaines idées simples
comme celles de réfs. 99 et 100 permettent d’obtenir des résultats non
rigoureux mais déja trés précis.

CONCLUSIONS

L’étude analytique des transferts optimaux entre orbites commencée
par Hohmann en 1925 et surtout par Lawden vers 1950 a largement béné-
ficié de la mise au point des théories d’optimisation (Contensou,!” Pon-
tryagin,®® Breakwell®).

Cette étude est actuellement en plein essor. Elle a permis de résoudre de
nombreuses questions (transferts optimaux entre orbites coaxiales ou
coplanaires ou quasi-circulaires proches etc.), questions dont un grand
nombre était laissé sans réponse par les études numériques: les solutions
optimales sont-elles impulsionnelles ? Quel est le nombre optimal d’impul-
sions? Y a-t-il des arcs & poussée intermédiaire optimaux ? etc.

Elle a fait découvrir des solutions auxquelles on ne s’attendait pas,
comme les solutions “bi-paraboliques”, solutions qu’il aurait été difficile
de découvrir autrement. Enfin et surtout, elle a permis la mise au point
de nouvelles méthodes de travail et d’optimisation et en a donné des
exemples clairs et simples d’applications.

Toutefois, il faut reconnaitre que I’étude analytique se heurte souvent a
des barriéres sinon insurmontables du moins trés difficiles a4 franchir;
aussi, méme si ’analyse pure se révéle encore trés féconde comme on peut
s’en convaincre en lisant le § 4.3 “directions futures de recherche”,
il est probable que les études analytico-numériques du genre de celles de
Moyer,®® Winn,® Gobetz, Edelbaum et Washington®® se révéleront
étre celles donnant le plus de résultats.
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MINIMUM FUEL TRANSFERS
BETWEEN ARBITRARY COAXIAL
ELLIPSES, BOTH COPLANAR AND

NONCOPLANAR

C. BYrRON WINN

Associate Professor, Colorado State University,
Fort Collins, Colorado, U.S.A.

ABSTRACT

The Pontryagin Maximum Principle has been used to determine the optimal transfers
between arbitrary coaxial ellipses. The results are presented in graphical form. An
algebraic technique was employed to solve the Hamiltonian equations and was program-
med for a digital computer. This technique is described and an example is presented to
illustrate how the curves may be used to determine an optimal transfer.

A.INTRODUCTION

The approach used in this analysis was described in detail in ref. 1, in
which transfers between neighboring coaxial ellipses were considered. An
analytical solution that was applicable to transfers between neighboring
ellipses was presented. The equations must be solved numerically for
transfers between arbitrary ellipses. This report presents the analysis and
results for transfers between arbitrary coaxial ellipses.

The following notation is employed: ¢ = eccentricity, # = angular mo-
mentum, L = log h, A = adjoint variables, r, = periapsis radius, r, =
apoapsis radius, i = inclination of orbit plane.

B. ANALYSIS

The Hamiltonian equations were presented in ref. 1. They are nonlinear
and coupled but still can be solved rather simply without the use of any
numerical integration technique. The switching surface, for positive eccen-
tricity, is shown in Fig. 1.1t is plotted here in terms of 4,* and A,*, where

3= Aet, 1= Aget
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S=e-2)" X% -4eNY=0

FiG. 1. Switching surface ¢ > 0.
A transformation is defined by the following equations:
3 =2 E—n1-e)
3= l §1+9)+ l1}(1 —&).
4 4

The variables & and 7 are represented on the figure. When 6* = 0, £ denotes
B, and when 6* = & negative n represents f8,. An arbitrary selection of &
and 7 specifies the initial control and the resulting extremal.

In order to determine the extremal resulting from some initial (£, 1) pair
the following momentum diagram was used.

\
Second switch Ahny a,‘)\ First
> switch

FIG. 2. Momentum diagram.
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The angular momentum, A, is given by

h=1_2_
x+y

where
=5 y—u'

Now hy is specified by the initial orbit, and « (see figure) can be computed
from the initial values of the adjoint variables. The equations are:

ﬁy=h[ A +2€2.2]

14ce

M= -(—Hl;ﬂ 11 —B% (= constant)

C)qh

B = 14+ce
cosa = —f,
sin « = cf,.

The direction o of the change in the angular momentum, 4h, can therefore
be calculated. The magnitude of 4h during any impulse is given by

_ kM

T l+tceg

where 7! is the change in cost since the last switch and the subscript i
represents the initial values for that impulse. The procedure followed was
to increase cost in increments and for each increment evaluate the new
value of angular momentum—using the law of cosines—and subsequently

calculate the new values of the adjoint variables from the following equa-
tions. Let the subscript n represent new values; then

b2 = hi+Ah*—2h;4h cos «;

4h

and, if ¢ = 1, then x, = x; and y, = %—x,,, otherwise y, = y; and

n

Xy = %— ¥n- Then
n

= 1 2
Cos a, = m {h? _hn —Ahz}, )

sin o —}ﬁsina
n —h” 1,
&n = l—h,z,y,,,

By = —cos ay,
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Bz, = csinay,
2'11- = Zl‘ -, fln = hmB.V,./ (14cep),
So, = 2¢haBy,, i, = chuPs,[(1+cey),
={ A=A, fro= A0 o)l fors Son # 0
i —M,/@2c+e)), fo, =0

The corresponding value of S is then computed from
Sy =&, (llrzn"'lg) —23’1..}*2., a _eﬁ)

which was derived in ref. 1. If S, has the same sign as the initial value of S,
then a switch has not yet occurred along this particular extremal. When S
changes sign, a switch must have taken place. It is a simple matter to
iterate to any desired accuracy and determine the point at which the switch-
ing surface was crossed. The program used determined the correct switch-
ing point to within an error of less than 1X10 ~10,

The adjoint variables must be continuous across a switch. Hence, the
new direction, «, can be computed and the above process repeated until
the switching surface is again reached. If no stopping condition were
prescribed, the procedure could be continued indefinitely. However, there
are two criteria that dictate that the extremal should be terminated as it
can no longer be optimal. The first is the conjugate point test described
in ref. 1. The second is to compare the cost at each point along the
extremal with the cost of the biparabolic transfer to the same point. The
biparabolic transfer consists of parabolic orbits between the periapses of
the initial and final orbits and escape. All of the required plane change is
effected at “infinity”, where it costs nothing.

The cost of the biparabolic transfer is given by

2
R e | L
T =1/2— V +¥n |/2 hn]’ &, <O.
1+yo Vn "

Whenever the cost along an extremal exceeds the biparabolic cost, then
clearly the extremal can no longer represent the optimal strategy and it
should be terminated. .

Just as with the small eccentricity transfers, the extremals can be sepa-
rated into four families corresponding to the four distinct initial strategies.
The intersections of these extremals with planes of given inclination can be
recorded and the extremal having the lowest cost at a given point is optimal.
The goal of this investigation was not only to determine the optimal trans-
fer between two given orbits, but also to present the results in a useable

or
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form. This was accomplished in the following way. Initial values of § and 7
define a unique extremal. Hence the &, 77 space was covered by initial values
and the corresponding extremals were tabulated on tape. The four different
strategies could easily be separated and graphed individually. Then by
direct comparison of costs the extremals having lowest cost would be
determined.

The results for circle-to-ellipse transfers are presented in Figs. 3 through
8. These represent inclinations of 30 degrees through 55 degrees in in-
crements of 5 degrees. '

)
6
\
Viir, \
26,
31
A
53_m
0, ~ :‘
— ~ T
\ ~
‘5113 134 127120 \-
Vi
|
0 1 i 0
Vrp Vi/rp
F1G. 3. Minimum fuel transfers between circles and ellipses at 30 degrees
inclination.

There are a number of interesting features to be observed. The heavy
solid lines represent boundaries between biparabolic, two-impulse, and
three-impulse transfers. A further subdivision is between the four separate
families of extremals. Of course, in this case there is symmetry about the
diagonal so that families 1 and 4 are identical, as are families 2 and 3.
The coordinate axes are apsidal distance plotted from O to 1 and inverse
apsidal distance plotted from 1 to 0. Hence the complete range of distance
from 0 to - can be shown. The initial orbit, a circle, is represented by the
point in the center of each figure, as r, = r, = 1. The three-impulse region
does not exist for coplanar transfers (this was shown in ref. 1) and it
grows insize as inclination increases. Also, the biparabolic region increases
in size as the inclination increases. The direction of movement of the bi-
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Fic. 4. Minimum fuel transfers between circles and ellipses at 35 degrees
inclination.
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F1G. 5. Minimum fuel transfers between circles and ellipses at 40 degrees
inclination.
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F1G. 6. Minimum fuel transfers between circles and ellipses at 45 degrees
inclination.
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Fic. 7. Minimum fuel transfers
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inclination.

between circles and ellipses at 50 degrees
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parabolic boundaries is toward the center of the figures. These two actions
occur simultaneouslyuntil the inclination reaches approximately 60 degrees,
at which time the biparabolic maneuver covers almost the entire figure.
Marchal obtains the result that this occurs at an inclination of 60-188
degrees, and this is in agreement with the present results. The diagram
for 60 degrees inclination is not presented. Also, this technique of comput-

[o]

N €

|
o 1 o

Ve 1/rp

FiG. 8. Minimum fuel transfers between circles and ellipses at 55 degrees
inclination.

ing extremals did not lead to any extremals having inclinations of 61degrees.
(The results were tabulated at 1-degree intervals but are not plotted in this
report.) The regions change shape slowly at first but very rapidly as the
inclination approaches 60 degrees.

The boundary separating the two- and three-impulse strategies is un-
broken initially ; however, for inclinations near 37-5 degrees the boundary
separates and forms two disjoint regions in which the two-impulse strategy
is optimal. As the inclination continues to increase the smaller region
rapidly diminishes in size and disappears when the upper boundary be-
tween the two- and three-impulse regions joins to the biparabolic boundary
rather than the diagonal.

The results presented also agree with those given by Hiller in a 1965
paper in which circle-to-circle transfers were considered. Hiller obtained
an equation for the boundary between the two- and three-impulse strategies
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for circle-to-circle transfers, which is a special case of the transfers consid-
ered here. He also obtained the result that the biparabolic transfer is best
when the inclination exceeds 60 degrees.

The other lines shown in the figures may be used to determine the magni-
tude and direction of each impulse. In the two-impulse region the complete
trajectory can be determined if the magnitude and direction of the first
impulse is known. The direction of the first impulse is given by the solid
contours, which are contours of constant values of ¢, where ¢ is measured
between the direction of motion and the impulse as shown in the sketch.

Av

A, A
Vo ’

The magnitude of the first impulse is given by the change in the apsidal
distance. The magnitude and direction of the second impulse can then be
determined. _

For three-impulse transfers information about the first two impulses is
sufficient to completely determine the transfer. This information is provided
by the dashed and solid lines inside the three-impulse regions. These are
contours of eccentricity at the end of the first impulse (thereby specifying
the magnitude of the first impulse) and of the direction ¢ of the first
impulse and the direction « for the second impulse. The following sample
calculation illustrates the use of the figures.

Suppose it is desired to transfer between a circle and an ellipse having
r, = 1:56, r4 = 1-786, and i = 40°. The point corresponding to these radii
is located in Fig. 5, and it is seen that the optimal transfer requires three
impulses. The direction of the first impulse is read to be 37 degrees, and
the eccentricity after application of the first impulse is &; = 0-31. The
impulse diagram is

Av,
v, B
il I¢l
Vo (=1)
Then
yp=1F _ a1 5 vy = 1145
rPl .
and _
sinf = ﬂﬁ__‘pl)_:ﬁ — 316°

| £}
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SO
i1 = 5'3°

The magnitude of the first impulse can then be calculated from the
cosine law. The result is 4V = 0-176.

The direction of the second impulse is read to be 95°, and it is applied
at apoapsis. The impulse diagram is:

The known values of r,, and &; specify that r,, = 1-905. Then

Ve = 1:—"1 or Vg = 0602

4,
Then

r 1
Ve =2(2) —, Va4, = 0°688.
4 (TA)z (rpt+r4)2 50 V4

Then B = 61° and is—i; = 33-5°. Finally, 4V, = 0-38.

The amount of plane change remaining for the third impulse is1-2 degrees.
Hence most of the plane change was accomplished by the middle impulse
which was applied at the apoapsis. The final impulse is calculated from

The final eccentricity is e = 0'0675and r,, = r,, = 1'56,r,, = r,, = 1'786.
Thus :

2 ——3 r;‘ ———1 —4 o . N = o
2 _2('p)z Gy = 0705 or V=084
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F1G. 9. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, ¢, = 0-05, i = 30 degrees.

ViZry,

(o]
Vi V7rp

F1G. 10. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, ¢,= 0-05, i = 35 degrees
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F1G. 11. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, &, = 0-05, i = 40 degrees.

Vi/r,

(o] ] [}
\/F; \/I/rp

FiG. 12. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, &, = 0-05, i = 45 degrees.
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Ve Vi7re

Fic 13. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, &, = 0-05, i = 50 degrees.

Vi/r,

|
o 1 o]
\/r_,, Vi7re

Fi1G. 14. Minimum fuel uamf&s, ellipse to ellipse, ¢, = 0-05, i = 55 degrees.
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V7,

Vrp Vi7rp

F1G. 15. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, &, = 0-10, i = 30 degrees.
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F1G. 16. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, &, = 0-10, i = 35 degrees.
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0

Vi7ry

VA ViTre

FiG. 17. Minimum fuel tranfers, ellipse to ellipse, &, = 0-10, i = 40 degrees..

Vive,
14—
Vi
;) R 1 e
i . 0
fl'—P ' Vl/fp

FiG. 18. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, &, = 0-10, i = 45 degrees.
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V7,

e Vi7e

F1G. 19. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, s, = 0-10, i = 50 degrees.

Vi7r,

s Vi7re
Fi1G. 20. Minimum fuel transfers, ellipse to ellipse, &, = 0-10, i = 55 degrees.
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Then
e _ 1+8f
Py =

P

Therefore AV = 0:00485, or AV = 0:022. Then ¢3 = 130°.

The results of transfers between elliptic orbits are presented in the re-
maining figures in this report (Figs. 9-20). These figures have the same char-
acteristics as those indicated for circle-to-ellipse transfers. The symmetry
property no longer exists, and the wedge-shaped region of three-impulse
transfers is sheared just as it was on the figures in the discussion of the
linearized theory of ref. 1. Also, the biparabolic boundary becomes a
smooth curve in region 4, but remains a broken curve in region 1. The
figures may be used to calculate the trajectory just as they were illustrated
above.

= 0684, so V,, = 0828.
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VARIATIONAL EQUATIONS FOR
OPTIMAL TRAJECTORIES DURING
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INTRODUCTION

Many optimal trajectories of a thrusting body in a central force field
contain extremal arcs along which the engine is shut down. Since closed
form solutions of the state are known to exist along these arcs, it is advan-
tageous to avoid numerical integration by utilizing these expressions.

A general method is presented here for obtaining solutions of variational
problems which avoid the numerical integration methods usually employed
in the solution of these typically unstable systems. Numerical techniques
for evaluating the convergent series are discussed and the derivation of
the recursion equations, reduction formulae, and termination criteria for
the solution of iteration procedures required in the computations is given.

This paper contains the solution of the two-body problem, the corre-
sponding solution of the Euler-Lagrange equations of the adjoint variables
for optimal control and, finally, the solution of the variational equations
for application in second variation and other iterative methods used to
solve two-point boundary value problems. The jump conditions in the
state, adjoint, and variational variables which must be satisfied at the
switching points for optimal trajectories are also presented.

Another important application for the closed form solution of the second
variation lies in the study of stability problems in celestial mechanics. All
the solutions are given in Cartesian coordinates in a uniform manner so

t The research and development work reported in this paper was carried out under
Contracts NAS 9-4036, Manned Spacecraft Center, NAS 5-9085, Goddard Space
Flight Center, and NAS 12-114, Electronics Research Center.
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that a single form holds for all coasting arcs; circular, elliptic, parabolic,
hyperbolic, as well as rectilinear.

The basic concepts for this paper were developed by the authors in
refs. 1 and 2, during developmental studies for NASA.

THE GENERATING FUNCTION FOR THE SOLUTION
OF THE VARIATIONAL EQUATIONS

The equations of motion of a vehicle in a central force field along an
optimal trajectory when the engine is shut down are given by

. R

. A AR

The variational equations along the same optimal trajectory due to changes
in the initial conditions are given by

a 8R . R-8R
R = —p—5+3p—5—R (2a)

dr?
& 34 . R-R 34-R A-8R
F(’A = _MF+3‘M l‘5 A+3lla rs R+3‘U/ r5 R
+3pu Ar'sR aR-lsy#R.aRR (2b)

It may be noted that while the equations are nonlinear in the state vector
R, they are linear (and, in fact, homogeneous) in the adjoint variables 4,
and in the variational variables 6R and 84. Moreover, egs. (1b) and (2a)
are the same, and so their solutions differ only by the difference in the
initial conditions of the two sets of variables.

It will be shown that, if a closed form solution of the nonlinear differen-
tial equation (1a) is known in the terms of the initial conditions, then a
complete closed form solution of egs. (1b), (2a) and (2b) may be obtained
by simple partial differentiation. Such a solution is much to be preferred
over numerical integration since the error accumulation will be the mini-
mum attainable by numerical processes in finite digital arithmetic.

Consider a nonlinear ordinary vector differential equation

dx

5 = hxt) 3

with initial conditions x(#,). The variational differential equations for eq. (3)
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are given by »
d __Oh(x, t)
dt ox = ox
with initial conditions 8x(t).
Assume that we have a solution of eq. (3) in terms of the initial conditions

ox “

x(t) = x[x(t0), t] (%
Consider the tentative solution of eq. (4)
8x() = a‘(’) 8x(t0) (6)
x(t0)
Differentiating eq. (6) with respect to the time, we have

_d oxe)
E 6x(t) = E m 8x (63)

Since x(¢) is a continuous function of x(to) and 7, we may interchange
the order of differentiation and obtain

ah(x, ah(x, 1) ox(t) Oh(x, t)
) o = oy W (6
' ox(t) . .

If follows that eq. (6) is a solution of eq. (4). Moreover, since ax(to) is
fundamental solution with unit initial conditions, it follows that
6x,=o = Bx(to) (7)

Consequently, if we have a closed form solution of eq. (1a) in terms
of the initial conditions, we may obtain a closed form solution of egs. (1b)
and (2a) by simple partial differentiation. Thus, if R is a vector with com-
ponents x,(¢) (i = 1, 2, 3), and if

6(t)— ‘)a Xo =

xi(t) = xi[x;(20), X;(t0), t] )
we have
8xt) = 2% 'g)) 8x,(t0) + a"’((t’)) 85(to)
®
B5(1) = gy DI + g 83,0

Moreover, since A(¢) is a vector with components A,(¢) (i = 1, 2, 3) which
satisfies the same differential equation as dR, we have

) = o MO0+l b
(10)
M) = g Mt 1t
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By the same argument, since we now have a closed solution of the differen-
tial equations for the adjoint variables A(t) in terms of the initial condi-
tions of both R(#o) and A(#,), we have obtained a potential function for
generating the solution of the variational differential equations for A(z).

8u(t) = :"’((t‘)) 82,(t0) + g"‘((t’)) 83,(to) +m%‘%ak(to) 8x,(t0)
W-(?o)%% Multo) 85110+ (f:)’";gk(to) Jxto) 8x,(t0)
i 110 8500 an
8iu(t) = ;"'(‘t‘)) 8(to) + 221 ;”“((t‘)) 83, (to)+5xj(‘;’;"“+;‘w Julto) 8%,(t0)
a—&% Aalto) 82,(t0) +W53%)Z® Jato) 8x,(to)
+ nge% Julto) 83,(to) " (12)

THE REGULARIZED SOLUTION OF THE TWO-BODY
PROBLEM

Solutions of the two-body problem in uniform Cartesian coordinates are
given by several authors.®—® The earliest known reference is that due to
Stumpff.®

Let

R

R=-p>5 (1a)

. d .
Since RX R = H is a constant vector, it follows that Z (RXR) = 0 and
motion is confined to a plane. We seek a solution
R(t) = f(t)R(t)) +8(t)R(to)
R(t) = ft)R(t0)+(H)R(to)

The solutions of the scalar functions f; g, f, & as functions of time are
poorly convergent and do not accurately describe the motion close to a
collision (for the rectilinear case). We transform time to a new variable

which regularizes the solution in the entire plane up to the actual collision.
Let

(13)

B = v/ a(E—Ey) (14)
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In terms of this parameter, the required functions are

a1%)
G2
g= t—to——-?—_, =1-=2
Vu r
The functions G, are given by
= fF(2) (15a)
where
(—a)*
F(a) = Z $ kL] (15b)
and
«=F
a
1_2_4%
a ro p .
ro = [R(to) - R(to))J (15¢)

r = [R(t)-R()]V2
v3 = R(to)-R(to)
do = Ro(to)-Rolto)

In order to reduce the number of computations required to generate
the F; series, we have recourse to both recursion and reduction formulae.
For the F, series, we have the simple recursion formula

1
Fy = —aFiys (16)

Thus, only the highest F, need be computed by series with the lower order
functions obtainable by recursion.
In order to reduce the maximum number of terms in the series, we intro-

duce a set of reduction formulae for F(«) in terms of F; ( ) Thus by limit-

ing | x| = 1, we require only 12 terms to obtain accuracy of the order of
10-16, The reduction formulae are

Fopya(x) = 2n1_1 {:g:: Fz;nl_:g%') + Fo(%)szl(%)

Faule) = ,.1_1 :Z_: Fz‘,—:g%!) +F1(%)F2"_1(%)‘

an
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At times it is necessary to relate the transit time with the regularizing
eccentric anomaly. We have, for Kepler’s equation,

_ d
Viult—to) = Gs+reG1+—— G, (1)

Vi

If the time is given and we require 8, we may use Newton’s method as
follows:

— do
A plt —to) — [G3+roG1+ — Gz]
\/p Bi-1

(Gz +roGo+—= G1)
Bi-1

\/#

To keep the number of iterations of eq. (19) to a minimum, we recom-
mend stopping on an either/or policy as follows:
(a) No further improvement in § is possible

|4Bi] < |Bi-1]-10-2 (20a)

Bi = i1+ (19

or
(b) No further improvement in \/;(t— to) is possible

| 48| < Ve _ot°) ! .10-7 (20b)
Go+roGo+ — G,
'\/l" Bi-1

where p is the digit word length in the computer (i.e. single precision—
p = 8; double precision—p = 16).

In order to further reduce the number of iterations required, it is helpful
to have a good first approximation to the solution of Kepler’s equation.
We recommend solving the following cubic equation

A/t~ to)—ﬁ—+ro/3+ P @1)

Vu 2
This equation always has one and only one real root, corresponding to the
solution of a parabola with the same initial ro and dj as the conic in ques-
tion.

THE SOLUTION OF THE VARIATIONAL EQUATIONS

The closed form solution of the variational equations will be obtained
by the partial differentiation of the solution of the two-body problem with
respect to the initial conditions. The differentiation of those terms, such

as ro, do, — , etc., which are directly dependent on the initial conditions, is
a
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straightforward:
Oro _ Xo, 0dy %
Oxo, ro’ ox,
al'o _ ado _
ax,o‘ =0 N Wo‘ = Xo, (22)
oL oL
a _ 2x0, a __2.
0o, g’ 0o, u 04

The differentiation of the Stumpff functions gives

1 A
0G, |8, — -
_(_L). = G, aﬂ —(nGpyq ﬂGu+1)

aJCo‘ 1 80, 6 ( ) 3)
8G, (ﬂ i)

n ’ a _ aﬁ _ 5‘0‘
T = Gn—lA o, (nGnir2—PBGry1) _”

The variation of B with respect to the initial conditions is obtained by
dlﬂ'erentlatlng Kepler’s equation and requiring the transit tlme, t—1o, to
remain unchanged. Thus

9 = —1— (% —J'Co,)+x———o‘ﬁ y 21
axo‘ \/ 14 For (24)
aﬂ _ szo‘ xo‘

~ = P
0%, Vur  Var

3G5—BGy+ro(Gs—PG2)+—= \/— (2G,—BGs)

= =
Vu
It is convenient to note that we may interchange the order of differen-
tiation and

where

Ox(t) _ 0 9x(1)
axo, at 6xo,

(25)
Ox(t) _ 0 oxi(t)
OxXo 4 at aJCo’
with the understanding that
Oxo, _ O%o, _ (25a)

With the above hints, we proceed directly to the solution of the problem.
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The First Partials

9 2G,—BG
5= Gimso) | 25+ L Gy | 410+ 22 [ (G4 + 268G,
axo, r3 ro Yo -

X
+(3G5—BG) o \/"'_] (263)
5 .
% 2R g g0 — Gty 1+ ’:‘:’ [(2@—1963)%‘

aJ'Coj w
X
+(3Gs—fG,) \/%]+g6,~,- (26b)
X pxi [ PiXo, _ i1—Xo, [ P2aXo;
oxo, T [ o (xj xo,)] r [ r3

el [(—)f}

) ) (26¢)
0
o [(G —BG2) \/ xo,+(2G,—fGs) xo‘]+g 8y (26d)
where

d o
P2 = 2G,—BGs+—— (Gs—BG3) —refG1
Vi
x,(2)

0x;(t0)0x(t0)
general, one would expect 24 different types of expressions; however,
due to the analytic character of the two-body solution, the various second
order cross partials are independent of the order in which the differentia-
tion is carried out. Thus

The closed form expressions for , etc., are given below. In

O%xi(t) _ 0%x(2)
0xj(to)Oxk(te)  Oxi(to)0x;(t0) @n
02x4(2) %)
aa'c,(to)axk(to) - axk(to)axj(to)
etc.

It follows that only 6 different express1ons are required. These are given
below.
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The Second Partials

2 _ .
0%x; — [G (xz—xo‘) (3Gs ﬂG4)xo, ]
axo, aXok ro '\/— rﬁ

1 2G, G
+r—3(G2+————4roﬂ 3)("0; 8+ Xo; 8, + Xo, ,;)+ [(xx Xo,) 8k
0.

rx; . . . . w 0x; ox;
+ 7.8— {ij(xk — Xo,) + Xo,(%; _xO,)} +F DP1XiXo Xo, + xo,m + Xo, aof]
3 ox; . . N OXy
2r2 [ Or A ax a—+X 0; a f(xok 6!] + xo, lk)] u [(xk —xo,,) 670’

+ (% —%o,) 6701 + 7 (xj —Xo,) (X —Xo,)(2x; —gXo,) +2—rg(xi — X0 ){(%; —%o,)Xo,

X —X 2G4 —pGs [ Xi—X .. 20,0, %
+(xk —xo,) xol}] + : Sﬂ : [ % (xo;xok+xo,xo,)— vo‘ 30, = ]
To @ ré
X0, X0, —BGa, . Xo,Xo, '
+—1% Y [G +— ](x. Xo,) — PR (28a)
where

= [x,(15G7 7ﬁG6+ﬂfG5)+{ Vo (i —%o )+fo,;/ﬁ}
(8Gs —5BGis+B2Ga) + ro(%; — %0)(3Gs —38Ga+ ﬁst)] .

azx; (2G4 ﬁGa)xo|r 5 '|' 5—ﬂG4
axoﬁxok P 1 () uslz

(%0, Ojx+ Xo, Srit+Xo, 8ij)
0x; 0x;
[(xi Xo,) Ojk+ Ko, s— oo + x:xo,xo,,+xo, 5%, — (o, Six+ %o, 8;;)

2Xi ,, . 8 8 X

G X 2G4—pG
- zxir?;o; ok] i 4”2.3 (% —%o,) (xo,xo,,+xo,
(1}

Px 3Gs—BGy . r .
Aaxoj axok rs\/— o,,ﬁj _(xk xo;) 611_

+ (2G4.‘—ﬂG3)XQ, 6,']‘
. Uro

Go(%; —%o,) s
TN 5
u
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Xo, OX; rx:xo, _ Xo,, [ P1XiXo, _x:xo,Gz 0%
+p1[“ o7, -+ (% xo,,)+ ( T 7 axo, 6,,)
ax, xixo,\ Gaxo, 0X;

(x, xo,) [Mxok (G3—BG2)+(2G, —ﬁGs)xok:I

U2
2G4 —fG; . Xo
+ —at [0, x0,(%: — Xo,) —Xo0,%0,X0,] — urd ,.ak Ds,* (28¢)
azxi 1 2G4 —ﬂ Gs

Xo, _ . . L
0%, 0%, r\/ [ (Gs ﬂG2)51k+—ﬁ (x0‘61k+xo,3k;+xo,,5u)]

P . Oxi . Oxi XiXoXo, , Xo,Xo, =+ Xo,Xo X
- | x1 6; —+Xo, 25— — A G —=
2 [ i Oj+ Xo, B, + Xo, 0%, 4 p1t+ v ( 2\/ﬁ
X . . . . . O%
+ G ';i)] +% [xi 8k — (Fo, 851+ o, i+ Xoy, 8ij)+ o, aﬁ;
. 0% 2x;5co,5cok Gaox; G, 65:;
e e e e
6 2G2x,-xo X0 Gz 6x,
+Xo, =5 % —(xo, Sur+ xo, 81) — #] + E [xo, -ax—%

ax,- GaXiX o, X0, ] + XoyXo, + Xo,Xo, [ ( Gs—BG; ) (561 — Xo, )

+Xo, o, | M # vV r
(26, —rst)x.-]_ fao, (284)
0 u

where

d
Dy, = — ﬁ X [(15G7 —7ﬁGe -I-ﬂst)-l- \T% (8Gs —SﬂGs +ﬂ2G4)

+ro(3Gs —3ﬂG4+ﬁ’Gs)] +% [:’cx(SGo—SﬂGs+ﬂzG4)

2 n xo.)+£xo‘} (365 —34Gs-+°Gy)
~roi ) G5 G |

%% 8 [2Gi—PGs ., Golki—%0) , GixiVp

0xo, 0, ro[ rr3 %o, r 5 ]

Gs—pG
+ 4 (G = ﬂ 2) (0, 8jx + Xo; 81+ xo,, 8y5)
°
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—-’;LO“-‘ l:xi 6.”‘ - (xf'l' r_::") {xo,(-’?k.—;"co,) + xo,,(J'c j —Xo J)}

[}

2x; 0x; Ox;  6x5x0,%0
(x,xok+xkxo,)——ro—(x P1+— pz)+xo, % -l- Xo, =— oo Tg’k‘]

pal,. . Xi . .. 0%y 0x;
+ m [(xi —Xo,) 5jk+r—3 {0, (X — o) + X0, (X; —Xo,)} + Xo, -6_56;-'- Xo, a_:q;]

oxX; ox;

3 0x; r
....2',2[ 0 A B0, L x 0 A= a ~ —f(xo, 8ij+ xo, xk)] [ % 5% +x_,ax°,c

ax, 3x,-xo, _ ax, 3.’6,.7(?01b
+(xk xo,,) ( j— rg )+( j ij) (axo rg )

_— (xl _xoj)(xk —xok)(2f xo‘ +gx01) + (Zf Xo, gxoi){xl(xk xok)
+xx(%; —Xo )} + 272 {xx0,(Xk — Fop)+Xixo, (% —Xo,)+(X; —Xo,)(x;Xo0, + xkxo,)}]
0
df,.. . 0% ,. 0% 2r . . .. . .
+ wr [(xk —Xo,) aTo,+ (% —%o,) Wo,, + 3 (%) —%o,) (e —X0,)(2fX0,+ g%o,)

+ §3,._(2) (% —Fo,H{xo, (% —Xo0,) + X0, (X; —J'Co,)}] Vi (G3 BG )[ —Xo, (xo,%0,

2xo‘xo,3;fo,] _ xi(2G,—BGs)(xo.%0, + xo,xo)

+ Xo,X0,) —
S 7

_ Yoo, Ve ( Gs—ﬁGz) _ Xi—%, ( _1_3_@)] _ XoXo,
r3 [ Gut Fo r Go o rs P

r
(28e)

% 2G,—BGs d,.. Gox,
m = [rg (f— X0 +xk) b (xk xo,,)] 61]"‘[ ro

_Gi(%— xo,)] +%0/Gs —BG>) 8 +p1 [xo,xo,,{ (3 +2pz) P1 }

r\/‘u, rro\/,u ro ro rro ro
xo,xok 1‘\/ ‘I.la XO, d . . . /e . 1
5 GoXy+——— " — (xk —Xo)%i+ rXi(%r —Xo,) 3 FXiXr
0 0

ax,- w ax; D2 0 63.‘1 r .. . .
Xo, aTo,‘ - r—g Xoy, a—xo’ ] +— P [ Xoyz— oo, + 7 (X —Xo,)xiXo,

ox; x;xo,Gz szo, 0x;  3xi%0:
e e N

—Mixi(fck—xo,)
(4 .. . r 0x;
—Xx {E (xk—xok)'—_ ro 3 X }] + = B%, [ (xk—xo,)—zg.xk]

AS 13
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. . r ax,- GlxiXo G]_Xo a.'?'Ci
— (i —op) [— 2 _ _,]_ s
ry 0, 3V u rv u 0xo,
G3 _ﬂ G2 J.C,' —xO( ijxO/, x.OJka 5‘0,3‘0;, (xi xo‘
— . 3 + - 3 —+—
Vu r o I rg \ro r
_ 2G4 —ﬂGs xojxok + J?o,J'Cok
rs r )z

+

J.Co,x%
,ur03 D4, - (28f)

G1 . .
)xi— ﬁrro Xo;%0,(Xi —Xo,) —

JUMP CONDITIONS FOR OPTIMAL THRUST-COAST
TRAJECTORIES

To derive the necessary jump conditions, it is convenient to state the
differential equations satisfied by the extremal arcs. The Euler-Lagrange
equations and the Pontryagin Maximum Principle produce the following
differential equations:

R kH(x) 4

R=—oa+= a1

_kH(®)
¢ (29)
o ) R:2

kH{
NPy

where the function H(«) is the usual Heaviside unit step function
H(x) =0 x«<0

(30)
H) =1 =0
and the constant, k, is the maximum value of the thrust k.
The variable « is the switch function
a=1-2 (1)

The general rule for the jump condition is derived below. Let x be defined
by a differential equation containing a jump discontinuity at /(x) = O.

% = f(x)+H(Dg(x) (32)
The variational differential equation for the variable x is given by
d, _of 0g(x)
% 8x = Fr éx+ H() P 8x+8(Dg(x) 81 (33)

Here, 8(0) is the dirac delta function and 6/ is the variation in /(x) defined
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0
at the point /(x) = 0. Let 7 be the time at which /[x(#)] = 0. Since —{c,
0,
8_fc and H(l) are functions of bounded variation, they contribute no

increment to the integral of %x(t) over the infinitesimal interval # —%,

ot
i+ 5 Thus

- ot

t+o- '
Bx(F*) —8x(F-) = f T 0gx) o1 dt (34)
)
Changing the integration variable from dt to dl/I.(f), we may evaluate the
integral .
Sx(#+) —0x(7~) = glx(@)] Sl[x(D)1/I® (35)
For the differential equations given in eqs. (29), we have
) =a =2-2" (36)

H(x) occurs only in the differential equations for R, m and o. Thus 64, é4
and 6R are continuous across the switch, whereas dR, dm and do are
discontinuous. Moreaver, we may show that &(mo) is also continuous
across the switch. We have '

d k '
and
_ ke
8(om)* —8(om)~ = —a 8 (3%)
But, since « = 0, we have
d(om) =0 (39)
It follows that, at « = 0, we have
B0 = fl_l‘l’il_ (40)
The jump conditions for egs. (29) are given below.
Ata =0
S8Rt = 8R~
. k 4 4.84
+ = R4+ 2 L 29
SRt = SR+ m A AA
ém+ = ém~ _k M 1
c A.A
éAt = 84~
84+ = 84-
kA 4.84
+ e Whhidiisintihnind
8o b0~ + A

13%
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THE SECOND VARIATION TEST
WITH ALGEBRAIC AND DIFFERENTIAL
' CONSTRAINTS
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ABSTRACT

The second variation test for the algebraic constrained minimum problem can be
placed in eigenvalue form by the introduction of a norm in the space of coordinate
perturbations. It appears then as a Jacobi type of accessory minimum problem. A simi-.
lar objective can be reached in the control problem, where the constraints are of
differential type, by norming the weakly varied trajectories in the neighborhood of
the optimal. If the norm is expressed in terms of control perturbations only, the eigen-
value type of second variation test and the optimum linear feedback control problem
are very closely related. The case of broken extremals is considered and solved by the use
of total perturbations, involving a shift in the independant variable. The rate of shift
is introduced as an additional control. The eigenvalue test remains applicable to
extremals containing singular arcs and constitutes a different approach to the ones
attempted previously. An example of such a case is treated in detail.

1. ALGEBRAIC CONSTRAINTS

1.1. First order conditions for a constrained minimum

Let the coordinates (q1, .. ., g,) of a vector g satisfy m algebraic con-
straints

g@=0 (=1....,m<n) (L1

and consider the problem of finding a point ¢ = § where a function f{(q)
presents a relative minimum. It will be assumed that the functions fand g;
are twice differentiable at 4. Let 8q denote the column matrix of the small
increments in the coordinates. The constraints (1.1) will be satisfied to first
order in the neighborhood of § if

G@=0 (=1..m (1.2)
and ‘g% =0 (G=1....,m (1.3)

189



190 B. F. DE VEUBEKE

where g7 denotes the row matrix (ag, ,e s %,

aql a%
case where the m row matrices in (1.3) are linearly independent will be con-
sidered; otherwise the problem is “abnormal”. The assumption amounts
to stating that all the constraints are “effective” at §; then, the set (1.3) of
linear homogeneous equations has (n—m) independent and nontrivial
solutions for dg, defined except for a scale factor. They are the admissible

directions for the variation of coordinates. To the first order

) evaluated at 4. Only the

AG+39)-A(§) =f1dq 1.4)
and the first order requirement for a minimum will be that
fiéq = 8f=0 (1.5)

This requirement will not be satisfied if the row matrix f? is linearly inde-
pendent from the row matrices g4, for then the m+-1 linear equations (1.3)
and (1.5) would have a matrix of maximal rank m+1 =< n and a nontrivial
solution dq could be found for any arbitrary value of df. Hence f? must be
expressible as a linear combination

o= =S g 1.6)

of the m independant row matrices of (1.3). Postmultiplying by d¢g and
taking (1.3) into account, there follows

fidqg=8=0 -
The first order condition (1.6) is usually expressed in the equivalent form
oF . _
o =0 (=1,...,n) or F1=0 (1.8)
after introduction of the “augmented function”
Fg) =1 +; Aig; 1.9

The m+n conditions (1.2) and (1.8) constitute a set of m+n algebraic
equations to be satisfied by the zn coordinates and the m Lagrangian multi-
pliers A;. It will be appreciated that the solution for the multipliersis unique,
otherwise, by difference of two solutions we would obtain a statement
of abnormality (linear dependence of the gf rows). The stationarity condi-
tion (1.7) is thus necessary for a minimum. To aim at a sufficiency condi-
tion, the left-hand side of (1.4) must now be calculated up to second order:

fd+89)~Fid) = frdq+ dqfidq (1.10)

with fZ denoting the (nXn) matrix of partial second derivatives at 4. It
would be incorrect to suppress the first term by invoking (1.7). Second
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order terms, stemming from the requirement to satisfy also the constraints
to second order:

e
.gfﬁq+7 89’82 6q =0 (1.11)

would be lost. In fact, combining (1.6) and (1.11), there comes a second
order evaluation for this term

m 1 m
frdg = =3 gt g =5 8¢ (§ 1) 40

Substitution of this result into (1.10) gives, in view of the definition (1.9),
the second order expression

Ri+d0)~f@) =5 8'F, bq (L12)

1.2. The second variation test as a Jacobi accessory minimum problem

The second variation just obtained
¢ = %6q’F36q (1.13)

is a quadratic form to be evaluated for the admissible variations defined
by the constraints (1.3).

A convenient compact formulation of these constraints is

Gdq =0 (1.149)
introducing the (mXn) matrix

(2}
G=|---
&h

If, for some admissible nonvanishing variation, ¢ takes a negative value,
g is certainly not a point of minimum for f. A sufficient condition for a
relative minimum is that ¢ be strictly positive for all admissible nonzero
variations. If ¢ is only nonnegative, the second variation test is not conclu-
sive and higher order estimates become necessary. It was already observed
that admissible variations can be arbitrarily scaled. In fact, if the admissible
variation dq gives to the quadratic form the value ¢, the admissible varia-
tion adq (o real and nonzero) gives to the quadratic form the value «?¢.
Hence scaling does not alter the property of dq to yield a positive, a negative
‘or the zero value to the second variation. Consequently the second varia-
tion test is not altered by the addition of an imposed norm on the scaling,
such as the Euclidian one

—’é—bq’ 8q = de? (1.15)
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In fact the test is simplified by restricting the scanning to the admissible
directions of variation. Another advantage of the introduction of a norm is
to reduce the test to the solution of a Jacobi-type of accessory minimum
problem. Instead of scanning all the admissible directions we try to find the
most critical one: the one giving to ¢ its minimum value. If the minimum
value of ¢ is negatlve, the test has failed; positive, the test is successful ;
zero, the test is not conclusive.
The accessory problem

-;— 8q’Fidq minimum

under the constraints (1.14) and (1.15) can be solved by the Lagrangian
technique of section 1.1. Set up the augmented function

% 8q'F3 8q+1'G 8q-+L(de? —-;- 3¢’ 8q)

where b =B ....8m

is a row matrix of Lagrangian multipliers and obtain the necessary first
order conditions by equating to zero the partial derivatives with respect to
each dq;. The resulting equations can be written in matrix form as

Fidq+G'b = dq (1.16)
The problem (1.16) and (1.14) can now be placed in the form
(FZ*CE G') ('54) =0 1.17)°
G o/ \b

where E denotes the (nX n) identity matrix. It is an eigenvalue problem for
the Lagrangian multiplier £, associated to the norming constraint. It is also
self-adjoint and its n—m eigenvectors for 8¢, denoted by #,, constitute an
orthonormal basis from which an arbitrary admissible variation can be

expanded :

dg="3 ah, ‘ (1.18)
1
with hh; =0 and hFh; =0 for r#s (1.19)

A simple proof of this is obtained by reducing the problem to the classical
one of the simultaneous reduction of two quadratic forms, one of which is
positive definite, to their diagonal form. This is achieved by the nonsingu-
lar transformation in the variations

6p) = (G) | 1.20
(%)= (§) s (1.20)
where the n—m rows of the submatrix V are taken to complete the already

linearly independent rows of G. The constraints (1.14) reduce to
ép=0 or 8p;=0 i=1...,m - (1.2
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The inversion of (1.20) can be written in the form
8q = Adp+ Bér
and the admissible variations are
8q = Bér

The second variation test reduces to that of positive definiteness of the
quadratic form

¢ = % r'B'FiB ér (1.22)

The Euclidian norm that was iniposed on dq is transformed into the norm-
ing constraint on the admissible variations:

de? = % or'B’'B ér

The eigenvalues {, of problem (1.17) are those of the n—m dimensional

problem
(BFiB—(B'B)ér =0

which has the classical form announced (B'B is positive definite). The
eigenvectors u, of this problem are related to the A, of problem (1.17) by

h, = Bu,

whence the orthogonality properties (1.19) are evident. Substitution of the
expansion (1.18) into (1.13), use of the orthogonality properties (1.19) and
of norming constraints

.Fh, = L hh, = 2d)%, (r=1,...,n—m) (1.23)

on the eigenvectors gives the following structure to the second variation

¢ = (depY. o2, (1.24)
1

From (1.18) and (1.23) follows also that the coordinates «, of a normed
admissible vector are related by

Ya2=1 ) (1.25)
To examine the result in thespiritof the Jacobiaccessory problem, the
critical direction (minimum of ¢ under (1.25)) is obtained for
a1=l Oci=0 (i=2,...,n—m)

assuming of course that {; is the smallest eigenvalue. The failure, success or
inconclusiveness of the second variation test is equivalent to the property of
the smallest eigenvalue to be negative, positive or zero.
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In practice it is most convenient to obtain the eigenvalues from problem
(1.17) as roots of the algebraic equation

Fi—tE G
G 0

The algorithms of Routh and Hurwitz can also be applied to test the posi-
tive character of all the eigenvalues. As a final observation, the Euclidian
norm is not mandatory and was used for simplicity. Any positive definite
quadratic form will serve; it may modify the critical direction but not the
outcome of the test.

An example of application of this eigenvalue type of analysis to an opti-
mization problem will be found in the article by P. Beckers®. It plays there
an important role in eliminating many solutions provided by the simple
stationarity conditions.

=0 " (1.26)

1.3. Inequality constraints

The algebraic minimum problem with inequality constraints is important
in view of its applications to the maximum principle with bounded controls.
In addition to the algebraic constraints (1.1), let the minimum problem for
J(q) be further constrained by a set of inequalities

ck(q)> 0 k=1....M (1.27)

At any point ¢ = § where relative minimality is to be tested, only those
inequality constraints for which ¢, (§) = O need be considered. To first
order then, assuming the functions (1.27) to be differentiable at §, we have
a set of inequalities in the increments

c§+8q) =cfdg=0 k=1,... k<M (1.28)

It is again convenient to make a nonsingular transformation of incremental

variables
ép G
(6r) = ( V) dq (1.29)
8s 74

The submatrix ¥ is chosen to generate, together with G, a set of maximal
rank m+ 9@ =<<nin the linear forms (1.3) and (1.28). W, required if m+po < n,
is taken to obtain a nonsingular transformation. The algebraic constraints
(1.3) are eliminated by substitution of (1.21) into the other forms. Hence,
the inequalities (1.28) can now be written in the form

a,ér=0 k=1,...,K=0p (1.30)
o being the rank of the set of linear forms, and the first order minimality

condition can be written as .
Sfror+fs8s=0 (1.31)
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Proposition 1. A necessary first order condition for relative minimality is
that the row matrix f* be identically zero. This is obvious since r = 0 and
ds arbitrary, represents an admissible set of variations and, unless f* = 0,
ds can always be so chosen that f*ds < 0.

The condition f* = 0 is equivalent to stating that

8f = f? dp+fr ér = (frG+f"V) 8q

is a linear combination of the linear forms (1.3) and (1.28), since it is a
linear combination of a set of maximal rank in these forms. This justifies
the following.
Proposition 2. First order necessary conditions for a relative minimum
are thatat g = §
oF

q = _ = | =
Fi=0 or o 0 i=1,...,n (1.32)

m K
where F=f+ Zl'/‘ljg,+ Y pck
1

This proposition, extending the technique of Lagrange to inequality condi-
tions, is more constructive as a first step towards the search for coordinates
where a relative minimum can occur. The y; are the Kuhn-Tucker mul-
tipliers. It should be realized that, for a given point § where (1.32) is satis-
fied, the set of multipliers need not be unique.

However, if the augmentation of the function is restricted to take into
account only those constraints which yield for (1.3) and (1.28) a set of
maximal rank, then obviously the corresponding set of multipliers is
unique. Letting

k1, vk
denote the set of indices k corresponding to a set of maximal rank, we ob-
tain by virtue of (1 32) and (1.3)

=—Zykc;§6q k=ki....k

Then, by virtue of (1.28), the first order condition for a minimum is seen to
require that the Kuhn-Tucker multipliers be nonpositive

m=<0 k=ky,....k (1.33)
A particular and frequent case is that where the complete set of linear forms
(1.28) constitutes with (1.3) a set of maximal rank, so that there is a single
augmented function and a unique set of multipliers.
If, furthermore, the Kuhn-Tucker multipliers turn out to be strictly nega-
tive, the first order minimality criterion is strongly verified (éf > 0) for
cg 6q =0 k=1,.
and weakly verified (8f = 0) for
- cfdqg=0 k=1,...,K (1.34)



196 B. F. DE VEUBEKE

Then, either m+ K = n, and (1.3) plus (1.34) have only the trivial solution
dq = 0; or m+ K < n and there are nontrivial solutions. In the former case
the minimality of fat g = § is proved. In the latter case the proof of mini-
mality still requires a second variation test

1.,

under the first order algebraic constraints (1.3) and (1.34). The technique
of section 1.2 is applicable to this purpose.

When some of the Kuhn-Tucker multipliers turn out to be zero, we have
the following weaker statements:

Proposition 3. If the first order conditions (1.32) are satisfied with a
unique set of multipliers and if the K-T multipliers are nonpositive, the
first order minimality condition is satisfied.

Let p denote the second variation
1,

with the constraints on the variations 6q restricted to (1.3) and those of
(1.34) whose K-T multiplier is strictly negative. Then the strong second
order condition

p=>0 (1.35)
is sufficient for relative minimality, but the corresponding weak condition
p=0 (1.36)

is only necessary when at most one of the K-T multipliers is zero.
Proof: If no K-T multiplier vanishes, the proposition is equivalent to
the result obtained before. If one K-T multiplier, which can be taken to be
11, is zero, the first order minimality condition is only weakly satisfied for
cf éq = 0.
It becomes necessary to extend the admissible variations in the second
variation test to those satisfying

cfég=0 (1.37a)
fdég=0 k=2 ...,K (1.37b)

Let ¢ denote the values that the second variation can assume under these
conditions. By disregarding (1.37a) we reduce the test to the i test of
Proposition 3. But, since the set of admissible variations has been thereby
further extended, ¢ is positive definite with ¢ and (1.35) is sufficient.
Further, if a critical variation 8q = da, satisfying (1.37b), is found to render
y negative, the same will be true of g = —da. But then either the first,
or the second, will also satisfy (1.37a). Hence the possibility that p < 0
implies the possibility of ¢ < 0 and (1.36) is necessary.
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If more than one K-T multiplier vanishes, the extension of the proof of
sufficiency of (1.35) is obvious. The following counterexample shows that
it is useless to attempt a proof of the necessity of (1.36):

f=4di-a3
¢1 = anqi+aizq2=0
c2 = azqi1+aseg2=0

The first order conditions (1.32) are satisfied at point §; = g2 = 0 with
1 = pg = 0. (In fact f is stationary there on its own.) The second varia-
tion test y is given by

v = 8q1—843
with free dq1 and 8qs, it obviously can assume negative values. The ¢
test is
¢ = 8q3—043

a11891+a128q2 = 0
a210g1+ as28g2 =0

but ¢ can only assume positive values if, for instance, @11 = 0, @11+ a12 <
< 0, @21 > 0 and asas—az; > 0. A necessary condition is that the second
variation be nonnegative under conditions (1.34) since they are more
restrictive than (1.37a and b). These tests are helpful in that they can be
conclusive, but if they are not we must examine the more general second

variation test on

|
1= 8q'F2 8q (1.38)

with a set of inequalities
cfdg=0 k=1,...,t=n-m (1.38a)

corresponding to the zero K-T multipliers of one of the solutions of (1.32),
and a complementary set of equalities

g/8g=0 j=1,...m cfdg=0 k=1t+1,...,K (138b)

As the intersection of half-spaces and hyperplanes the admissible variations
d¢q form a convex set. Since furthermore adq is admissible, if and only if
8q is admissible, and « = 0, it is a convex cone C with vertex at g = 0.
On the other hand 4 = 0 is a convex cone I'; with its anticone I'; (since
an arbitrary change in scale and sign does not alter the sign of y). Convex-
ity results from the following:

Let 8q = da belong to I'; so that y,= 0; let also y,= 0 so that
dq = 0b belongs to either I'y or I's. Then for 8q = ada+pB3b we find

% = oo+ p%s+of da’'Fi 8b
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If 8a’F? 8b > 0 we consider 6b to belong to I'; and then ada+B6b belongs
to I'y (% = 0) for arbitrary « = 0 and § = 0 (convexity), while —xda—p6b
belongs to I's. If da’F2 6b < 0 we must consider — b to belong to I'y.

From a geometrical standpoint the second variation test consists in
verifying that the convex cone C is contained in either of the convex cones
I'; or I';. Obviously it is sufficient to this purpose to verify the sign of %
for variations lying along the ridges of C. The development of an algo-
rithm to obtain the ridge variations will not be developed here.

2. DIFFERENTIAL CONSTRAINTS

2.1. Tightly controlled systems

Consider now trajectory or control problems wherein the coordinates of
a system are subject to differential constraints

Gi =fq1s -+ s Gns £ V1, oo, Op) G=1...,n 2.1)
to boundary value constraints
Uilg(@), t(@), ¢(B), t(})1 =0  j=1,...,p <2n+2 2.2
and the cost function to be minimized is
ITq(«), (), 9B), 1(B)] 23)

An optimal trajectory of this problem will be denoted in parametric
form as
q;=¢ig(0) i=1,...,n
a<0=<§ 2.4
t = #(0)

For a given state and time, equations (2.1) constitute a mapping of the set
{v1, ..., v} of admissible control vectors into the hodograph space. The
range of this mapping, or the set {gi, ..., q,} of admissible velocity
vectors may be nonconvex. In this case, however, chattering of the controls
extends the set of attainable velocity vectors to the convex hull of the
range.® This merely requires the functions f; to be differentiable with
respect to state and time. It will be assumed that, by the addition of
appropriate, sectionally linear, artificial controls, chattering has been
“regularized ”® or, equivalently, the variational problem “relaxed”.® The
extended set of admissible controls will map into the convex hull and the
optimal controls (93, ..., ,) will be sectionally continuous functions of
the independant variable .

Under the usual assumption that the f; functions are differentiable with
respect to the control variables, the relations between weak control varia-
tions and the correspondingly small changes in the velocity vector are
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given, in matrix form, by '
8 = F év . 2.5)

where dv and 3¢ are column matrices and F is the Jacobian matrix F =
(0f/0vy). If the optimal trajectory contains a segment along which the
equations

Fév=0 A 2.6)
admit a continuous non-trivial solution, the set of optimal controls is not
well determined in the sense that, neglecting second order changes, the
same trajectory can be generated by appropriate first order modifications
in the control history. This situation cannot prevail if, along the optimal,
F is of maximal rank and this rank equal to the number r of controls
(which implies #» = r). In this case the system will be said to be “tightly
controlled”. This concept means, intuitively, that the system remains
sensitive to any combination of small changes in the control variables. It is
essential to set up a metric in the space of weakly varied trajectories in
terms of control variations only. Such a metric is for instance defined by
the norm

8
1N |2 = f 8v'M v dt @7

where M is a matrix of constant or variable elements, everywhere positive
definite. If the system were not tightly controlled along the optimal, one
of the axioms of distance would be violated: any weak control variation,
consistent with (2.6), would produce a nonzero distance between the
optimal trajectory and itself.

2.2. Change of control variables

Up to now we have disregarded possible constraints arising on the
control variations, due to boundedness of certain of the controls. In a
relaxed variational problem the domain of admissible controls in E" has
no isolated point, it has only interior points and boundary points. More
than often optimal trajectories contain segments along which the control
vector lies on the boundary; its variation is then restricted by a set of
equations of the form

Wév=0 k=1,...,p<r (2.8a)
Wév=0 k=p+1,...,K (2.8b)

In a wide variety of problems a change in control variables
| v = Vilg, 1; w) 29

can be devised mapping a domain D of the new controls (Wi, ..., Wp,)
(often the whole E™ space) onto the set of all admissible controls {v,,
... v, } and such that the boundary points used along the optimal trajec-
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tory become interior points of D. One has then the advantage that the
weak variations 6w on the new controls are unconstrained. In fact the
relation between weak variations is

6o =V dw V = (0v;/ow) T (2.10)

with the (rXm) Jacobian matrix V evaluated along the optimal. Since the
transformation is only required when constraints on év prevail, we are led
to assume that the set of linear equations

Vly=0
has non-trivial, linearly independent solutions,
Y= k=1,...,L (hence L=r)

so that the equations (2.10) can be solved for éw if, and only if,
wov=0 k=1,...,L (2.11)

Then, provided the set of row matrices y; be equivalent to a set of inde-
pendent row matrices y} of (2.8a and b), arbitrary dw variations generate
only admissible §v variations. In fact they generate a restricted class of
admissible variations, since the more stringent equality sign prevails for
(2.8b). Thus, while the transformation to new control variables does not
restrict the overall controllability of the system, it does restrict the class
of weakly varied trajectories about the optimal. To some extent this may
increase the existence possibilities of weak relative minima for the cost
function. However a weak relative minimum is of little practical signifi-
cance and nothing should be changed regarding the existence of strong
relative minima.

Special care should be exercised in introducing a norm of type (2.7)
when changing control variables. The system remains tightly controlled
in w if m < r and if ¥ has maximal rank p = m, for then the equations

Vdw=0 (2.12)

possess only the trivial solution éw = 0, while L = r—m. But if either
p<m<rorg<r=<m,(2.12) has m—p independent non-trivial solu-
tions, while L = r—g.

A suitable metric when the system is no more tightly controlled in w
is of course directly provided by

B .
1N |2 = f SWNwdt (2.13)

where - N=V'MV (2.14)

With respect to éw it is in fact a semi-norm, but it guarantees that |[[dN|| =0
implies a truly varied trajectory.

A simple illustration for a change of control variables is the following.
Let (v1, v5) be controls which appear linearly in the f; functions of a
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problem so that the system is certainly tightly controlled. Let them be

constrained by _ v
vi+ovi< F?

They could be the thrust components of a single rocket engine in a plane
wmotion problem, F being then the maximum thrust.
Along a segment of fully thrusted trajectory, the variational constraint is

51 6vl+62 3’02 =0
The transformation of control variables

vy cos w3
1+4cos wy
2

vy sin wy

=F

does not restrict the controllability of the system and the complete Eucli-
dian space of the w controls is mapped onto the admissible v controls.
But the matrix:

(1+cos wy) sin wy Cos wy sin wa

V=-—
—(1+cos wg) cos wy sin wy sin wy
degenerates in the following cases:

(1) For cos wy = 1 (full thrust) it has rank 1 and restricts the variational
constraint to
'lA)]_ 6’01-'-?)2 5‘02 =0

while, simultaneously, ¥ éw = 0 admits the solution éwi = 0, dwe
arbitrary. The system is no more tightly controlled. First order changes
in the thrust orientation are possible but not a change in the thrust
level. .

(2) For cos we = —1 (zero thrust) it has rank zero and introduces arti-
ficial constraints dv; = 0, éva = 0. The system becomes completely
insensitive to first order changes in the w controls. (This situation
stems of course from the fact that we cannot modify the zero thrust
level; that we cannot change the thrust orientation becomes then
immaterial.)

2.3. Total variations. First order conditions

The small changes incurred by a state variable or a control, when passing
from the optimal to a neighboring trajectory, are usually stated as differ-
ences measured for the same value of the independent variable (time).

AS 14
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These isochronic variations 6q and dw can be generalized to differences
involving a time shift s. Such total variations will be denoted by

x = 8q+qs  for state variables o (2.15)
u = éw+ws  for controls. (2.16)

The notation, which is purposely simple to alleviate the formulation of
subsequent analytical developments, should not lead us to forget that x, u
and s represent small quantities of the same order as dg and déw. Total
variations, already useful in handling problems with variable end values
of the time, yield essential simplifications in the presence of broken extre-
mals. Indeed, if an optimal trajectory contains a certain number of control
discontinuities, an important part of the controllability of the system by
small perturbations is involved in advancing or retarding the epochs of
such discontinuities. If s(t) denotes the time shift of a discontinuity in the
control vector, occurring at ¢t = 7 along the optimal, the isochronic varia-
tion dw is not defined in the interval between 7 and 7+ (7). In this interval
the difference in the control vectors is finite (Fig. 1). One way to reduce

Nominal control
— - — Perturbed control

|
|
|
t t+s(t) T T

FiG. 1. Isochromic control perturbation dw(t) and total control perturbation

u(t) involving a time-shift s(z). At the epoch ¢ = 7 of a control discontinuity

along the nominal trajectory the time-shift s(z) is that of the discontinuity.
Then u(t) is a sectionally continuous first order perturbation.

this case to small perturbations is to allow first order discontinuities in
the state variables at ¢ = 7 (see section 2.7). But, by far the simplest way
is to consider only the total variations based on the actual time shift.
The total variations in state variables are continuous, the total variations
in the controls are well defined as sectionally continuous functions of time.
In principle the time shifts need only be known at the ends and at the
epochs of control discontinuities along the optimal.



THE SECOND VARIATION TEST 203

However one of the purposes of extending the optimum linear feedback
control theory,® based on the second variation, to the case of broken
extremals would be to obtain a time shifting rule all along. Some results
of first order optimality must first be recalled.

H(Q, q, t; w) = Xf(g, t; w) (2.17)

is the variational Hamiltonian built up from the functions f; of egs. (2.1)
(except possibly for a transformation of control variables) and from a set
of Lagrangian multipliers represented by the row matrix A'. An equivalent
form of equations (2.1) is then

4 = H, (2.18)

where the subscript notation indicates the formation of a column matrix of
the corresponding partial derivatives. Similarly the superscript notation
will indicate the formation of a row matrix. When the Hamiltonian or
derivatives of it are merely considered as functions of time, by substitution
of the arguments 4, ¢ and w as time functions along the optimal, the nota-

tions
A, 8, etc.

will be used. As an immediate example the equatlons (2.15) should be
written as

x = 8q+sH, (2.19)
The adjoint differential system is, in general, '
i=—-H 2
and, considered along the optimal, gives
d
7[ = -8, (2:20)

We shall not consider abnormal problems, where the set of optimal mul-
tipliers 7 is not uniquely defined (except for scale).
First order optimality conditions are: the maximum principle

w =argsup HQZ, 4, t, w) .21
and the transversality conditions
?(a) =J, a(x )'(13) —Ja®) (2.22)
H@) = —Ji@ AP = Jip
where J is the augmented functional
X(a@), 1, 96), 4B)) = I+ 5w, 2.23)

At a discontinuity of the control vector, the Weierstrass—Erdmann corner
conditions are equivalent to continuity of the multipliers and of the Hamil-

14*
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tonian. If control variations are unrestricted, (2.21) implies

A,=0 (2.24)
in which case (2.18) and (2.20) have the consequence that
d -
-8 = g, (2.25)

In the sequel we shall assume that the control variables are such that they
have unrestricted variations along the optimal and use equations (2.24)
and (2.25). The transversality conditions are equivalent to ’

-~

Wx—Hs)f = -8J (2.26)
where 8J denotes the first order variation of the augmented functional
8J = Ja@x(x)+ Js(e) + J1®x(B) + J®s(B) 2.27)

The first order conditions result in 8J being zero to first order, so that 61
is also zero to first order if the variational boundary constraints 6U; = 0
are satisfied to first order.

2.4. Second variation

To introduce easily a continuous time shift the parametric form of the
differential equations is useful. Along the optimal

g _di .. . .
E - E’f (q’ f ’ W)
and, for a neighboring trajectory,
dj dx di ds\ .. s
W‘FE = (%-+W)f(q+x, f+s;w+u)
Subtracting, and identifying § with the independant variable, we find
% =fG+x, t+s;0+w)—f(G, t; W)+f(G+x, t+s;%+uw)  (2.28)

All total variations and the time shift s are now considered as functions
of the time. Retaining only first order terms, we obtain the linear pertur-
bation equations with time-varying coefficients
% = fax+fis+fru+sf
= Afx+His+Hyu+sH,

To calculate the effect of perturbations on the functional to the second
order we combine equations (2.28) in the single one

X% = HQ, §+x, t+s5, w+u)—HQ, §, t, W) +5H(Q, §+x, t+5, W+u)

(2.29)
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and expand the right-hand side up to second order terms:

% = Atx+Ats+Avu+sH (first order terms)
+ AH +$(Aix+HA's+H*u)  (second order terms)
where
MAH = 3x'Hix+3sHis+3u'Hou+ x' Hpu+ sHix+sHyu  (2.30)

Then, inserting A” = 0 and integrating along a segment ¢ = 7,, t0 Ty,
along which the optimal controls are continuous

r..u (% — Myt = f ™ (Bex+ A's) di+ D? (2.31)

Tm Tm

where D* = J. MH{AZH +5(H%x+ Hs)} dt (2.32)
is a second order quantity. The left-hand side is manipulated by partial
integration and use of (2.25) and (2.20)

Tmtl A . _{# Tm+1 Y d 2 _d_
f (A'x —Hs)dt = (lx I?Is) —L' (x El—sdtﬂ)dt .

Tm Tm

- (j:'x-— Hs)tmu_l- m+1(qu + H'S) dt

when this result is substituted into (2.31), there comes

():'x —Hs) " pe
This formula may be extended to the whole trajectdry by simple addition,
remembering that, even at the level of control discontinuities, 4 and &
are continuous and x and s are required to be continuous. Hence, combin-
ing with (2.26) we obtain the second order estimate

—8J = (;“vx —Hs)ﬁ= f “(oH + (Bex+ B's)) dt (2.33)

What we are really aiming at is the second order estimate of the increase
in the functional I:
AT = 81+ 8% v (2.39)

where, in the Taylor expansion of
1[§(e0) +x(e), #(e) +5(), G(B)+x(B), #(B)+5(8)]

&I and 6821 are respectively the groups of first and second degree terms in
the perturbations. 82/ is clearly of second order, and so must be I since
it vanishes to first order. Indeeq

81 = 873 ;8T
1 .
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and because the boundary conditions must also be enforced to secon

order '
6U i= —62U J

so that finally

6[ = 6J+i ,u,&zUj
1

Substitution of this into (2.34) yields
A = 8J+82J (2.35)

where the second order estimate of 8J is given by (2.33).

2.5. The Jacobi accessory minimum problem
A necessary condition for a relative minimum is that
A= 0

for all perturbed trajectories satisfying the linear perturbation equations
(2.29) and the perturbed boundary conditions

U; =0 j=1,....p (2.36)

The idea of the accessory problem is to determine the most critically per-
turbed trajectory, the one that minimizes 42I. As in the algebraic case this
problem is meaningless because any admissible perturbed trajectory can be
scaled arbitrarily (including negative scale factors) without ceasing to be
admissible.

This change of scale affects the value of the functional but not its sign
(it is homogeneous quadratic in the perturbations). No most critically
perturbed trajectory can exist since a more critical can always be found
by a change of scale. In fact the accessory minimum problem is generally
deviated from its original purpose towards a search for conjugate points.
Its original purpose can be restored by introducing a concept of distance
between the perturbed trajectory and the optimal one. There is then gener-
ally a most critically perturbed trajectory lying at a prescribed distance
from the optimal; if the minimum it provides for 42/ is positive or zero, the
necessary second variation condition is fulfilled ; if this minimum is negative
the extremal is not a relative minimum.

The distance can naturally be defined directly in terms of a positive
definite integral over some quadratic form in the perturbations of state
variables.This would however modify the adjoint equations of the perturbed
problem. A simpler correlation between the accessory minimum problem
and the optimum linear feedback control problem is achieved by stating
the distance, or the norm of the perturbed trajectory in terms of the control
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perturbations alone:
8
de? = f (3u'Nu+4o?)dt 2.37)

a

To account for broken extremals (control discontinuities occurring along
the optimal) the total control perturbation u, which is sectionally continu-
ous, is used instead of dw. As already observed, N is taken positive definite
for a tightly controlled system but is a suitable non-negative matrix if the
transformation to new control variables, required to free the control pertur-
bations, destroys tight control. Furthermore, a new perturbation control ¢
has been introduced to govern the time shift; it is defined by the additional
perturbation equation

§=o0 (2.38)

To reduce the accessory minimum problem to the same Mayer standard
form as the original one, we further introduce the new state variables &
and », governed by the differential equations
h = 2H+o(H%x+H's) (2.39)
n = 3u'Nu+}o? (2.40)
So that the functional to be minimized becomes
AT = 82T+ h(x) — h(B)

and the augmented functional

F=Mrt+ i v, 8U, —L[n(B) —n(@)] (2.41)

As in the algebraic case, the constant multiplier { associated with the norm-
ing condition (2.37) will play the role of an eigenvalue parameter. Denote
by p the column matrix of adjoint multipliers associated with the pertur-
bation equations of state (2.29); by y the adjoint to A, by g the adjoint to
n and by 7 the adjoint to s. The variational Hamiltonian will be

K = p'(Hix+Hs+H}u+H,0)
+y(BH+oHx+oH's) +40(u' Nu+02) +no (2.42)

Two of the equations of the 'adjoint system are elementary:

Hence y and p are constants that can be found from the transversality
conditions: :
_ OF oF ]
YT @ T T onp)
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which serves to scale the adjoint variables and
__oF ___oF _,
e =%n ~ on®

identifying ¢ with the eigenvalue parameter. The remaining equations of
the adjoint system are then

j = —Ke= —Alp—A%—Aru—Als—Ho (2.43)
9= —K, = —Alp—Hix— AYu—A's— A0 (2.44)

The multipliers p are obviously the perturbations of the 4 and equations
(2.43) the perturbed adjoint differential equations (2.20).

It will be observed that the adjoint equations do not depend on the eigen-
value parameter; they differ from the classical perturbations of the adjoint
equations of the original problem® only through the presence of the terms
involving time shift and rate of time shift. The adjoint variable 7 is seen
to become constant for autonomous systems. The remaining transversality
conditions, supplementing the variational boundary conditions (2.36), are
easily obtained from the partial derivatives of the augmented functional
and will not be written in detail; they are also homogeneous of the first
degree. In fact, because equations (2.39) and (2.40) are ignorable and all
the others are homogeneous of degree one, the critical perturbations will
only exist for a spectrum of values of the parameter .

2.6 Critically perturbed trajectories

The notion of critically perturbed trajectories implies of course that, in
order to minimize the second variation, the control perturbations are
optimal. Necessary conditions therefore are

K, =0 and K, =0
or, explicitly, the homogeneous equations
H,p+@:+IN)u+Hix+Als =0 (2.45)
Ap+ A+ Hs+ol+n =0 (2.46)

The last equation contains the first order perturbation of the Hamiltonian
which is related to the adjoint to the time perturbation, just like — H is
the adjoint variable to the time. In principle, unless { is zero, the optimal
‘rate of time shift can be calculated from (2.46). The optimal control pertur-
bations can be obtained from (2.45), if the matrix (A% {N) is nonsingular.

The optimal control perturbations are generally discontinuous at pre-
cisely the same corner points as the broken extremal tested. This is due to
the discontinuities occuring in the coefficients of the various time-varying
matrices. Conversely, at points of continuity of the matrices the optimal
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control perturbations remain continuous and are uniquely determined by
the eigenvalue. Hence it is not conceivable to introduce strong variations
in the accessory problem and the maximum principle does not apply.
‘Note however the strong Legendre-Clebsch condition that A should be
negative definite; in which case the optimal controls will indeed maximize
the Hamiltonian K for { = 0. This case corresponds to the optimum linear
feedback controls of guidance theory.® But in the critical perturbation
theory, the optimal controls need not maximize the Hamiltonian when the
eigenvalue parameter is different from zero.

For a similar reason the Hamiltonian K is not required to be continuous
at the corner points; the position of those in time on the perturbed trajec-
tories is not a free variation. Instead, it is the continuity of the adjoint
variable to the time shift, 7, that plays the essential role in determining
this shift at the corner points (see section 2.7).

The main significance of the eigenvalue parameter is obtained through
the following tedious but straightforward calculatlon Compute the time
derivative

E(" x+s)

by substituting equations (2.29, 38, 43 and 44). Group the terms propor-
tional to o and those postmultiplying ' and substitute % from (2.46) and
Ap from (2.45). After cancellations and consideration of (2.39 and 40),
the result can be written in the form

d  , e
E(p x+ns) = —2h—2aC
Integration along the trajectory and application of the norming condition

(2.37) gives
(P’'x+75)8 = 2h() —2h(B) —2(de)?

The left-hand side can be evaluated from the transversality conditions and
the Euler theorem on homogeneous forms to produce

—282J—Y"v,8U; = 2h(a) —2h(B) —2L(de)?
Finally, considering equations (2.36)
A1 = 82J+h(x) —h(B) = {(de)? 2.47)

From this can be concluded that the positive definite, nonnegative or in-
definite character of the second variation depends on the positive, zero or
negative character of the smallest eigenvalue. The method has the advan-
tage of remaining applicable to trajectories containing a singular arc
(A" singular) and constitutes a -different approach to other tests devised
to this purpose.®” An example will be treated in section 2.8.
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2.7. Optimal time shift

Some insight into the continuous time shift process, implicit in the per-
turbational equations, is provided by the elimination of 7 between equa-
tions (2.44 and 2.46). All the time derivatives appearing in the differentia-
tion of (2.46) can be substituted except those of # and o. Considerable
simplification occurs by noting that (2.24) can be differentiated:

d

= Hv = Hiht Hyg+ Hiy+ Hyw

equated to zero along the optimal yields

—H)H,+ A+ B, + H)

wdt(w) =0

This and equation (2.45) finally puts the result of elimination of # in the
form:

. ,d .
¢ (0'+u N y7 w) =0
In the study of critical perturbations of nonzero eigenvalue, this implies
the rather simple rule:
d

5= —wNZW (2.48)

associating the acceleration of time shift to the control perturbations. In
the theory of optimal perturbation guidance, or in the search for conjugate
points, we have to set { = 0. In view of the preceding result we have then
to consider (2.46) as a first integral and (2.44) can be ignored as identically
satisfied. Simultaneously (2.46) does not yield any more the information
about the instantaneous rate of time shift.

Returning then to the Hamiltonian K of equation (2.42) we can observe
that it becomes linear in o and that (2.46) can be considered as the chatter-
ing condition on this control. In such cases the control value is usually
found by repeated differentiation of this condition. But as we have observed
that the first differential is identically zero, we have a case where the actual
value of the control is indifferent.

Fortunately the theory still predicts implicitly the optimal time shift at
the corner points. This is due to the requiremeént of contmmty of the adjoint
7 at corner pomts

With { = 0 in (2.46)

n=—08H

as already observed, and continuity requires at a corner point ¢ = v that
8H|,—¢ = 6H| 40 (2.49)
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despite the discontinuities in the coefficient of the matrices of derivatives
of H. Considering that the perturbed trajectories are here neighboring
optimals of the original problem, and that continuity of the variational
Hamiltonian is a necessary condition, already satisfied along the original
optimal, continuity of the first order perturbation of the Hamiltonian is a
natural request and could have been justified directly.

The expansion of (2.49) taking into account the continuity of x, s and p,

gives
(B +0)— A —0))p() + (A% +0) — A%z —0))x(7)
= —(A'(x+0)—A'x—0))s(zx) (2.50)
In particular, if the system is autonomous, the right-hand side vanishes.

To make the calculation of s(v) explicit from (2.50) we can introduce the
isochronic perturbations

8q(z—0) = x(7) — Ax(z —0)s(7)

(2.51)
8A(r—0) = p(v)+ H,(r—0)s(x)
whereby (2.50) furnishes
Ds(r) = (AXx+0)— At —0))8A(r —0)+ (A7 +0) —Ha(x —0))dq(r —0)
(2.52)
where

D = Ar—0)— H*(v+0)+ AXz+0)H (z —0) — Ba(x+0)H;(z —0)
The integration of the isochronic perturbations is performed with the
simplified perturbation equations (¢ = 0)
8¢ = Hfdq+ Aydw
84 = —A38A—[38g— Ao
Ai82+ A%8q+A%w =0

the last one being solvable for dw if the strong Legendre—Clebsch condi-
tion is satisfied.

The formula (2.52) is adapted to forward integration of the perturbations.
If repeated backward integration is used to prepare a tube of neighboring
optimals in order to establish the matrix synthetizing the optimal control
perturbations as functions of the state,® we can replace (2.51) by

8q(z+0) = x(z) —Hy(r+0)s(z) .
A(r+0) = p(r)+ H(r+0)s(7) (2.53)
whereby (2.52) takes exactly the same form except that we replace |
3Mr—0) - 8A(z+0)
8q(z—0) —~ 8q(r+0)

and D remains in fact the same.
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The jump in the isochronic perturbations as we pass a corner point is
found by noting that x and p are continuous. Then, from (2.51) and (2.53)

8t +0)—8Mr—0) = (H(r+0)—H,(r—0))s(z) ’

This can be used in forward integration in conjunction with (2.52) and in
backward integration with its indicated modification. The interpretation
of (2.54) is of course that the finite difference in the controls during the
time interval between 7 and 7+ s(7), which represents an impulse, can be
replaced by a Dirac measure at ¢ = T on the velocity vector of the system.

The interpretation of the guidance command can be put forward as
follows. Replace the nominal optimal command w by the sum of a contin-
uous vector valued function W; and a vector valued step function Wws.

The perturbed optimal command consists in replacing w; by w1+ éw and
displace from s(z) in the time scale the steps of ;.

As regards the conjugate point condition, the situation can be sketched
as follows. We start a forward integration with zero initial perturbations
on state and time (8g(x) = 0, s(x) = 0) but a nonzero perturbation vector
on the multipliers dA(x).

If the problem is not abnormal (if the set of optimal multipliers A(¢)
is unique), the system will leave the optimal trajectory to follow a neigh-
boring one. A conjugate point (to the origin) exsits at ¢ = #(0) if, for a
suitable 8A(x), the perturbation on the state vanishes again: dg(6) = O.
Stated otherwise: a conjugate point occurs there where the (nXn) matrix
of a fundamental system

8mq(?) m=1,...,n

of state perturbations, generated by » linearly independent perturbations
0,,A(x), degenerates. The implications of this on optimal perturbation guid-
ance is obvious. One can also prove, by an extension of an argument by
Bliss,® @ that the interdiction to trespass a conjugate point is necessary
for the non-negative character of the second variation. To this purpose
one takes from #(x) to #(f) the perturbed trajectory leading to dq(6) = 0
completed from #(6) to #(8) by the nominal trajectory itself. This perturba-
tion can be normed by scaling to (d¢)2. One then shows that

(1) the second variation is zero;
(2) this perturbation does not give to the second variation its minimum
value because a necessary condition to this effect is not satisfied.

(1) is obvious because the contribution of the first portion of trajectory
to the second variation is {(de)? and ¢ is zero.

(2) is also true because 8A(0—0) cannot have all its components zero
(otherwise, backward integration with also dg(f) = 0 shows all perturba-
tions to vanish identically). But 64 (0+0) = 0 and the necessary condition
of continuity of the perturbed multipliers is violated.
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2.8. Application to an extremal with a singular arc

The following example, that can be treated analytically, illustrates the
application of the eigenvalue type of second variation analysis to an optimal
trajectory involving a singular extremal. The system is described by the
differential equations:

g1="v gs = qf
with the boundary conditions:
gi(@) =4 >0 7:1(8) =B=>0
(@) =0 1) =T > A+B

The functional to be minimized is:
I= qz(ﬂ) —qg(oc) minimum.

The single control » is originally a flip-flop » = +1. Typically the solution,
which can of course be analyzed by elementary methods,® involves chat-
tering of the control in the time interval (4, C = T— B). The relaxed
variational problem, which regularizes chattering and makes the absolute
minimum accessible, consists in extending the possible control values to
the segment v € (—1, 1). The variational constraints on the control along
the segments where » = £ 1 are avoided by the transformation » = cos w.
This requires a semi-norm for the metric of weakly varied trajectories:

T
2(de)? = f (sin? wy?+o?)dt
, 0

The optimal trajectory in (g1, ) space is shown on Fig. 2. Its characteristics,
needed to calculate the critical perturbations, are summarized below.

N ~, N

Q A ‘\ s \\,/c t

F1G. 2. The three segments of the optimal trajectory in (q;, #) space. Segment
AC is a singular arc. To each eigenvalue of the necessary minimum problem
corresponds.a perturbed trajectory of the type shown in dotted line.
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Segment 1 Segment 2 Segment 3
te(0, A) te(4,C) te(C, T)
cosw = —1 cosw =0 cosw =1

=A—t 1 =0 li =t--C
L= —-4-12 Ihi=0 = (t c)y?
dp = —1 Ao = — zz = -

The perturbed equations and optimal controls will now be solved for each
segment.

Segment 1

X1 = —0 Xp = 2(A—t)x1+(A—1t)% §=0

P1=2x1+2A—t)c—ps) p2=0 7 =0

(A—tYu =0 —p1+(4—1t)pa—2(A—t)x1+lo+n =0
The adjoint multiplier  will be constant along the whole perturbed trajec-
tory (the system is in fact autonomous). Differentiating the last equation
and substituting the differential coefficients from the other equations (or
applying directly equation (2.48)), we find {¢ = 0. Hence, if the eigenvalue
is not zero, o is a constant which will be denoted by o1. The perturbed
equations are now easily integrated. Taking into account the initial values
x1(0) = 0 and s(0) = O needed to satisfy boundary conditions and taking
D1 from the last equation, we obtain the following end values

x1(4) = —014 s(4) =014 pi(4) = n+lo1

The integration of x; and p, are not required. It is also seen that » must
vanish; but this does not affect the other equations. In fact, even if u were
nonzero, the system, that is not tightly controlled on this segment, would
follow the same trajectory. The only real perturbation here is the shorten-
ing or lengthening of the segment by the time shift s(4).

Segment 2

This one is a singular extremal (A, = 0) but tightly controlled.
X1=—u §s=0c 1'71=2x1
—p1+lu =0 o+ =0

A differential equation is obtained for the optimal perturbed control by
two differentiations:

Ct't =P1 =2x1 Cu =2331= —2u
We change the eigenvalue parameter by the transformation:

w? = 2/[¢
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and solve in succession
u = asin w(t—A)+b cos ot —A)
wx1 = a cos o(t—A)—b sin w(t—A)
®?p; = 2a sin w(t—A)+2b cos w(t—A4)

Since 7 is constant and { assumed non-zero, ¢ is a constant, denoted o3

and
203+ =0 (a)

Integrating s, with continuity at ¢ = A4, we find
s = o09(t—A)+014
The continuity requirements at t = A of p; and x; furnish:
2b = 201+ 0% (b)
a= —wnd ©
The end values of interest are:
5(C) = 0x(C—4)+014

x1(C) = ml [a cos w(C—A)—b sin w(C—A)]

p1(C) = a% [a sin w(C—A)+b cos w(C— A
A critical perturbation of this segment is oscillatory.

Segment 3
Segment 3 is simply lengthened or shortened as segment 1.
J.Cl =0 § =0 pz =0
P1 = 2x1+2(t—C)o—2(t—C)p2
(t—CPu=0 p1+(@—C)p2—2(t—C)x1+lo+n =0

Again o is found to be a constant, denoted o3. Integration with continuity
at t = C produces:

X1 = (t—C)03+clo (a cos w(C —A) —b sin w(C — 4))

0 =(—C)ost+ox(C—A4)+014

and p; is taken from the optimal control equation. Continuity of p; at
t = Crequires:

Cf’s+"7+52§ (a sin w(C—/i)+b cosw(C—A4)) =0 (@
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Finally the boundary conditions x1(7") = 0 and o(T) = 0 yield
wBos+acos w(C—A)—bsinw(C—4) =0 (e)
Bos+0(C—A)+014 =0 _ o)

Equations (a)—(f) are homogeneous in the six quantities a, b, %, 01, 02 and

o3. The three first ones are easily eliminated to produce a homogeneous set

of conditions in the three rates of time shift:
o1(cos ¢ —wA sin ¢) —os(l+cos §)+o3 =0
—oy(sin ¢+wA cos ¢)+03 sin ¢+oswB =0
c1do+03p+03Bo =0 (¢ = o(C—4))

Setting the determinant equal to zero, we obtain a transcendental equation
to be satisfied by the eigenvalues and which depends on the two parameters:

_B
c—4

A
P=—4 and g =
im—"s(l+p+q—pq¢2)+cos ¢(p+9+2pq)+2pq =0

¢

1t is easily seen to possess an infinite sequence of eigenvalues:
¢ =t¢1, Tda... O0<d1<¢s...

asymptotic to +nn for n large.
The corresponding eigenvalues {; are all positive

Ci=2(§;TA)2 f1>=C2>03...>0

Although there is no most critically perturbed trajectory, the second varia-
tion test is satisfied; zero is an infimum but not a minimum of A2I.
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ABSTRACT

The purpose of this numerical investigation has been to evaluate the penalty on
propellant expenditure in a transfer using a chemical rocket of small thrust. The thrust
acceleration at departure was taken to be 0-03 times the gravitational acceleration.
Results show that the excess expenditure over that of a bi-impulsive transfer can be
reduced by a factor 4 when passing from a TCT optimal solution to a TCTCT one.

POSITION OF THE PROBLEM

The problem is a planar one. The time and the angle are open. The orbit
of arrival is defined by its total energy and its angular momentum. Optimi-
zation is for minimum propellant expenditure of a rocket of limited thrust
with respect to both thrust orientation and cutoff-relight capability. All
state variables are made non-dimensional by using the radius of the circular
departure orbit, the corresponding orbital velocity and the initial mass as
units. The 4 state variables are

z: inverse of the angular momentum ,

A and B: related to eccentricity e and argument of pericenter 6o by:

A = ze cos Oy

B = zesin Oy

0: the polar angle with respect to a fixed direction
z, A, B are osculating variables, they remain constant during a coasting
arc. The independent variable is the characteristic velocity

¢=clnpu

where u is the (reduced) reciprocal of instantaneous mass.
154 : 219



220 J. GEERTS

The two dimensionless parameters of the problem (excluding the geomet-
rical characteristics of the orbits of departure and of arrival) are

c: the reduced effective exhaust velocity,

a: the ratio of thrust acceleration to gravitational acceleration at depar-

ture. s A
The numerical values adopted for the parameters were

‘ ¢ = 03228 a =003

The method of Runge-Kutta—Gill was used to integrate the system of 8 dif-
ferential equations® (4 equations for the system of state variable and 4
equations for the adjoint system). According to the maximum principle, it
is possible to compute at each step the optimal thrust orientation p, while
the sequence of powered and coasting arcs is ruled by a switching function
also calculated step by step. '

For open time transfers, the Lagrangian multipliers are orbital constants
just like the osculating variables. The only variables during a coasting arc
are the polar angle 6 and the time (which is here a separable variable any-
way). Hence, if 0, denotes the polar angle at a cutoff, the only unknown
will be the polar angle 6, at the next relight condition. From the analytical
resplts‘l' 2 there are two types. of orbital jump, a symmetrical one and
an asymmetrical one and the type of jump can be decided by tests. There
are two unknown initial values: v, and 0,; their choice determines a dis-
crete set of orbits of arrival. The choice of 6, and v, is limited by the con-
dition that the initial rate of growth of “the switching function” be posi-
tive; this condition can be expressed analytically.®

'THRUST-COAST;THRUST TRANSFERS (TCT)

" With " a’ program, mamed' ORVAL, written in FORTRAN IV for
TBM7040 it has been possible to draw Fig. 1. It is a region of initial values
allowing a TCT transfer, starting from a circular orbit. This region is very
narrow and therefore difficult to delimitate. Some points, corresponding to
different r, (radius of a circular orbit of arrival) are plotted on this figure.

Another program (named CATI) detérmines v, and 6, for an imposed
transfer. The values of y, and. 0, are automatically improved by a conver-
gent process to satisfy the end cond.mons This is achieved, classically, by
expenmental measurement of thé sensitivities of end conditions to small
increments in initial values, followed by linear corrections. After several
iterations, it is possible to obtam the initjal values with sufficient accuracy.

‘A typical co-circular’ transfer obtamed with the CATI program will be
illustrated. The radius of departure is 1:0 and the radius of the orbit of
arrival is 1'5. The following ﬁgures show the evolution of some of the
variables.

Figure 2 presents 'y and 7 agdinst 6 (r reduced radial distance).
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F1G. 3. ug and u, against 6 (in radians).

Figure 3 presents, against 0, the tangential velocity u, and the radial
velocity u,.

Figure 4 presents the optimal thrust orientation y against 0.

Figure 5 is a picture of the co-circular transfer in polar coordinates.
‘The thrusted arcs are the solid curves, the coasting arc is dashed.

Figure 6 also depicts a TCT transfer but the radius of the final orbit is
raised to 3-03.

-}

Fi1G. 4.  (in degrees) against 0 (in radians).
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F1G. 6. Co-circular transfer with r, = 3.03.
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COMPARISON BETWEEN TCT TRANSFERS, TCTCT
TRANSFERS AND HOHMANN BI-IMPULSE TRANSFERS

If myy is the residual mass at arrival for a Hohmann bi-impulsive transfer
and my,, the residual for a TCT transfer:
my

e=1-——2%

is the relative penalty of propellant expenditure.
Figure 7 shows how this penalty increases in a co-circular transfer with
the increase in the ratio of radii.

%

€,

o | ]
12 2 3

r(b)
Fi1G. 7. ¢ against r(b).

A comparison was also made between several types of co-circular trans-
fers by varying the number of coasting arcs. The ratio of radii was held
fixed at 1'5. A simple TCT transfer was compared with two TCTCT trans-
fers (containing two coasting arcs). The best one of those, which has a first
symmetrical jump followed by an antisymmetrical, reduced the penalty by
a factor of 4.

The residual masses at arrival orbit (for r, = 1'5) were found to be re-
spectively

mpg = 05696 (reference Hohmann value)
Mmrcr = 0:5684
Mmrcrcr = 0-5693
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CONCLUSIONS

The characteristics of the orbit of arrival are extremely sensitive to the
initial parameters 0, and y,.

The penalty in propellant expenditure due to finite thrust is either small
or can be made so, even for large energy changes, by introducing a second
coasting arc.
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RESUME

L’étude linéarisée des rendez-vous impulsionnels optimaux de longue durée entre
orbites quasi-circulaires proches, coplanaires ou non, se déduit trés simplement de
I’étude des transferts correspondants.

Toute solution présente évidemment la dégénérescence temporelle suivante: une
poussée au kitme tour (différent du premier et du dernier) peut étre décomposée, en
partie ou en totalité, en plusieurs poussées appliquées, au méme endroit et dans la
méme direction, antérieurement et postérieurement a ce tour.

Laissant de c6té cette premiére espéce de dégénérescence tempore]le, les solutions
optimales sont, suivant le rendez-vous a réaliser, de I’'un des six types suivants:

Type I (bi-impulsionnel): deux impulsions bien déterminées.

Type II (bl-lmpulswnnel nodal): deux impulsions bien déterminées appllquées aux
nceuds.

Type III (singulier, tridimensionnel): il y a dégénérescence spatiale et temporelle de
la solution. Une certaine liberté est laissée dans le choix du point d’application et de
la grandeur de la poussée ainsi que dans le choix du numéro du tour ol cette poussée
est appliquée.

L’orientation optimale de la poussée ne dépend que de la position du point d’appli-
cation. Elle est contenue dans 1’'un des deux plans tangents a 1’orbite faisant un angle de
30° avec le plan horizontal local.

Tout rendez-vous de ce type peut, en particulier, étre réalisé d’une infinité de fagons
a laide de trois impulsions et méme, souvent, & ’aide de deux impulsions bien déter-
minées (d’une seule fagon ou de deux fagons différentes).

Type IV (tri-impulsionnel): quatre impulsions, pouvant étre réduites a trois impul-
sions bien déterminées (une ou deux au premier tour et deux ou une au dernier tour) ou
exceptionnellement 3 deux impulsions bien déterminées, au premier et au dernier tour
(I’une accélératrice, I’autre décélératrice).

Type I bis (singulier, plan): il y a, comme pour le type III, dégénérescence spatiale
et temporelle de la solution, mais ici, la poussée optimale est tangentielle. Le rendez-
vous peut, en particulier, &tre réalisé d’une infinité de fagons, 4 1’aide de deux impulsions
bien déterminées (toutes deux accélératrices ou toutes deux décélératrices).

Type IV bis (singulier, plan): il y a dégénérescence spatiale. La poussée optimale est
tangentielle et apphquee, comme pour le type IV, seulement au premier et au dernier
tour.

227
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Le rendez-vous peut, en particulier, étre réalisé a I’aide de trois impulsions ou,
souvent méme, de deux fagons différentes, a I’aide de deux impulsions bien déterminées
(dont I’'une accélératrice et ’autre décélératrice).

Les solutions de type IV et IV bis ne se présentent que pour les rendez-vous “loin-
tains” (grand écart “supplémentaire” en longitude).

Enfin, il existe une relation linéaire entre les numéros des tours ou sont apphquees les
deux impulsions des solutions bi-impulsionnelles rencontrées dans les types I, II, III
et I bis, ce qui laisse un degré de liberté (dégénérescence temporelle de seconde espéce).

ABSTRACT

The first order study of optimal impulse rendez-vous of long duration between near-
circular, non-coplanar, close orbits can be deduced very simply from the study of the
corresponding transfers.

Naturally, every solution presents the following tlme-degeneracy a thrust applica-
tion at the k*2 revolution (different from the first and from the last) can be decomposed,
partially or completely, into several thrusts applied, at the same location and in the
same direction, before and after this revolution.

Letting this first kind of time-degeneracy apart, the optimal solutions belong to one
of the six following types, depending on the rendez-vous to be performed:

Type I (two-impulse type): two well-defined impulses.

Type II (two-impulse, nodal type): two well-defined impulses applied at the nodes.

Type III (three-dimensional, singular type): there exists a space- and time-degeneracy
of the solution. A certain freedom exists in the choice of the point of application and
of the magnitude of the thrust as well as in the choice of that number of the revolution
at which this thrust is applied.

The optimal orientation of the thrust vector only depends on the location of the
point of application. It lies in one of the two planes tangent to the orbit and making an
angle of 30° with the local horizontal plane.

Every such rendez-vous can, in particular, be performed in an infinite number of
ways with the use of three impulses and even, often, with the help of two well-defined
impulses (in one way or in two different ways).

Type IV (three-impulse type): four impulses, which can be reduced to three well
defined impulses (one or two at the first revolution and two or one at the last one) or
exceptionally to two well-defined impulses, one at the first and one at the last revolu~
tion (one for acceleration and one for deceleration).

Type I bis (plane, singular type): there exists, as for type III, a space- and time-
degeneracy of the solution, but here, the optimal thrust is tangential. In particular, the
rendez-vous can be performed in an infinite number of ways, with the use of two well-
defined impulses (both accelerating or both decelerating).

Type IV bis (plane, singular type): there exists a space-degeneracy. The optimal thrust
is tangential and is applied, as in type IV, only at the first and at the last revolution.

In particular, the rendez-vous can be performed with the use of three impulses or,
even often, in two different ways, with the help of two well-defined impulses (one for -
acceleration and one for deceleration).

The solutions of type IV and IV bis are only present in the case of “remote” rendez-
vous (large ““extra” angular lag).

Finally for the two-impulse solutions found in types I, II, III and I bis, there exists
a linear relation between the numbers of the revolutions at which the two impulses are
applied, which leaves one degree of freedom (second kind of time-degeneracy).
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1. INTRODUCTION

La présente étude étend au cas des rendez-vous de longue durée les résul-
tats relatifs aux transferts impulsionnels, optimaux, entre orbites quasi-
circulaires, proches, coplanaires ou non, précédemment obtenus par F. W.
Gobetz, M. Washington, T. N. Edelbaum~? et par I’Auteur® et suppo-
sés connus du lecteur.

On fait ’hypothése que, au cours du rendez-vous, I’orbite osculatrice ( )
s’écarte peu de l’orbite finale ()y) (écart maximum de I’ordre de ¢ < 1)
et que I’orbite finale a une excentricité e;< ordre ¢ < 1.

Cela permet de retenir, en premiére approximation, la solution obtenue
par linéarisation autour de l’orbite finale (¢);), acceptant ainsi une erreur,
relative d’ordre ¢ sur la solution.

Afin de simplifier les calculs, on choisit les unités suivantes:

Unité de longueur: gy = demi-grand axe de ()

T
Unité de temps: o= [période de révolution sur I’orbite (Oy)]/2%

L’unité de vitesse est alors la vitesse circulaire Vi.(as) & la distance a;du
centre d’attraction O et I'unité d’accélération, la pesanteur g(ay) a la dis-
tance a, de 0. ‘

Le propulseur, A vitesse d’éjection constante, est supposé capable de
fournir des impulsions. Un rendez-vous optimal correspond a une vitesse

caractéristique 4C minimale (AC = f || dt, ou y = accélération de
-

poussée). ’

En plus des 5 variations imposées:
—An} composantes, sur les axes fixes Ox, Oy (Fig. 1a),

4E&| de la rotation infinitésimale lebdu plan de I’orbite,

da ] . .
== Aa = “dilatation” relative du demi-grand axe,
f

A composantes de la variation de du vecteur périgée ¢,
Aﬂ} dirigé vers le périgée et de longueur e (excentricité),

déja considérées dans le cas du transfert, il faut ajouter une 6éme variation
imposée A relative au rendez-vous.

Dans cette étude, la variable de description est la longitudet
L = (Ox, OJ) fixant la position du mobile /. '

La donnée du paramétre v remplace alors la donnée du temps t. Le para-
métre 7 a une définition assez complexe, précisée dans la référence 4, mais
Pinterprétation de la variation At de 7 est simple (fig. 1b):

Az est ’avance temporelle, comptée sur ’orbite finale (Oy), du mobile
fictif o de méme longitude L, que le mobile réel initial #,, par rapport
au mobile cible initial A .

t Le terme: “ascension droite” serait plus approprié.
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Dans présente étude ou 'orbite finale est quasi-circulaire, il est possible
de confondre 4t avec I’avance angulaire initiale en longitude du mobile réel

Mo par rapport.au mobile cible M .

L’erreur relative ainsi commise est d’ordre & (et méme, I'erreur absolue

ne dépasse jamais I’ordre de &) ce qui est négligeable.

I'Y4

F1G. 1a. Notations.

Les équations linéarisées donnant les variations des éléments orbitaux et

la consommation s’écrivent:

I = & =yzsinL

% =5 = —yzcosL

% =da =2y

.j% =o' = ?; sin L+2yy cos L

gg =p = —yxcos L+2p,sinL

9 =7 = 201 —cos(L~Lolys+[~HL~Lo) +4sin(L~L),
‘;L_C =C =17|

[y
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ol Py, Py, Yz sont les cdmposantes de Paccélération de poussée 7 dans les
axes mobiles MAXYZ. (M X: radial; Y: horizontal; #Z: normal au
plan de orbite).
Les seconds membres de ces équations ne contenant pas 1’état, I’adjoint :
P = [p¢ = p: cos L,, p, = p; sin L, pa, p, = pe €08 L, pg = p. sin L.,
PesDe = + l]

est constant.

Fi1G. 1b. Interprétation du paramétre 4v.

Le vecteur efficacité p!, indiquant la direction optimale de poussée a
pour composantes: .
X = p, sin (L—L,)+2p,[1 —cos (L—L)]
;’-; Y = 2p,—3p,(L—Lo)+2p. cos (L—L,)+4p, sin (L—Lo)
Y 2]?:;1 ‘
Z =p,sin(L-L,)

@

Nous supposerons dans la suite que le rendez-vous est de longue durée,
c’est-a-dire que ’angle de transfert AL est >> 2s.
Si I’on admet alors sur la solution une erreur relative non plus d’ordre ¢

1
mais d’ordre: max (s, ﬁ) , ’équation en 1’ s’écrit:
v = —3Ly, ~ —3(2knm)y, 3

ol k = (numéro du tour) << N = (nombre total de tours)
Le vecteur efficacité devient alors:

X =p.sin(L-L,)
— | Y = 2p,—3p.L+2p, cos (L—L,)

p v S—m—— (4)
2pal
Z = p,sin(L—L,)
Il est important de remarquer que, dans cette approximation, les posi-
tions initiales et finales (longitudes Lo et L;) n’interviennent plus dans le
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calcul. Seul le nombre total de tours N intervient, ce qui simplifie beaucoup
la solution.

Notons également que les solutions impulsionnelles (ou, 3 la rigueur, les
solutions singuliéres) étant seules considérées ici, | p}, | est < 1; donc, dans

(2), | Y| est==1, ce qui entraine: p, < ordreA—L.

2. DOMAINE ACCESSIBLE

11 s’agit de définir ’ensemble des points de I’espace 2 5 dimensions des
variations de, de, , 4j, 4a, Ar qui peuvent &tre atteints avec la vitesse ca-
ractéristique 4C. '

11 est commode, dans le cas des rendez-vous de longue durée, de prendre
comme sixiéme variation non plus 4t mais:

4 Av .

ce qui introduit des symétries supplémentaires dans le domaine accessible.
En effet, remarquant que:

1_41' ' _ _lc_ ’ .
T =g grtd = (1 2N)a )

et prenant l’axe de référence Ox selon la ligne des nceeuds, support du vec-
teur rotation A] (do et dp rcpresentent alors respectivement de, et de ), il
est possible de modifier le signe de chacune des 5 variations définissant le

rendez-vous, sans modifier les autres varzatzons, en effectuant, pour toutes
les poussées, les changements suivants:

dey, dey, 4j, da, 4G L k X Y z -
—de n—-L k —Af Y ‘ -Z
—de; -L k —X Y - Z
-4 a+L k | X Y z -
—4a m+L N-k -X -Y -z
-4T | L N—k x | v z
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Ces changements ne modifiant pas la grandeur des poussées, donc la
consommation, le domaine accessible est symétrique par rapport aux axes,
plans et espaces de coordonnées et il suffit de ne considérer que des varia-
tions positives. (I1 est cependant quelquefois commode, pour montrer com-
ment les solutions optimales se composent linéairement, de considérer des
variations de signes quelconques.) ‘

Cherchons tout d’abord i définir, dans le plan Aa, 40, I’ensemble de:
points accessibles avec la vitesse caractéristique AC, les variations Ae,,
de,, Aj étant fixées.

+2AC, min

@ ' 4 / Ae:

max (laal, 185D < 1ol =167,

bey

F1G. 2. Domaine accessible pour:
max (lAal ’ IA’O I) =< IAa Illm.= IA,GIIIm-

Cela suppose que la vitesse caractéristique AC est au moins égale a la
vitesse caractéristique minimale AC;, nécessaire pour produire les varia-
tions de,, de , , Aj qui définissent le point G de la figure 2, soit:
de} 2L Am 5 :
—4—+Ae_L+AJ2 si 34é% <= 45 (II)

A4C2= AC%;, = @)
A:ﬁ _,_(I A€L|+2/§|Af|)2 si-34e?, = Aj? (III)

Il existe alors, associée & AC, une valeur maximale | 4a|n., de | Ada] (fig. 4)
obtenue dans I’étude du transfert simple (4°C indifférent). 4aZ,,, est la plus
grande des racines de I’équation bicarrée (27) de la référence 3.

Le domaine accessible dans le plan 4a, 40 est donc nécessairement con-
tenu dans la bande: —|4a gy < da < +|4a|y.x (fig. 5). Le segment:
AC =0, —| 48| nax=<< da=<+| 4a|yox du plan, obtenu dansle cas du trans-

AS 16
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+2AC;,,,;7
Aer

F1G. 3. Domaine accessible pour:
.max (|da|, |4C|) = |da|ym = |40 |y -

fert simple, n’est autre que le contour apparent du domaine accessible dans

ce plan relatif au rendez-vous, paralltélement A ’axe 04°C. _

Considérons a présent la loi de poussée qui produit une variation 4G
maximale (fig. 6). Il lui correspond une certaine variation 4a.

L’équation (6) montre que cette loi de poussée est nécessairement telle
que toutes les accélérations (da > 0) soient faites au premier tour (k = 0)
et toutes les décélérations (da < 0) au dernier tour (k = N). (Solution de
type ctoDy).

Y

+AC>A0Cninh. 300

[ ou.
.G
be, -

@ @
max(|aal, 185 )> 8= |87 i

. Bey

F1G. 4. Domaine accessible pour:
max (|da|, |40|) > |da|ym = | 40 |ym -
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AAs
§ \
§
N\
N N
‘IAaf'na{* ot Dalmax ;
N\
N\ \
N

Montrons que la méme valeur 4G, peut étre obtenue pour da=| 4a|max.
11 suffit pour cela de modifier la loi de poussée de la fagon suivante: toute
décélération au point de longitude L, due a une poussée de direction X,
Y, Z, produite au dernier tour, est remplacée par une accélération deméme
grandeur, au point de longitude L+, due 4 une poussée de direction — X,
—Y, —Z, produite au premier tour.

- amax

FiG. 6.
16*
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Cette modification ne change pas de,, de,, 4Aj et 4Gy, (ni évidem-
ment AC). _

La nouvelle solution, optimale puisqu’elle conduit 3 4Gy, ne compor-
tant que des accélérations au premier tour (type ofo) est telle que:

A Omax = da < Aamax ®

AT

F1G. 7. Domaine accessible dans le plan da, 4°0.

Or, la solution optimale de type I (ou, a la rigueur, limite entre les types

I et II ou I et III) rencontrée dans I’étude du transfert simple et conduisant a
4a,,, peut produire:

"AC = Admax )]

a condition de placer toutes les accélérations au premier tour (solution bi-
impulsionnelle de type Ao4o).

La comparaison des équations (8) et (9) montre que: 4 Cpax = Adpax €t
que la solution optimale cfy = A4¢4, est de type I.

Notons que, pour 4°C = A Gy, toute valeur intermédiaire de 4a entre
—| 4a | max €t +]|4a|nex s’obtient par combinaison linéaire oDy de la
solution de type I: ofo = Aodo (deux accélérations au premier tour)
conduisant 3 +|4a|m.x €t de la solution de type 1: @y = DyDy (deux
décélérations au dernier tour), conduisant & —| 4a |y, (fig. 7).

La solution optimale correspondante, d>un type nouveau (type IV), cor-
respond & une valeur de p“; non nulle. Son existence se déduit aisément de la
considération de la courbe d’efficacité (fig. 8).
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En effet, pour p’; # 0, cette courbe peut étre considérée comme décrite
par le point (D, parcourant avecla période 2z une ellipse, contenue dans un
plan (n) fixe passant par My, ,sedéplagantlentementet parallélement 3 /) f’:
le déplacement par tour (ou “pas™) étant égal a:

, 1
4Y| = | —3p7(2m)| = ordreﬂ <1

|
\\‘Jf‘f‘l{(ﬁ '

a. Type IV
AZ.
pr>0 _
Wy A Wy 1 4
X
b. Type IV bis

F1G. 8. Courbe d’efficacité dans le cas de rendez-vous lointains.

Une solution de type IV est quadri-impulsionnelle et peut bien étre regar-
dée comme composition de deux solutions de type 1: I'une, cfo, au premier
tour (2 impulsions accélératrices Ao4o aux points de longitudes Ly et Ly,
avec Xy = —Xg, Yo = Yo, Zg = —Z3); I"autre, Dy, au dernier tour (deux
impulsions décélératrices DyDy aux points diamétralement opposés, de
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longitudes Ly = Ly+m et Ly = L+m, avec X3 = —Xy = X, Y =
Yy=-Yy, Zy=—Zy=2Z,

Notons également que le point cfo(| 4a | max, | 4°C |max) pouvant étre obtenu
avecla vitesse caractéristique 4C, le point oy, (| 4a|max, — | 4Clmax) Symé-
trique du premier par rapportal’axe OJa et correspondant & une solution
de type I & deux impulsions accélératrices AyAy appliquées au dernier tour,
peut également étre obtenu avec cette méme vitesse caractéristique, ainsi
que tout point of du segment ooty (par exemple, par combinaison liné-
aire des solutions of, et of,;; mais nous verrons que cela n’est pas le seul
procédé possible).

F1G. 9. Lignes iso 4C.

En conclusion, le domaine accessible dans le plan 4a, 4G avec la vitesse
caractéristique 4C, et pour de,, de,, 4j données, est I'intérieur du carré
D, Dy A, représenté sur la figure 7. On en déduit que:
la section Aa = constante, A'C = constante, du domaine accessible, dans
Pespace & 3 dimensions Ae,, de , , 4j, est la méme que celle correspondant au
transfer simple a condition de remplacer | Aa| par: max (| da), | 4C|).

. . _ | 4a]

Suivant que: max(|dal, | 4C|) {ld@'l’
1ée (I) dans le cas du transfert simple doit étre baptisée (I)/(IV) (fig. 4)
(ou bien(I bis)/(IV bis), lorsque 4j = 0; dans ce dernier cas | 4@ |pax
= 24C)

la partie du domaine appe-
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Tragons maintenant dans le plan da, A Cetpour dey, de, 4j fixés, les
iso AC (fig. 9).

Si AC < ACgm, aucun rendez-vous ne peut étre réalisé.

Si AC = AC, (fig. 2 et 3), tous les points & Pintérieur du carré oy, Dy,
D, oty peuvent &tre atteints en utilisant des solutions de type II/III selon
que SAe 2 = Jj2.

Si AC > ACym, I'iso AC est formée des quatre cotés du carré o@D,
A,

La figure 10 indique les valeurs de p’; correspondant a chacune des
régions du plan da, AC.

Aa

2 1o - 7 oy

Pr< o8 IV
FiG. 10. Valeur de pib.

3. DEGENERESCENCES—SOLUTIONS A NOMBRE
MINIMAL D’ IMPULSIONS

Dans la plupart des cas, la solution linéarisée optimale n’est pas unique
mais dégénére en un grand nombre de solutions correspondant i une
méme vitesse caractéristique AC.

La dégénérescence peut intéresser soit uniquement la grandeur de la
poussée (dégénérescence de grandeur), soit le point d’application et la
grandeur (dégénérescence spatiale), soit encore le numéro du tour ou la
poussée est appliquée et éventuellement sa grandeur (dégénérescence tem-
porelle).

Ces cas peuvent d’ailleurs se présenter simultanément, ce qui conduit &
une dégénérescence spatio-temporelle complexe.

Rappelons que, dans le cas des transferts simples, il y a dégénérescence
temporelle compléte, la poussée optimale pouvant étre appliquée a n’im-
porte quel tour, avec fractionnement éventuel. Il y a, de plus, dégénéres-
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cence spatiale dans les deux cas singuliers de type I bis et III et dégénéres-
cence de grandeur pour les solutions de type II correspondant 3 da =
= Ade, = 0 [types (9), (10), (11) de la figure 6 de la référence 3].

Pour les rendez-vous, il existe également des cas dégénérés.

Il y a deux espeéces de dégénérescences temporelles:

La premiére espece, qui sera laissée de coté, est la suivante: une poussée
au kf*me tour (différent du premier et du dernier) peut étre décomposée,
en partie ou en totalité, en plusieurs poussées appliquées, au méme endroit
et dans la méme direction, antéricurement et postérieurement a ce tour.
Par exemple, une impulsion AV au k®*™° tour peut &tre décomposée en
trois impulsions 4V/3 appliquées respectivement aux (k— 1)?=e, kiéme et
(k+ 1)%=e tour.

La seconde espéce intéresse les cas ou il y a plusieurs applications de
poussée par tour. Il est possible d’affecter a chacune de ces applications
un numéro de tour, les numéros de tours ainsi obtenus étant liés par une
relation linéaire, ce qui laisse une certaine possibilité de choix.

11 existe également des dégénérescences spatiales et des dégénérescences
de grandeur.

Donnons quelques exemples de ces dégénérescences en portant notre
attention sur les solutions @ nombre minimal d’impulsions (figs. 11, 12, 13)
trés importantes dans la pratique, ce qui permettra d’ailleurs d’éviter
I’étude de dégénérescences spatio-temporelles trop complexes.

[SA WEo
V/A 4

LI

D,
forto Oy §

Ao Dy Dy

FiG. 11. Nombre minimal d’impulsions (| 4j| > 4/3 | de_ |).
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.
%//

E

T

0 e /
m i) /////}} %

Fic. 12. Nombre minimal d’impulsions (| 47| < 4/3 | de_ |).

o7 y={ae]

%/} 7 / 7%

FiG. 13. Nombre minimal d’impulsions (| 45 | - 0).

241
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3.1. Type I

La dégénérescence temporelle de premiére espéce étant écartée, les solu-
tions sont bi-impulsionnelles:

L’impulsion I'AC, appliquée au k"®m¢ tour et I'impulsion I”AC appli-
quée au k"= tour (solution A,,4,,, si 4a = 0 ou D,,D,, si da < 0),
avec I'+1I” = 1, produisent, entre autres, les variations:

Aa = 2YAC
AT = 2YAC[( Y ) %(1-2%) I”]
d’out:
i o _ N (40
KIHRT =5 (1 Aa)

e
N
Frh- 0

P 4
Fir) Tt

\

AT =-Aa AT =+Aa
Fic. 14. Dégénéi'escenée temporelle des solutions bi-impulsionnelles de type 1.

Pour un rendez-vous donné (I, I”, Aa, A°C, N fixés), le point K de co-
ordonnées k' et k” peut donc étre choisi librement sur le segment PQ
(fig. 14). 11 subsiste un degré de liberté. Il y a dégénérescence temporelle
(de seconde espéce). Tout point M de larégion Idu plan da, 4°C peut donc
étre obtenu, en général, par une infinité de solutions bi-impulsionnelles.
Les numéros de tours relatifs & ces deux impulsions bien déterminées sont
liés par une relation linéaire.
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3.2. Type I

On obtient des résultats analogues avec cette fois une solution de type
A, D,, comportant une accélération et une décélération. La relation (10)
est remplacée par:

Ly nyw __ N ! 4 A@
KT —k'T _—2-(1 -1 ) (I_A_a)
soit encore (fig. 15):

k'(da+ de)+k’(da— dej)) = N(da—A0) (11)

3.3. Type IIT

11 y a dans ce cas une dégénérescence spatio-temporelle complexe.
Cherchons dans quelles conditions la solution peut ne comporter que
deux impulsions.

Rl
N Q
K
da -A T
v Aa -Agy P
2a-A5 0 - N 4
da+dey
[ —
!
A5 =-Aey AT =-ha AT =ha A5 =Aey

F1G. 15. Dégénérescence temporelle des solutions bi-impulsionnelles de type II.

Les variations dey, de,, 4j et la consommation AC étant données, le
point G représentatif du transfert associé au rendez-vous considéré, est
situé, dans les axes Oxl, ¥1, 31de la Fenétre de Viviani (V) (fig. 16), sur une
paralléle (4) A I’axe 031 (fig. 17).

Soit V’V” I'une des deux cordes de (¥) passant par G. Il lui correspond
la solution bi-impulsionnelle I'AC, I’AC (I’+I" = 1) telle que:

da
5 =#he =I'u+I'y . (12)

4G _ , N\ 1,
2= (1 2—)131+(1 2N)Ig,1 (13)
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da
V5= za
+ACmin (V)
V<
G
y”
0 +O0Cmin g
—= _+2A
TN s
724
Xqy= —V3=2
~ACmin,

F1G. 16. Type I1I. Solutions bi-impulsionnelles.

Dans ces équations I, I, 3; et 3, sont fixés par le transfert a réaliser.
En effet, fixons le point G par la donnée de ses coordonnées cylindriques

o r< ATC, = % dans des axes de centre o (fig. 18). Alors:

r
cosf = ZZ?cosgv (14)
{a' = 2L’ =G+¢—‘B (15)
o =2L" = at+p+p
3 =d4CcosL’ (16)
L# =d4CcosL”
, _ 1 r sing
P =3*2cmp |
p=Ll__r sing @
T2 AC sinf

La droite (4) étant fixée par la donnée de « et r, les paramétres I', I,
%1, 31 dépendent du seul paramétre angulaire ¢ = (o'_G-: aX-). théoriquement
calculable en fonction de da par (12) (2 solutions réelles correspondant
aux deux cordes V'V” passant par G).
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i M,

®)
73 (9] Vs +AC
6, )

67 | (H) ~
%6, 4] 0

F1G. 17. Section y, = constante. FiG. 18. Notations.

Les résultats sont alors analogues a ceux obtenus dans I’étude des solu-
tions bi-impulsionnelles de types I et II, les relations (10) et (11) étant cette
fois remplacées, pour chacune des deux solutions bi-impulsionnelles relatives
au point G, par:

40

N
'y (2 l‘”ll=_ (U (P4 —
KIG+KTH =5 TH+TH) (1 _—Aa) @18)
En ce qui concerne la valeur maximale 4C,,,,» de 4°C qu’il est possible
d’obtenir, A Aa fixé, a Paide de deux impulsions seulement, deux cas sont &
envisager selon que les points P’ et ¥” sont tous deux situés dans le méme

demi-espace 31 = % > 0 [solutions AA, & deux impulsions accéléra-

trices (fig. 19)] ou 31 < 0 (solutions DD, 3 deux impulsions décélératrices),
ou bien dans deux demi-espaces différents (solutions 4D, & une impulsion
accélératrice et une impulsion décélératrice, fig. 20).

‘F1G. 19. Deux impulsions accélératrices.
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La frontiére séparant les points G correspondant a chacun de ces cas est
obtenue lorsque 7’ (ou ¥”) est confondu avec le point double D de (V).

Cette frontitre est donc la portion de surface du cone circulaire (I)
[¥34+(1—ACpuin)?—32 = 0] de sommet D s’appuyant sur la Fenétre de
Viviani (¥), intérieure au volume (@) limité par le plus petit contour
convexe [portions de cylindres (Cj) et (Cy)] habillant (V).

VI

vy

g
6
N+
N\
\\\\
N

'V”
=0

F1G. 20. Une impulsion accélératrice et une impulsion décélératrice.

Les solutions relatives aux deux cordes V'V’ de (V) passant par G
appartiennent au méme cas.

Lorsque le point G se déplace sur la droite (4) de Go & G3 (fig. 17), les
deux cordes V'V” passant par G évoluent de la fagon suivante:

Lorsque G est en G, elles sont confondues avec la dégénératrice V1V,
du cylindre (Cp).

Lorsque G est entre Go et G1 [oul G est I'un des deux points d’intersec-
tion G, et Gy, du cone (I') et de la droite (4)], elles sont situées toutes deux
dans le demi-espace 31 = 0 (cas 1).

Lorsque G est en G, elles se confondent avec la génératrice DG, du
cone (I).

Lorsque G est entre G1 et G, elles traversent toutes deux le plan 3; = 0.
(Cas 2).

Lorsque G est en Gs, elles sont symétriques par rapport au plan 31 = 0.

Etudions successivement les cas 1 et 2.

ler cas: deux impulsions accélératrices AA (ou deux impulsions décéléra-
trices DD)

Le point G est situé dans le volume représenté sur la figure 21, ou, plus
exactement, sur le segment GoG1 (ou GoGy) de la figure 17. D’ot la limita-
tion:

|Aa1|-]/Ae | de, |~ '\}') <|da|<|dalum (19
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F1G. 21. Points pouvant &tre atteinté a  FiG. 22. Points pouvant étre atteints a
I’aide de deux impulsions accélératices l'aide d’une impulsion accélératice et
(ou deux impulsions décélératrices). d’une impulsion décélératrice.

Supposons 4a = 0. Comme dans1’étude des solutions bi-impulsionnelles
de type I, la valeur maximale de AC s’obtient lorsque les deux impul-
sions accélératrices sont appliquées au premier tour (solution A¢Ao).
L’équation (13) montre qu’alors A Cp,y 2 = da pour chacune des deux
solutions bi-impulsionnelles relatives au point G (fig. 23).

K. X A
4], Aa] /A%m e

F1G: 23. Type I1I. Solutions bi-impulsionnelles.
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2éme cas: une impulsion accélératrice A et une impulsion décélératrice D
Le point G est situé dans le volume représenté sur la figure 22, ou, plus
exactement sur le segment G; Gy de la figure 17, d’otl la limitation:

_ V 14
| da| < | day| = Ae?,+(|AeJ_ —_) (20)
13

Comme dans I’étude des solutions bi-impulsionnelles de type II, la

valeur maximale de 4°C s’obtient lorsque I'impulsion accélératrice I'AC est

appliquée au premier tour et I'impulsion décélératrice I’AC au dernier
tour (solution A,Dy).

Pour chacune des solutions bi-impulsionnelles relatives ay point G, les

équations (12) et (13) dans lesquellesk’ = Oetk” = N et AC = A Cpyyy, 3,

fournissent une représentation paramétrique en fonction de I'angle ¢ de la

—_—
frontiére M, M3 (fig. 23) séparant les solutions de type III & 2 impulsions
(type AoDy), ou plus, des solutions de type III 4 3 impulsions A4D ou ADD,
ou plus.
Lorsque, sur la figure 17, G est en Gy, les deux cordes V'V"’ passant par
G étant confondues avec la génératrice DG; du cone (I'), les deux solutions
bi-impulsionnelles relatives & G sont identiques (point M; de la figure 23).
Lorsque G est en G, 'une des deux cordes V'V" passant par G est la
diagonale ¥:Vs. Pour la solution bi-impulsionnelle correspondante
A Cpyax,3 = ATy (en effet le point g défini sur la figure 20 est alors en Go)

et
, 3.
[ 4]
da| = |daz| = 2| de — < |de 21
| da| = | das| = 2| “'(3|Aj|+«/3|AeL| ) <idet D
A P’autre corde correspond une solution bi-impulsionnelle plus défavorable
(Aramx, 2 < A Oy

Lorsque G est en Gs, les deux cordes passant par G sont symétriques par
rapport au plan 3; = 0. Les solutions bi-impulsionnelles correspondantes
donnent le méme point M.

En conclusion, & chaque point de la région OKM1M’'M30, correspond
une double infinité de solutions bi-impulsionnelles de type A4;:D;... Dans
la région M3M’'M1MM3;Ms, il ne lui correspond qu’une simple infinité de
telles solutions.

Cas particuliers:

(1) Si G est sur le cylindre (Cp) (r = 422') leé deux frontiéres

MoMiMM:Ms et MoM1M’'Mj; coincident avec le segment MoM, (cas
limite avec les solutions de type II).
(2) Si G est en o, centre du cercle (C), (r = 0) ces deux frontiéres se

A~
composent du segment MM, et de I’arc de cercle M1 M (fig. 24).
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FiG. 24. Type III. Solutions bi-impulsionnelles. Cas r = 0.

34. Type IV

Plagons nous dans le cas 4C = 0.
Les impulsions accélératrices I,AC et Iy’ AC appliquées au premier tour

et les impulsions décélératrices InAC, IyAC appliquées au dernier tour
sont telles que:

(] (A ! [ Aa ‘
IO+IO _(IN+IN) = Wﬁ)(é ) (22)
’ (A ! " A@ 4 1"
L+1y) + I+ Iy =3yAC = r+r' =1 23)
1 I " "y __ ‘// — Aell ISlnLl
L+ Iy—Iy+1Iy) =I'-T Vol —m—ﬁ xé (24)
[8 = (0%, 4)); fig. 1a]
De ces deux derniéres équations on tire:
L+, =TI fixé 25
L'+ =1I" fixé (26)

ou I’ et I' sont les grandeurs d’impulsions correspondant a un transfert
simple de type I ou Aa est remplacé par AC.

L’équation (22) montre alors que Iy+1, et Iy+Iy sont constants.

Le point I du plan Iy, Iy (fig. 25) peut donc étre choisi sur le segment JK
fixé (J et K sont sur le pourtour OBCE du rectangle). Il y a dégénérescence
de grandeur.

Si le segment JK est dans le tnangle OBG (ou bien CEF), I'utilisation
du point J ou K permet de ramener la solution quadri-impulsionnelle de

AS 17
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FiG. 25. Type v. Dégénérescence de grandeur.

type IV 4 une solution tri-impulsionnelle de type A¢DyDy (ou bien
AoAoDy).

Si le segment JK est dans le parallélogramme BGEF, I'utilisation du
point J conduit & une solution tri-impulsionnelle de type AdodoDy et
I'utilisation du point K & une solution tri-impulsionnelle de type AoDyDy.

Enfin, si le segment JK est confondu avec BG (ou FE), I'utilisation du
point B (ou E) conduit & une solution bi-impulsionnelle de type AoDy.

Cherchons, dans le plan 4a, 4°C la courbe frontiére correspondant a ces
solutions bi-impulsionnelles (figs. 11 et 12).

Comme au point E, I’ = Iy = 0 les équations (22-24) donnent:

ﬂ de, sinL

75| =" 1 =75 mes| - @7

soit, compte tenu des résultats de la référence 3.
da)_
dey | —
VAT— 4,
| de, tg 6]
de module = 1) de I’équation réciproque du second degré:
' A G+ A2+ Ae%, — A2
|dey| /4 T2—A4é3
qui ne dépend que du paramétre figurant en coefficient de x.
V2141 v/ 42 + 42— 245 )
|de.|

pour 4G = 1/4e®+ 4j? (a AT selon que | 4j] = —IA—e'_"—l)

sin L

] =4/ 1-x2<1 . (28)

ol x = est la racine de plus petit module (c’est-a-dire ici

X2 x+1=0 - (29)

| 4a| est minimum (IAalmin =
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Lorsque |4C| - o, |da] -~ | de,|. Enfin, pour | 40| = |4C); ,on

IAe"lAselon que |4j] =+/3|de, |

retrouve bien | da| =-
| das|

3.5. Type I bis

Il y a ici encore une dégénérescence spatiale et temporelle assez com-
plexe. Aussi nous intéresserons-nous seulement aux solutions bi-impul-
sionnelles.

11 existe une infinité de solutions bi-impulsionnelles assurant le transfert
dey, de,, 4j = 0, | da| = 24C. Les impulsions 4V" et AV"' tangentes sont
telles que le centre de gravité des masses AV’ et AV’ placées aux points
d’application M’ et M, soit en G tel que:

— e
0G=" (30)

La donnée d’une corde quelconque /' ' passant par G fixe le rapport
AV"' [AV’ des impulsions et donc la solution.

Il y a dégénérescence spatiale des solutions bi-impulsionnelles.

De plus, une solution bi-impulsionnelle particuliére étant choisie, il
existe une dégénérescence temporelle (de seconde espéce) semblable a
celle rencontrée dans 1’étude du type I (équation 10).

3.6. Type IV bis

I n’y a plus ici de dégénérescence temporelle puisque, par exemple, si
AG = 0, toutes les accélérations sont faites au premier tour (cfo) et les
décélérations au dernier tour (Dy). I subsiste cependant une dégénéres-
cence spatiale: les solutions of, et Dy sont du type I bis dégénéré et le
point M du segment cf¢Dy, s’obtient par combinaison linéaire de ces deux
solutions (fig. 9).

Les points cf¢ et Dy pouvant, tous deux, et d’une infinité de fagons,
étre obtenus en particulier par des solutions bi-impulsionnelles, le point
M peut étre obtenu, en particulier, et d’une infinité de fagons, par des
solutions quadri-impulsionnelles ou mieux, d’une simple ou double infi-
nité de fagons par des solutions tri-impulsionnelles, & cause de la dégé-
nérescence de grandeur déja signalée pour les solutions de type IV (fig. 25).

Le point M peut méme, dans certains cas, &tre obtenu par des solutions

bi-impulsionnelles. En effet, 'impulsion av, o tangente, accélératrice, appli-

quée au premier tour et 'impulsion 217;, tangente, décélératrice, appliquée
au dernier tour (fig. 27) produisent les variations:

Ada = 2(AVO—A VN) (31)

AGC = 2AVe+4Vy) = 24C _ (32

de = 24Vo0Mo—24VyOMy = 24COG (33)

17*%
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oll G est le centre de gravité des masses positives AV, placée en M, et
AVy, placée en My symétrique de My par rapport & O.

Aa et A°C étant fixés, les équations (31) et (32) fournissent les grandeurs
AV, et AV y des impulsions. A

de (donc G) étant fixé, il s’agit de construire la (ou les) cordes Mo M)
passant par G telles que:

v AV,
_gﬁ:’ = A_V:,v = ¢ = rapport fixé - (39

FiG. 26. Type I bis. Solutions FiG. 27. Type IV bis. Solutions
bi-impulsionnelles. - bi-impulsionnelles.

Deux cordes Mo My, et Moa My, symétriques par rapport a3 OG,
répondent i la question. My, et My, sont les points d’intersection du
cercle (@) et du cercle (C) qui se déduit de (@) par '’homothétie de centre
G et de rapport g (fig. 28). Ces points ne sont réels que si

| de|

11—¢| < O =

F1G. 28. Type IV bis. Détermination des points d’application des deux impulsions.
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La seconde inégalité
. |de| < 24C
est automatiquement satisfaite dans la zone IV bis car:
|de| = | 4T lum < |4T| = 24C

La premiére inégalité s’écrit encore:

|4a| < |de| = | dalim (36)
Il n’y a donc de solutions bi-impulsionnelles (une impulsion au premier
tour et une impulsion au dernier tour) que dans la bande | da| < |4alim

(fig. 13).
4, CONCLUSIONS

L’étude des rendez-vous impulsionnels, économiques, de longue durée
entre orbites quasi-circulaires, proches, non coplanaires, se déduit simple-
ment de ’étude des transferts simples correspondants. Le domaine acces-
sible correspondant & la vitesse caractéristique AC s’obtient en rempla-
¢ant | da| par: max (| dal, | 4°C|) dans I’étude du transfert simple, avec

4 Az
40 = 34 L+Aa, ol | 40| est le rattrappage angulaire.

La solution optimale est d’un des quatre types I, I bis, IT ou III déja
rencontrés (réf. 3) ou de deux types nouveaux: types IV et I'V bis.

Le nombre minimal d’impulsions est égal & 3 ou 2 suivant le rendez-
vous considéré.
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MINIMUM-IMPULSE TRANSFER
BETWEEN A CIRCULAR ORBIT AND
A NEARBY NON-COPLANAR ELLIPTIC
ORBIT!

J. V. BREAKWELL
Stanford University

ABSTRACT

The Pontryagin maximum principle is applied with orbit parameters as state vari-
ables, characteristic velocity as independent variable, and orbital position and thrust
direction as control variables, to analyze minimum-impulse transfer with no limit on
time. It is assumed (i) that one orbit is circular, (ii) that eccentricity as well as changes
of energy and orbit plane are rather small. Charts are presented from which the details
of the optimal transfer can be obtained, whether 2-impulse or 3-impulse. The analysis
differs substantially inside and outside a parameter region, which is region III of
Marec™® and the singular region of Edelbaum.® A special “transition” analysis and
chart are necessary near the boundary of this region.

1. INTRODUCTION

Minimum-impulse transfer in an inverse-square field, even with time
unrestricted, is a complicated problem. It has been known for some time
now that in certain circumstances the optimal transfer may be 2-impulse,
3-impulse, or bi-parabolic.®-® The general criterion, however, which distin-
guishes the circumstances leading to these three types is not yet known,
although some partial results in this direction have been obtained by Mar-
chal.® It is not even yet established that these three types exhaust the possi-
bilities. Numerical programs for settling this question by iterative compu-
tation of the optimal transfer between any two given orbits are not yet
available: ‘ '

A 3-impulse transfer, for example, is described by seven parameters,
so that a search program is out of the question without extensive preclassi-
fication; on the other hand, a direct dynamic programming computation
in the state-space of orbit parameters is stymied by the excessive dimension

t This work was partly supportéd by the U.S. Air Force under Research Contract
AF 33 (615) 1411.
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of this space, namely 5 if time is unrestricted. If one orbit is circular, the
state-space becomes effectively four-dimensional, which is still excessive.

A more cautious approach was suggested by Marchal (end of section 2
in ref. 6), namely to examine the characteristic velocity (or . “effort”)
required, as well as the optimal procedure, for low eccentricities and small
changes of plane and of energy, the results to be expanded in powers of
these small quantities. The bi-parabolic case doesn’t arise here, of course.

If only the first power of small parameter changes is included in the
expression for effort, one arrives at a theory of infinitesimal transfer
between nearly circular orbits. The variables adjoint to the orbit parameters
are now constant during the transfer, and the appropriate Hamiltonian,
a function of position in orbit, must have two or more equal maxima except
in the case of transfer between intersecting orbits, where one impulse may
suffice. The general possibilities here have been examined by Marec®
and by Edelbaum‘, They arrive at the existence of three distinct types of
transfer: A nodal type (Marec’s IT) in which the impulses are applied at the
nodes of the initial and final orbits, a non-degenerate type (Marec’s I) where
the impulses are applied at well-determined positions not on the line of
nodes, and a singular type (Marec’s III) in which the Hamiltonian is flat
and impulses may be applied anywhere, in certain specific directions, pro-
vided that they combine to the desired transfer. The three regions of para-
meter space are shown in Fig. 1, borrowed from Marec, for a typical

INFINITESIMAL TRANSFERS (MAREC, EDELBAUM)

POSITION (AND SIZE) e

OF "ROOF" T fey = ecosw

DEPEND ON ‘a/r Y ley ze sinw
-~ ~

T (Byly = By 1Bp=-1B )i (By=- 1Ry,
I (NODAL) (Byt ﬁOt Bh)z"(ﬁr- ﬁo- ﬁh)l
Ir  (DEGENERATE) B, =V/38,

FiG. 1. Infinitesimal transfers.
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Aa '
positive (7) / 7, T being normalized effort, an appropriate first-degree

a
function of the parameter changes PR i (inclination), de, and de, (com-

ponents of “eccentricity vector” || and L to line of nodes of initial and
final orbit) as follows: ‘

Iv= \%EV i2+(de)? —% (%)Z V[ iz—(Ae52+ ("_")2]24.4,-2(41&)2

a

Ilz= l/i2+(Ael)2+%(Ae..)z (1.1)

Il = = %\/(Ae,,)2+(AeJ_+i V3.

The boundary between regions I and II is a one-impulse locus. Even in
cases I and IT an impulse at one position may be subdivided into two (or
more) impulses separated by one (or more) impulses at the other position
with no change in effort (to first order). This theory, then, is insufficient
to distinguish transfers requiring three impulses from those requiring two
impulses. '

This ambiguity is removed if one secks to expand the effort to higher
than first power of the small parameter changes. Here one must account
for changes in the Hamiltonian during the transfer, and the analysis, which
is lengthy (sections 3, 4, 5) is especially difficult in extending region III
(section 4). The boundary of the infinitesimal theory between region III
and regions I and II has to be replaced by a “transition region” with a
separate analysis (section 5).

The results of this paper are confined to the case where one orbit is
circular, and we suppose this to be the initial orbit. The nature and details
of the optimal transfer will be obtainable from a family of charts.

2. NECESSARY CONDITIONS FOR MINIMU M-
IMPULSE TRANSFER

We define an orbit-parameter 5-vector

Inh=1L
e
p=|lo . , 2.n

‘i*

0
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h being orbital angular momentum, & eccentricity, w argument of perigee,
i* orbital inclination, £ longitude of ascending node, relative to a suitably
chosen “equator” and origin of longitude thereon (longitude being meas-
ured with respect to a non-rotating earth). This equator and origin need
not correspond to the actual equator and vernal equinox, since we are
ignoring any earth oblateness, and it will be convenient to allow the equator
to conform to the desired transfer in a certain way.

Following Contensou'? we adopt as independent variable the effort, or
more precisely: T = Av/u, p being Gmg, where mg is earth mass. The
equations defining the rate of our 5-vector are (cf. refs. 8, 9):

dp
&= = i@ 0. 22

where B is a unit-vector in the direction of thrust, § the orbital angular
position measured from ascending node relative to the chosen equator.
The vector functions f;, functions of ¢, w, i* and 0, are:

fi= (o, —1—,0), 7= (s,_a,, 200-«1’12(;:%_.,)’ )

1+ 6eco—o

P ( So—a(2+6Co-w)  CiS ) (2.3)

Co-a» e(1+eco—0) > sp(l+ecoa)

[Here we have adopted the abbreviations: ¢, for cos 0, s, for sin 6.]
The adjoint variables 1; obey

dh; oH
% - _E, (2-4)
where the Hamiltonian H is given by:
5 ~
H=e'Y A8-filp, 6). 2.5)
i=1
diy  dA
In particular A4; = A, is constant and —d_rl = d_rL = — H. Necessary

conditions for transferring from an initial orbit p® to a final orbit p¢?
with minimum effort 7 are given by the Pontryagin maximum principle:

3 and 0 must be chosen to maximize H. This maximized H is then a
constant of the motion which may be chosen as unity by suitable normali-
zation of the adjoint variables. The maximization of H with respect to

Eis trivial: 5 must be || to i A:.f(p, 6), so that
H=et | . 4o, 6)|- @6
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The adjoint variables 4, and ;. are, generally, not constant. It is always
possible, however, to define our equator so that, for the particular transfer

of interest,
As =0 and 1, = Ag cosi*, 2.7

i* being variable. This will simplify the remaining analysis. To verify that
this is possible, we may follow Lawden®® in considering position 7 and
velocity 7 as states, rather than the orbit parameters themselves. If l-: and
;'L:, are the corresponding adjoint variables, it is known™? that X 2:,+'r' X )-»:
is a constant % during transfer. Now it may“? also be shown that 4,, A;,

and A, are the components of this constant k in the directions of angular
momentum vector, ascending node, and north pole, respectively. If, then,

we choose our equator L to k, with “north” pole along k, we arrive at
2.7).

Since we are interested in near-circular orbits, we introduce, in place of
¢ and o, the “eccentricity components™:

£ =eco, N = S 2.8)
The corresponding adjoint variables are:
e = Aec, —r}—;‘l So
(2.9)

Ay = A8, +i'— Cos
)

so that, because of (2.7),
E}nﬂ —77},5 = lpcf. (2.10)

The radial, circumferential and out-of-plane components 8,, B,, B, of the
optimal ﬂ are now given by:

.ei = ﬂx ‘= ﬁz
H AeSg—AqCo (Aos¥)se
1+&co+nse
: by v (2.11)
- AL 9 —7Co _
[(l-l-f(,'g-l-'ﬂso) +2(AECO+ lﬂso)+l+_—_§co+nso (Asso ,’co)]
Where '

_ (GostYish 2 ’
oL _ - 2 )
HZe (Ao — Aqco)®+ (+Ecotns [l Fhctmsy T ]

= F(§, 0, AL, Ag, Ay, AgsF¥; 0), say. : 2.12)
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Position 0, of course, must maximize F in (2.12). It can be shown,?

moreover, that, except when F has a double maximum (cf. ref. 8), 7 and :B
are (piecewise) constant as 7 varies, implying impulses at positions 6,
separated by coasting arcs between positions 0; and 0, corresponding to
equal maxima of F.

3. THE EXTENSION TO HIGHER ORDER
OF MAREC’S REGIONS I AND II

Generalizing the analyses of Marec and Edelbaum, we anticipate (after
several false starts!) that the appropriate state and adjoint variables are
of the following orders of magnitude: A;and Ags;+ of order zero, with
(Ags¥)? > 322, the difference of these last quantities being also of order zero;
Az, A, and & of first order (0,) in the effort 7, a small quantity; L, 9 of second
order (O2) in 7. We suppose here that Ay is scaled to unity, so that Lo = 0;

7 is thus the dimensionless Av / I/ F (to first order). Equations (2.1)~(2.4)
a

and (2.11), together with the maximization of F in (2.12), show that these
orders of magnitude are maintained during the transfer, the change in 4,

being O, and (2.10) shows that i* = % +0..1f wedefinean angle (% <a
<—Z—) such that (4,)e = ¢,, Ag = s, (there is no loss of generality in suppos-
ing that 2, = 0, A5 > 0), then the optimal § = + %+ 0,, given by:

(1—4cdcy = —E(1 —3¢2)+2A1c,+ 3,5, of first order, (3.1)
where s, = 114 0,, according to the sign of the switching function:

3).,,c, 1— 4c,

S =

(Q&c2+2Azc, —Es?) + R24,Gr+Ec)—ns?], (3.2)

which is O». The optimal B is given, neglecting O, by:
Bx = S¢Cas By = AL+2c,co+2A,50+EC,, B: = 5ySa- 3.3)
The behavior of 4, and the switching function S with 7 are found to be:

Ay = (A)o+T5250,, }

3.4
S = So—67(A,)052 —37255,5%, 34

from which it follows that the first switch in 0, i.e. the first coasting period,
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occurs at i :
T=T= }%{-(}»;,)osoo+l/(}~q)§+%lsol,}, 3.5
with subsequent switches at regular “intervals”

to; = S%]/a" 4+ ISl (3.6)

Consecutive values of the controls § and B, (B, B, being readily obtained)
are obtainable from (3.1) and (3.3):

¢, (prior to 71) = l_—14—c2 {2(AL)oc,+ 3(A,)086,c. —Eo(1 —3c2)}
o, = coi) =Tmgog 2hu(e)en—3Iu(ds0c,—E()(1 —3cD)

Coy = 09(1'2" ) =- —1_1—402 {2)»1,(1 2)C¢ + 3).,,(1:2)5‘006'“ —5(12)(1 - 36‘2)} (37)

and

By)o = (Ar)o+2c,co,+2(A,)085,+ EoC,
53}'(1;) = )“L('tl) + 2(,'“09, - 2)’11(11)‘990 + 5(‘51)0, (38)
By(7F) = AL(ve)+2c,co,+224,(T1)s0,+E(T2)C,
The evolution of the parameters 2 and £ is steady throughout:
Q = .Qo+1:s¢+02} (3.9)
& =to+1c,+0;

In particular, if the initial orbit is circular (o = 7o = 0), the effort is
7 = A/E+(Q—Q0? +0,, (3.10)

Neglecting 0,3, 2—, is just the inclination i of the general to the initial
orbit, and & is the component e, of the eccentricity vector L to the line of

nodes of the general and initial orbits; so that « = cot—1 fi.

Ofmore interesthere is the evolution of the following reduced parameters:

x = 2L(1 —4c) _ (é‘ai)(l —4c?)

52 7252 (3.11)
1—4c2 . ey(1—4c2)
y =T%,2—(‘P7+Ecw) = “—'t'-’.s'f_
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e, being the component of the eccentricity vector || to the line of nodes of
the general and initial orbits, and p, = —7;- + O;, the angle from the ascend-

ing node of the general orbit relative to the initial orbit. This angle y is
given (cf. (4.17) later) by:

Cp = a: S¢Co- (3.12)

The parameters x and y are given in terms of further quantities

Py _ (An)oss, or ( (An)oss, +2)

Vasustisa o+ tis

according as (4,)ee, > 0 or <20, (3.13)
752 or 52| (An)oSe, | ’

“= 1 1
V-(%)3+§|Sol (g + 71 Sol

according as (A)ess, =0 or <O,

H

by
if (Ag)o86, = O, 0<i=<1:

3 A .
—+ (4523 (—+1), 0<u=<1-2, 1 impulse,
Fm ( ) " p p

4523 .
S;z 1-A+@-DE-"

1—-2 < py=3—2, 2 impulses in ratio 1 —A: u—1+4,

2_
-5t Q=3+ )+ 225304 (u- D -3+2)
# > 3—A4, 3impulsesinratio1 —4:2: u—3+12,

2_37’ (1 =2+ (1 —22)(u—1+ A+

(3.14a)

3 A
2 (@523 (—+1), 0<p<1-)
T (4s2-3) m I

03
pye

452 -3

2 {1-A—(u—D(u—-1+4)},

{(1-A—(1 -2 (u—1+D)+
1-1 < u= 3-4,

3 4
T B 1+ (=40 —3+ ) + d

i;3{/1—3+(y—1)(y—3+/1)},

u=3—4,
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or else '
if (Ap)ose, < O, l=sA<2:

3(2M l){3 —A+(5— 2/1)(ﬁ-3+z)}
+(4s£—322(2—z)z{3_l+(2_fi_1) (2 , 3+z)}
3(2# "){ —(5—27) (———3+z)}

+(4s3—322(2—l)2 {3 e (_—i‘l) (2 1‘3”)}

with g > (2—2)(3—2), 2 impulses in ratio 3—2: ELA—3+Z.

The optimal 6,’s are given by:

_Co  __Cop 3e, 52
1-22 "1-42 ~ “" ™ Zu@st-3)
or
Ca, _33132
5-21° T u@st-3)
and the optimal §,’s by:
[ S — 22 202
By)o = 7 (4 5 ){3(1 %) +42252}
oo B —1)2—4)252
ﬂy(tl) - 22“(45,2_3) {3(}' 1) 4% sﬂ}
iSe _ g e
By(z3) = Ta@si—3) ————— {3(1 —6A+ A?) +4A(2 — A)sZ}
or

is,

Bo = Frgr—zy BA-DB-D+4(1-2%sI)

Bet) = gory GG -DP—4G-2s3)

263

(3.14b)

(3.15a)

(3.15b)

(3.163)

(3.16b)

Contours of constant A, 4 are shown in the x—y plane in Figs. 2 and 3,

. 4 T .
corresponding to the extreme cases « = — and « = 3 respectively. The

2

triangular region around the origin bounded by the dotted lines corre-
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sponds to 3-impulse transfers and the heavy diagonal line segments corre-
spond to 1-impulse transfers. Note that the 1-impulse locus with negative da
extends inward as far as the corner of the 3-impulse region, while that with
positive 4a does not extend inward as far as this region. The wave-fronts
corresponding to increasing 7 (i.e. increasing y) move toward. the x-axis

0

a=w/2

.77

o = Aoli®-3ef)
i2(i2 +e2)

Wy

_enli®-3ef)
i2(i%+e?)

—=\
e

-

[=]

a=n/3

x = Bohlit-3ef)
i2(i2 +e2)

Iy

®

_ e.(iz-Sez)

i#(i2+ef)

o [o]

FI1G. 3. Non-linear chart for regions T and II: « = ;

where they are met by identical wave-fronts moving from negative y.
The optimal paths, then, do not cross the x-axis, and it suffices to show the
upper half x—y plane. Figure 2, corresponding to e, = 0, was obtained

by Winn.“® The case « = % , for which Ags* = ¢4/ 3, lies on the boundary

of Marec’s region III and outside the domain of this analysis, and requires
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a separate “transition analysis” (section 5). In fact, the 3-impulse region

. a4 . . .
in the space of parameters — /7%, e, /72, grows indefinitely large as oc—»g, ie.
a .

as we approach region III. Nevertheless, x and y are linear functions of
s2 for fixed A and u, so that iterative interpolation between Figs. 2 and 3

will suffice to obtain A and u corresponding to given x, y and «, with% >

o> % Formulas (3.15) and (3.16) then determine the optimal transfer.

Case b, corresponding to (4,)oss, < 0, applies only to the 2-impulse
region below the leftward diagonal and outside the dotted boundary of the
3-impulse region. Incidentally, the region between the diagonals corre-
sponds to Marec’s region Il and the regions below the diagonals to Marec’s
region L.

" The main part of region I and II, in which e, and é'f are of the same.
a

order of magnitude as i and e, requires only two impulses, computable
rather easily in region II and not so easily in region 1.2 Our higher order
theory tells us furthermore that the larger impulse should be applied first,
the wave-fronts in an appropriate parameter space meeting equal and oppo-
site wave-fronts when the two impulses are equal.

4. THE EXTENSION TO HIGHER ORDER
OF MAREC’S REGION III

~ Generalizing the analyses of Marec and Edelbaum, we anticipate that

dos = #(HA)

1 4.1)

where A4, B, A, 4,, L, §, 1 are all first-order small quantities. Condition

(2.10) then leads to: i* = —+ \/_ + 02, so that 5* = 1+ 0zand 4 =

constant+ Os. If we suppose, further, that H,,, = 1 and occurs at 6 = 6,
we obtain two homogeneous relations between our seven small quantities:

3(A —B)s3,, +4ALco,, + 6AyS0,,Co,, —E53,.Co,, —NS6,,(2+C3,)
+4(L+ B) = 6(4—B)se,,cs, —4AL5s, 4.2)
+6A,(c3, —53,) —Ese,(2¢5 —53 ) —mnco,(2+353,) = O.
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The condition F(é, n A & (14B), 4o Y3 (144); 0) <1-2L+0,,

with equality at 6 = 0,,, can be converted into:
po(t) = 3(A—B)*(1+ 13+ (1 —12) (1+ 122+ 32,1(1 — t4) —£2(1 —1?)
—nt(1+4:2+1tH+(L+B)(1+12)2 =<0, 4.3)
where ¢ denotes tan g-, the equality holding at ¢ = ¢,, = tang—"‘. De(2)is

therefore expressible in the form (t—z,)%7,(¢), where m,(¢) is a negative
definite, or negative semi-definite, fourth-degree polynomial.
The optimal g is given, neglecting 04, by
1 3
ﬁx =7SO,,’ ﬂy = Co,,> .Bz = \é 56, (44)

and the evolution of the small quantities 4, B, 4;, 4,, &, 7, L, neglecting Oy,
by:

dA _ dB_ 1,  du_ . diy _

_d 0’ df 750,,,00,,,, df - l, df 4 Som(3 Com) (4 5)
& a3 L '
d—'——(1+3 ),d 259,,,00,,,E—Co

The corresponding evolution of the polynomial pg(z) = pg(t, ), is:
0 1 1 1
P = (st e (1-g )it (o) |

(4.6)
the square bracket enclosing a positive-definite quadratic function of ¢.
Suppose now that 6,, = 6; at T = 0 and that 6,, switches to 0 at T = 7.
Then pg(t, 71) is expressible in the form:
po(t, 1) = (t—11)%(t —t2)*(eat®+ Pt +71), 4.7

where a; < 0, 1 < 0 and 2 =< 4«;y;. It follows from (4.3) and (4.7) that,
at T = 13: (4—B), (L+B), &, 0, A1, A, are certain linear functions of aj,
f1, v1, with coefficients dependent on ¢, 5. In particular,

1 1 i
E=§& =—2-(ko—kz+k4—ke), n=m=-7 ks, (4.8)

where k; is the coefficient of # in pg(t, 71).
Assummg again that &, = 7o = 0, we may combine (4.5) and (4.8) to
obtain
2t1ta(t1+to)ay — (12 + 4tata+ t3)B1+ 2(t1+ t2)y1 = 656,C0,71,
(13 +4t1ta+ 12— 1 — 13D+ 2(¢1+ 1) (1122 —1)B1 4.9)
+ (3134113 —at1ta—13)y1 = (14+3c3 )01
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Noting furthermore that there is a linear relation between the odd powers
of tin (4.3), we find that

2(2—t1t3)(t1+tz)a1+(t%+4t1t2+t2 —-2— 2t2t )ﬂ1+2(t1+tz)(2t1t2—1)‘})1-—
(4.10)
B1 N

Combining (4.9) and (4.10), we can easily solve for s s —
T1 T1 Ti1

as func-

tions of #4, 3.
For values of T greater than 7, and prior to the next switch of 6, we
find from (4.6) and (4.7) that the reduced fourth-degree polynomlal m, is

given by:
my(t, 1) = (t—t1)(at®+Prt+y1) +
=T — )+ (L co)? [(1 —% c,,)tz—% sot+ (1 +% c,,) ] @4.11)

The next switch 73 is the least 7, greater than 7,, for which m,(#, ) hastwo
equal factors, say (¢—#3)2. A root-locus analysis,*® together with the positive-
definite character of the square-bracketed term in (4.11) and the negative-
definite character of (x172+ 12+ %1), shows that | 72| must be no less than
[1]. This means that B, never increases, which is not surprising in view of
decreasing character of A;. If |#2] = |#1], | 23| = | ¢2]| and 7; and 73 may
be obtained by a search on 7 as follows: 7, is the least T greater than 7,
for which $* = 0, where

S* = ByD?—B1DoD1+ BoD3, Do = 2A43B}—3A41BoB;
—4A40BoB2+440B3,
= A3B}—3A41BoB3+4A4,B1B,,

1 3 3 1 4.12)
—EAoAz—l—é A3, B, = TAoAa——s- A14,,

1
By = AoAds 16 A1As,

and 4; is the coefficient of t*~/ in (2, 7).
The corresponding 3 is given by:

‘ t3 = —D1/Do. | 4.13)
[Here B;/A, is the coeﬂicient of 2/ in the remainder nz(t) when m,(2, 7) is
Fn my(t, v) is
divided by 7,(?),and S* is a multlple of the remainder when 7a(t) is d1v1ded

by 71(2).]

18*

0 D
divided by % = m,(t, T), —5— is the remainder 7,(¢) when —
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For 7 = 73, we again express pg(?, 7) in factored form, now as (¢—17»)?
(t—t3)2(12t2+ﬂzt+y2), so that ay = Ao, ﬂz = A1+2Aot2, Y2 = Aa+2A41ts
+3A4ot2. Then, for 7 > 75 until another switch, py(t, ) = (t—15)%m,(2, 7),
where (¢, ©) is now (t—15)%(xat®+Pat+y2)+(T—T)(t—t3)(t+15)
(1+c5,)? [ (1 ——;— Co,) 12 —%so,t+ (1 +% ca,) ] The previous algorithm may
now be applied to determine 73 and ¢,, etc.

There are 2 “singular” limiting possibilities here: (i) If z, = #,, ¢,, increa-
ses in absolute value, without changing sign, continuously with z. This
corresponds to the continued existence of a double maximum of H,
mentioned in section 2. (ii) If £o = — ¢4, ¢, “chatters” continuously between
+|¢|, with | ] increasing continuously with 7.

Computations were made for various #1, 2, using (4.9) and (4.10)
followed by the search algorithm S* = 0, ¢t3 = —D;/Do, to obtain

To—T1 T3— T2 . . T
: > 13, , ¢, etc. The consequent evolution with — of the fol-

71 71 71

lowing reduced parameters was computed :

5= 33,.. _ 1 i(e, +iv/3)
T 13 72

5= =L I @4.14)

§ ., 3av, 9 _3av L av
T T2 g e T g e TS g G
- (4.15)
Ai*  4/3 av Q-Q¢ /3 av g
- = om09m, V= S i
T 2 T 2 7

Next we determine the inclination i of the current orbit to the initial orbit
by considering the angle y (as in section 3) defining the position of the node
of initial and general orbits relative to our equator, so that, to first order:

Ai*c,+(Q—Q0)s,= i, Ai*s,—(Q—Qo)c, = 0, } @16
§cp,tms, = ey, Esy—nec, = e, .
from which it follows that
G _ S _ 1 4.17)
s X1 A2y 3%
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| Ag
La0, .50
0.50 2'a/™ %
% . fley+iva)
0.40 I 72\/5
ie
zg = n
/3
0.30
—— 0, (degrees)
0.20 —— 8, (degrees)
---- 0, (degrees)
0.10]
° } i h
[o] . 030 040 050 . . . 1.0

Z,

o5 389723204
5 - e +ivB)

0.40 I /3

z, ey

I, =

0.30 : rZJS
— 0, (degrees)
—~— 8, (degrees)

0.20 2 e
---~ 85 (degrees)

0.10

o .
(o] . 020 030 040 050 . . . 0.90

zl .
FiG. 5. Non-linear chart for region III; Z; = +0-4.

The wave-fronts of constant 7 in 212225 space were found to move
toward the 2,%; plane, where they were met by equal and opposite
wave-fronts. It sufficed, then, to consider only positive X's. Again it was
found that the optimal transfers required either 2 or 3 impulses, the
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l-impulse possibilities here lying on the corner of the boundary with
regions I and II. Contours of constant 01, 05 and 63 (when necessary), are
shown in the 212, plane in Fig. 4 for X3 = 0, and in Figs. 5 and 6 for
typical positive and negative 2's. The upper boundary is the boundary
with region II, and the right-hand boundary is with region I. It should be
noted that singular type (i) did not arise, while singular type (ii) occurred

L A 2
E?u/n Z5=-0.4

0.50
s ite _L+i~/f-5)
13 2 -\/-
V3
0.40
Z, T
2" 2
V3
0.30
— 0, (degrees)
0.20 - == 8, (degrees)
---- 8, (degrees)

[0} o.10 020 030 040 050 060 0.70 0.80 0.0
Z

F1G. 6. Non-linear chart for region III; ;= —0-4.

only on the boundary with region I, for which a separate overriding

analysis is made in section 5. The optimal 8’s are determined immediately
from (4.4) as soon as the optimal 0,,’s have been read from figures like 5
and 6. The partitioning of 7z, given by (1.1);; between impulses is easily
computed with the aid of the definitions of 21, 25, 2’3 in (4.14) as averages
over T.

5. THE TRANSITION REGION BETWEEN REGION III
AND REGIONS I AND II

We have seen in section 3 that the boundary between 2-impulse and
. . . 4
3-impulse transfers in regions I and II occurs where =2 and e, are of
a

second order in 7, but that the appropriate coefficients grow indefinitely
large as i—e J_\/ 30 (from above). On the other hand, we have seen in
section 4 that this boundary in region III, in which i < e _,_\/5, occurs where
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da and e, are of first order in 7. A careful analysis is therefore in order
a o

[ — 3. . . .
for the case wherelle% < 1. Returning to the analysis of section 3 and
allowing « to approach% from above, we see that Cg,, in (3.15) becomes
larger than a first-order small quantity. If we suppose that a—% is of an

order of magnitude between order zero and first order in 7, then ¢, , is
between order zero and first order. The error terms Oy in (3.8) become of
lower order, and (3.8) should be replaced, using (4.15), by

Q= go+,[£+i(a_g)_§avcz ]

2 "2 7 o

=1 (5] 37l

2 2

Furthermore c,, in (3.12) is also between order zero and first order, so that
we must use (4.16) to obtain

—esV3_ (@-Q0—EV3 | Aitiny/3
T - T + T v
which, combined with (3.12), (5.1) and i*, 5 from (4.15), yields

e e R B PO

Next, from (3.11) and (3.14), for small oc—%; and0 < A=<1:

(5.1)

3 \
ﬂ, 0 < m= 1—-4
da 3 _ _
. ( n) (_a_) 7 (124020 -1+ )
_— —_—-— = X =
V3 3/ = 1—A<p<3-2
3
W{3—51+(1—4A)(M—3+1)},
| 3-A<u
A (5.3a)
-;—N-, O<pu=<1-1
8 A 3 3
e (oc——s-) a=r= m{l-z—(l—zz) (u—1+2)}, 1-A<p=<3-2
)%2{32—1+(1—4).)(y—3+/1)}, 3—-A<up
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or,ifl <1< 2:
(%) |
8 ( _=\a 32-2%) b
(5.3b)
8 T\ € _ _ 3(2—}.) (5 ©w _
—%(a—?);z— =y == 1312 (2__7 3+A)}
The optimal 0,,’s are given by:
Co, _ Co, _ _ 3'\/5‘5
1-22  1-42~ 7 m (42)
16Au (a—-—)
3
or
Co, _ _ 3’\/§ T
557 =Co = T (5.4b)
o (oc —3)
We now introduce the parameter { and the angle 8 (0 << § << ) given by
% _ 5 _ 1 _1
ﬁ - e" - Aa 2 - C’ (5.5)
a () +e
and a parameter A* defined by:
21/ 22 it y =y, and T<p<"
4 4
32 i y<ys  and Z<p=<>2
VB 4 4 ‘
A% = (5.6)
[xs| . 7
2 ] if |x| > |xg| and /3<Z or ‘B<T_
Ixl . 1 3n
Tx2] if |x| <|xg] and ﬂ<4 or /3<_4—,

where (x3z, yp) is a typical point on the boundary between the 2-impulse and
3-impulse regions in Fig. 3, obtainable from (5.3a) by setting u = 3—2 if
3n

M,orbysettingl=landusing2< ,u<§ifﬂ>T.We

can then eliminate (oc—%) between (5.2) and (5.3), using (5.4)—(5.6) to

(B ES
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obtain a relation:

. 5 C 4
¢ :::gs)t =-;:|-C3A()“*’ B =z BA% P, e7

where the functions A(4*, §), — B(A*, B), are shown in Fig. 7 for various

Ca

B < % and in Fig. 8 for various §= % The interval 2 < A*=<=3 corresponds

to 3-impulse transfers. Equation (5.7) is to be used, in conjunction with
Figs. 7 or 8, knowing the orbit parameters, to interpolate between 4 and
— B in the ratio 74: {% in order to determine the parameter A*. For 74 > (3
this transition theory reverts to the analysis of section 3, and for 74 < {3
to that of section 4. The boundary between 2-impulse and 3-impulse re-
gions, if i—e, 4/3is exactly zero, occurs where ¢ is of order v¥3. Finally,
after A* is determined, the definition (5.6) permits location of the corre-
sponding (x, y) in Fig. 3, so that A, u may be read and the optimal transfer
described, using (4.4), (5.3) and (5.4).

6. CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS

Perhaps the most striking result of this paper appears in comparing the
conclusions in section 3 for regions I, II with those in section 4 for region
III. Inside regions I and II the 3-impulse region consists, as in ref. 13, of

points for which (—%) [i% and e,/i?® are sufficiently small and for which

i=>e, /3, this region constituting in a sense only a narrow ridge in para-
. . .. da ' .
meter space, including the point i > 0, — = e, = e, = 0, corresponding
a

to the elementary results on circle to inclined equal circle in ref. 5. In region
II1, on the other hand, the 3-impulse region is a very substantial portion of
parameter space. 3-impulse transfers, then, are far more prevalent than is
suggested, for example, by Winn’s results®® for coaxial transfers.

No mention has been made in this paper of points in the hyperplane
i = 0 corresponding to coplanar transfer from circle to nearby ellipse, for
which, of course, the optimal transfer is a Hohmann type 2-impulse trans-
fer. The results of this paper do not converge unambiguously to this simple
result as we approach the origin in Figs. 4-6, and a separate transition

analysis should be carried out for 0 < i <e s A_a.
a

Some preliminary numerical studies have been carried out based on the
non-linear small-transfer theory of sections 3-5, for cases where the major
axis of the final ellipse is | to the line of nodes of ellipse with initial circle;

ie.ey =0,e, = 0. % was chosen to be +0-1, e, was in turn 005, 0-1,
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0-15; and the nature of the optimal transfer was examined as i was allowed
to increase from zero. For i = 0, of course, the transfer is of Hohmann
type, requiring only a single impulse in the case e, = 0-1, and a backward
second impulse in the case e, = 0-15. For sufficiently large 7, on the other
hand, the transfer requires three impulses, all applied close to the line of
nodes. As i increases from zero, the transfer is 2-impulse for a while, except
in the case e, = 0-15, in which it is 3-impulse as soon as i > 0. An interest-
ing feature of the transfers concerns the positions of the impulses: the first
impulse moves gradually, as i increases, from the major-axis toward a
node; the second impulse, and the third impulse, when present, is almost
immediately rather close to the line of nodes. Further numerical studies are
planned, and it will be interesting. to observe here the difference between
negative and positive 4a, already apparent in Figs. 2, 3, 5, 6.

The methods of analysis of this paper are extendable to the general prob-
lem of transfer between nearby non-coplanar ellipses,involving two further
parameters, (e;)o and (e )o. Figures like 2 and 3 should be obtainable, for
example, with the aid of a double interpolation routine. The symmetry be-
tween + e, disappears, however, if (¢;)o > 0, and the upward and down-
ward wave-fronts must terminate along a curved common front which has
to be computed using an explicit non-linear expression for the effort <,
which was unnecessary in this paper. This lack of symmetry, for (e,)o = O,
appears in particular in the coaxial problem, and is evident in Fig. 7 of
ref. 13. To generalize Figs. 4, 5 and 6 to the case (¢;)o # 0, (e;)o # O,
requires a triple interpolation (1), since interpolation on 2's was already in-
volved. Again the symmetry between +2', disappears and a common
wave-front must be computed. To attempt to generate the corresponding
3-parameter family of charts seems, in any case, hardly worthwhile.

What may, nevertheless, prove profitable is the incorporation of this
analysis into a sophisticated preliminary subroutine in a large computer
program for determining optimal transfer between non-coplanar ellipses,
not necessarily nearby. The later part of the computation would involve
iteration, either of gradient type or of neighboring-optimal type whcre
initial adjoint variables would be repeatedly adjusted.

The situation concerning the two possible singular types mentioned in
section 4, if now (e)o # 0 and (e, )o # 0, is not yet clear. It appears that
the chattering type (ii) is always overridden by a transition analysis toward
regions I and II. Type (i), however, may possibly arise in region III and
must certainly arise in the (unexplored) transition region between region
IIT and the coplanar problem, since it arises in the coplanar problem itself,
‘as has been shown by Lawden® (see also ref. 8). It should be mentioned
here this coplanar singular arc has been shown to be non-optimal,@6: 17
and some analogous reasomng may perhaps rule out type (i) throughout
region III. :



276 J. V. BREAKWELL

1.

2.

14.
15.

16.

17.

REFERENCES

J. P. MARec. Transferts Infinitesimaux Impulsionnels Economiques entre Orbites
Quasi-Circulaires non Coplanaires. Proc. 17th IAF Congress, Madrid, October 1966.
T. N. EDELBAUM. Minimum Impulse Transfers in the Near Vicinity of a Circular
Orbit. J. Astronaut. Sci. 14, 2, 1967.

. A. SHTERNFELD. Soviet Space Science, pp. 109-111. Transl. Basic Books, Inc., New

York, 1959.

. R. F. HoeLkeR and R. SILBER. The Bi-elliptical Transfer between Coplanar Circular

Orbits. Proc. 4th Symposium on Space Technology, Los Angeles, 1959.

. T. N. EDELBAUM. Some Extensions of the Hohmann Transfer Maneuver ARS J. 29,

864-865, 1959.

. C. MARCHAL. Transferts Optimaux entre Orbites Elliptiques (Durée Indifferente).

Proc. 16th IAF Congress, Athens, September 1965.

. P. Contensou. Etude Theorique der Trajectories Optimales dans un Champ de

Gravitation: Application un cas d’un Centre Unique. Astronaut. Acta, 8, 134-150,
1962.

. J. V. BREAKWELL. Minimum Impulse Transfer. Progress in Astronaut. and Aeronaut.

14, 1964.

. F. R. MOULTON. An Introduction to Celestial Mechanics. Macmillan, 1914.
. D. F. LAWDEN. Optimal Trajectories for Space Navigation. Butterworths, 1963.
. W.G. MeELBOURNE and C. G. SAUER Jr. Optimum Interplanetary Rendezvous

with Power-Limited Vehicles. 4144 J. 1, 1, 1963.

. H. W. SMALL. Unpublished results. Stanford University, 1967. _
. C. B. WiNN. Minimum-Fuel Transfers between Coaxial Orbits, both Coplanar and

Noncoplanar. Presented at Space Flight Mech. Specialist Conf., Denver, July, 1966.
W. R. EvANS. Control-System Dynamics. McGraw-Hill, 1954.

D. F. LAWDEN. Optimal Intermediate-Thrust Arcs in a Gravitational Field. Astronaut.
Acta, 8, 106-123, 1962.

H. M. RosBIns. Optimality of Intermediate-Thrust Arcs of Rocket Trajectories.
AIAA J. 3, 6, 1965.

R. E. Koprpr and H. G. MoYER. Necessary Conditions for Singular Externals. 4144 J.
3, 8, 1965.



COPLANAR IMPULSIVE TRANSFERS
AND THE SECOND VARIATION TEST

P. BECKERS
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ABSTRACT

Minimization of propellant expenditure in the orbital transfer problem can be
approached by the Maximum Principle. One result is that no intermediate thrust arcs
occur if no restrictions are imposed on the duration or on the polar angle of the trans-
fer.® Then, if the impulsive solutions are approached as limiting cases of finite thrust,
the Maximum Principle furnishes a wide variety of multiple impulse solutions, most of
which are however merely stationary.® If the Maximum Principle is applied directly in
terms of osculating variables to the case of unlimited thrust, it furnishes additional
conditions on the polar angle positioning of the impulses, considered as a control, and
the solutions turn out to be restricted to the locally minimal ones.®+

. In the present formulation the problem is stated in the purely algebraic form of a
constrained minimum, with differentiable constraints, and the Lagrangian multiplier
technique is used. The number of impulses is left open. The first order conditions furnish
a verification of the impulse diagram rules.® An eigenvalue form of the second varia-
tion test™® is applied to select the locally minimal solutions. It is of easy analytical
application to the case of co-circular transfers. It remains of easy numerical application
to more complicated situations.

NOTATIONS AND EQUATIONS OF MOTION

R a reference radius,

go acceleration of the gravity field at the distance R of the attractive
center, .

K angular momentum of the orbit,

H energy of the orbit.

Reduced variables are used in this problem.

When R is taken as um't_of length and g, as unit of acceleration the natu-
ral unit of velocity &'4/goR (orbital velocity at the distance R) and V'R/go
the unit of time _

K R H
= — —— and A =—

R? 8 Rgo
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will be the non-dimensional angular momentum and energy. The Keplerian
motion on an orbit of energy 4 and angular momentum k is described by
the following equation

% = z2(1+4e cos v)

where the eccentricity e is given by
€2 = 2hk2+1
@ = r/R reduced radius,
v = 6— 0 true anomaly,
0 polar angle,
0o argument of pericenter,
z = 1/k inverse angular momentum.

The reduced radial and tangential velocities are given respectively by
u, = ze sinv
ug = z(14+e cos v)

POSITION OF THE PROBLEM

A chemical rocket must transfer a vehicle from a given orbit o to a given
orbit n. Assuming unlimited thrust the operation is performed in a succes-
sion of impulses and minimization of propellant expenditure is equivalent
to minimize the sum of moduli of the impulsive velocity changes.

If «; is the true anomaly at arrival on some intermediate orbit i, 8; the
true anomaly at departure from this orbit i, the equation of motion of the
vehicle on this orbit is:

1/e = (1+e; cos(a;+y))z}

0<yp<Pi—a
the radial velocity u,; = z;e; sin(e;+v)
the tangential velocity up; = z;(1+¢; cos(oc,-+1p)).
Let (x;, ;) denote the radial and tangential components of the impulse
X = tpi(o)) —tri—1(Bi-1) = zie; sin a; —z;_1€;—1 sin By
Vi = ugi(o)) — usi—1(fi—1) = zi(1+e;cos a;)—2z;_1(1+e;_1 cos Bi—1)
and f; = V/x?+? the modulus of the impulse.

n
The function to minimize is f = ), f;.
i=1
There are n impulses (n open), n—1 coasting arcs and n constramts
expressing that during an impulse, the distance to the center of attraction

remains constant:
gi=z¥(l1+ecosa)—zE ;(1+¢€_,cosB; ) =0 i=1...,n
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It is also possible to add a constraint specifying the total polar angle: angle
between the initial and final orbital axes:
n

Z oc,—ﬂi_l = 2kﬂ+I‘

i=1

We know eg, zo parameters of the departure orbit,
e,, z, parameters of he final orbit,
r total polar angle between the axes.

The augmented function of Lagrange is

"Z Ai (Z?(l +e; cos “i) —Z,-z_l(l +e;_1 cos ﬂi—l))

||M=

+4 (zca —Bi_)—2kn —F)

The first variation test gives the stationary solutions amongst which the
second variation test can select relative minima. The first derivatives are:

6_F aﬁ —Aize; sino;+4 =0

aa; 6

oF o i=1,...,n )
T aﬁx; + iz} jei-ysinfi_1—A'=0

OF _ Ofi , s ;oo

e Be, oe; +).,z,cos o —Aiy12? cosﬂ, =0

i=1...,n—-1 (2

OF _ i, ¥in
aZ,' 0z Zi 6

+24z(1+e; cos o) —24;1z{1+e;cos f;) =0

The most difficult problem is to find a solution to these equations in general
case. In the angle free case (4 = 0), given the initial orbit, it is an easy
matter to use the impulse diagram® to construct solutions to these
equations. However, the final orbit of this construction is not necessarily
the one required. But for any solution, once established, it is an easy
matter to apply the second variation test in eigenvalue form® to .check
whether it provides a real local minimum. One particular problem whose
analytical treatment can proceed rather far is that of the transfer between
two coplanar elliptic orbits when no angular constraint is imposed. Numer-
ical conclusions are given for transfers between circular orbits. For 4 = 0
the first group (1) of the stationarity conditions has the simple solution:

sinag; =0, sinf;_;=0, i=1,...,n
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It is logical to take §; = o;+x because, if §; = «;, we simply accumulate
two impulses at the same point, if §; = «;+ 27 we come back to the same
point after describing a complete Keplerian orbit and the solution is
equivalent to having superimposed the next impulse at once; we have only
increased the transfer duration and its total polar angle. This shows, in
passing, that the optimal transfers established under the assumption of
unlimited thrust can theoretically be described with a finite thrust engine.
The impulses need only be broken into very small parts superimposed
during a sequence of intermediate closed coasting orbits. Of course the
duration and polar angle tend to infinity at the limit. The last group (2)
of stationarity conditions is used to furnish the values of 4; and 4,,1.
However, each equation contains the moduli f; and f;, 1. According to
whether the impulses are accelerations or brakings, the derivatives of f;
and f;,, change sign and different values are obtained for 4; and 1;, 1.

We may denote e; cos «; = a; and e; cos f§; = —a; with the advantage
that the new eccentricity @; can vary from — o to + oo,

A positive (negative) g; means that the impulse f, is apphed at the peri-
center (apocenter) of the orbit i.

From the derivative with respect to ;1 and Ziy1 We . find the values of
Aip1 and A, 5. Comparison of the two expressions for A1 gives (n—2)
relations between g; and z;.

Their structure depends on the sequence of accelerations and brakings.
The three following cases are obtained:

A, A, A 3+a,_

> a; = + —4/3B+ai_1) (1 —a;_
BB B \/ ( D ( 1)
A, A, B ‘ ,
B, B A a;=3-3a},—a},
A, B, B
B, A, Yl ai_1 = —3+3a?—a§"

We can build the following graph separated in two domains by the zero
impulse line. If we know a;_; we must place the value of a; on one of the
curves according to the sequence of accelerations and brakings.

These relations between a;_; and g; must be satisfied only if the transfer
contains more than two impulses. In this case we see that it is difficult to
find the path leading with » impulses from the orbit o, having eccentricity
eo, to the orbit », having given eccentricity e,. However, the analysis of
the second variation will limit the number of impulses and thus clarify
the problem.
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Zero impulse line

\
a;=f (a i- l) \
BBB, AAA AAB ABB
;-1 a; ai—1 a; a; a;-1

-1 -0-732051 0-732051 1 -1 1
-0-8 —0-624469 0.75 0-890625 —0-95 0-564875
—0-6 -0-497056 0-80 0-568000 -0-90 0-159000
-0-4 -0-352271 0-85 0-218373 -0-85 -0-218375
-0-2 -0-187451 || 0-90 —0-159000 -0-80 -0-568000

0 0 0-95 -0-564875 -0-75 -0-090625

0-2 0-214359 1 -1 —0-732051 -1

0-4 0-463068

0.6 0-760769

1.732051 1

The second variation test.” The second derlvatlves of F at points
sina; = 0, sin 8; = 0 are

0%F Z;a;

2= Tl i—ziei+ Aizi| yil)
O*F zi4izi-1Gi-1
Oc; 0Pi-1 [yl
0%F Zi_1Gi_1
Aps - — i—-14i— A i—
F I T —— Gi—zi1ai-1+ Aiziea | yil)

AS 19
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02F
P = 241+ a)—24i11(1 —ay)
02F
5 ="
O0*F Yi Yi+1
= cos «; [ 2zi(Ai 42 —
0z, 0e; * ( zilhit i+1)+|yi| +|yi+1 !)

The others are zero. We can now build the matrix

o2F
_ (9%;
¢ = ()

where only the derivatives with respect to z; and e; turn out to be differ-
ent from zero:

and the constraints matrix

0gi

e 2(1+ay)z;
2] = z? cos oy
€;
og,
ves =z}, CO8 04—
4] _
57 2z;_1(1—ei_1)

Now it is necessary to obtain all the eigenvalues of

FI—-E. G

G to see if they are all positive.®

This matrix can be written in a diagonal block form

An
A2
A
M
0%F ¢ 0*F
0 ﬂ'?_l aaq aﬂ,-_l
o o,
aai 6ﬂi-1 aoc,”

with A =
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Each 4; submatrix furnishes 2 eigenvalues. M, which contains a part of
FZ—E{ and the nonzero parts of G and G, gives n—2 remaining eigen-
values (n = number of impulses). It is quite easy to obtain a necessary
condition on the eigenvalues of 4;. The product of the roots of |4, = 0
must be positive

O°F o°F PF_\*_,
aa? aﬁ?_l - (aﬂ,-_l aoc,)

or —aia_1(1-2}z¥(1+a)) > 0

Presently, with elliptic or parabolic transfers, 1—22z%(1+a;) is always
positive and the condition reduces to —a;a;_1 > 0. If the impulse i is
applied at the apocenter (pericenter) of the orbit i—1, it must also be ap-
plied at the apocenter (pericenter) of the orbit i. Looking at the graph ob-
tained from the first variation, it is easy to deduce that the maximum
number of impulses is three and necessarily of the type A4B or ABB.
The other conditions on the eigenvalues are best obtained numerically
except when limiting the analysis to circular orbits. However, the general
conclusion can be stated as follows. .

There are three possibilities to transfer between elliptic orbits which
satisfy the second variation test: two impulses (Hohmann type) between
coaxial elliptic orbits, three impulses, the last being a braking one, transfer
by two parabolic coasting arcs with a vanishingly small impulse at infinity.
In the particular case of a transfer between circular orbits, the three types
satisfy the second variation test but there are zero eigenvalues; we must
consider these cases as limiting cases. The three impulses transfer is only-
possible with a ratio of distances to the center 9 < r3fro < 15-6. The
transfer through infinity is possible if r3/ro > 11-94 (the duration is in-
finite).

Those conclusions are naturally in agreement with those found previ-
ously in the literature.

CONCLUSIONS

The application of Lagrangian multipliers and the eigenvalue type of
second variation test determine all the local minima, analytically in the
simplest cases, numerically in the most difficult cases. In case of several
competing minima the absolute one must be determined by computation.
An advantage of the second variation test in the transfer problem between
elliptic orbits is that the number of impulses need not be fixed a priori.
Constraints on the polar angle produces coupling between the blocks of
the second variation matrix and the method becomes difficult to handle
analytically. It still can serve as a numerical sufficiency test for a mini-
mum.

19%
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IMPULSE DIA GRAMS

The (a;_1, ;) diagram contains virtually all the multiple-impulse trans-
fer cases satisfying the first variation conditions. The use of this diagram
is best explained on an example. A knowledge of the apses of the departure
orbit and a decision as to the one where the first impulse will be applied
determine the g; coordinate of the first point.

(&)
o
|

O P

/

/

F———————
s/
‘L...-———

—— — — ——— - —]———— — - e —— — o

Zero impulse line

AN

Relations between eccentricities of successive transfer orbits.

Suppose the point is chosen in the (4) domain: the first impulse is an
acceleration. The g; coordinate is brought back as an a4;_; coordinate by
reflexion in the “mirrorline” @; = a4;_;. This operation produces the trans-
fer; it prepares the application of a second impulse at the other apsis of the
orbit resulting from the first impulse. The choice of the second ag; coordi-
nate determines the second impulse and, if the operation is ended, the
characteristics of the final orbit. This describes the simple Hohmann case.

If the game is to continue by at least a second transfer, the second a;
coordinate must be such that the second point falls on one of the curves
AAA or AAB or ABB (the first impulse was an acceleration); suppose that
it can be taken on the 444 curve. Then, after a second reflexion on the
mirror, the third point must be taken in the (4) domain and we have the
representation of a three acceleration impulse transfer.

Again if the game is to continue, the third point will have to fall on
either the 444 curve again, or the A4B curve. The general rule is of
course that if the previous impulse lies on a curve, the next usable curve
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must have its two first letters coincident with the two last ones of the
previous curve. Suppose we are now on the A4B curve. After reflexion
the game can be ended by the use of a braking impulse or prolonged by
use of the ABB curve. The next prolongation makes necessary use of the
BBB curve on which a series of points can be taken in succession. A result
of these rules, is that after switching from acceleration to braking it is
impossible to revert to acceleration.

REFERENCES

1. J. V. BREAKWELL. Minimum impulse transfer. AIAA Astrodynamics Conference,
Yale University, New Haven, Connecticut, August 1963.

2. B. M. FrAEDS DE VEUBEKE and J. GEErTs. Optimization of multiple impulse orbital
transfers by the maximum principle. Proc. XVth International Astronautical Congress,
Warsaw, 1964, vol. 1, pp. 589-616. Gauthier-Villars.

3. J.-P. Marec. Transferts orbitaux économiques. La Recherche Aérospatiale, 105
Mars-Avril 1965.

4. B. M. Fraeps DE VEUBEKE. The second variation test with algebraic and differential
constraints. Colloquium on Optimization in Space Flight Mechanics, Umverslty of
Liége, June 1967. Pergamon Press.



REGULAR AND SINGULAR CONTROLS
IN MULTIDIMENSIONAL OPTIMUM
’ TRANSFER PROBLEMS

PETER HEMPEL
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ABSTRACT

The synthesis of minimum-fuel controls for a class of aerospace control problems is
considered. The task is reduced to the corresponding synthesis problem for a proper
linear model, and the determination of the control is carried out repeatedly, as soon as
new measurement data are available. It is shown that the linear system can be treated
by resolving three transcendent equations followed by resolving a system of linear
equations.

1. INTRODUCTION

During the past several years the theory of optimum control has ex-
panded rapidly. A number of interesting problems in the aerospace field
have been studied and resolved.” In most cases numerical solutions are
given which have been calculated by means of a digital computer. This is
due to the fact that the equations of motion are highly non-linear, thus
preventing a direct analysis. Proper tools to handle non-linear differential
equations in connection with optimization procedures to determine a
basic theoretical survey are rarely available.

The author believes, on the other hand, that tools for the analytical
treatment of complex optimization problems must be developed. This is
important, because the large quantities of empirical material generated by
computers urgently call for a proper theoretical skeleton. Even for com-
paratively simple problems it is still unknown what the structure of the
optimum control is in dependence of mission duration and other para-
meters. :

In order to go one step into this direction, this paper presents an analy-
tical treatment of a class of minimum-fuel optimization problems related
to the movement of aerospace vehicles and outlines possible applications.
A proper linear model is investigated which admits an efficient treatment
by means of analytical tools. By updating the model from time to time a
practical guidance scheme is obtained.

287
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2. LINEAR MODEL

Let the motion of the vehicle be described by a linear system
X+p(t)x+qt)x =u . 0))

with x = position vector,
u = thrust acceleration vector,
p(2), q(2) = coefficient functions approximating resistance and gravity.

How to select p(?), q(¢) properly will be eXplained in section 3. For given
boundary values x(0), x(0); x(T), x(T) and given time duration T, the
control u(z) is to be found which minimizes the integral

T
G=J;|uldt 2

taking into account the constraint
| #] < tmax 3

The system (1) may be rewritten in system form

Ed?(;) = (—:(tjE —pi)E) (i) * (105) “ @

with E = unit matrix of dimension 3. For the general discussion of this
chapter, every vector may have the dimension n; subsequently E is the unit
matrix of dimension n. Let ¢(f) be a fundamental matrix of the homogene-
ous system (4); one obtains"

2= J; " $-1(t) Bu di,
Do o

According to the maximum principle®® the optimum control has the gen-
eral structure

B*¢—1*¢
U = Umax TEEG TR for |B*¢~1*c|=>1 (6)
u=0 for |B*¢p—*c¢| <1
c= (zl) being a constant vector which determines the individual opti-
2

mum control. The singular case, if it occurs, requires a different treatment.
Putting (6) in (5) yields '

¢—1BB*p—1%c
Z = Uma et 7
m XJ"(C) IB*¢_1*CI ( )
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where I(c) means the set of z-values for which the first inequality (6) holds.
(7) is equivalent to 2n equations and has to be resolved for ¢ in order to
determine the optimum control which belongs to the given boundary
values and constraints. It will be shown that c¢ can be derived from the
solution of three in general algebraic or transcendent equations for the
metric quantities | ¢1 |, (c1, ¢2), | c2|, followed by resolving a system of linear
equations with dimension 2n. In fact, (7) may be written in the form

Ax = AC1+BCz (8)
Ay = Be1+Cesy

where A, B, C depend only on the scalar products | ¢1|, (c1, ¢2), | c2|. From
(8) one deducts

|Ax |2 = A2%|c1|2+24B(c1, co)+ B?| co|?
(4x, dy) = AB|c1|*+(ACH+B? (ci1, cg)+BC|cal? )
IAylz = le Cc1 |2-|-ZBC(C]_, Cz)-l- Czl C'zl2

From egs. (9) the values of | c1], (¢1, ¢2), | ¢2| can be calculated. Then the
linear system (8) (with 4, B, C already known) provides a system of linear
equations for the components of c¢i, ca. )

An interesting “adjointness” relationship between Ax, Ay and c;, ¢z is
valid. It follows from (8) that the equation

[4x, 4y] = (AC—B?)[cy, ca] (10)

holds; taking the norm on both sides gives a relationship which is some-
times helpful to reduce (9). ' '

3. MODEL APPLICATION

This section is devoted to the problem of selecting proper models of the
type discussed in general in section 2. For a real optimum space maneuver
certain defined boundary values of the state must be reached and the
optimality conditions maintained throughout the flight. It is evident that
open-loop guidance can only achieve the second goal. The sufficiently
accurate satisfaction of the final state, however, is much more important,
from a practical standpoint, than the exact maintenance of the optimality
conditions. In fact, the application of the linear model (1) involves neg-
lecting certain partial derivatives with respect to state variables. This
appears to be acceptable, but the problem is recommended for further
mathematical studies.

- Let the true motion of the mass point representing a space vehicle be
governed by
E+f(%, X)x+g(x)x = u )
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with the same connotation as in (1). The suggested solution of the fuel
optimal transfer is this: From the initial and final values of the state
vector an initial estimation of the quantities f(x, X), g (x) as functions of
time is made. This determines initial functions p(¢), g(¢) for the application
of (1). The control is calculated and exerted according to the formulas
given in section 2. From time to time, as made apparent by observations
of the state, the initial functions p(¢) and g(¢) are replaced by new esti-
mations reflecting the error which has built up. A flow diagram of events
has been presented in Fig. 1.

Megsurement Control memory
of ‘state Yes |
Difference
tolerabie?
Calculation of No Model Calculation of
state corresponding selection optimum control[]
|V to model

Flight I l
dynomics Actuators

FiG. 1. Block diagram of optimum control

The given solution provides an interesting means to overcome the syn-
thesis problem by paying a small penality with respect to the exact opti-
mality conditions. Obviously, the method is also applicable to other opti-
mization criteria, if only the calculations corresponding to section 2 can
be made in a sufficiently simple manner.

In the following, special models of type (1) are discussed. Consider the
case of transferring the masspoint against a central field of gravity with
the common inverse-square law and no atmospheric resistance. Equation
(11) becomes o

x+ﬁ, x=u (12)
with u = constant of the field. One has p(¢) = 0 and the simplest choice of
q(2) is to replace the factor u/| x |3 by a constant (average or initial) value.
This means replacing the original field by the field of a harmonic oscillator
at a proper gravity level. The detailed calculations are given in ref. 3.
It is shown there that egs. (9) for this special case can be further reduced
to two transcendent equations which contain elliptical functions of the
first and the second order.®” There is one disadvantage connected with
this simple model: the singular case occurs for a sufficiently high thrust
level or sufficiently long duration. The singular case is unrealistic, however,
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and makes the automatic synthesis of the optimum control more difficult.

In this paper another choice of g(¢) is proposed, namely, to take g(¢)
equal to the function u/| x |3 for the initial orbit, as if no control would
be executed. By introducing the mean anomaly of the motion in the ref-
erence orbit as a new independent variable and properly normalizing the
state and control variables, one obtains

el o

1 o 2mt 4 /m
1) = Gorpmep> =0 =7 = | @

a = large semi-axis of reference orbit,
e = eccentricity of reference orbit,
@ = eccentric anomaly in reference orbit,
¢ and 7 are connected by the Kepler equation
T=g@—esing 149

The investigation has been tacitly restricted to elliptical orbits. An easy
calculation shows that a fundamental matrix of (4) is given by

(cos p—e)E sing E ,
P(7) = ( —sin @ E cos @ E) )

l—ecosqp l1—ecoseo

dt

square of the important denominator in (6) takes on the form

¢ = ¢(7) (substituting ;—Tfor —‘i, —Z— for x and ‘—'-:—2 for u in (4)). The

| B*¢~1*c|? = sin® @ | c1|*—2 sin ¢ (cos p —e) (c1, c2)+(cos p—e)| c2 |
(16)
This means that the singular case no longer occurs (except in the special
case e = 0) and a more realistic model has been derived. Figure 2 shows a
typical switching function.
lB* ¢-l¢» c IZ

] P Py

[
/ .

tr _— 2x ¢
Control turned on

F1G. 2. Typical switching function
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As has been shown in ref. 4, the integrals 4, B, C can be reduced to
elementary functions and elliptical integrals of the first, second and third
order. The final analysis of eq. (9) for the considered case is still open.
A numerical study is recommended. Study of the case of free boundary
values is still missing as well.

v
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