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Résumé : A 'occasion du 200¢ anniversaire de la naissance d’Eugéne CATALAN, nous souhaitons évoquer
ce que cet auteur appelait un « nouveau principe de probabilités » . Nous ne reviendrons guére sur ’aspect
historique de ce résultat, car cette étude a été réalisée en profondeur par JONGMANS et SENETA dans [13],
et par BRENY dans [4]. Mais nous croyons utile de montrer que ce sujet peut étre enseigné a différents
niveaux de ’apprentissage des mathématiques et est riche d’un point de vue didactique.

1. Introduction

L’objet de cette étude est le « principe de probabili-
tés » di & CATALAN (1), qui le considérait comme
un « théoréme ». Ce principe a connu une histoire
assez mouvementée, décrite de fagon détaillée dans
[4], [12] et [13]; il fut abordé une premiére fois en
1841 dans [6], mais formulé explicitement et de ma-
niére générale en 1877 ([7], p. 463) comme suit :

Principe. « La probabilité d’un événement futur
ne change pas lorsque les causes dont il dépend
subissent des modifications inconnues ».

Cet énoncé, qui n’est pas forcément intuitif, peut
étre important pour les applications pratiques,
comme le soulignait déja en 1885 P. MANSION (?)
de fagon assez percutante :

« Pour en faire saisir la portée, il suffira d’en ci-
ter une application : supposons que dans un grand
pays, comme la France, on vote, dans quarante ou
cinquante mille bureaux différents, pour ou contre
un candidat & la Présidence de la République. Eh
bien, on pourrait supprimer, dans chacune des cin-
quante mille urnes, la moitié ou les trois quarts des
suffrages, pourvu qu’on le fit vraiment au hasard.
Le résultat de I’élection serait presque certainement
le méme que si I'on n’y avait pas touché. Pour

(

les mathématiciens, bien entendu, le nouveau prin-
cipe présente un tout autre intérét : dans un grand
nombre de cas, il permet de remplacer, par un rai-
sonnement de quelques lignes, des calculs vraiment
formidables, comme notre auteur l’a prouvé dans
une récente communication académique. » ([14],
p. 8)

La formulation initiale du principe n’est pas tout
a fait correcte; elle fut d’ailleurs amendée par son
auteur lorsqu’il précisait en 1886 ([9], p. 15) que «le
nouveau Principe n’est pas applicable si les modifi-
cations subies par les causes de I’événement attendu
sont additives » : elles doivent étre « soustractives».

A présent, nous allons suivre les traces de CATALAN
lui-méme qui écrivait : « comme on le fait ordinai-
rement, assimilons I’événement attendu a la sortie
d’une boule blanche d’une urne » ([7], p. 464) et
considérons ’énoncé formulé en ces termes (aux no-
tations pres) (%) :

Théoréme. « Une urne A contient b boules
blanches et n boules noires (ou rouges, bleues,
...). Si l'on tire m boules, qu’on les introduise,
sans les regarder, dans une urne B, les probabi-
lités d’extraire une boule blanche, soit de cette
urne B, soit de I'urne A dont la composition a

été modifiée, sont égales. »

(*) Des renseignements sur la vie et sur I'ceuvre scientifique de ce mathématicien peuvent étre trouvés dans [12].
2) Lors d’un discours prononcé & 1’Université de Liége a 'occasion du départ & la retraite de CATALAN.

() Dans la version intiale ([7], p. 465), CATALAN terminait I’énoncé ci-dessous par : « sont égales & b» mais, dans un article

ultérieur ([8], p. 72), il faisait état d’une « faute typographique. Au lieu de :

Losanges « N° 27 . 2014 . 39 —

sont égales a b, on doit lire : sont égales ».
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Nous ajouterons simplement que m est, assez natu-
rellement, supposé positif, mais inférieur au nombre
total de boules t = b + n, ce qui revient a se placer
dans la situation ol, pour former B, l'on extrait au
moins une boule de A mais qu’on ne les prend pas
toutes.

Le théoréme ci-dessus souléve en fait deux ques-
tions auxquelles nous allons répondre avec diverses
justifications :

Questions.

I. Quelle est la probabilité que soit blanche une
boule extraite de 'urne B ainsi construite ?
II. Quelle est la probabilité que soit blanche une
boule extraite de 'urne A dont la composition

a été modifiée, ce que nous noterons A’ ?

Chacune de ces deux questions a d’abord été traitée
séparément, et sans contact apparent entre leurs au-
teurs respectifs : le point de vue de 'urne A modifiée
I’a été par POISSON et par MONDESIR en 1837, celui
de B par CATALAN en 1841 ; ce n’est que plus de 30
ans plus tard (précisément en 1877) que ce dernier
reliait les deux questions, se contentant d’ailleurs
de donner une justification assez laconique. De plus,
les réponses données initialement semblaient, & pre-
miére vue, assez compliquées notamment au niveau
de I'écriture dans le cas général, et n’étaient pas ir-
réprochables (pour la rigueur exigée par les mathé-
maticiens contemporains). D’ailleurs, CATALAN lui-
méme avait éprouvé des difficultés pour convaincre
certains de ses collégues, ce qui I'amena & présenter
(en 1877) un exemple particulier [7]. Emboitons-lui
le pas en traitant, comme lui, le cas olt b = 4 et
n =3 (dott="7) (*). Il est évident que la proba-
bilité de tirer une boule blanche de 'urne de départ
est donnée par py = %; mais que valent les pro-
babilités de tirer une boule blanche de la deuxiéme
urne B ou de la premiére urne modifiée A’, ce que
nous noterons respectivement pg et pas ?

2. Exemple b=4et n=3

Cet exemple nous semble emblématique (°) notam-
ment pour les motifs suivants :

- I’énoncé des questions posées dans ce cas parti-
culier peut facilement étre compris;

- toutes les possibilités peuvent étre envisagées;

- ce cas particulier est suffisamment compliqué
pour se rendre compte de la difficulté potentielle
du cas général ;

- le probléme global peut étre résolu pas a pas, de
fagon systématique;

- une visualisation de la situation est possible;

- on est amené a considérer un arbre de proba-
bilité de taille inhabituellement élevée dans des
situations classiques d’apprentissage (de base),
au point que la construction compléte de ’arbre
peut n’étre qu’esquissée, le raisonnement pouvant
étre mené a partir d’une ébauche du graphe;

- la comparaison des réponses aux deux questions
énoncées ci-dessus est facile et frappante ;

- un minimum de théorie est (véritablement) re-
quis, de sorte que ces questions peuvent étre
abordées trés tot lors de ’apprentissage du calcul
des probabilités (y compris en guise d’introduc-
tion au sujet) ;

- les calculs peuvent étre effectivement réalisés sans
I’aide indispensable d’une machine

- on n’y rencontre pas les difficultés d’écriture du
cas général ;

- la méthode systématique qui va étre utilisée
pourrait s’avérer efficace dans d’autres situa-
tions;

Bref, nous pensons que la compréhension en pro-

fondeur de cet exemple peut mener plus facilement

a4 une bonne perception des questions posées et a

une méthode de résolution pouvant étre adaptée au

cas général.

Nous allons décomposer le probléme étudié en des
sous-problémes assez simples & traiter, suivant en
cela le deuxiéme précepte donné par DESCARTES
dans son célébre Discours de la méthode ([10], p.
23) :

« Diviser chacune des difficultés que j’examine-
rais en autant de parcelles qu’il se pourrait et qu’il
serait requis pour les mieux résoudre. »

(*) Notons que PoISSON envisageait déja cet exemple dans une note de bas de page de son livre [17] (p. 61) : il ne considérait
pas toutes les possibilités, mais seulement 'une d’entre elles, & savoir lorsque m = 2.

(°) N. RoucHE qualifie pareil exemple de « paradigmatique », car il « permet de “voir” tous les cas » et méme « sous-tend
la preuve » ([18], pp. 194, 187). La didacticienne K. GoszTONYI qualifie de tels exemples de génériques ([11], p. 30) parce
que « les raisonnements permettent de comprendre des idées, des théorémes généraux ».
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2.1. Les diverses situations rencontrées (resp. noires) retirées de A. C’est également le
nombre de possibilités de trouver deux entiers
pet g avec 0 < p < 4et 0 < g < 3, tels

Compte tenu des données et de ce qui est de- = = F o
que p + g = m, p (resp. ) étant le nombre

mandé, de multiples situations sont & envisager ;
elles peuvent étre construites en considérant les
trois points suivants :

de boules blanches (resp. noires) restées dans
I'urne A, ou, de fagon équivalente, p = 4 — p et
¢ = 3 — ¢; remarquons au passage que les deux

a) En premier lieu, on recense 6 possibilités pour le égalités p+q = m et p+ § = m sont équiva-
choix du nombre m de boules & retirer de 'urne lentes. C’est encore égal au nombre de termes
A. En effet, m peut prendre toute valeur entiere du coefficient de 2™, ou, de fagon équivalente du
comprise entre 1 et 6. coefficient de 2™, dans le produit des quatriéme

b) Ensuite, pour chacune des 6 valeurs de m, et troisiéme puissances de (1 4+ z) développées
on distingue différentes possibilités de former la selon la formule du binéme de NEWTON, c’est-a-
deuxiéme urne B, et donc de modifier I'urne A. dire dans ’égalité suivante (que nous n’avons pas
Ces différentes possibilités sont au nombre de 18 écrite entiérement) :
et sont recensées dans le tableau suivant au sein
duquel z; signifie évidemment qu’il y a x boules (Cg + Ciz + Ciz* + Ciz’ + 02554) :
blanches, de méme y, correspond & y boules
noires (%), tandis que m indique le nombre de (Cé) + Cla + C22? 4+ C3 $3)

boules restant dans la premiére urne modifiée A’,

c’est-a-direici m =7 —m :

m | Urne B |m | Urne modifiée A’ = CJC5 + (04(1]031 + C'ng) x

1/0,—1,]6 4p — 2, + (CYC5 + C1C3 + C3C9) 2* + - -

5 (1)2 — gz 5 i: — ?Z Nous reviendrons ultérieurement sur cette der-
1L,—1, 3, — 2, niére interprétation de ce nombre de lignes, pour
2, — 0, 2 — 3, chaque m. .

370, =3, 4 1,0, c) En tenant ’comp‘Fe de.s deux 1t§ms a). et b)\7 on a
1, — 2, 3, — 1, donc trouvé 18 situations poss1b.les jusqu’a pré-
9% —1, 9% — 2, sent : elles correspondent aux 18 lignes du dernier
3, — 0, 1, — 3, tableau. .

171, 3,3 3, — 0, Pour cha.cune de ces 18 possibilités, 'no'u.s’pou—
9, — 2 9 — 1 vons avoir, le plus souvent, deux possibilités se-
g _ 1” L 2" lon que la boule finalement tirée de B (ou de A’)
42 B On 0: B} 3” est blanche ou noire. Plus précisément, pareille

572, 3” 5 5, On dichotomie se produit uniquement dans 11 des
5 _ 2" 1 — 1" 18 cas précédents; de fait, dans les 7 autres si-
4b B 1” Ob B} 2” tuations, I'urne B (ou 'urne A’) ne contient que

b~ “n b~ “n des boules d’une seule couleur. Au total, il y a

613p—=3n| 1 1y = On donc 11 x 2+ 7 = 29 possibilités & envisager pour

o —2n Op — 1n chacune des deux questions I ou II.

Bien que cela ne soit pas indispensable
pour continuer le traitement de cet exemple,
attardons-nous sur le nombre de lignes dans ce 2.2. Construction de D’arborescence des
tableau. Pour tout m fixé, il est égal au nombre possibilités

de possibilités de trouver deux entiers p et ¢, avec

0<p<4det0<qg<3, tels que p+ g = m, Les considérations précédentes peuvent étre représ-
p (resp. ¢) étant le nombre de boules blanches rentées par deux arborescences (7), une pour cha-

(°) L’ordre des lignes du tableau n’est pas celui de CATALAN, de maniére & faciliter ultérieurement les notations ; par ailleurs,
nous utilisons non pas des exposants comme 'auteur, mais des indices inférieurs qui nous semblent moins susceptibles d’en-
gendrer des confusions avec des opérations arithmétiques connues; par ailleurs, nous rectifions une erreur typographique
dans le tableau.

(") Nous emploierons ici un vocabulaire rencontré en théorie des graphes.




cune des deux questions I ou II. Nous n’explicite-
rons toutefois que 'une des deux, & savoir celle re-
lative a l'urne I (donc a la question I); en effet,
le raisonnement pour l'autre (concernant 1'urne A
modifiée, donc la question II) est en tous points si-
milaire.

En traduisant graphiquement les informations de la
sous-section précédente, on est conduit & construire
une arborescence comportant, comme nous le ver-
rons, 54 sommets et ceux-ci peuvent étre répartis
sur plusieurs niveaux. Aprés avoir placé, sur un ni-
veau 0, la racine du graphe, celle-ci étant en fait un
sommet fictif, on classe les autres sommets comme
suit (en respectant la méme décomposition que ci-
dessus) :

a) Au niveau 1 sont placés les 6 sommets relatifs
aux valeurs possibles pour m. Chacun de ces som-
mets peut étre repéré par un nombre x, inscrit
par exemple sous le point représentatif, indiquant
la valeur de m considérée.

niv 1

niv 0
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b) Au niveau 2 figurent les 18 possibilités de
construire 'urne B. Chaque sommet peut se voir
affecté d’un couple (z,y), écrit pour fixer les idées
sous le point, ou z vaut toujours le nombre m
considéré, tandis que y donne le nombre de boules
blanches dans B (le nombre de boules noires y
étant donc égal a m — x).

c) Au niveau 3 se retrouvent les 29 feuilles. Cha-
cune d’entre elles peut étre caractérisée par un
triplet (z,y,z), écrit par exemple a droite du
point représentatif, ot x et y sont des nombres
qui ont la méme signification qu’a 'item précé-
dent, tandis que z est mis pour b ou n selon
qu’une boule blanche ou noire est finalement tirée
de la seconde urne.

La taille de cette arborescence dépasse celle qui est
traditionnellement rencontrée dans des exemples
donnés lors d’une premiére approche de la théorie
probabiliste, alors que 1’énoncé peut sembler & pre-
miére vue fort facile a traiter. Contentons-nous de
tracer la partie supérieure du graphe.

niv 3
o(1,0,n)

niv 2

(1,1,b)
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2.3. Probabilités attribuées aux branches
de Parbre du point de vue de 1’urne
B

Il nous faut & présent associer une probabilité a
différentes arétes de I'arborescence ci-dessus, mais,
pour nos besoins ultérieurs, seules les arétes situées
sur un chemin allant de la racine & une feuille in-
diquée par un triplet se terminant par la lettre b
sont & prendre en considération. Procédons systé-
matiquement en reprenant les trois cas déja évoqués
précédemment.

a) Toutes les 6 arétes reliant la racine & un sommet
du premier niveau sont supposées équiprobables,
en vertu de ce que 'on appelle le “principe d’in-
différence” (parfois nommeé le “principe de raison
insuffisante”). Elles ont donc toutes les 6 une pro-
babilité égale a %.

b) Considérons une aréte quelconque reliant un
sommet du premier niveau & un sommet du
deuxiéme niveau; elle part donc d’un sommet
noté m pour arriver & un autre repéré par le
couple (m,i). Sa probabilité est donnée par la
définition classique, c’est-a-dire par le rapport du
nombre de cas favorables au nombre de cas pos-
sibles. Or, le nombre de cas possibles est égal au
nombre de facons de tirer, sans remise et sans te-
nir compte de 'ordre des tirages, m boules parmi
les 7 de départ : il vaut donc C7"'. Par ailleurs,
pour obtenir un cas favorable, il faut d’abord ti-
rer ¢ boules blanches parmi les 4 possibles, ce qui
peut se réaliser de C} maniéres, puis tirer (m —1i)
boules noires parmi les 3 possibles, ce qui peut
se faire de Cg”fi fagons. Au total, la probabilité,

notée 7, ;, de cette aréte est donnée par 1'égalité
ci oyt
Tm,i = g

c) Envisageons & présent une aréte arbitraire re-
liant un sommet (m,i) du deuxiéme niveau au
sommet (m,7,b) du troisiéme niveau. Sa pro-
babilité est en fait conditionnelle, la catégorie
d’épreuve considérée étant réduite a I'urne B, et
est notée 7, ; : elle vaut la probabilité de tirer une
boule blanche parmi les boules de la deuxiéme
urne (et non pas de 'urne initiale) ; elle est en-
core donnée par la définition classique et vaut

tout simplement v, ; = ;.

Pratiquement, il existe 15 feuilles se terminant par
la lettre b. Les valeurs numériques sont consignées
dans le tableau suivant (%) :

m | Feuilles & considérer Tm,i Ym,i
1 (1,1,b) Cicfg =4]4=1
2 (2,1,b) G-t |
(2,2,b) “h-2 1
3 (3,1,b) “h-g|
(3.2,0) A58 3
(3,3,0) A= 1
4 (4,1,b) ar-% i
(4,2,0) i 3
(4,3,0) Ai-2| 3
(4,4,b) A -3 1
5 (5,2,b) G-z 2
(5.3.5) AA-4| ¢
(5.4,b) AA-1| ¢
6 (6,3,b) S
(6,4.0) 4E-3| 3

2.4. Réponse a la question I

Conformément & la théorie relative aux arbres de
probabilité, la réponse a la question I est donnée
par la somme des produits des probabilités associées
aux arétes situées sur un chemin reliant la racine de
I’arbre a une feuille dont le triplet représentatif se
termine par la lettre b. En formule

6.1
Z 6 (Z Tm,i ’Ym,z‘)

B =
m=1
L i o

les sommes entre parenthéses s’étendant aux indices
¢ qui sont tous les entiers tels que 1 < 7 < 4 et
0 < m —1¢ < 3. Nous aurions toutefois pu prendre

en charge également i nul, puisqu’alors .- = 0.

(®) Il est a noter que CATALAN ([7], p. 468) donnait, sans aucune explication ni justification, les valeurs numériques non pas
des probabilités concernées, mais bien de nombres qui leur sont proportionnels
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Remarquons au passage que, pour m fixé et en fai-
sant appel au nombre 7, o qui ne modifie pas la
somme considérée, les différents nombres 7, ; ont
pour dénominateur un des termes figurant dans le
coefficient de =" obtenu en effectuant le produit,
dont il a été question plus haut, des développements
(par la formule du binéme de NEWTON) des qua-
triéme et troisiéme puissances de 1 + z.

En appliquant les résultats numériques qui pré-
cédent, nous trouvons

]
[
7 N
ENERTN
~_

\I\pbﬁ

Nous obtenons ainsi 1’égalité

bA = DB

2.5. Réponse a la question II

Un raisonnement similaire peut étre tenu en fixant
I’attention non sur 'urne B comme ci-dessus, mais
sur I'urne modifiée A’ obtenue de facon « complé-
mentaire », comme le signale CATALAN ([7], p. 465).
Nous laissons aux lecteurs le soin de réaliser ce tra-
vail, pour ainsi obtenir ’égalité

PA =Dpa

En conclusion pour cet exemple, nous avons bien la
double égalité

pPA =PB =DpaA

D’un point de vue pédagogique, remarquons la ri-
chesse de cet exemple qui peut étre abordé de mul-
tiples maniéres. En effet, cette matiére peut évi-
demment étre présentée par le professeur lors d’un
exposé magistral, avec plus ou moins d’explica-
tions, mais elle peut étre facilement dévolue aux
éléves, pour un véritable travail de recherche, pou-
vant notamment donner lieu & une narration de re-
cherche [1]. En particulier, elle convient fort bien
pour un travail collectif, par exemple en répartis-
sant les éléves en deux groupes chargés d’examiner
chacun un point de vue et en attribuant les calculs
a des éléves distincts, avant de regrouper et com-
parer les résultats des deux groupes au cours d’une
(nécessaire) séance d’institutionnalisation.

3. Résolution du cas général par
une méthode combinatoire

Pour traiter le cas général lorsqu’il y a, dans I'urne
A de départ, b boules blanches et n boules noires,
il “suffit” de suivre le raisonnement traité dans
I’exemple en remplagant 4 par b, 3 par n, 7 par
t =b+ n et donc 6 par t — 1. Notons que le traite-
ment qui va suivre réclame certains prérequis théo-
riques a propos de résultats classiques de ’analyse
combinatoire, ainsi qu’'une certaine aisance avec des
notations mathématiques générales.

Dans ce qui va suivre, nous conviendrons une fois
/ ~
pour toutes que C,’i est nul dés que k' > k.

3.1. Point de vue de B

En nous appuyant sur le traitement détaillé de
I’exemple, nous pouvons écrire

t—1 1 m CzCZLn_Z .
pB:Zt—1<Z bcgn ;)

m=1 i=1

Des propriétés classiques des combinaisons nous
permettent de remplacer ¢ Cg par b C’Zj, et de

méme m C%, par t C/"7'.

En conséquence, nous obtenons successivement, en
posant i/ = ¢ — 1 pour la derniére égalité :

bCyT O
t eyt

P DD

i=1 t i=1

1 . i—1 m—1)—(i—
om=T > G o
=1 =1

1 m—1

-/ s
o o
ity

- /=0

SR

~+ | o

Or, d’aprés l’identité de VANDERMONDE :
m—1
i m—1—i' _ ~m—1
Z Cp1 Oy - Cn+b71
i'=0
En conséquence (puisque, notamment, t = n + b) :

— 1 b 1

E:i,icm—l
-1 “ntb-1

—t—-1tcry "
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3.2. Point de vue de A modifiée

On trouve pareillement (en développant un peu
moins les explications) :

t—1 m

N P
t—1\+4 cr m
m=1 Jj=
Or, on a :
i I m—j mi (Nenine
m - m—1
= Cy m = ot o
b1
_ 7—1
Tt om—1 Zcb—l ng
t—1 j=0
b
ot
D’ou la conclusion
b
par = ;

3.3. Réflexion pédagogique

Ce raisonnement général nous suggére encore une
double observation qui pourrait s’avérer exploitable
sur le plan didactique.

D’une part, nous constatons que cette présenta-
tion est basée sur celle exposée par CATALAN ([6])
qui s’étend sur quatre pages et, comme l’a écrit
JONGMANS, consiste en un « calcul combinatoire
touffu » ([12], p. 198). La longueur et ’apparente
difficulté du texte initial peuvent s’expliquer par le
non-recours a des concepts, notations et résultats
classiques de I’analyse combinatoire. (?) Ainsi, des
notations adéquates et la connaissance de proprié-
tés théoriques des combinaisons écourtent de fagon
significative I'exposé.

D’autre part, il nous semble inopportun d’enseigner
d’emblée, & un public prenant connaissance de la
question, la présentation générale, qui nous parait
trop abstraite. A notre avis, il convient au préalable
d’analyser en profondeur un exemple particulier tel
que celui développé plus haut.

4. Résolution moderne grace a une
loi hypergéométrique

En faisant appel a un bagage théorique plus impor-
tant, essentiellement & la théorie sur les variables
aléatoires (incluant ’étude de la loi hypergéomé-
trique), on peut abandonner les présentations assez
laborieuses précédentes, et adopter un autre point
de vue qui permettra de répondre plus directement
aux questions posées. Le raisonnement qui va suivre
est di & F. JONGMANS et E. SENETA dans [13].

Si une urne A contient initialement Ny boules
blanches ou noires, dont Xy blanches, Xy et Ny
étant des constantes (non aléatoires), alors la pro-
babilité de tirer une boule blanche de 'urne A est

: 5 Xo
alors égale a N

Extrayons successivement au hasard N7 boules de
A, et placons celles-ci dans une autre urne B qui
contient alors X; boules blanches.

4.1. Point de vue de ’urne B

Si X7 et N7 sont connus, alors la probabilité de tirer
hors de I'urne B une boule blanche vaut évidem-
ment )]\% Mais nous avons a considérer la situation
ot X et Nj sont inconnus (et aléatoires), de sorte
que % est une variable aléatoire (discréte). Dans
ce cas, la probabilité de tirer une boule blanche de
I'urne B est notée pp : elle est donnée par I'espé-

rance mathématique de %
1

Or, pour chaque valeur fixée (provisoirement) de
N1, on peut considérer que ’on dispose d’une seule
urne constituée de Ny boules dont [N sont blanches,
que l'on y préléve sans remise X boules, puis que
I’on compte le nombre de boules blanches : cette
variable aléatoire, qui est en fait X conditionnel-
lement & N7, suit la loi hypergéométrique des trois
paramétres Xg, Ng et N1. On peut donc écrire

N1 Xo
E(X; | Ny)=
(X1 [ N1) N
En conséquence,
X4 Xo
El—|N|=—
<N1 | 1) No

(?) 1l peut paraitre curieux de constater que, dans un article antérieur [5], 'auteur utilise la notation C, , pour désigner le
nombres de combinaisons de m lettres prises n a n; par ailleurs, 'identité de VANDERMONDE est bien antérieure a l’article

[6].
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Comme on trouve une constante pour chaque Ny
fixé, on en déduit finalement

X1 Xo
= E —_— = —_—
pPB (N1> No

4.2. Point de vue de ’urne A modifiée

L’urne modifiée A’ contient Ny — N7 boules, dont
Xo — X1 blanches; rappelons que toutes les boules
de A ne sont pas prises, de sorte que Ng — Ny # 0.

Les nombres Xy et Ny étant des constantes et Vg
étant (provisoirement) fixé, on peut écrire, vu ce
qui précéde :

Xo— E(X1 | N)

Xo— X1
B2 N ) =
(No—Nl | 1)

No — N;
Xo— X4
- No- IV
_ Xo No—Xo Ny
No (No — Ny)
- N

En laissant maintenant varier N7, on retrouve en
moyenne ce résultat constant, soit plus formelle-

_p(Xo—X1) _ Xo
pa No—N, ) N

ment :

4.3. Prolongement

Cette présentation, en plus d’étre quasi immédiate
une fois connue la théorie correspondante sur les va-
riables aléatoires, offre des possibilités d’approfon-
dissement. En effet, si on recommence “ a 'infini ”
I’extraction de boules d’urnes, on débouche sur une
chaine de Markov bivariée ainsi que sur le concept
moderne de martingale [13]| qui est riche et admet
de multiples applications (voir, par exemple, [3] et

[16]).

5. Conclusion

Concluons cette note en mettant en évidence le
fait que nous avons abordé des problémes a la fois
faciles & comprendre mais pouvant étre assez dif-
ficiles & traiter systématiquement. Notre étude a

montré que les questions étudiées peuvent mettre
en jeu différents concepts intervenant a plusieurs
stades d’un apprentissage classique en théorie des
probabilités, tant au niveau de ’enseignement se-
condaire (y compris pour des débutants en proba-
bilités) que du supérieur (pour des étudiants plus
aguerris). Cette matiére peut donc étre enseignée de
diverses maniéres en fonction de ’acquis théorique
des étudiants; elle se préte dés lors bien a un en-
seignement dit « en spirale » qui consiste & revenir
sur une méme matiére plusieurs fois, en travaillant
dans des cadres et registres variés ; elle permet aussi
d’exploiter différentes approches pédagogiques ; elle
nous semble encore assez intéressante d’un point de
vue méthodologique et devrait dés lors se révéler
bénéfique au cours d’un apprentissage des mathé-
matiques (voir, par exemple, [2]).

Au surplus, le principe analysé peut offrir une op-
portunité de se pencher sur I’histoire des mathé-
matiques mais aussi de la société (notamment, par
référence a la vie mouvementée de CATALAN) : il
fournit notamment 'occasion d’aborder des textes
anciens, accessibles sur le web, pour découvrir des
problémes posés ainsi que le cheminement, parfois
laborieux et pas toujours irréprochable au niveau
de la rigueur, suivi initialement par des mathéma-
ticiens célébres.

Il permet également de constater I’ampleur prise
par les théories mathématiques ces derniéres dé-
cennies, en particulier le fait que les notations em-
ployées par les mathématiciens et les concepts,
parfois généraux et abstraits, qu’ils développent
peuvent abréger des raisonnements et déboucher
sur des applications nouvelles.

Ainsi, il peut donner une occasion d’améliorer la
culture (mathématique ou humaniste) des éléves.
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