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§ L.
\ FPRINCIPES.

1. — Le rapport de la différence entre les cotes de deur poinis quelconques d'une méme
droite a lu distance , qui sépare les projections de ces deuw points , est une quantité constante;
desorte que, si abed... ete. est la projection d'une droite, «, 8, 7, J, etc. étant les cotes des
points projetés respectivement en @, b, ¢, d, etc., on aura:

ab:u—,e=bc:ﬁ—'y=cd:y-—-3=etc.

2. — Les diverses portions d'une méme droite de ’espace sont proportionnelles & leurs pro-
Jjections sur un plan quelconque ; de sorte que, si ab cd... etc. est la prujection d’unedroite
quelconque, on aura:

(ab) : ab==(bc) : be = (cdj :ed =, etc.

(ab), (be), (cd), ete. , désignant les diverses parties de la droite dans 'espace , et ab, bec ,
¢d , etc. , les projections respectives de ces mémes parties.
— Des deux proportions précédentes on déduit. cette troisiéme :

. (ab):a-—ﬁ=(bc):,8—vy=(cd):ﬁ/—3=etc.

8 y— Qui signifie que le rapport d'une portion quelconque d’une méme droite de U'espace
G la dz'ﬁ'éren'ce des cotes des extrémités de cette portion est une quantité constante.

4. Nous dirons que deux droites dans I'espace sont pareillement cotées , ou sont divisées
en parties pareillement cotées, lorsqu’on aura marqué sur ces droites des points ayant
deux a deux méme cote.

8. — Deux horizontales sont paralléles dans espace et par suite situées dans un méme
plan , lorsque leurs projections sont paralléles , et réciproquement.

6. — Deus droites de Pespace se rencontrent et par suite sont siluées dans un méme plan ,
si dewx horizontales quelconques , s'appuyant sur ces deus droiles , sont paralléles.

7. — Une droite et une horizontale se rencontrent dans Pespace , si le point de rencontre de
la projection de la droite avec la projection de Uhorizontale a méme cole que Phorizontale.
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8. — i deuz droites sont paralléles dans l'espace , leurs projections sont paralléles; les
cotes dans lordre de leur grandeur se comptent dans le méme sens sur les deuv projections 5
et une division quelconque de 'une des projections est égale & la division pareillement cotée de
Uautre projection ; et réciproquement.

9. — Deux droites quelconques , égales et paralléles tracées dans le plan horizontal, peuvent
toujours étre prises pour les projections de deus droiles paralléles dans Pespace ; il suffit pour
cela que les estrémités de ces droites soient pareillement colées , et que les cotes sur les deur
droites se comptent dans le méme sens.

10. — Lorsque deur ou plusieurs droites ab cd.. etc., abicd'.. etc. sont divisées en parties
respectivement proportionnelles , de maniére que Lon a : ’

ab: a'h =bc:bc =cd:c'd =cetc.

Nous nommerons points correspondants les poinis tels que a et a,beth, cetd, ete.

§ I
Propridtés.

11. — Les divisions de deuz ou plusieurs droiles pareillement cotées sont respectivemen?
proportionnelles, et il en est de méme des divisions des projections de ces droites.

Démonstration. — Soit, a b ¢ d.. etc. la projection d’une premiére droite ; les points pro-
jetés en a, b, ¢, d, etc. ayant respectivement pour cotes , 8, v, J, etc. on aura d’apres (1)

ab:a—,@=bc:,3—-y=cd:ly—é‘=etc,

Soit a’b'c'd'.. etc. la projection d’une seconde droite ; les points projetés en a,b,c.d, -
etc., ayant également pour cotes respectives «, 8, v, J; etc.; on a :ra de méme dapres (1)

ab:a—p=bc:8—y=7dd :y—Jd=elc.
De ces deux égalités, on déduit :
ab:c'b =hc:bc =cd:cd=ncetc..

. Et par suite : (ab): (a'b) = (be) : (b'¢’) = (ed) : (¢'d) = etc. C. Q. F. D.

12. — Réciproquement. — Deusz droites quelconques, tracées dans le plan horizontal et
divisées en parties respectivement proportionnelles , peuvent éire prises pour les projections de
deus droites de lespace pareiliement cotées. — Pour cela , il suffit de donmer & deuz poinis de
divisions quelconques de la premiére droite des coles quelconques et auz deus points de dirision
correspondants de la seconde respectivement mémes coles.

Démonstration. — Soit abed.. etc. la premiére droite , a’b’c’d’.. etc. la seconde droite ;

on donne : ab:a'b =bc:bd =cd :c'd = etc... (1).

Considérant ces droites comme projections de deux droites de I'espace, soient «, 8, z
les cotes de trois points de la premiére projetés respectivement en a, b, c, et soicnt «,
B, &, les cotes de trois points de la seconde projetés respectivement en a, b, ¢, corres-
pondants de a, b, c; il s'agit de prouver que z =4". ’
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Deceque s, 8 , 7, sont les cotes de trois points d’'une méme droite, on a d’aprés (1)
. . . \

ab : .-z——ﬁ=bc:/3—-.z'
On aura de m&ms: ab:e—p=bc:8— 4.

I3

De 1a, et a cause de I'égalité (1), on conclut que v=z'.

18. — Corol. — Tant d'horizontales que Pon voudra, qui s’appuient sur deus droites quel-
conques de U'espace, divisent celles-ci en parties proportionnelles; et d’aprés(11) les projections
des mémes horizontales divisent également les projections des deus droites en parties propor-
tionnelles. Car ces horizontales rencontrent les deux droites en des points qui ont deux a
deux méme cote, et par suite ces droites sont pareillement cotées.

§ IIL

14. — Définition — Nous dirons que deuzs systémes de paralléles de direction differents ,
tracées sur un méme plan , sont proportionnellement espacées , lorsque les paralléles du pre-
mier systéme interceptant sur une transversale des parties quelconques , les paralldles du second

systéme interceptent sur la méme transversale ou sur une transversule différente des parties
respectivement proportionnelles. '

15. — Dans deur systémes de paralléles proportionnellement espacées, les paralliles du
premier systéme rencontrent respectivement leurs corresponduntes du second en tous poin!
qui sont en ligne droite.

Soient (fig. 8) abed -+ etc., a’b'¢’d’ - etc., deux transversales qui sont divisées respect.
vement par les deux systémes de paralléles p et p', de maniére que ’on a :

ab : a'b'=bc: b'¢’ = cd : ¢'d' = cet.

A canse de cette proportion on peut prend)-e (12) les deux transversales pour les projec-
tions de deux droites de I’espace pareillement cotées. D’'un autre cbté si 'on considére les
paralléles p comme étant les projections d’autant d’horizontales d'un méme plan passant par
ladroite de I'espace projetée dans la premiére transversale ; et les paralléles p’ comme étant
les projections d’autant d’horizontales d’un second plan passant par la droite de P’espace pro-
jetée dans la seconde transversale : ces horizontales auront deux 4 deux méme cote comme
s’appuyant respectivement sur deux droites de I'espace pareillement cotées et elles devront
se rencontrer deux & deux sur la droite d'intersection des deux plans mentionnés ; donc
aussi les projections de ces horizontales , c'est-a-dire les paralléles proposées devront se
rencontrer deux a deux en tous points qui sont en ligne droite.

§ Iv.

Double génération du paraboloide hyperbolique.

16. — Le paraboloide hyperbolique est engendré par une droite qui se meut paralléle-

ment & un plan donné, appelé plan directeur, en s'appuyant sur deux droites données,
appelées directrices.
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Les deux directrices ne doivent pas étre situées dans un méme plan, et- aucune ne doit
étre paralléle au plan directeur ; de 14 suit :

Que le paraboloide est une surface gauche ; car si deux génératrices consécutives infini-
ment voisines et méme deux génératrices quelconques étaient dans un méme plan, les
deux directrices seraient dans ce méme plan ;

Que deux génératrices quelconques ne peuvent pas étre paralléles & un méme plan autre
que le plan directeur ; autrement elles seraient toutes deux paralléles & lintersection de ce
plan avec le plan directeur, et par suite dans un méme plan comme paralléles entre elles.

La démonstration de la double génération du paraboloide hyperbolique se réduit a
prouver que tout plan sécant, paralléle aux deux directrices , rencontre toutes les géné-
ratrices en tous points en ligne droite ; et comme ces puints de rencontre sont déja dans
un méme plan, qui est le plan sécant, il suffira de prouver que leurs projections sont en
ligne droite.

Pour faciliter 1a construction des génératrices et de leurs points de rencontre avec le
plan sécant , nous prendrons le plan directeur pour plan horizontal de projection ; alors
toutes les génératrices étant des horizontales, la construction d’une génératrice revient
i joindre par une droite deux points de méme cote, pris respectivement sur les deux di-
rectrices , et la construction de son point de rencontre avec le plan sécant revient a
construire dans celui-ci une horizontale ayant méme cote que la génératrice, intersection
de cette horizontale avec la génératrice sera le point cherché.

EPURE, (Fig.7).

—d, d', sont les projections cotées des deux directrices.

g', g% g°, sont les projections de trois génératrices horizontales ayant respectivement
pour cote , 1, 2,3.

— &, &, sont les projections cotées de deux droites auxiliaires, menées par un méme
point de la génératrice (g*) et respectivement paralléles aux directrices (d), (d').

— bb', ¢c’ sont les projections de deux horizontales du plan qui passe par (3) et (&), et
ayant respectivernent mémes cotes 2, 3, que les géndratrices (g?), (g°)-

— Les points b”, ¢”, sont les projections des points de rencontre des génératrices (g%), (§°)
avec les horizontales (bb'), (cc)', cest-a-dire, avec le plan qui passe par (&' &).

1l faut prouver maintenant que les projections a, b”, ¢", des points dans lesquels les
trois génératrices sont rencontrées par le plan (', &) sont en ligne droite.

A cause que les droites (d) et () sont paralléles, et par suite situées dans un méme
plan, les droites M et M, pointillées sur I'épure , sont toutes deux paralléles a g', comme
projections de deux horizontales de ce plan.

De méme, i cause que les droites (d') et (4") sont paralléles et par suite situées dans un
méme plan les droites m et »’, représentces par de petits traits, sont également paralléles
ag comme projections de deux horizontales de ce plan;etlona: M = M et m =m,

comme paralléles comprises entre paralléles.

" A cause du parallélisme 3 M et m,ona: M: m =Dhb":Dbb".

des deux droites, Metm',ona: M :m' =cc":c'c".
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Ces deux égalités, ‘A cause de M = M, et de m = m’ , donnent :
N : bb” : B = cc” : ¢'c"... (1).

Enfin da parallélnsme de b} et de cc’ et de V'égalité (1) on déduit facilement par I'ab-
surde que les trois points a, b7, ¢’ , sont en ligne droite.

17. — Corol 1. — Une droite qui réncontre deus génératrices el .qui est parallele G un
plan paralléle auz deus directrices rencontre toutes les autres génératrices du paraboloide.

Car par cette droite on pourra mener un plan paralléle aux deux directrices, qui cou-
perala surface suivant une ligne droite, laquelle coincidera avec la droite proposée comme
ayant deux points de commun avec elle. .

Donc la surface peut aussi étre engendrée par une droite qui se meut sur deux généra-
trices en restant toujours paralléle & un plan paralléle aux deux directrices.

La surface a donc deux générations distinctes par le mouvement d’une droite et deux
plans directeurs différents.

Le paraboloide hyperbolique est dit droit lorsque ses deux plans directeurs se coupent a

angle droit.

18.— Corol 2.—Puisqu’un plan quelconque paralléle aux deux directrices, coupe toutes
r3s génératrices en ligne droite, il s’en suit que par chaque point d'une génératrice
quelconque, on peut toujours mener une droite qui renconire toutes les autres générations; mais
on n’en peut pas mener deux, autrement toutes les génératrices seraient situées dans le
plan de ces deux droites.

19.— Corol. 8.— Une droite quirencontretrois génératrices les rencontre toutes; carsi par le
pointou la droite proposée coupe l'une des trois génératrices, on ménc une seconde droite
qui rencontre toutes les génératrices de la surface , cette seconde droite devra coincider
avec la premiére ; autrement deux des trois génératrices proposées seraient dans le plan de

ces deux droites.

20. — Corol. 4. — Tout plan qui passe par une génératrice , sans étre paralléle au plan
directeur , coupe toules les autres génératrices en tous points qui sont en ligne droite ; car joi-
gnant par une droite les points dans lesquels deux autres génératrices quelconques sont
rencontrées par ce plan, cette droite rencontrera, outre ces deux génératrices, la génératrice

proposée ; et partant toutes les génératrices. -

 21.—Corol. 8. — Toutes les génératrices de lun des modes de génération divisent toutes les
génératrices de Pautre mode de génération en parhes proportionnelles. La méme propriité
lieu pour les projections de ces génératrices sur un plun quelconque.

" En prenant 'un des deux plans directeurs pour plan horizontal de projection, toutes les
génératrices seront des horizontales , qui diviseront les génératrices du second mode de gé-
nération en parties pareillement cotées ; donc ces parties sont proportionnelles dans I'espace
(11), et par suite leurs projeetions sur un plan quelconque jouissent de la méme propriété_

§ V.
92. — Autre dsmonstration de la propriété sur laguelle repose la double génératmn du para-

boloide hyperbolique.
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Prenons le plan directeur pour plan horizontal de projection, alors toutes les généra-
trices seront horizontales ; et supposons que L'une des deux directrices soit perpendiculaire
au plan directeur, ce qui fera que sa projection sur ce plan se réduira & un point par lequel
passeront les projections de toutes les génératrices; cela posé,

Soit S (fig. 6) la projection de la directrice verticale et ab ¢ d.. etc. la projection de I'autre

directrice, les points projetés en a, b, c, d, elc., ayant respectivement pour cotes «, 8, v, J,
etc.; d’aprés (1) on a:

ab:a—p=Dbc:—y=cd:y— J=cetc.. (1)

Sa, Sb, Sc, 8d, etc., étant prises pour les projections d’autant d’horizontales ayant
respectivement pour cotes «, 8, v, J, etc.,seront les projections d’autant de génératrices di
paraboloide.

Toute droite a’b'c'd’ .. etc. paralléle & a b ¢ d.. etc. peut-étre prise pour la projection
d'un plan vertical , paralléle & la fois aux deux directrices; cela posé, le plan vertical
a'b'cd . etc. rencontre les diverses génératrices aux points projetés respectivement en
o, b, c,d etc. etdont les cotes respectives sont «, 8, v, J', etc. -

1l s'agit de prouver que ces divers points sont en ligne droite, c’est-a-dire que I'on a

@b ta—p=0>bc;:p—y=cd:y -— d =etc... (2).
Or, la figure donne & cause du parallélisme de a.b ¢ d.. etc. et de a'b’ ¢'d’.. etc. :
ab: a'b = be : b'c’ = cd : ¢'d’ = ete... (3).
" Des deux égalités (1), (3) résulte évidemment I'égalité (2): C. Q. F. D.

La démonstration reste la méme dans le cas général ou les deux directrices ont des po-
sitions quelconques par rapport au plan directeur, si, prenant toujours ce dernier pour plan
de projection, on se sert d’'un systéme de projection oblique dans lequel plans et droites
projetants seront paralléles a 'une des deux directrices.

23. — On arrive encorc 4 une solution élégante de la méme propriété, en sc servant
d’un plan de projection paralléle aux deux directrices.

§ VL

Q4. — i des droites en nombre quelconque , tracées dans le plan horizontal, intefcepteut
sur deuz transversales des parties respectivement proportionnelles, alors

1° Trois quelconques de ces droites me passent pas par un méme point; G moins que les

. deuz transversales ne soient paralléles , auquel cas toutes los droites passent par ce méme point.

9° Deuz droites quelconques ne sont pas paralléles; & moins que les deuz transversales ne
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solent J:ﬁviséés proportionnelloment & partir de leur point d’intersection , auquel cas toutes les
droites sont paralliles.

3o Toutes les droites moins une, inferceplent encore sur celle-ci des parties respectivement
proportionnelles auz parties qu’elles interceptent sur l'une quelconque des dewr transversales
proposées.,

Démonstration. — Nous nous bornons i démontrer la derniére de ces propriétés , les
autres étant évidentes ou trés-faciles a établir,

Soient ( fig. 3) abed..etc., @' b'c’' d.. etc. deux transversales tracées dans le plan

horizontal; ae’, bb', c¢’, dd’, etc. un certain nombre de droites qui divisent les deux trans-
versales de maniére que l'on a :

ab:a'b=bc:bd=cd:cd = etc... (I).
" 11 faut prouver que l'on a aussi :

b'b":b'¢’ :bec=¢"d" : ¢'d : ¢d = elc..: (2).

A cause de I'égalité ( 1) et d’aprés (12) nous pouvons prendre les deux transversales pour
les projections de deux droites de 'espace pareillement cotées , de sorte que si nous nom-
51008 «, B, ¥, J, etc., les cotes des points projetés respectivement en a, b, ¢, d, etc.; «, g, v, d,
ete., seront aussi les cotes respectives des points projetés en a', b', ¢, d', etc.

Si nous prenons naintenant ces deux droites de'espace pour directrices d’un paraboloide
hyperbolique , ayant le plan horizontal pour plan directeur, les horizontales projetées en
aa’, bV, ¢c’, dd’, etc. etayant respectivement pour cotes «, 8, v, J, etc. seront autant de géné-
ratrices de ce paraboloide; et b, ¢”, d”, etc. serontles projections des points dans Iesquels ces
génératrices rencontrent le plan vertical que nous supposons mensé par la génératrice (aa’).

Comme ces points de rencontre sont d’aprés (20) en ligne droite dans I'espace et que leurs
cotes sont respectivement les mémes que celles des horizontales (bb), (ec’), (dd'), etc. il
suit que b”c”d".. etc. est la projection d’une droite de espace cotde pareillement a une des
deux proposées (b ¢ d.. etc.), (b'c'd.. etc.) et d’aprés (I1) I'on doit avoir :

b'e": be':bhe = c¢"d" : ¢'d' :od =ete. C. Q. F. D.
§ VIL

25. Lemme. Tant de plans que l'on voudra , passant par une méme droite y étant donnés ,
si en un méme point de cette droite on construit la ligne de plus grande pente de chacun de ces
plans , lensemble de ces lignes de plus grande pente constituera un cone & base circulairs, ¢ est-

a-dire, que les traces horizontales de toutes ces hanes de plusg frrande pente seront sur une
méme circonférence de cercle. :

Ceci devient évident en construisant les traces d’un.certain nombre de plans passant tous
par une méme droite, ct en abaissant d'un méme point de cette droite des perpendiculaires
sur les traces horizontales de tous ces plans. Nous n’avons cité cette propriété, que pour

en déduire une autre assez curieuse,, concernant le paraboloide hyperbolyque, et dontvoici
T'énoncé :
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926. i par un point arbitrairement pris sur une génératrice d’un paraboloide hyperbolique,
on abaisse des perpendiculaires sur loutes les autres génératrices, l'ensemble de ces perpends:
culaires constituera un céne du second degré, dont la section par le plan directeur sera une
circonfférence de cercle. '

Démonstration, En prenant le plan directeur pour plan horizontal de projection , toutes
les génératrices seront des horizontales, et les perpendicnlaires & ces génératrices menées
par un point pris sur I'une d'clles scront les lignes de plus grande pente de tous plans
passant par ce point et par les diverses génératrices. Il reste & prouver pour établir la pro-
priété énoncée , que tous ces plans se coupent suivant une méme droite :

Chaque plan passant par une génératricc coupe d'aprés (20) la surface suivant une
génératrice du secondmode de génération, qui doit passer par le point proposé ; or par le
point proposé, il ne passe qu’une seule génératrice du second mode de génération ; donc
tous ces plans sc coupent suivant une seule ct méme droite.

§ VIIL
Double génération de I hyperholoide & une nappe.

97. La démonstration de la double génération de I'hyperboloide & une nappe, revient a
prouver qu'une droite qui rencontre trois génératrices de I'’hyperboloide, rencontre une
quatriéme queleonque.

On prendra le plan horizontal de projection paralléle a deux des trois directrices
deVhyperboloide, etI'on supposera la troisiéme directrice perpendiculaire a ce plan; dans
ce cas deux des trois directrices seront des horizontales et la troisiéme une verticale dont la
projection se réduira & un point. ' :

(Lorsque la troisiéme directrice n’est pas perpendiculaire 4 un plan paralléle aux deux
autres directrices, on raménera le cas général au cas particulier quenous avons posé, en se
servant d’un systéme de projections , dans lequel les droites et les plans projetants seront
paralléles & la troisiéme directrice.)

Cela fait, on construira trois génératrices respectivement paralleles aux trois directrices.
Deux de ces génératrices seront évidemment des horizontales et la troisiéme une verticale.
Ces trois génératrices, nous les appellerons génératrices principales, sans attacher toutefois
aucune propriété particuliére a cette dénomination.

Aprés cela on construira une quatriéme génératrice quelconque, et I'on prouvera
qu'une droite, qui rencontre les trois génératrices principales, rencontre aussi cette qua-
tridme génératrice; c'est-a-dire, que cette droite est dans un méme plan avec cette quatriéme

génératrice. (6)
EPURE. (Fig. 2).
Construction des trois directrices. Les droites d*, d?, sont les projections des deux direc-

trices horizontales ayant respectivement pour cdtes 1, 2, etle point d est la projectiondela,

directrice verticale.



Construction des trois ‘génératrices principales.

De ce que l'une des trois directrices se projétte en un point d, la pro_]ectmn d’une
génératrice quelconque devra nécessairement passer par ce.point d. De plus on sait que
deux horizontales sont dans un méme plan, lorsqu'elles sont paralléles ou lorsqu’elles ont
méme cote; d’aprés cela,

La droite g*, passant par le point d et paralléle'a d?, sera la projection d’une premiére
génératrice horizontale, si on Ini donne lacote 1 de la directrice horizontale (d*).

La droite g%, passant par le point d.et paralléle a d*, serala projection d'une’ seCond‘e
génératrice horizontale , si onlui donnela cote2 dela directrice horizontale (d?).

Enfin le point g est la projeciion de la génératrice verticale. BERESEEE

.....

Construction d'une gudltiéme génératrice quelconqie.

La droite quelconque f*4?, passant par le pbmt i, serd 1a projectxdn d’une quatneme
génératrice, si 'on donne aux points prOJetes enf’ et k’ respectlvement pour cotes 1 et?’i .

Construction d’une droile s’appuyant sur "Ieis‘tb‘dié"g@nératﬂces principales.’

Parce que 1’une des trois génératrices prmclpales se projette en un point g, la projection
d'une droite quelconque, s’appuyant sur ces tror.s generamces principales, devra négggsai-
‘fement passer par ce point. D'aprés cela, .

La droite quelconque a%", passant par le pomt 95 sera Ia projection d’une dryite ql;u
rencontre & la fois les trois génératrices (), (g (g si ’on donne aux points projetés en
a?, b*, respectivement pour cotes 2 et 1 (2 : :

11 reste & prouver maintenant que la dmite ( ! k“) otla drmte (ra2 ,b‘) sont situées dans un
méme plan (6). .

Or, (f* b*) et (a® 2) sont deux homzontalessappuyan;; sur ces de l,t{drg%tes (6), et lqn
démontre comme suit. que ces deux horizontales sont paralleles,

De ce que d* est paralléle a g° »ona les deux tnang]es semblables a"’cd et gcf’ qul donnent

ed : of* = cd® : cg.

De ce que d? est paralléle a g* ona les deux triangles semblables dcb* et gek* qui donnent:

_ od ¥ ek? =cb" : cg.
De ces deux proportions on déduit cette troisiéme : '
cf* : ok® = ca® : cb'.

Qui prouve que a?A? est. pagalléle.a f'b*. Donc les deux droites f’k“) et (a’b‘)sop.t dans un
méme plan et se coupent.

1

Cette démonstration e serait. pent-gtre. pas- assez ge,nera.].e , .81, 'épure me, f{algam voir.en
méme temps, que par un point quelconque (c);dunc génératrice (f}5%) quelle qu’elle sqit on
peut toujours mener gne droife, gui rengontre.a la. fois les:trois gener@mces pripeipales
(), (9')» (9%), et partant toutes les génératrices.

2
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§ 1X.

28. Construire une droite qui rencontre & la. fois trois horizontales deus & deux non situées
dans un méme plan.

Pour que trois horizontales soient deux-a deux non situées dans un méme plan, nous
ferons observer qu'il snffit qu'elles aient des cotes différentes et que les projections de
deux quelconques ne soient pas paralléles. ..

Solution. Si les trois horizontales ont respectivement pour cotes «, 8, ¥, la droite les
rgncontre  en trois points ayant respectivement mémes cotes ; et en désignant par m et n
les projections des deux portions de la droite comprises entre les trois horizontales,
on aura (1):

m:a—pB=mn:p—y,oubien, m:n=—0n—B:8—7.

_.La construction de la projection ¢ cotée d'unc droite. quelconque, qui doit rencentrer trois
horlzontales revient donc & cogpen par une droite les projections de ees trois horizontales
de telle maniére, que le rapport des deux partles dela droite interceptées par les projections
des trois horizontales soit égal au: gapport, connu : -

culalres sur les deux autres ; les prOJechons cotées de ces deux perpendmu]alres seront
les échelles de pente de deux plans dont l’mtersectlon sera la droite cherchée.

80. L’hyperboloide & une nappe, dont les trois directrices sont paralléles G un méme plan , est
un paraboloide hyperbohque.

. Solution. Nous prendrons pour plan horizontal de projection un plan paralléle aux
tr01s du'ectnces, Uatis cé cas, 1es directrices seront trois horizontales.

Aprés avoir construit d'eux genérdtrlces quelconques, c’est-a-dire, deux droites s'ap-
puyant chdcune sur les trois horizontales proposées, il suffira pour construire une troisiéme
génératrice quelconque , de couper les trois horizontales par un plan paralléle aux deux
premiéres génératrices. Ce plan coupera d’aprés (16) ces trois horizontales en trois points
qui sont en ligne droite, et cette droite sera une nouvelle génératrice.

Ainsi toutes les génératrices de la surface sont paralléles & un méme plan paralléle aux
deux premiéres génératrices, et par suite la surface est un paraboloide hyperbolique.

§ X.

- 81. Si par tous les points dune génératrice d'un paraboloide hyperbolique on méne des plans
perpendiculaires & cette génératrice, et des tangentes auz courbes d’intersection de la surface
par ces plans, toutes ces tangentes fdrmerant un para'bolo‘ide hyperbolique droit .

D'abord toutes ces tangentes sont paralléles & un méme plan, perpendiculaire & la
génératrice proposée ; de plus elles s’appuient toutes sur cette génératrice; il reste donc a



trouver, pour établir ia propriété énoncée, uné seconde droite sur laquelle ces mémes tan-
gentes s’appuient, ou bien, a trouver un plan _qui coupe toutes ces tangentes en ligne droite.

Soient d*, d?, d° les projections de trois horizontales prises pour directrices du parabo-
loide, et supposons , ce qui n’dte rien a la généralité de la demoustratlon, que ces hori-

zontales aient respectivement pour cotes 1,2, 8.

Soient (fig. 5) g, ¢’ g” les projeétions de trois génératrices (28, 29), c'est-a-dire, de trois
droites s'appuyant chacune sur les trois directrices données.

D’aprés le corollaire 5, page 5, on a cette suite de rapports égaux :

abt a'b’ =bc : ¥'c’ = etc... (1).

‘Les plans, qui passent par la directrice (d?), et par chacune des génératrices (g), (¢'), (¢”),
sont trois plans tangens, dont les pomts de contact sont respectivement aux points projetés
ena,b, c

Constrmsons maintenant dans chacun de ces plans une droite qui passe par le point de
contact et qui soit perpendiculaire 4 la direqtripe .(d*) ; ces perpendiculaires seront autant
de tangentes a la surface proposée et leurs projections seront les droites ak, bE',
ck” perpendiculaires & d?, car deux droites perpendiculaires, dont ’une est horizontale,
ont leurs projections horizontales perpendiculaires.

Pour que ces tangentes soient déterminées, il faut encore coter leurs projections ; pour
cela, il n’y a qu’a mener dans chaque plan tangent par un point, dontla cote est connue,
une horizontale, qui rencontrera la tangente située dans ce méme plan en un point, quiaura
méme cote.

Draprés cela, si par les points a', b, ¢/, projections de tous points ayant pour cote 1,
et appartenant respectivement aux trois plans tangents, on méne les droites o'k, &', ¢'R”,
parallélement & d2, horizontale commune aux trois plans tangens, les points &, &', #”,dans
lesquels ces droites rencontreront les projections des tangentes auront tous pour cote 1.

Maintenant il est facile de démeontrer que toutes ces tangentes sont coupees par un plan
horizontal en ligne droite.

.. Pour cela , il suffit de faire voir qu'en prenant sur chaque tangente un point dont lacote
est la méme, les projections de tous ces points sont en ligne droite. (

Or, les points %, &', %", prOJectlons de tous ‘points ayant pour cote 1, » et appartenant
‘respectivement aux trois tangentes sont, d'aprés I'égalité (1), en ligne droite, comme
étant les intersections de deux systémes de paralléles proportionnellement espacées (15).

Corol. Si V'on fait faire a chaque tangente un quart de révolution, autour de son point
de tangence et dans un plan perpendiculaire & la génératrice du paraboloide , toutes ces
tangentes deviendront des normales a la surface; et comme leurs positions relatives n’auront
pas changé, elles constitueront encore un péraboloi‘de hyberbolique ; donc la surface com~
posée de toutes les normales & un paraboloide hyperbolique le long d’une méme génératrice est
un paraboloide hyperbolique. Cette propriété appartient  toutes les surfaces gauches.



§ XI.

82, Les projections horizontales de toutes les horizontales qui s’appuient sur deuz droites
de Péspace paralléles & un méme plan vertical passent par un méme point, — ‘

Démonstration. De ce que les deux droites sont paralléles & un méme plan vertical
leurs projections horizontales sont paralléles.

Soit (fig: 6) a b ¢ d.. etc. la projection dela premiére droite; et supposons que les points
projetésen a, b, ¢, d, etc. aient respectivement pour cotes «, g8, v, d, etc; ensuite,

Soita’ b’ ¢’ d.. etc. paralléle a @ b ¢ d.. etc. la projection de la seconde droite; et suppo-
sons que les points projetés ena’, ¥, o, d, etc. aient respectivement mémes éotes «, 8, v, J,
etc. que les points de la premiére; alors,

ad’, bb', ¢, dd' , etc. seront les projections d’autant d’horizontales qui rencontrent cha-
cune les deux drmtes proposées.

Pour que ces projections passent par un méme ‘point , il suffit évidemment de
prouver quel'on a:

ab:a'b'=hc¢:bd =cd:cd==etc.

Or, ces égalités de rapports subsistent [parce que les deux droites sont parcillement co-
tées ( ll)

Cette démonstration prouve en méme temps la premlere propriété énoncée au nu-
méro (24). -

83. Trouver le point de rencontre d’une droite avee un hyperboloide de révolution & une
nappe , représenté par sa génératrice rectiligne.

La solution que nous allons donner de ce probléme a I'avantage d’étre débarrassée de toute
considération de géométrie analytique.

On prendra le plan vertical de projection paralléle a la droite proposée et I'on fera
tourner la génératrice de ’hyperboloide autour de 'axe de révolution, que nous supposons
vertical, jusqu’a ce qu’elle prenne une position paralléle au plan vertical.

Cela fait , le probléme sera résolu, si Yon peut trouver deux points, 'un sur la généra-
trice, Pautre sur la droite, tous deux & égale distance du plan horizontal, et a égale dis-
tance de l'axe de revolutlon, car de ces deux points celui, qui est sur la génératrice, engen-
drera dans le mouvement de celle-ci une circonférence, qui passera évidemment par le
point situé sur la droite; et par suite, le point ainsi déterminsg sur la droite sera précisément
le point cherché.

En supposant connus les deux points que nous cherchons, la droite terminée a ces points
sera une horizontale, dont les extrémités sont a égale distance de I'axe; et par suite la plus
courte distance entre I'axe et cette horizontale divisera en deux parties égales cette derniére.

Donc, parmi toutes les horizontales terminées a la génératrice et a la droite, celle, qui
est divisée en deux parties égales par sa plus courte distance a I'axe, coupera la génératrice
etla droite aux points cherchés. Cette horizontale, nous I'appellerons horizontale con-
venable.

Nous ferons remarquer en premier lieu que , comme la droite et la génératrice sont pa-
ralléles au plan vertical de projection, il résulte du numéro précédent (32), que les

\
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projections horizontales de toutes'les horizontales terminées a la droite et i la génératrice
doivent passer, étant prolongées, par un méme point; et I'on connaitra ce point en cons-
truisant lés projections de deux horizontales quelconques.

Nous ferons remarquer en second lieu que les projections horizontales des plus courtes
distances entre toutes les horizontales et 'axe passent toutes par la projection horizontale
de Paxe et par suite par un méme point.

De ces remarques, et de ce que chaque horizontale et sa plus courte distance a I'axe se
projettent sur le plan horizontal dans des perpendiculaires, il suit que les points de ren-
contre de chaque horizontale, avec sa plus courte distance a I'axe, se trouvent en projection
horizontale sur une méme circonférence de cercle. (Car si, dans un méme plan, on méne,
par un méme point, des perpendiculaires & toutes les droites partant d’'un méme autre point,
les pieds de ces perpendiculaires seront sur une méme circonférence de cercle, ayant pour
diamétre la droite qui unit ces deux points).

En prenant maintenant sur cette circonférence un point a égale distance des projections
horizontales de la droite et de la génératrice, on aura la projection horizontale d’un point
de I'horizontale convenable. Joignant ce point avec le point unique par lequel passent les

_projections horizontales de toutes les horizontales, on aura la projection horizontale de
I'horizontale convenable.

Observation. Le probléme aura généralement deux solutions. Il n’en aura qu'une, s'il n’y
a qu’un point de la circonférenee en question a égales distances des projections de la droite
et de la génératrice ; et il sera impossible, s'il n’y a pas de point sur la circonférence a
égale distance des mémes projections. :

EPURE. (fig. 1.)
DD, dd’ projections de la droite paralléle au plan vertical.
V,.» . projections de laxe de ‘révoluti.on de I’hyperboloide.
GG, g9’ projection de la génératrice dans sa posiﬁon paralléle au plan vertical.
GD, gd, projections d’une premiére horizontale s'appuyant sur la droite etla génératrice.

G'D’, g'd’, projections d'une seconde horizontale s’appuyant sur la droite et la généra.trjce.

0. Point unique, par lequel passent les projections horizontales de toutes les hori-
zontales s’appuyant sur la droite et la génératrice. —

OMY. Circonférence décrite sur OV comme diamétre.
MM Droite a égale distance de DD’ et de GG’

OM, O’ Projections horizontales de deux horizontales convenables. gr, ¢'r’, leurs pro-
jeotions verticales.
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QR gr, Projections de la portion de la premlere horizontale comprise entre la généra-
trice et la droite proposée.

VM, Projection horizontale de la distance de I’axe a I'horizontale (QR , gr).

A cause que Mest & égale distance de DD’ et de GG, il suit que MQ = MR et par suile
que VM divise QR en deux partics égales , donc (QR, gr) est une horizontale convenable.
On démontre de la méme maniére que (Q'R’, ¢'7) est une seconde horizontale convenable,

84, Note. L’hyperboloide de révolution & une nappe est une surface gauche, c’est-a-dire,
que deux génératrices consécutives quelconques ne sont pas dans un méme plan. —
" Soit (fig. 4) C la projection d’un paralléle quelconque ayant pour cote » et C’ la -pro-
jection du cercle de gorge, ou du plus petit paralléle , ayant pour cote 3.

On sait que la projection d’'une génératrice quelconque doit étre tangente a la prQ;ec-
tion du cercle de gorge.

D’aprés cela g, ¢/, tangentes & ¢, seront les projections de deux génératrices qui ren-
contrent le paralléle C en deux points ayant chacun pour cote «, et le paralléle C' en
deux points ayant chacun pour cote 8. — Pour que ces génératrices pussent étre dans un
nméme plan, il faudrait que (6) les deux horizontales (« 2), (8 8} fussent dans un méme
plan et par suite paralléles. Or, il est facile de prouver que la droite (88) est parallele a
d , et par suite ne saurait étre paralléle a la droite (« «).

§ XII

85. Définition. — Par systéeme de polaires, nous entendons un ensemble de droites, tracées
dans un méme plan, et passant par un méme point appelé péle.

86. Définition. — Un systéme de polaires et un systéme de paralléles, tous deux situés dans
un méme plan, sont dits proportionnellement espacés, lorsque, les polaires interceptant sur vne
transversale des parties quelconques, les paralléles interceptent sur la méme transversale ou
sur une transversale différente des parties respectivement proportionnelles ; cela posé,

Propriété, — Dans un systéme de polaires et un systéme de paralléles propartionnellement
espacés, les paralléles rencontrent respectivement leurs polaires correspondantes, sur une méme
parabole ou sur une. méme hyperbole: ce sera-une parabole ou une hyperbole suivant que la
transversale des polaires est paralléle, ou non, & la direction des paralléles.

Démonstration. — Soient (ﬁg 9) p, P’ P, etc. les paralléles, dont la transversale est
a bed.. etc. et soient 7, 7', #”, etc., les polau'es dont la transversale esta’ b ¢ d.. etc.

on'donne : -
ab: a'b =hc:bc =cd: cd =ete....(1)

Il faut prouver que les points m , m’, m”, etc., dans lesquels les paralléles rencontrent
respectivement leurs polaires correspondantes, sont sur une parabole ou sur une hyperbole.
Les transversales a b ¢ d.. etc., a"b’ ¢’ d'.. etc. & cause de la propoftion(l)peuvént étre prises
pour les projections de deux droites de I'espace pareillement cotédes, de sorte que.« 8 y , eto.
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Stant les cotes respectives des points projetés en a, b, ¢, d, etc.; «, 8, v, &, etc. seront encore
les cotes respectives des points projetés en a’, b, ¢, &', ete.

Les polaires =, #', ”, etc. étant prises pour les projections de toutes horizontales s’ap-
puyant sur la droite de I'espace (abed.. etc.) et sur la verticalg (D), seront les projections
d’autant de génératrices d’'un paraboloide hyperbolique droit ayant le plan horizontal pour
plan directeur et ces génératrices.auront respectivement pour cotes «, 8, v, &', elc.

Les paralléles, p, p’, p”, etc., étant prises pour les projections d’autant d’horizontales
'd’un méme plan passant par la droite de I'espace (a'b’c'd’.. etc.), auront également pour
cotes respectives «, 8, v, d, etc. N

Ainsi une paralléle quelconque et sa polaire correspondante sont les projections de deux
horizontales .de mére cote; et par suite le point d'intersection de cette paralléle avec sa
polaire correspondante est la projection d’un point appartenant i la fois au plan et au
paraboloide. Donc la courbe, formée par les points dans lesquels les paralléles rencontrent
respectivement leurs polaires correspondantes, est la projection de la courbe d’intersection
du paraboloide avec le plan ; et cette prOJectlon sera une parabole ou une hyperbole : car
on sait par la géométrie analyuque qu'un paraholmde est coupé par un plan suivant une
parabole ou suivant une hyperbole et que les projections orthogonales de ces courbes sont
des courbes de méme espéce. On sait de plus que la courbe est une parabole ou une hyper-
bole suivant que le plan sécant est paralléle ou non a l'intersection des deux plans direc-
teurs du paraboloide. '

Or, Vintersection des deux plans directeurs est paralléle a la transversale a'b'c'd’, etc.,
et le plan sera paralléle, ou non, i cette intersection selon que les paralléles p, p’, p”, etc.
seront paralléles, ou non, i la méime transversale a'b’c’d'.. etc. '

Observation. La courbe d'intersection du systéme de paralléles et de leurs polaires
correspondantes se réduira a une droite paralléle d la transversale des polaires, si la
polaire, qui est paralléle  la direction des paralléles coupe la transversale des polaires et
la transversale des paralléles en deux points correspondants. Voyez (fig. 10) ou la polaire
p d' d, paralléle A la direction des paralléles a ", b b”, etc., coupe les deux transversales
a b cd.. etc., a’b'dd'.. etc. aux points correspondants d , d' et ou la courbe d’intersection

se réduit a la droite a”b”c"d".. etc. paralléle a transversale a'b’'c’d'.. etc.

§ XIIL

88, i, dans un cercle, on laisse les .abscisses les mémes et qu’on augmente ou diminue toutes
les ordonnées, en les multipliant ou en les divisant toutes par ume méme constante, les
ertrémités de toutes les ordonnées ainsi augmentées ou diminuées constitueront une ellipse.

Démonstration. On prendra le cercle pour base d'un cylindre droit. Par I'un des dia-
métres du cercle on ménera un plan quelconque qui coupera le cylindre, comme on sait,
suivant une ellipse.

Le diamétre du cercle étant pris pour P'axe des abscisses des deux courbes, il est évident
que pour une méme abscisse , chaque ordonnée du cercle est la projection de 'ordonnée
correspondante de Tellipse ; et comme les ordonnées de I'ellipse font avec le plan du
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cercleun méme angle que je désigne par «,il résulte qu’en multipliant toutes les ordonnées
de Vellipse par cos z, on aura les ordonnées du cercle et par suite en divisant toutes
‘les ordormées du cercle par cos «, on aura les ordonnées de Vellipse. Donc, etc.

39. — Dans un convide droit-ayant pour directrice une circonférence de cercle dont le plan
est perpendiculaire au plan directeur, toules les sections par des plans paralléles d -la
directrice sont des -ellipses.

~ Soit (fig. 8) saf la projection horizontale d’un cone dont le sommet s est dans le plan
horizontal et dont la directrice est une circonférence de cercle projetée dans son diamétre
af, aussisitué dans le plan horizontal. '

Soient.a, b, ¢, d, etc. les projections d’un certain nombre de points de la directrice et
" w, B, v, 4, etc. les cotes ou ordonnées respectives de ces points.

sa, sb, sc, sd, etc. seront les projections d’autant de génératrices du cone.

Soit a’f’ la projection d’un plan vertical paralléle a celui af de la directrice. Ce plan
coupera -le cone suivant une courbe semblable a la- direetrice, c'est-a-dire, suivant une
circonférence de cercle; les points projetés en a’, b, ¢, etc. appartiennent donc.a une
.circonférence de cercle, ct si nous désignons par «, &', ¥, &', etc. les cotes ou-ordonnées
Tespectives. de ees points, nous aurons pour relation - entre les cotes ldes deux points,
dans:lesquels.une méme - génératrice quelconque’(sh) renvontre -les:deux cireonférences
(af) , (a’f’) en observant que la cote du point s est zéro,

bs:p="Ns: g delapg = —-s—:ﬁ’.

Et comme le rapport de ps 4 b's. est le. méme ., pour .une génératrice quelconque, car la
figurc donne :

bs: b's=t¢s:c's=ds:ds=etc. = m.

Il en résulte que :
B=mpg,y=my ,d=md,ete.

_ Ainsi pour passer des ordonnées o', 8/, o/, &’, etc. du cercle (a’f) aux ordonnées «, g,

v, 9 etc. du cercle (af), il suffit de multiplier les premiéres par la constante m. Cela posé ,

‘Imaginons le conoide & plan directeur horizontal, ayant méme directrice (af) que le cone
et pour directrice rectiligne la verticale projetée 'dans le sommet s du céme. .

-Les projeetions des génératrices du cone deviendront les projections d’autant de ‘géné-
ratrices du-coneide que nous venons de définir, en les prenant pour projections d’autant
d’horizomtales ayant respectivement pour cotes «, g, v, J, etc. ; parsuite @’ ,' b, ¢, &, etec.
serontles projections d’autant de points d’une section faite dans le conofde, en leur donnant
respectivement pour cotes «, 8, v, J, etc.

‘Ainsi-en considérant.a’b’'c’'d’, comme la projection ‘d’une section circulaire faite dans le
cone , les points projetés en @', -b', ¢, d', etc. auront reipectivement pour cotes



. L — 17 —_
e, 8,9, J‘ etc. ; et en considérant a’b’c'd’ commg la projection d’une section faite dans le
conoide, les points projetésen a’, b', ¢, d', etc. auront respectivement pour cotes «, 8, v, &,
etc. ou bien m &', m g, m o'y m &, ete.
Ainsi pour avoir la. section faite dans le conoide, il suffit de prolonger les ordonnées
<, &, v, &, ete. de la section circulaire (¢//") du cdne, de maniére qu'elles deviennent
respectivement m &', m g', m o, m, d", etc.Donc la section faite dans le conoide est d’aprés

‘ (38) une ellipse.

§ XIV.

40. Définition. Nous dirons que deuz systémes de polaires, situées dans un méme plan, sont
ou rectilignes, ou circulaires ou elliptiques, selon .que les polaires du premier systéme remcon-
trent respectivement les polaires dii second sur une méme droite , sur une méme circonférence
de éercle passant par les deux pbles ou sur une méme ellipse passant par les deuz péles.

Nous mommerons polaires correspondantes celles qui deus & deuw se coupent sur cette
-droite, sur cette ciréopfé\rer{ce,‘ sur cefte ellipse.

Par angle de deus pb‘l_aires correspondantes nous entendons Pangle opposé & la droite qui

-unit les deur péles.

41. Propriété. Deux systémes de polaires rectilignes, circulaires ou elliptiques sont propor-
tionnellement espacées , si on les coupe respectivement par deus transversales respectivement
paralléles & deux polaires correspandantes; en faisant attention que chaque transversale doit
appartenir au méme systéme que la polaire & laquelle elle est paralléle.

Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer la propriété énoncée pour deux
systémes de polaires circulaires, et d’indiquer la démonstration pour deux systémes de
polaires elliptiques. :

Soient (fig. 14) les polaires pa, pb, pc, pd, etc., ayant pour pole p et coupant respec-
tivement les polaires p'a’, p'b’, p'c’, etc. ayant pour pole p’ sur une méme cir-
conférence. :

Soient a b ¢ d.. etc., a’b’ ‘d'.. elc. deux transversales respectivement paralléles aux deux
polaires correspondantes quelconques pM, p’ M

1l faut prouver gne 'on a la proportion :

ab: a'b'=bc:b'c =cd: ¢'d =etc...(l)

Les triangles qui ont leur sommet en p, et dont lesbases respectives sont ab, be, cd, etc.,
sont respectivement semblables aux triangles qui ont leur sommet en p’, et dont les
bases respectives sont a'd’, b'c’ , ¢'d’, etc. En effet, par construction I'angle 0 est égal a
Iangle M et par suite I'angle 0 est supplémentaire de chacun des angles &, &', o”, ",
etc. Cela posé : dans le quadrilatére a o a’s, les deux angles opposés = -} 5 = 2 droits;
mais on a aussi 5 -} y = 2 droits; donc # =y. De méme dans le quadrilatére
bob's’, les deux angles opposés #” -} y' = 2 droits ; mais on a aussi &' -} 7”7 = 2 droits;
done #' = y'. Ainsi les deux trnangles pab, p'a’h’ sont semblables comme ayant deux

angles respectivement égaux.

3



— 18 —
- Afant:'démontré de 1a‘ mémeé maniére ‘que tous' les autres triangles sont respecti-
- vement sémblables , il sera facile de “déduire de.cette similitude la; proportlon (1) quil
s aglssalt de prouver.

* On’prouve quéla propnete existe eg’a!é‘ment pour deux systemes de polalres elhpthues
“en observant quc ¢es'derniérs pemfent toujours: étre regardés comme la projection.de
* deux systémies de poldites circulaires: - = = . : i

Deld on déduit un moyen facile pour construire une elhpse dont  on connalt

cing points et pour mener la tangente en un quelconque de ces points. .
N

§ XV.

42. Dans deux systémes de polaires coupés chacun par une trgnsversale, nous entendons par
angle des deus transversales , Uangle opposé & la droite qui unit les deus péles; en tmaginant
les deus ¢ransversales prolongées jusqu’a la rencontre de ceite droite. Cela posé :

43. Deux systémes de polaires proportionnellement espacées sont circulaires ou se coupent
deus &' deuz sur une méme circonférence de cercle passant par les dews péles, si deus polaires
seulement du premier systéme rencontrent chacume sa correspondante .du second systéme
sous un angle qui devra étre eyal & celui des deus transversales ou supplément du méme, selon,
qu’en menant par Te pole de chaque aystéme ‘une’ paralldle & sa transversale , le point
‘d’intersection de ces deus paralléles est, ou mon, du méme coté que le sommet de.cet angle,

' par rapport & la droite qus unit les deuw péles. . :
Démonstration. Soient (Fig. 14) pa, pb, pc, pd, etc., p'a’, p b , p'c’, p'd, etc. les deux
systémes de polaires etc. abed. etc., ab'c ’d’.. etc. leurs transversales respectxves. On

donne :
ab : @b’ =bhc : e’ = ¢d : ¢'d = ete. (1)

Et T'on suppbsé de plus que‘ les angles », o’ sont égaux et suppléments chacun de I'angle

- 0 formé par les deux transversales. Pour prouver la propriété énuncée, il suffit évidem-

ment de faire voir que tous les autres angles o”, &', etc., sous lesquels se coupent

deux i deux les autres polaires correspondantes, sont égaux, comme étant suppléments
chacun de I'angle 0.

Pour cela démontrons d’abord que les triangles qui ont leur sommet en p et pour bases
respectives pa , pb, pc, etc. sont respectivement semblables aux triangles qui ont leur

* sommet en p’ et pour bases respectives p'a’, p'}b', p'c, ete.

A cause quel'ona 0 -+ »=2 droits.et 0 }- o'= 2 droits; on fera voir comme a l'article
précédent (41).que les deux triangles pab, p'a’b’ sont semblables comme étant équiangles.
Au moyen de la similitude de ces deux triangles et de la proportion (1) on démontrera que -
les deux trianglessuivants pbc, p'b'c’ sont semblables , comme ayant un angle égal
*compris entre- cotés proportionnels , et I'on suivra la-méme marche pour prouver la simi-

: litude de tous les autres triangles.

~-De la similitude de ces triangles résulte que tous les angles marqués sur la figure de la

méme maniére en 7 et en y sont égaux. Cela posé :



—"19 —

Dans le quadrjlatére ¢ 0 4", la somme des deux .angles opposés z, |-y’ =2 droits;
ear y; =x,.6ty" -}-yo=12 dro1ts donc 3ussi 0 + #” =2 droits et pag smte g” est
supplément de 0.

De la m¢me. maniére on prouvera que dans le quadnlatere dod " la somme des angles
04 " =2 droits et par suite que »”’ est supplément de 0. Donc etc.

§ XVI.-

44. Probléme. Deuw droites divisées dans le plan horizontal en parties respectivement
proportionnelles étant prises pour transversales de deux systémes de polaires proportionnellement
espacées, et le_ pble de Pun des sy.gtémes étant donné, déterminer le péle de Pautre systéme de
maniére que les deux systémes soient circulaires, c’est-i-dire, que les polaires du premier
systémes " coupent respectivement leurs correspondantes ‘du second systéme sur une’ méme
circohférence de cercle passant par les deuz pbles. '

Soit p (fig 15)le pole des polaires dont la transversale esta b cd.. etc. et soita’b'c'd'.. etc. la
transversale des polaires dont le pole p’ est & déterminer de maniére 4 satisfaire i 'énoncé.

On donne la proportion ab : a’b’ =bc : b'c’ = cd : ¢'d’ = etc.

Cela posé, par le point a’, correspondant 4 a, je méne les deux droites mdeﬁmes a'p', 6z,
dont chacune fasse avec la polaire pa des angles respectivement égaux i ceux des deux
transversales. De méme par le point b’, correspondait i b, je méne les deux droites indé-
finies ‘b’p’, 'z, dont chacune fasse avec la polaire p b des angles respectlvement égaux a
ceux des deux transversales.

Ces-quatre droites se couperont en quatre points dont un seul, le point p’ pris pour le
pole cherché, satisfera d’aprés 'énoncé du numéro (42) 4 la question proposée.

§ XVIL

45, Principe. Un systéme de polaires peut toujours étre considéré comme la prqject;'on dun
paraboloide hyperbolique droit & plan directeur horizontal. Dans ce cas, le pble est la projec-
tion de la directrice perpendiculaire au plan directeur ; la transversale est la projection
de la directrice oblique et les polaires sont les projections des gémératrices horizontales du
paraboloide. Cela posé :

46. Deus systémes de polaires circulaires et proportionnellement espacées étant pris pour
projections de deus paraboloides hyperboliques droits & plan directeur horizontal , ces deux
-paraboloides se couperont suivant une courbe dont la projection sur le plan directeur commun
“(tci le plan horizontal) sera une circonférence de cercle, si I'on a soin de coter parezllament les
deux transversales, projections des directrices obliques.

Démomtﬁgtma. Les deux transversales divisées en parties respectivement: proportion-
nelles ¥tant prises pour les projections de deux droites de ’espace pareillement cotées ,

deux polaires correspondantes seront les projections de deux génératrices de méme cote,



appartenant respectivement aux deux paraboloides; etpar suite le poin} de rencontre de
deux polaires correspondantes sera la projection d’'un point appartenant a la fois aux deux
paraboloides.

Or, deux polaires correspondantes quelconques se coupent sur une méme circonférence
passant par les deux poles; donc la projection de la courbe d'intersection des deux

paraboloides sera une circonférence de cercle. -

§ XVIII.

47. Chercher le point de rencontre d’une droite avec le paraboloide hy _/perbohque au moyen
de la drotte et du cercle.

Nous prendrons le plan directeur pour plan horizontal de projection et nous supposerons
Fune des deux directrices perpendiculaire & ce plan directeur ; parce que notre démonstra-
tion exige que ’une des deux directrices se projette en un point sur le plan directeur pris
pour plan de projection. (Condition quel’on pourra d’ailleurs toujours remplir en se servant
d’'un systéme de projection oblique dans lequel plans et droites projetants seront
paralléles a I'une des deux directrices). Le paraboloide proposé est donc supposé droit.
Cela posé :

Solution dans Uespace. Par la droite proposée je fais passer un paraboloide droit ayant
le plan horizontal pour plan directeur et choisi de maniére que son intersection avee le
“paraboloide proposé se projette ‘dans une circonférence de cercle. L'intersection de la
projection de la droite avec cette circonférence sera la projection du point de rencontre ;
et il ne reste plus qu’a chercher la cote de ce point considéré comme appartenant ala
droite.

Solution graphique. Soit le point p la projection de la directrice perpendiculaire au plan
directeur, et a b ¢ d.. ete. la projection de la directrice oblique, les points projetés ena, b,
¢, d, etc. ayant respectivement pour cotes «, 8, y, d, etc. '

Supposons la droite proposée dont la projection est a’b’'c'd'.. etc. pareillement cotée que
la directrice oblique ; et soient a’, b', ¢, &', etc. les projections des points qui ont respecti-
vement mémes cotes «, 8, v, J, etc. que les points de la directrice projetés respectivement
ena, b, ¢, d, etc. ' '

La droite proposée et la directrice oblique étaut pareillement cotées, on a :

ab: @'l =bc: b'd’ =cd : ¢'d = etc... (1)

En considérant le point p comme le pole d’un systéme de polaires ayant pour trans-
versale « b ¢ d.. etc., les polaires pa, pb, pc, etc. seront les projections d’autant de

génératrices du paraboloide proposé.
A cause de la proportion (1) je puis déterminer le pole p' d’un second systéme

de polaires ayant pour transversale a'l’c'd’.. etc. et qui soit circulaire avec le systéme
précédent. (44)

Ce second systéme de polaire sera la projection d'un paraboloide auxiliaire passant
par la droite proposée; et la circonférence, sur laquelle se couperont deux polaires
correspondantes quelconques, sera la projection horizontale de V’intersection du parabo-
loide proposé avec le paraboloide auxiliaire.
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o - § XIX..

48. Définitions. Un systéme de paralléles et un systéme de circonférences de cercles concen-
triques seront dites proportionnellement espacées , lorsque, les circonférences interceptant sur
wne transversale passant par le centre des parties quelconques , les paralléles interceptent sur
la méme transversale ou sur une transversale différente des parties respectivement proportion-
nelles. Le centre est considéré fci comme un cercle dont le rayon est nul.

49. Une circonférence et une paralléle seront dites correspondantes ou se correspondre
Pune & lautre, lorsque la paralléle rencontre sa transversale en un point correspondant (10) &
celui dans lequel la circonférence rencontre sa transversale.

- B0. Propriété. Si un systéme de circonférences de cercles concentriques est rencontré par un
systéme de paralléles proportwnnellement espacées & ces circonférences , les points de rencontre
des circonférences avec les paralléles qui leur correspondent respectivement se trouveront sur
une parabole , sur une hyperbole , ou sur une ellipse.

Démonstration Soient (fig. 11, 12, ]3) p,p »p", ete. le systtme de paralléles, et @ b
c d.. etc. leur transversale.

Soient ¢, ¢, ¢’, etc. le systéme de clrconferences de cercles, et a'b'c’'d.. etc. leur
transversale.

Puisque d’aprés 'énoncé les deux transversales sont divisées de maniére que I'on a :

ab:a'h =hbc: b¢' =cd:c'd = etc.

On peut les prendre pour les projections de deux droites de l’espacé pareillement cotées;
de sorte que si , 8, v, &, etc. sont les cotes des points de la premiére projetés respective-
ment en a, b, ¢, d, etc; «, B, v, J, etc. seront aussi les cotes des points de la seconde
projetés respectivement en a’, b’, ¢, d', etc.

En considérant les paralléles p, p’, p”, etc. comme les projections d’autant d’ho-
rizontales d’'un méme plan passant par la droite de ’espace projetée dans la transversale
ab ¢ d.. etc., ces horizontales auront respectivement pour cotes «, g, v, J, etc.

De méme , en considérant les circonférences de cercles ¢, ¢’, ¢”, etc. comme les
projections d’autant de circonférences de cercles horizontaux qui ont leurs centres sur la
verticale projetée en @’ et qui s’appuient toutes sur la droite projetée dans la trans-
versale a’b'c'd’.. etc., ces circonférences de 1’espace appartiendront & un cdne droit
a base circulaire et auront respectivement pour cotes «, 8, y, J, etc.

Ainsi une paralléle quelconque et la circonférence qui lui correspond sont l'une
la projection d’une horizontale de ce plan, Pautre la projection d’une circonférence
de ce cone ; et cette horizontale a méme cote que la circonférence.

Le point d’intérsection d'une paralléle quelconque avec la circonférence qui lui corres-
pond est donc la projection d’un point appartenant  la fois au cone et au plan ; par con-
séquent la courbe , formée par les intersections des paralléles avec les circonférences
qui leur correspondent respectivement , est la projection d'une section plane faite dans
un cdne droit a base circulaire ; or, on sait que cette section est une'parahole, une hyper-
bole , ou une ellipse et que les projections orthogonales de ces courbes sont encore des
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courbes de méme espéce, car l'ellipse ne saurait dans le cas présent se projeter dans un
cercle. Donc ete. .

Pour reconnaitre I'espéce de courbe sur laquelle les circonférences rencontrent respec-
tivement leurs paralléles correspondantes, nous supposons que la transversale abed.. etc.
des' paralléles soit-perpendjculaire 4 ces derniéres et dans le cas contraire qu’on la rem-
place, ce qui est permis, par une autre jouiSsﬁni de cette propriété; cela fait, en cbnipai
rant une division quelconque ab de la traversale des paralléles avec la division correspon-
dante a'b’ de la transversale des circonférences , la courbe sera :
' " Une parabole si ab = a'b'.... (fig. 11)

Une hyperbole si ab < a'¥....(fig. 12)
Une ellipse si ab > o'}’ ....(fig. 13)

‘On se rendra compte de cela, si 'on transporte parallélement i lui-méme, jusqﬁ’au
sommet du ¢one, le plan prdjeté dans les paralléles; car on trouvera que dans-cette
position le plan est tangent au cone, si ab= a'b’, qu’il coupe le cone suivant deux géné-
ratrices, si ab < a’b'; enfin qu’il n’a que le sommet de commun avec le cone, si ab>.a'b’.

52, Nous ferons observer que la parabole se réduit 4 une droite passant par le gentre ,
P'hyperbole & deux droites qui passent également par le-centre et I'ellipse & un point unique
qui est le centre ; si le centre et le point qui lui correspond sur la transversale des paralléles
se trouvent sur une droite paralléle aux paralléles, c’est: que dans ce cas le plan projeté
dans les paralléles passe par le sommet du cone.

53. Nous allons mainteﬁant indiquer la maniére de déterminer les sommets des courbes,
;pour cela il faut prendre, eé. qui est permis, pour transversale des cercles une droite ,
-passant; toujours par le centre it perpendiculaire i la direction des paralléles ; cette trans-
‘versale sera évidemment un axe de la courbe. Cela fait , tout se réduit 4 copstruire une
paralléle qui coupe les deux transversales en deux .points correspondants; celui de .Qes
deux poitits qui est situé-sur-ld trapsversale des cercles sera un sommet. - '

. ‘Airisi la paralléle menge; par- le point. m) intersection des deux droites aa’ et dd, qui
s’obtiennenten joignant deux points quelconques a, d delapremiére transversale avec lePrs
-«ci)rrespondants @, d delaseconde transversale, coupera la transversale des cercles en un
-sommet de 1a courbe. 11 est en effet facile de démontrer que la paralléle ainsi constﬁﬁjte ne
fait que toucher son cercle correspondant en un point situé sur I'axe ; par suite ce point est
un sommet. ) . " I ) : T
84. Tangente. — Pour construire la tangente en un point donné sur I'une quelcongue
des trois courbes, il faut prolonger la droite qui unit ce point ayec.le centre, jusqu’a la
rencontre d’'une cir‘conféreﬁce.qﬁélCanue;- en ce point dé rencontre mener & cette .cir-
conférence une tangente ; la droite, qui joint le point proposé avec le'point ou cette tan-
gente rencontre la: paraﬂéle-' qui’ correspond ‘a cette circonférence, sera la tangente
‘demandée. - ' N T ;

Nous avons oublié a Varticle (37) de parler-de la construction de la tangénte, ‘nous ,allons -réparer ici

- cette omission. Pour mener la tangente en un point donné sur la courbe ( parabole ou.hyperbole) par le
point proposé il faut mener une premiére droite auxiliaire paralléle a la transversalé des polaires jusqu’a la

" Tencontre'd’une polaire quelconque qae je désigne par a; en ce point de rencontre il faut: yeper pne seconde
droite auxiliaire paralléle a la polaire qui passe par le point proposé; joignant le point proposé avec le point
on cette seconde droite auxiliaire rencontre la paralléle qui correspond & la polaire z, on aura la tangente demandéc.
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