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MEMOIRE SUR QUELQUES DECOMPOSITIONS EN CARRES;
PAR EUGENE CATALAN.

AVANT-PROPOS

Le savant Prince Boncompagni m’a fait I’honneur de présenter, 2 I'Aca-
démie pontificale des Nuovi Lincei, le petit Mémoire suivant, qui va pa-
raitre dans les A¢ti de cette illustre Compagnie, et qui complite la Note
Sur quelques décompositions en carrés, publiée, il y a deux ans, dans le
méme Recueil.

Parmi les questions traitdes dans mon nouveau travail, je crois pouvoir
signaler, a I'attention des Géometres, celles dont voici la rapide énumération.

Trouver un nombre N, e€gal & la somme de n carrés, et dont le carre
soit une somme de s carres ;

Toute puissance entiére, d'une somme de trois carres, est une somme
de trois carres ;

Interpretation geometrigue du théoréme precedent ;

Decomposition, en deux carrés, de (x*+y?) (x+y%) (B+y%)...
a, b etant des nombres entiers, la quantite

1 _ .
z_a. [(a + ‘/az T bz):n—t +(-a+ ‘/aa + b? :n—x]
est la somme de deux carrés et la somme de trois carres;
X, y €tant deux nombres entiers, premiers entre eux,
xin - xhn—2 g2 4 glhn=b xb | 4 yle

est la somme de deux carrés et la somme de trois carrés ;
Soit, conformément au theoréme de Gauss,

27 + 1
4

= Y" - PZ:.

2 +1

Le polynome Y} est la somme de quatre carrés et la somme de cing
carres ; .
A partir de n =3, chaque valeur entiére de x, satisfaisant & l'dquation

@+1)x*=y* +1,
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est la somme de trois carres;
a, b etant des nombres entiers, la quantite

[a + \/;da’Tb"]" + [-a+2\£m_5’]"

est la somme de quatre carrés, dont deux sont €gaux entre eux;
La somme des puissances an, de deux nombres entiers, inegaux, est
une somme de quatre carrés, dont deux sont e€gaux entre eux ;
Chaque valeur entiére de x, satisfaisant & l'déquation

@+Db)x*=y"+14,

est la somme de quatre carres (é>1, b>1);
Chague valeur entiére de y, satisfaisant & léquation

@ +1) x*=y* -1

est la somme de trois carrés (y>1);
P €tant un nombre premier, de la forme sp+1, décomposer

X3 x4 e xt ey

en deux facteurs du degré p -1 , de deux manicres differentes ;
Trouver toutes les. solutions entiéres de x*+y =u? + v* « w';

Trouver un carré qui soit, simultan€ment, la somme de deux carres,
la somme de trois carres, la somme de n carrés;
Soit s le nombre des puissances de 2 ayant a +b pour somme. La
fraction
1.2.3..2aX1.23..2b

?.1.2.3..a%X1.23..bx1.2.3..a+b

est réductible & un nombre impair ;
Soit s le nombre des puissances de 3 ayant n pour somme: 4™ ess
la somme de & carrés impairs.

Liége, 15 février #gs4.
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QUELQUES IDENTITES.

1. n étant uﬁ nombre entier, on a
e i T R A R ¥ . Ay Aty
+4 (xlaﬂ y - 2t ]3 o _x?:ru-l + zyin-&-l)a.

Multiplions, de part et d’autre, par (z* + y%)".
12 Dans le second membre, le produit du premier polynéme entre pa-
renthtses, par x* +y*, est

(2 = Ar ) (2 4 ) = g (280 )P - 2Py )
= W i R gt e e (e ka3 oY),
2° Le produit du second polynéme entre parenthdses, par x* + j‘,- est
ZUH 4 o gy (2 4 ),
3° L'égalité a vérifier se réduit donc a
(@ 4 )P (24 g) (2 Y (= (2 gy S
ou, plus simplement, a la relation évidente:
oY = @ =)
2. Remarque. D'apris (A), le carré de x"+ 4 ™, égal a
(£ ) (e,

est decomposable, d'une seconde maniére, en une somme de deux carrés.
3. Exemple. Soient n =3, x =3, y = 1. La décomposition rappelée, qui
a servi tout-a—I'heure, est

(3" + 1) =(a" =)' + (2. 3",
ou .

4782 970" = 4 782 968" + 4 374",
Par l'identité (A):



4782 970" = (3" —2. 3" +2. 3 2. 2842 ¥ —3 3 42 3" —y)

+4 (3038143937 + 3% = 3* 4 )

3t = g\’ 3+ 1\’
=( 4782008 —18 + 3. (—
10 10

= (% 782 968 — 956 592)' + 36. 478 297" ;

ou enfin
4 782 970" = 3 826 376" + 2 860 782" (°).

4. Suite. Si I'on €gale les deux expressions de (z**+' + y*"+), et que
I'on fasse, pour abréger:

A=ax™ —ax™ ' paxh yt ol 4 oaxt ptn - ph

B=x"*t y g1 p3 4 L < ) i gyt
on trouve

(A 275 = =) (A= 2 4y ¥t ma (41 et o B) (251 o0t 2 B,
ou
i I A Al I L L ol
= [x'n+lj‘n+x + 1 7 - xm-:ja +...=2° J.tn—r - .rj"'""]
i e T r-...- xy**].

Maintenant, il faut distinguer deux cas.
1° Si n est pair, le terme ‘du milieu, dans B, est x™* "+ Donc
le second membre de la dernitre égalité devient

[x‘n-i-lj_ xtn—lja Foum 'n+l‘,r'n—x + o x3n+1 J.'n+| -.‘l""_’j"‘"'?‘ +“.+x]‘ﬂ+l]
X[-xH oy 4 atn=t 344 ™3 vt e e - xytH.

2 Lorsque n est impair , le terme du milieu est — x™+ y"+; et le
produit considéré se change en

[ttty — it o+ 't it =ty xyt ]

X[=xnHy sty gt I e Xt ittt Oy,

(*) Pour vérifier ce résultat, il suffit de V'écrire ainsi :

3 826 3762 = 7652 752. 1 915 188,
el de supprimer le facteur 82. On trouve

478 2972 = 478 207. 478 297.
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Par suite, en supprimant un facteur commun, et changeant les signes,
on a ces deux identités:

[xtu-i-' _x\uj. .+ x’fln _jln-i-'] [xlll—-' _xbn—tjﬂ ... __Jtn_.l] =

[ = &=yt — im0 gt oty L ] (B)

X [xbu - m;,._:jt - J."'H" Ia,._a - xl,._l

"4+ "], (o pair)
[ =2 2 e s 2yt ] [ e e L - ) e
(€

[xm - xm-—iri N +.1’"+'J‘"""+x."—‘j'"+’— ".4_]‘1:]

X [t =z yre. pz2nts j"‘"-gx"“ rex’ =yt ey (n impair)

s..Exemple. Soient n =3, y=1. L'identité (C) se réduit
(" =2+ 2= B b~ 22— 1) (- 2P -t 2= 1) =
(2?2 =2+ 2%+ 2t~ 2+ 1) (212 - 2+ 2B - 2x® + 2 -2t )
ou a .
(@ -xf+x’-2*+ -2+ x-1) (P -2+ 2 -2+ 2-1) =
(- +x+ 2 —x+1) @ -2+ 2 -2 2 - x +1);

par le changement de x* en x. (*)
6. Autres identités. Rappelons, en passant, l'identité connue:

(Y T ]

LR A SR T L R A

[xin_xzn—lri-'_. e x:rzn-z*fn]' + [.z"""j-x"“'f +.“*x3),’n—3mfu-l]:} . (D)

Si l'on y change y* en — y?, et que l'on transpose le carré négatif, on
obtient celle-ci:
[x™ + 2™+ L+ 2y P = () () e () 4 ()

(E)
+ [x] (xzu-:_'_ x”'"j’ o+ xz.ru-t_'_),a.-!)]z;

laquelle donne une infinité de solutions de ce probleme d’Arithmétique:

Trouver un nombre N, dgal a la somme de n carrés (**), et dont le
carré soit une somme de 2n carres. ’

(*) Les résultats précédents sont applicables a I' éguation bindme; mais je n’ insiste pas sur
ce point, trop différent du sujet principal
(**) n remplace n 1.



Si, par exemple, n =3, on peut prendre N=1® + 32"+ 2' + 1 = ss.
En effet,

85" = (27 + ()" + (') + (2°)" + (") + (9> + 1* + [a(s* + 2" + o)},
* 7225 = 64" + 39" +16° +82 + 4 + 27+ * + 41*

= 4006+ 4024 + 256 4 64 + 16 + 4 + § + 1 76A.

7. Remarque. L'identité (D) peut étre ainsi énoncée:
Si l'on considére les progressions

l‘x"“x“‘.- .H!x” 9 x-xl+ x'-o ) -*x‘._"
1=x* +x* =. .. +2"™,

la troisiéme est égale au carré de la premiére , augmente du carre de
la deuxiéme (®). :
8. Autres identités :

(+y'+ 2 ez P+ y 2t 22220+ 2 (2" + ") + 2 (2 + 27+ (r* +2) s(F
+y' (2 +x?) + 2 (22 + X)) + 22 (2 + ),

(4y + 3P = 2 2t + 2 22 (2 2 e BT+ 22 2 (B ) 2 "
SR E P @ P e

12 Le second membre de (F), ordonné suivant les puissances de 3, est

2y 422 (2 + )+ X+ + Yy
+ [t + 2y + oyt + 22’y 4 2t 4 (22 + )] 22
+[Fr 2+ +y + 2x") 2+ 28
=@+ P13 + Y+ 3@ + )2+ 20 = (2 2 + 2N

s L'égalité (G) se déduit de (F), par un changement de lettres qui n’altére
pas x*+ "+ 2" ; donc elle est démontrée aussi.
9. Remarque. D’aprs ces identités: 1° Le cube de la somme de trois carrés

(*) Le mot somme, qui devrait &tre énoncé trois fois, est sous-entendu.
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est une somme de ncuf carrés ; 2° généralement , la décomposition peut
étre effectuce de deux maniéres (*).

Exemple :
(1*+2+ 3°) = 9" + 2 + 127 + 10% + 15" + 39" + 13° + 10° + 20°

=47+ 187 4 3" 4 30" + 20" 4 874 157 4 267 + 137,
ou '
2 TAA =81 + 4 + 144 + 100 + 235+ 1 521 + 169 + 400 + 400

=16 4+ 324 + 9 + 900 + 400 + 23+ 235 + 676 + 169.

II.

DeconposiTioNs DE (X2 + y* + 2°)*.
10. Lewue. Si un nombre est une somme de trois carres, son carré est
également une somme de trois carrés.
Cette proposition résulte, on le sait, de I'identité
(x*+ " + 2) = (2x2)* + (32)' + (2" + y* = 2)" (*9).

11. Tatontus. Le cube d'une somme de trois carrés est une somme de
trois carrés. (***)

Dans I'identité connue:
(@ +b*+c')(@*+b*+cY)=
(ad' - ba')' + (bc' + cb')’ + (ca' + ac')® + (aa' + b - cc')',
supposons :
amx, b=y, c=2,a =223, =33, = 7' - 2" - y'.
En vertu de la relation (1), et & cause de ab' - ba' = 0, nous aurons
(x*+ 43P e[y (32" - 22 = y") Pz 82" - 2" = )")]+[z (" - 3x" - 3")]; (H)

(®) 11 est clair que, si les nombres donnés ne sont pas tous inégaux, les deux décomposi-
tions se réduisent 3 une. En particulier,

G+1+1)f=4F4+4+4+44+0F0F1+ 1,
(**) Nowvelles Annales, 1874, p. 111; Nowvelle Correspondance mathématigue, 1876, p. 196;
etc. Afin que le dernier carré ne soit pas nul, on peut supposer 2S5y S 5.

(***) Ce théordme, que nous croyons nouveau, généralise plusieurs propriétés connues. Voir la
Note Sur gquelqucs décompositions en carrés.
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et, par une permutation tournante :
(er'+d) = [z (8 22 =y =2+ [y (32" = ' - 2)]' + [z (2 - - 32", (H))
(x+y'+2') =[x 32 =2"-2")]* + [3(y" = 3" = 2P + [y (' -3 2" - 32")]. (H)

12. Remarque. Dans aucune des decompositions (H), (H'), (H”), les trois
carrés ne peuvent se reduire & deux.

Considérons, par exemple, la décomposition (H), et supposons, successi-
vement, x* +7 =32 22=3 (x* + 7).

12 2 + j = 3 22. Les nombres x, )2 doivent étre supposés premzers entre
eux. De 2 résulte, d'aprés la dernidre €galité, que x et y sont premiers
avec 3. Ainsi:

x=db. 3% 1,y =Ib. 3 =4;
puis
x*+ 9y’ = 6.3 + 8.
Donc I'hypoth¥se est inadmissible.
2* 22 =3 (z' + ?). Cette égalité se réduita 32" =x*+ y*: on retombe
sur le premier cas.
12. Lewne. Si (x* + y' +2%)" a laforme X* + Y* + 72, (' + "+ 2°)"*" a
cette méme forme (*).
Soit
(*+y+22y=X"+Y.'"+177; (3)
et, par conséquent (3),
(x +]3 + za)u-o-t -
Xy - Y,2) + X,z + Z,x)* + Yoz + 20 + (2 - X,x - Yo9)2. (*Y)
Supposons, ce qui a lieu pour n =2 et pour n =3:

X - Y,x =o0. (4)
Alors,
(xz +].n + z:)‘n+! = xn_H: + Y’H"z + Zn+l: 3

avec les valeurs:

xn+l = Xuz + Zux’ Ya+l = Ynz + qu’ zu+| = an - xnx - Yi\r‘ (5)

(*) Généralisation d’une propriété démontrée dans la Note citée.
(**) On verra, tout-3-I’heure, pourquoi ce trindme a été changé de signe.
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D’aprés ces formules,
Xop ~Yaux =2 (X, y - Y, x)=0.

Si donc Ihypothése (1) est vérifiée pour une certaine valeur de n, elle
subsiste pour la valeur suivante. Nous venons de rappeler qu’elle a lieu pour
n = 3; donc elle est générale, et le Lemme est démontré. En conséquence:

13. Tukontue. Zoute puissance, entiére et positive, d'une somme de trois
carres, est une somme de trois carrés.

14. Application. Si I'on prend, comme valenrs initiales:

X, =2, Y,=y3, I =z,
X,=21z, Y,=19y3, 72, =2>- 2" - ',
on trouve, au moyeun des formules (s):

X, =2 —x - y)x, Y3= (32" — 2 - )"}y, L, = (3" - 3x* = 3y)3;
Xs=4(2-x*~y)xz, Y, =4 (2"=x" = y*)yz, L, =2" -6 (2 + y*)2* + (x* +?)%;
X5=[52% — 10 (x* +5") 2* + (2* +)")*] =, Ys=[82" =10 (x* + y?)2" + (=" + ")y,

Is=[z =10 (x' +7)22 +s5 (2 + *)]z; (")
etc. '
En particulier :

2+ 3+ #) =29"= 16> + 34> + 3*, 297 =70+ 105* +02%,

29'= 104" + 96” + 823", 29° = 4 262" + 1 893° + 3016 ;
ou . :
841 = 256 + 576 + 9, 24 389 = 4 000 + 11 025 + 8464,

707 281 = 20 736 + 9 216 + 677 339,
20 511 149 = 1 592 644 + 3 583 449 + 25 335 036.
15. Series recurrentes. Reprenons les formules :
Xo1=Xa2+2, 2, L, =2, 2-X, 2-Y, 7, X, =Y, x=0.
Il résulte, de deux derniéres,

2 3
zn+l =zn z —('r "'%) xl ? zn-l-g-' zn-H z = (.Z‘ + Z;)xu-i-x ’

{*) Quand on adopte, dans les formules (5), d’autres combinaisons de signes, ou trouve des
valeurs moins simples ou moins intéressantes que celles—ci. Par exemple :

X; = (B*+y+0P 2, Y5 = (4y3+sPy, Zs = (2°+y* 4352 5.
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puis, de celles—ci et de la premitre,

Zipz=2y = 2=-2,.)2+(x"+)") Z,,
ou

2=z, ,,-(x"+y +2") L, K)

Ainsi, les polynbémes I, forment une suite recurrente.
Les quantités X,, Y, jouissent de la méme propriété. On trouve aisément,
au moyen de la relation

Xos1=X2+2, x:
X=X, -@rrr+3) X+ (@ + 22X, ; X
et, par un changement de lettres,
Yoa=8Y, - @+ +3) Y, + (2 +y*+2)3Y,. X")
16. Verifications. On a vu que:
2,=2-u’', L1=(2"-w"sz, Li=2' -2’ + u', Zs= (3" - 10u’s" + 5u')s,

X,=2xz, Xgm (32’ ') x, Xj =4 (2* - u’) 23, X5 = (52 —104"32 +u') x;
u* représentant x* +y%.
Or, identiquement:
02 - 10u s rsut =2 - eu’ 2’ +ut]- (2 +u) (22 -30%);
20 52' —10u2 2% + Ut =13 (3* —u?) 3' + (6 + 327) (u’ - 32") 5” + 2 (2* + 10?) 5.
17. Valeur de 1,. L'égalité (K) donne I'équation caractéristique :

0'-2z0+ 2+ u'm0;

0=z =y /1.
On a donc

Zom(e+PyY20)(z+uy=1)* +(x=py=1)(z—u y=1);
a, B étant des constantes, a déterminer par les conditions:
Zimz=(a+B y=T) (a+ 8 y0)+ (@=P yTT) (s - i)
Limz?~ur=(a+B 1) 3+u f=1)* + (=B y=1) (z-u y=1)*

On trouve

d’od

¢=%,p=o;
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en sorte que la formule ci dessus devient
Z,=§[(z+u Y21y +(z - yTa)). (6

18. Valeurs de X,, Y,. La relation

Xo7-Y, x=0
donne
X, Y, VX Y]
T 0
Y u
D’un autre cété, de Iégalité
@4+ +2 =X + Y, +2°, (s)

ou tire, eu égard a la valeur (6):
xui + Y.a = (u; -l-z’)" _% [(z +u V_—")n + (z -u ‘/:—‘).]-’
== 4+ u 7O - G-u YT
= VBT = b [ yTir - G- u YT ST @)

Les formules cherchées sont donc, si l'on adopte le signe inferieur: (*)

ou bien

Xo==— [+ u yTi) - - u yZIP] YT, (0
Yo==L [z + u yZ3) - o -u yTip] 2T 0

19. Suite. Soient encore:

Z=p COSw, u = psina;
de manidre que
PP =+ yt + 22
Nous aurons

(3 +u (/=71)" = p* (cosnw + /=1 sinna),
(z—u /=1)" =p" (cosnw ~ /=1 sinna);

et, finalement:

(*) L'autre signe donnerait X, = —z, Y; =—y.
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X,= '5 p" sinnw, Y, = ” p" sinnw, Z, = p" cosnw. (L) (®)

2. Remarques 1. La relation (K') devient, si I'on remplace X,, Xosrs
Xu4ys Xuq, par leurs valeurs:

sin (7 +3) © =3 cosw sin (2 + 2)u - (3cos’w + sin’w) sin (r + 1)o + cosw sinnw.
Pour vérifier cette relation, il suffit d'employer les formules de Simpson:

sin (n + 2)u = 2cosa sia (7 + 1) - sinne,
sin (7 +3)w = 2cosw sin (n + 2)w — sin(n+1)w.
II. Par conséquent, aux valeurs (X", (K"), on peut substituer celles-ci:
Xopa= 22X, —(x" + '+ 2Y) X,
Yoy, =22Y, = (2"+y* + 2 ¥,

de méme forme que (K).
II. D'aprés les formules (L):

X Xoei + Y Yo, + 2,2, =p™"" [siune sin(n—1)o + cosne cos (n—1)a],

ou

X Xoss + Yo Yoo, 4+ Z,Z,_, = p™~ cos, (11)

21 Interpre’tation ge’ome’trique.
Pour rendre homogenes ces mémes
formules (L), je fais

Xump" " %y Yo ="y, Lo=p™~'2,;

ou

x .
X,=_ psilne, y ==psingio,z =pcosna. (12)

Xny Fas 2, Sont les coordonnées
rectangulaires d’un point P,; x=x,,
J =) 2=3, sont celles du pre-
mier point, P,.

Coasidérons P,, P,,.. P,,.. comme
les sommets d'un polygone.

(*) On pourrait supprimer les calculs précédents, et écrire, tout d’ abord, ces remarquables
formules. Il m'a semblé préférable de montrer la marche que mes idées ont suivie.
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1. A cause de la relation
xu J - Yn X = 0,
ce polygone est contenu dans le plan P, Oz

2.° En vertu des formules (12), OP, = p: tous les rayons OP,, OP,,.....OP
sont egaux.
3¢ La relation (11), étant mise sous la forme

Lnmt Tn +Jne1 Jn + Zney 2, = p* COSW,
fait voir que l'angle de deux rayons consecutifs est constant: il est
égal a P,0z.
En résumé, le polygone P P..P,. . est une ligne brisée réguliére ,
inscrite a une circonférence ayant I'origine pour centre.
22. Généralisation.
Supposons que le plan de la ligne
brisée régulitre fasse, avec le plan xy,
un angle quelconque 6. Rapportous la
C ligne brisée aux axes rectangulaires 0X,
] OY, situés dans son plan; OX étant, bien
0 o entendu, l'intersection de XOY avec x0y.
/) R Si le sommet — origine est situé sur OY,
et que le rayon soit pris pour unité, les
coordonnées d’un sommet quelconque M

X seront données par les deux systémes de
formules:

2z /Y
M

}l

. X,=sinne, Y, =cosnw; (13)

x, = X, cosp + Y, sing cos, 7y, = X, sing — Y, cosg cosé, 3, = Y, sinf. (14)
Il en résulte, en particulier:

X, = x = sinw cos¢ + cosw Sing cosé, ¥, =y = sinw §ing — cosw cosy cosf, )

(15)

Z, = 2 = COSw Sinb;

x, = sin2w cos + cos3w Sing cosd, y, = singw siug — cos2w cosp cosd ,

(16)

2, = COsgw siné.
On tire, des valeurs (13):

. . z
SInw = X C0S9 4+ ¥ SINY, COS® = ——
Py mg sing
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Par conse’quent:

x, = a -— [x cosp + smq’] z+ [—T - (x cosp + y sing) ] sing cosd,

Js= : -— [.r cosg + y smy.l z- :—,a - (x cosg + y sing)’ ]cosqcoso, (17)

[;n— —(xcosp+ ¥ smq)’] siné.

23. Remarque. Lorsque 6 -;—r, ces expressions deviennent, d’abord :

x, = 3cosp [xrcosp + y sing] 2, y, =12 sing [xcosp + y sing] z,
2z, = 2* = (x cosp + ysing)*;
puis, a cause de

Cosp = ;—1‘:, sing =£:

T, =22T, y,=3y, 3=3-x-7y.

Ainsi, nous retrouvons les formules connues (14). ()
24. Suite. Dans les relations (1), changeons nen n~1 et en n +1. Nous
aurons, par exemple:

Loyoy =Sin (B =1) w cosp + cos (n —1) w sing coss,

x, = sinnw cosp + cosnw sing cosé,

Tnyr = SiN (R+1)w coSp + cos(n+1)w sing co8f ;
puis, en vertn des formules de Simpson,

Xpyy = 2T, COS® —~ X, _,. (18)

(*) D’aprés ce résultat, joint abx formules (17), il ne paralt pas possible de former une décom-
position de (2 4 y> 4+ 12)3, essentiellement différente de celle<cis

(223)3 + (2y5) + (22 + y* — 5%)2.
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Donc les cordonnées des sommets du polygone forment trois series re-
currentes; etc. (*)

L

DecowrosiTion pE (x* +77) (x+ y') (x®+79).....

25. Cas particulier. 1l est évident que _
(@ +7") (®+7) (2*+57) @+ 7)) =P+ @, (1)

P, Q étant des polyndmes homogénes (**).
Cette égalité est une conséquence de celle-ci:

(x+yy=1) (+22 =) (@ +7 y=1) (' +2" YZ1)=P+Q y/=1. (20)

Soit Ax? y7 un terme quelconque de P. D’aprés une remarque faite par
Euler (***), A ==+1. Soit ensuite

L L
le nombre n, des termes du second membre, étant pair. On trouve que:

A=+1, si n=ip;

A=, si n=p+s. (***%)

Soit, semblablement, Bx’l’, J? un terme quelconque du polynéme Q. L’ex-
posant ¢' doit étre la somme d'un nombre impair de puissances de 2. n' étant
ce nombre impair:

(*) L’inspection d’une figure prouve que

Ty F Tnsy

3 = 2, Cosw.

Ainsi, pour établir la relation (18), on peut méme se passer des formules de Simpson.'l’eut-etre re-

viendrai-je sur ce sujet.
(**) Pour fixer les idées, et simplifier I'écriture, nous prenons seulement quatre facteurs bindmes ;

mais la méthode est générale
(***) Introduction & I’'Analyse, tome 1. p. 234.
(****) En effet:

(Y=Tpa= 41, (Y= =—1.
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Ba+1t, si n'aap+1,

Bewi, sin'=up+3. (%)

Cela posé, formons le tableau suivant, dans lequel i remplace V-1

Décomposition Terme correspondant

is=1+2+4+8 + 19

1A=2+4+8 -1
131 +4+8 -1 w
2=4 + 8 -1
* 1H=1+2+8 -1
10=2+8 -1
9=14+8 -l. (I)
8=8 + 2
Tt +2+4 -1

6=3+ 4

Il en résulte:
P=x" -.‘t"]‘?‘ _xlo]s - .r9j'—.z"79 - x']‘w - ru _,_715,

Q=x"]‘+.‘l’"]"+x"]‘-xsf7"'x7f"‘x‘f"-3.]'3"3‘]“;

VY3t = g YL (V=1 = — Y.
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puis
L il SR S R
[xls -Jl’.'“].' -x!° 7,5 -9 J,G - 1‘6]9 - .1"" J,lo -.1‘3]" +]t5]z (2‘)
+ (xm] + xl3j’+xll].l|__xﬂj7 + x’y” -x'_r"—:r']"—x 7”'],' ]

3%

26. Remarques 1. Le premier membre égale —

— Donc, en particulier,

32
X -—-’ o 2
|=lP+
x' -1 e,

pourvu que
’ 3 5 6 10 13 H
P=1-x' -’ -2’ = 292" = 2 + 2%,
Q=x+x" +2* - 27 + 28 - 2" = 213 - 24,
IL. Si Fon remplace x par un nombre entier, supérieur 2 1, chacun
des nombres entiers
=1 xb-1 x-y By
y 9
-1 x*-1 x2*-1 x*-1

TR

est la somme de deux carres.

Par exemple,
2™~

g, = 431655765 = 37 0337 + 26 474" = 730,783 089 + 700 873 676,

27. Suite. Soit encore le produit
M= (x"+y% (& +7") @ +y)... (&0,

composé de n facteurs (®). Il est clair (et connu) que le nombre des de-
compositions de 11, en une somme de deux carrés, est "='. Pour les
obtenir, ou pourrait généraliser ainsi I'égalité (20): g

(*) k=2~
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(x=ip) (& =i) (@ =ip) ... @@= =P+iQ.  (af(")

Mais, a cause des nombreuses combinaisons de signes, il couvient de mo-
difier nn peu le calcul précédent.
Soient, pour plus de simplicité dans la notation:

A=(+iz) 1+i2’) 1 +iz") 1+iz")=P+i0Q,

et le tableau (I), déja considéré.
Soit maintenant le produit

B=(1-1i2) (1+iz2*) (1-iz") (1+i3"),

qui differe, de A, par le changement de z en -z, et de z'en - z% Pour
former le tableau correspondant a B, il suffit d’appliquer la régle suivante:

Si, dans le tableau (I), un terme de la premiére colonne renferme
l'exposant 1 ou l'exposant i, changez le signe correspondant. Si ce terme
contient les deux exposants, conservez le signe.

On trouve ainsi, au lieu de la seconde colonne du tableau (I):
Ay o+ =y F Ay iy =y o+l =d, + 1ty =1, ~, +1y, +& =1
puis
Boz izt iz 2140z 2" 2% 28 i 27 428 = 2% — 2" + 23 + iz iz,
En conséquence :
Pt 232" +2° +2° - 2% 43124 2%,
Q=-z+z'—z‘-z7 +2 + 2" =213 4 gth,
Si, par exemple, z = 2:
P=1+8-32+64+513~1024+ 4 096 + 32768 = 36 393,

Q=-8+4—16—128+256+20l8—8192-‘- 16 384 = 10 334;

(*) Le premier membre a 2" valewrs, ou plutdt 2"—1 couples de valewrs, confuguées deux a
deux. Chacun de ces couples produit une seule valeur de Q3. La proposition que nous venons de
rappeler est donc vérifiée. )



— 0T =

puis (26, II) ‘
36 393 + 10 354" = 1 431 655 765. (*)

28. Géneralisation. En répétant le raisonnement dont nous venons de
faire usage, on forme le tableau suivant (**), qui représente les seize
produits :

(0 =iz) (1 =iz%) (1+ i3") (1 =iz8)

2+8{4+8|1+2+4|1+2+8]1-+4+8[2+4+8]1 +2+4+8

15=1+3+4+8[+ A= {|=4|=4]=4]|+ t}+ 4|+ S|+ t{+ Q|+ Q] =4 | -2 ] -4 | — 1 + {

~
|
~,
+
e,
|
~
+
{ ]

13=1+4+8 |~ i|+ &= il+ 8|+ |+ i} i~ i+ i+ i} i -

12=4+8 — 4= =1+ 1|+ 1]— L]+ 1]+ 1]+ 9]+

]
|
~.
+
~,
]
-~
l
~
+
~

1=1+2+8 |- i+ i|+ &= U+ i]= i+ 8- o+ |-

9=1+8 = A+ ==+ A+ ==+ 4 Y] 1| -2 ] -2 ] +1 -1

~
|
~
|
~
I
-~
+
~,

=t+2+4 |~ i+ &+ dr U= dl= G- i+ 3= i d 8]+ 8
6=2+4 ~ =1+ 4+ A[—4({+ 4|+ t—pl= 4+ Q4+ 4| -1 ]| + 2] +1 ] -1 -1

5=1+4 =i+ =+ d|=d]+ d=f+ 4|+ A=A+ 4 -2 + 2] -2 ] +1 -1

~,
|
~,
+
.,
1
~
|
~
|
L

4=4 + U+ i+ i= i+ i+ &= 8|+ i- i+ -

3=1{+2 — i+ A+ 4~ A]—t— 2+ 2|+ tf+ A+ 2=t =2 ] =1 ] +2] +1

2—9 FO | TS | S Ty Ay Sy Wiy | Figy; Ny | gy FUNY] RN i QNY 3 RNV 3 )
o o . »f i_i+i i 3

1= FOF S| T ) PN | M) Sy A PN |~ -0+

(*) Pour vérifier cette décomposition, au moyen de la premitre, il suffit de voir si

36 393* — 27 0332 = 26 4742 — 10 3542,
ou si
63 426. 9 360 = 36 828. 16 120.
Or, en supprimant quelques facteurs communs, ou reconnalt que ces produits sont égaux.
(**) Voici la régle mnémonique: permanence de signe ou changement de signe, selon que le
nombre des puissances de 2 est pair ou impair.

9
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Il en résulte les seize systemes:
Poy-z2 =2 =289 z10- 213, 515
Q=23+2°+2' =27+ 28—z =23 _ 304
},=1+2'+z'-z'+z9-z‘°-z“—z",

’=..z.,.z=_,,zl_,_z'l*zs_‘,zu_}_z:s_zu;

Py=142' =24 2% =29 420 = 313 _ 2%,

L}

Q.=z_z’+z +z7+zs+zn_zu+zu;

Pi=1=2'a2’ 43t =29 3" 21 _ 28,
Q4=z+z'-z‘+z7+zs—z“+z_"+z“;
Py=1-23—2" =264 294 24 213 28,
Q5=z+z’+z‘_z7_zs+zat+z:3+zu;
Po=1-23+2° 428+ 29 + 20— 212 4 515,
Qo==23-2"+2"—27 + 28— g1 4 g0 4 g%,
P7=|1+z'_zs+z°+z9_z“+zu_._z“,
Q==2+2"—2"~27 43" 4 21 — 213 4 M,
Po=1+2"+2" =2" — 29421 4 313 4 235,
Qo==2+3 42" +27=3% - 311 = g1 4 1%,

Po=Ps Qy==Qs; Py=Py Qu=~0Q; P, =Ps, Q,=-Qs;
Py=Ps; Qu==Qs5; P, =P, Q3=-0Q;; P, =P, Q;=-0,;
P|5=P” Q;5=-Q’; szﬂp‘, Q‘.=-Q‘.

Si I'on prend z=3, on trouve:
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P, =3703, Q =264u; P,=~-237399,, Q,=~35m2 P3=-136311, Q, =10 63s;
P;=-3019, Q;=12002; P, =— 27239, Q5 =126262; Ps=30297, Qg =23 s66;
P,=136393, Q, = 10854; Pg=137353, Qg=6034.
Les décompositions de
PLL

5 = 1 431 653 745,
2" -1

differentes entre elles, sont donc
27038" + 26 474°, 37 399" + 5 7427, 36 314" + 10 638%, 30 119" + 23 go2?,

27 239° + 26 262%, 30 297° + 22 666>, 36 393> + 10 354, 37 353° + 6 034°.

IV.

Décompositions en deux et en trois carrés.

29. Totorins. a, b etant des nombres entiers; soient

a=a+Va +b* P=—a+Va+ b2,
La quantité

a!ll—l + ﬁ‘ll—l

a+f

dans laquelle n est un nombre entier, superieur & 1, est la somme de
deux carrés.

’

Cette proposition résulte de I'identité

- PEEET @

dont la vérification est trés facile.
20. Remarque. Si a, B sont des nombres entiers, pris arbitrairement, le
premier membre peut n’étre point la somme de deux carrés. Exemple:

(*) On doit prendre les signes supérieurs si n est impair.



3t. Tntorene. La quantité
3’!—'1 ﬁ)ll—l

a+f ’

definie dans le theoréme precédent, est la somme de trois carrés.
D’aprés Videntité (21) :
12 Si n est impair,
‘ | < +p .
a+f = f. *8-

Donc

i:g = +8)=0"-g) + fp)

20 Si n est pair, et supérieur a 2,

G.-;:gll-x _,!+g’

puis

[b “'-; :%_ =b% (" - g + (ab fg)".

Dans les deux cas, le second membre de I'identité (24) est une somme de
trois carres.

32. Application.a=2, b=3,a=2+ V13, f=—2+ V13, n=3. On trouve:
o“”"ﬁ' . < + B3q2 «* - b7’ ' 1
Py -ma[w] +[b ¢+ﬁ] = 38" + 12'.
o @ +£
’.[a-'-ﬁ =7 "'2‘,

769 = 7° + 24 + 13",

33. Remarques I. Les deux théormes peuvent étre résumés ainsi:
Soient « et — B les racines de l'équation
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x* = %ax - b* =0,

P ot +p:n—l
dans laquelle a et b sont des nombre entiers. La quantité —————
a+f
1.° la somme de deux carrés; 22 la somme de trois carrés (n > 1).

II. La quantité o« + B> est la différence entre les puissances 2n-1

des racines de I'équation (25). En la désignant par A,,_,, on sait que (%)

est :

Ajpy =(1a” + Sb’) A 3-0' A, (26)
ou ’
By =" + B?) Az — @ B A,use (27) (**)
III. Si l'on fait
a4 B -0
~=+B B an—1 9
on a (16):
Quami = (44’ + ’b.) Qi3 = 8* Q;n s (2v)
Or:

Cmfign Qe e e B b

donc
Qs = (Aa’+2b")(4a"+b'")-b'=16a"+12a"b+b*=(1a’+b")+(3ab)’=(4a>~ )+ (4ab)"+(2ad)",
Q,=(1a" + 2b') (162" + 12a°5* + b*) — b* (1a” + b°) = e4a® + 80a*D® + 24D +b6

=(sa’ + 4ab')* + (4a’b +b')" = (sa® + 4ab")* + (4a%b - b') + (4ab?,
etc.

IV. Si n est impair, I'égalité (4) peut étre mise sous la forme: .
a3t =3 _ =3 ﬁ + g3 ﬂi - ﬂm—a =

[ == f a2+ f ] aB [ = 3 B4 = T (M)

(*) Par la théorie des fonctions symétrigues.
(**) Pour vérifier cette relation, il suffit de I'écrire ainsi:

@l Bt = () o ) (@ o ) — a3 (S o p2),
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Et, si n est pair:
adh—3 _ gan—3 p + a’ B: — e + pu-—a =
[ = B+ @ B e =B + B[ = = Bt + BT (°) (M)

Par hypothese, off = &'. Conséquemment :

y Y €tant deux nombres entiers, inégaux, dont le produit soit un carre;
le nombre

- x"""] + =2 rl - "’J’"

est la somme de deux carrés et la somme de trois carres.

V. On peut supposer x, y premiers entre eux. Alors, chacun d'eux doit
étre un carré. Donc '

x, y etant deux nombres entiers, premiers entre eﬁx; le nombre
xir gt gt it eyt

est la somme de deux carrés et la somme de trois carrés. (n > 1).

Exemple : P20 —2' =205 =13" 46" =5"+ 12+ 7.

st. Developpements des carres. Dans I'identité

g S R TS

a+f « + a+f

posons an — 1 = 4p + 1, ou

no=ap -+t

Puisque n est impair :

atat ﬁl,u-l-t [az,u-f-x + ﬁa,u-i-t]: [b a:p_p!p 2
= -+

a+f a+f a+f
P i k¥ ot o ! . (28)
el i I L i R

Soient, comme précédemment :

(*) Les identités (M) (M') ne different pas de (D).
(**) Les signes supérieurs, si p est pair.
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a,u+1 =+ ﬁ/‘+| ak F 6,1;

g =f b5 -s (39)

Il résulte, de ces valeurs :

- éiH’* ot BH-I + ﬂzp-l-:
r= (« + By

= 2t ~ 2¢”“"'. ﬁ + 3 a*rt ﬁ’ - fo>r—3 ﬁ' + .

oo = patt Ba— | (30)

= (p + 1) a* PP pat—t fAt L o 3o B2 _ gafm—1 L Bon |

g m o e 4 :

(=+B)

= @31 = 9=t 7 4 34t B3 = 4a2r—g 4 o (—1) amt1pa—s i (31)

= pat Ak (pmt) af = BA1 g | gad B3 3B o gf2
f' - g’ = a* = 3a"A1 f + a3 B*= i ¥ (2 - 1) gitr a—s
(32)
* (3 +1) "B = (3u—1) P IPAT s, 4 5a"B2A7 = 3aB% 1 4 P

2fg =2b [a:"“"‘-za’*"" B+sa?mr3p— | —3a2 -3 4 2aﬁ’/“"’-ﬁ’/"“], 83)(*)

[b aa: : S’F] = aoff [a*F ! = A2 Bagm 3B | 4 afi2m—a BT ()

Rassemblant ces différents résultats, jlobtiens la double identité:
batr o Bhpta :
a_p a-:-ﬁﬁ =[a" ~ a1 B & ¢."‘" B - ...+ g7

+ of [€50 = i By gomt 1 . ]

=[a™ =32 B+ 5P — . (2p + 1) dPAx ... + g7
+ 4o [a"P—2a™ Biga™ 30" ~ ., — L T L
] e B B (N)

(*) 8i p est pair, les deux-termes du milieu sont — pas Ba—t, 4 pas—1pe,
Si p est impair, ces termes sont + pal fru—t, — pan—ifs,
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3s. Applications 1. p =s.

a’! + pll

a+f

= [a' = a¥f + @' = a9’ + o'B - ... + B0 = B« T

o [at =o' B+ B =B ... — B0 4 Bt — U]
= [a'? ~ 3a''f + 3a°F" ~ 7a90%+0a®B" ~ 11a7B5+188B" — 11a"B7 +...—3aB1+£V]
+ daf [a* = 20M'B + 3a%B" = 4a®B + 5a’Bh — 6a'f® + 6aE° — ... + 2afroLUT
+ B [at — ' B+ a9 — ®B'+ a7B' — a%Bira® B a4 BB OB,
I p=3s.

all -+ pn

a+f
+af [2 - °B +"¢7ﬁ’ -a'B' +a'B' - &'F° + a’f — ?p7 + af® - B°]

= [a** — 3% + 5a%B% — 7a7B* + 9a"B* — 11a°B° + 9a'F — 7a*P7 + 5aB% — 8aB° + B*°]'

= [a* = a’B + a®B* = a”f* + a®Bi-a5B5 + a'B'~a’p? + a’ﬁs-a§9+ﬁ‘°]"

+ 4af [a® ~ 2a%B + 3a7B" ~ 4a’B" + 5a3Pi~5aB® + 4a"B* - 3aB7 + 2a8° — PO
+ of [@® = BB + a’f' — "B’ + af* —a'f® + B0~ a'B7 + o8 — BT

2% 4+ 4
2 +1

III. Sl EREE R et LR A L e R Y Y S T

+32t -2 +29—2% + 2"~ 20 4+ 25 o +2-2"+2]
. =[8'2-3.9" 145, 9V 5949, 2811, 27418, 26-10.05+0, 2'—7. 2345, 2'-3.344]"
+8 [2'7-2. 2'%+3. 2", 2845, 976, 2%+6. 2°-5. 2'+4. 2¥-2. 0740, 2 — ]
SRR Y L R U R R M I L |t

ou

10484 811 = 2 731° + 2. 1365> = 967 + 8. 903" + 2, { 3632

- =7458 361 + 3 726 450 = 935 089 +~ 6 523 272 + 3 726 450.
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3 4+

2+1

Iv.

el L L Uy R It AT Py

I e R e R I TRl

= [2-s.2945. 2" ~7. 27 + 9. 98— n oS b9 —n P 450"~ 52 4 4]
e R A L N A Ty
e U e R R R a I

ou

699 061 = 683" + 2. 841% = 199" + 8, 231” + 2. 341°

= 466 489 + 232 562 = 39 601 + 426 888 -+ 233 562.

36. Suite. Soit maintenant 2n — 1 =4 p - 1, ou n=3pu. Les formules sont

Et 4 flE _ [¢=#_{3=#] [ a3t ﬁw—t 3

a+p a+f3 «+ ﬁ ? (8)
ab—t ﬁ’l"—‘ “af x ﬁp ] ab? *ﬁ;&—l R
a+f =|.a+ﬁ] +[b a+f3 ]() (s6)
Si nous posons
= §P=f. b= gw =8 (1)

ces valeurs ne different, des précédentes (29), que par le changement de p
en pu—14. En conséquence, et sans nouveaux calculs:

alp—r ﬁlp—-l

a+f

= [azp.—x — 32 ﬁ - a3p—? B: —— — ﬁzp—l]:

+ off [a?=2 = @ B a0 -, 4 ]

=[¢:p—: - a3 ﬂ + a2p=? p: - _:_ + aﬁ’f"“ - ‘3”‘_']. }(N')

+ af [« =32t B+ 5 P ' — ... + 5a® 2P 3aBt 4 g+

+ 4B [Pt — 207§+ 3275 B~ ., - 3" {25 - 2af— — 2",

(*) Les signes supérieurs si p est pair.

10
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31. Applications. I. p=3.

ll+ﬁll

@Bt oo B ot — B
. ars[a o
= [ = &'B + 0¥ — ' + of* = )"
+ of[at =36 B + 5 2% - 33 + B
+ 1B [0 - 2B + 20 - BTN

ll.:‘:::[:f‘-z‘-a-s'-z’+z—a]‘+2[z‘-'2'+z’-z¢1]’
=[2f-2t+2f -2t 2 ]+2[s .28 +5. 2" -3 241

+16 [#8 3. 2"+ 2. 2477,

ou
683 =21"+2 11'=21"+2. 7" + t6. 3

= 441 4 242 =441 + 98 + 144.

8. Autre decomposition. En supposant toujours

a=a+ \a' + b, ﬁ=—a+\/a’+bg, (23)
je dis que ' |

(a" + ﬁ") (a® = ﬁ")btzab"]’ («* = B") a = b+ 7°

a+f 2 (a* + & 2(a’+ b

En effet, le second membre égale

] (n émpair) (*) (38)

(@ = B")' + 40> (" — ") + 4 (af)" L (@ +fy
W@ B T @) ey

Voyons quelles combinaisons de signes I'on doit adopter, si I'on veut que
les deux parties du second membre se réduiseat 3 des nombres entiers.

(*) Afin que le premier membre soit entier.
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D’aprés les valeurs (23),
& =B =2[a" + Gy @ (074 5+ 0] = 20" + 3 Mo (@ 4B
donc la premitre fraction devient

ab» abf -:JT(: (@~ b)= E+ab a___'*:tb:“’
a +b a+b

E étant un nombre enner
O Sin=ap+4,
ar—?' & Hr? a“‘ ey AT
@+ @b

La seconde valeur est entitre; la premitre ne l'est pas. (*)
2.° Sin=ap-1,
. au—l*bl—l ‘alp—z - bt,.....z
ad+b | b

la premiére valeur est entitre; la seconde ne I'est pas.
Les mémes couclusions subsistent pour le dernier terme de I’égalité (38).
Elle se décompose donc ainsi:

[zlp-l-x P+ 3 [(alp+l_ﬁlp¢+|) b—sab” .I: . [(alp+l_ﬁlp+|)a+’bu+l 2

a+f a + b a + b

(P)

a+f3 a’+ 62 a'+b’

[ a*h=t 4 e ]’ [(a‘l-‘—l_ﬁ‘i‘") b+ gab" ]= . [a‘f‘-‘_ﬁ‘l‘-‘)a—zb"""]'. 7

39. dpplications. 1. n =s5. On trouve

(i : g) = (16’ + 4ab")* + (160" + 4’8" + b,

ou
(16a* + 12a’6* + b%)* = (16a’b + 4ab®)’ + (162" + 4a’b* + b')".

(') Pour éviter toute difficulté, nous supposons a etd premiers entre euz. Alors la fractlon
a*"i4

o + a1 ot frréductible, et la discussion porte sur -a’—-f-T'
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II. n =3. De méme,

(a; :gl)' = (4ab)’ + (1a* - b')’,

ou

(4a* + b') = (4ad)’ + (4’ - b")".

40. Remarque. L'identité (38) donne des infinités de solutions de I'¢-
quation indéterminée
2 =x"+ 2"
savoir:
2" + ﬁ" _ (a* = P*) b = 2ab" _ @ —pf)a=ab

arp’ T a@ro) 0 7 2@ + 5

(39)

2 =

Si, par exemple, n =35, on a ces formules particuliéres:
x = 16a’b + 4ab’, y =16a‘ +4a%' + b, z =16a'+ 12a'D7 + 8", (i)

dans lesquelles a et b sont cncore arbitraires. Oa en conclut les systémes
suivants:

X =20, y=21, 2=2; X =136, y =213, 2 = 305; elc. (40)

&1. Tueordue. La quantite «*" +[3** est une somme quatre carres, dont
deux sont cgaux entre eux.
En effet,

241 2n-41 In—1 3R=1
-4 + & +
B + b2 B

«+f a+f

at +ﬁ:u =

'+ ﬁu-—l 2

[T BB L p [ [
==+ 1l il [

a+f a+f a+f3 a+f

ou

N e B T TS

12. dpplication. Soient a=b=1, n=6:

(1+V3) 2+ (=1 3) 2= [“*V—’ ot/ )’] N )Z_‘(/-;Hf )6] [<t+ﬂ’+(-a+f T
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ou
2 [2° + 06, 2° + 493, 2* + 924. 8" + 495, 2" + 66. 3 + 1T

=(2"+21.2° +35. 247) "+ 2(6. 2" + 20. 2.+ 6)" + (2" + 10. 2+ 5),
ou

39202 = 169" + 2. 70" + 29" = 28 561 + 9 800 + 841.

43. Toeorene. La somme des puissances in, de deux nombres entiers,
inegaux, (*) est une somme de quatre carres, dont deux sont égaux
entre eux.

Dans 1" identité (Q), changeons « en x?, B en y*; alors & égale xy.
Elle devient

x‘u . f”. _ [x:n;: j;:u-ﬁl-] s [x] x:u ] [x] x:n;z t:;,”—’ (Q’)

et le théortme est démontré.
4. dpplication. Soient n=8, x=2, y=1:

e (55) 2 (F) ()

=52 429" + 2. 26 214" + ‘13 108

=2 748 800 041 + 2. 687 173 796 + 171 819 664,
ou

2 + 1 = 4204 967 297;

résultat connu (**). :
45. Remarques. 1. Soit N=x% + y4, x étant pair, y impair. Daprks
I'égalité (Q),

N=/ +2g* +kh*:

(*) Afin qu’aucun terme ne s’annule. Pour la méme raison, n doit surpasser 1.
(**) LECENDRE . Théorie des Nombres, tome I, p. 223.
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[ est impair , g et h sont pairs. En vertu d’un théortme connu (*), cette
seconde forme appartient & tous les nombres impairs ; mais, quand on
adopte cet énoncé, on sous—entend que le trinéme peut se réduire a un bi-
néme, et méme 2 un mondme. Dans le cas actuel, f*, g%, A* sont positifs.

II. Si le nombre N est premier, il a donc les deux formes considérées.

Exemples: 231=2"+18=13" +2. 6"+ 4%, 65 537 =2 + 1'® = 205" + 3. 102" + 54",
72 097 = £*+ 3° =193+ 2, 84" + 144",

IL. Trés probablement, il existe une infinité de nombres premiers
Jouissant de cette double propriete. (**)

46. Nouvelles décompositions (***). Dans les égalités (N), chaangeons
«enx’, feny’, et posons:

M=x't = 22y =t Lt \
N=xy[xr2 -z s .. = r't,
P=x'—ax™ =2y 4 syt = Lk (sp + 1) 2% "R w4+ N, (V009 } (a)

Q = 2‘”] [xb'u.—z - u{u—!i]i + 3\1‘"‘-‘]‘ - -];..‘_,]’

R=xy [z —atr=y? s | = yhe—], : _ 4 )

Ces égalités deviennent

8uef-3 8u3 '
od *r =M*+N"=P"+Q*+R.

x' +
Donc, 2 cause de R=N:
M2 =P+ Q3
ou
[ = 2= p* 4 hemh - 4 gt )

A R Al RS e O

+4x?y? [t = ettt it yt L - )

(*) Théorie des Nombres, tome I, p. 398.

(**) Cest la une simple induction: si le théoréme est vrai, il est peut-&tre difficile 2 démontrer.
(***) Trouvées pendant I'impression du Mémoire.

(****) Les signes supéricurs, si p est pair.
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41. Suite. Evidemment, M (z*+ »%) = 2+ + %+, D'un autre cété, soit
par les formules (), soit par le calcul direct, on trouve:

P (2 +p7%) = 2W4? —axte y? o=t | 4 9pt yhem2 < ox? ytu g gt

Slu—.l 5#—‘ LY 4—2 l,u] (..‘)

Q@ +y’)=2xy [z - x 7 ==Xyt xly

L’égalité précédente se transforme en
(x‘-“"" + ]‘M-l-!)’

=[xt,u+2 2‘1“"]‘: - 21""-’]" e + 2.‘”‘]"‘“-2 _ sz rslu +]s‘u+z]: (7)

s‘,‘_l 3

+ ‘xlrl [xi'"' - xilu_:ji + xb'u—iyi - - x\].u-d f _]“f‘] .
Ainsi, le carré de x****+y**+) ou
‘ [‘rz‘u.-l-l _J.3.I.+l]3 + [2x1‘u+l r"u-i-l:lt,

est egal & la somme des carrés de deux polynémes, dont tous les coe/-
ficients sont entiers. Mais nous pouvons énoncer un résultat plus curieux.

18. Decomposition remarquable. En. général,
Tt 4 gtk
=[x — g™ % Xyt | maxy T 2 6
+ [ eyt gy e gy ]
Pour vérifier cette relation, qui a la forme
A’+B'=A"+ B,
il suffit de I'écrire ainsi:

(A+A')(A-A)=(B'+B)(B-B).

On a:
A+Al=2x [x’f‘ xm—= i+ x'— - ]‘”‘],

(***) Dans chacun de ces polynomes, il n"y a pas de terme du miliew. Pour le premier, la pro~
position est évidente.
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A- Al=oxy? [t g™y 4 =S x u=s],

B + B= 2] [J.z,u — A3 x? _'_jﬂ,u—s = .. = xlp],

B~-B=- 2xy Lrap-a _js,u-s p +]:p-l o x”""];

puis
A'+A JB+B A-A LB-B
2 1y ’ axy’ ax’y’

etc.

Remarques 1. D'aprés les égalités (B), (y), si I'on pose:
A= xMH — et % et Tyt L gy, \
B =yt gy 2=t oy gyt - gy,
Cmxh — gx® y* o+ 2z ="yt — L+ 2xlyt—2 — ¥yt 4 et
D = sxy [t - =2y 4 2t L~ 2yt e - e,
on aura
. (A*+ B =C*+D.
1. Le premier membre de I'équation binéme
x4 g =,
est egal & la somme des carrés des polynémes
Z¥H = g3t oY g,
2xt — 2x™ =t et = g, (%)
s0. Applications. 1. Soient: x =2, y =1, p=3. Il résulte, de ces données:
A=2"-2.2°+2. 2" —2.2=18,
B=2 2 -2 9 +3 27~ 1= 103,
C=2t—2.9"7 42219 9" —2.2°+9, 2t~ z._z‘ + 1 =9 625,

D=2 -2 +2% - 2"+ 2" — 1] =13 260;

(*) On ne doit pas oublier que, dans chacun de ces polyndmes, le terme du miliew mangue.
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puis
(76" + 103%)* = 9 625® + 13 3¢0,
ou
25 385" = 9 635" + 13 260",
ou
2 601. 676 =1 336*,
280. 169 = 231",

ete.

II. Si l'on fait p=1,9, 3,... on trouve:
PP (23 - 2x)* + (2 ~ 1),
X' 4 1a(x’-2x’ +ax)’ + (2~ 22’ + 1),
2 4+ 1 = (27 —2x® + 2% — 2x)’ + (2x® - 22"+ 22° —)},

2+ 1= (2 - 22" + 2x® — 2% 4 2x) + (228 — 9x° + 2t - 92 4 y)',

s1. Relation avec un théoréme de Gauss. Reprenons I'identité

GM:_:%‘P“ =[a®f — 32" B 4 5t B~k (sur) aPfR L. + ]
+ daP [a®P — 227P2 B+ 3 a0 B - L, — 3a'BP 4 2o pr—7
] e Rl ).

Posons a = 2', f=t, 4p+1=p, p étant un nombre premier. Elle devient

2z + 9
2*+1

=277 =32PteszP L~ 32t 1] ek [P —azP e 82P 0 42 50 3]
+[P et o - a2 - ]

ou, pour abréger,
2P+
a
z'+1

= A’ + (2B)' + C. ‘ (40)

Soit maintenant le beau théortme de Gauss, exprimé par la relation
41



A —=Y"-pl. (ar)

Si nous remplacons x par - z*, nous avons

2 +1 , R
el A

Y,, Z, étant, bien entendu, ce que deviennent  les polyndmes Y, Z, par
suite de cette substitution.

Le nombre premier p, ayant la forme 4p+ 1, est la somme de deux car-
rés: p =a*+b*. Par suite, et 2 cause de la formule (10),

Y, =(2A)* + (4B)* + (aC)* + (2 Z))’ + (b Z,)*.
Autrement dit:

Si, dans le polynome Y*, on remplace x par —12°, et que Y; soit le
résultat de la substitution ; ce nouveau polynome est: 1! la somme de
quatre carrés; (*) 2! la somme de cing carrés.

s3. Application. Soit p =13. Alors:
A =2"— 32" 4 52% — 72° + 82° = 327 + 1§,
B = 2" — 939 + 32" - 32° + 238 - 2, |
Cazl'e2z29+2 -2 + 32" =3,
Y =222 v uzt + 2 v a3t -2+,
Za-g-zt =22 (*)

a=3, b=
Donc

(82** = 34 42% + 2% + 430 — 22+ 9)" = (2272 — 62" + 10 2%~ 242" 4 102" =627 +9)
+ (42" — 829 + 1227 - 137° + 82" — £2)" + (23" - 22° + 22" - 22’ + 22° — )’

+ (32 + 32° + + 32%)" + (23'° + 2z* + 22",

'::_':_' : est la somme de deux carrés.

(**) On trouve, dans la TAéorie des Nomdres, de LEGENDAE :
SR X R FYUREYE SN LY F Y E Y2

(*) Parce que
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En particulier, si z=12:

8 318" = 3 850" + 5 304" + 3 276" +3 276" + 2 184"
]

ou
69 189 124 = 14 8322 500 + 23 132 416 + 10 732 176 + 40 732 176 + 4 769 836.

53. Remarque. Dans I'identité (1),
CozP? =2+ 27"~ . + 2" — z @z (22 =) [2P=° + 2 P94 42")

z (zP7'-1)
B 3*+1

Si I'on transpose C?, on a donc

2+ 4 c (22P+1) (22+1) = 2% (2P~T=1)? 2P H2 49, 2Py zPHig g0
—— = =
27+ (22 + 1)? (" + 1) 2 +1

=[P -t e - =2 ) ()
Remettant pour A et B leurs valeurs, on obtient cette nouvelle identite':

[771 =2 4 2P - - 32 4] =
(R)

Lok ant e IR I Eaut Uanls S P LA
Par le changement de z en z/=1, elle se transforme en
[3777 + 27" M2P = 2 AP+ AP 2P 3P L+ 25 2] = N
[27=" + 3277 527 4 L w324 )R ®

s4. Applications. 1. Soient p=9, z=1: (**)

5"+ 4. 6% = 132

Il. p=9, 3=2. On trouve, par I'identité (R): g05* = 133* + 156”; et, par
I"identité (R'): 5442 = 3417 + 420°.

5. Remarque. Les identités (R), (R') donnent , comme I’ identité (3s),

des séries de solutions de I'équation x*+y*=u’.
D'un autre cété, foutes les solutions de cette équation sont données par

les formules:
x=a'—-0? y=2fB, u=d+p*;

(*) On ne doit pas oublier que p=Adu+1.
(**) 11 n’est pas nécessaire, évidemment, que le nombre p soit premier.
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@, B étant des entiers quelconques. Donc, z étant un nombre entier, pris
arbitrairement, les équations

g =BlazPt 2?34 L+ 2,
oaff = 2P 4 22P o 82P 0 u L+ 22t + 3,
@+ =P +32P " 5P L+ 927
doivent donner, pour «, B, des valeurs entiéres. En effet, on en déduit:
=Pt 227332 L 32 2g

Bre=zPt #2270 4 327" & L.+ 32+ 22+ 2

ou
=1 3 =3
fefz? 12?4 +Fe, B =22 +2? 2],
= S =8 9
)

B=z[z% +2? + 42 +1][z2? +22 4. +241]
=z [ w2t a3t a2’ ] (M)

identité connue. (**)

V.

Sur L’gquation (2® +1) 2’ =y* + 1.

8¢. Valeurs de x. a étant un nombre entier, égal ou supérieur a t;
la solution la plus simple, en nombres entiers, est

x‘=!, j‘=¢.

Donc, par une formule connue,

(*) En valeur absolue.
(**) Généralement,

(2m4a™= .. 4 241) @420 4 .. b 24 1)=2™ 14220180 4 . 4 3852041



Fam g T =t e (T am ) ()

ou, avec les notations employées ci-dessus (29),

a"‘“ + piu-l-:

Xy = « + B (43)
La loi de recurrence, applicable a partir de n =3, est
T, =2 (’a’ +1) Lnemg = Lpemze (“)

D’ailleurs
x, =4a’ + 1.

51. Takonius. 4 partir de n =3, chaque valeur de 1,, égale 2 la
somme de deux carrés (*), est egale, aussi, & la somme de trois carrés.

La démonstration a été donnée dans le Chapitre IV (s9).
s8. Suite. Pour compléter ce sujet, indiqnons les valeurs des carrés qui
composent x,. En premier lieu, si I'on fait

a - (- f)r

G, = a+f

’ (45)

on a
a™ + B 4+ a™? 4 g g (—afl)t -2 (= aﬁ)"‘"h

(«+p)?

G’n + G’n-l =

A cause de off = 1, le numérateur se réduit a
o * 28 - B’n-’ - a’u - ﬁ’n - ¢"" ﬁ +a B’n—s

- (a™T + ﬁ”'") (= +B).

Donc
Ly = G’n—s + G’n (..)' (“)

En outre, d’apres ce que I'on a vu au n° 31:

(*) Proposition évidente et connue.
(®*) Ce petit calcul donne une nouvelle vérification de 1’ identité (34).



12 80 no=ap:

[¢'; +g"]’ [ d“"(: i";)‘: za]- . [’ a (a"-(l“ -f;;) - l]a; "

' Sineip-u
e R sl R G =

NV Sin=dp-a:
w= [T - [T - [ e

°Siney r=-3:
[T T [

59. Applications I. Si I'on suppose @ = 1, p =1, on retrouve, au moyen
de ces formules, les valeurs connues :

x,=100=12" + £ + 0= 12"+ 8,
Xy =g wme 44+ 37 =2+ 5
x,=5=2"+1"

x, =1

II. Soient @ =3, p=1; d'ot a=3 + /10, f=~38 + /10. On a, par les
mémes formules :

z; =G} +G}= [“ ,,,pa] [’ ﬁ] =[1043. 3] + [4. 10. 3+4. 37

= 87" + 228° = 52 383,

x; =G} +G} =[a—fL] + 37 =¢6"+ 87 = 1405,
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T, =G4 Gl=1+6=31, x =1;

- 28 + [53%3"'“]’ + [wr = 298° + 12 + 35 = 53 353,

20

X, = [%g—‘]’ + [é—-&]’ + [i’-(as—.-ﬁ—a)—‘—’]’ =6"+ 13"+ 35° = 4 405,

xz"‘[::g] [3(a )+z] [ ¢+ﬁ+o] iy, x = 1.

60. Remarques. I. De la formule (46), on déduit,
Ly = Ly + Xy — e X, mx, = G, (*). (s1)
Par exemple, dans la seconde application,
Xy~ X3+ Xy~ L; = 53358~ 1105 +37 — 1 =51 984 = Gj.

II. La formule (45) donne

Gopmi =2y ; (s2)
et, par conséquent,
Lyper = xn’ + G’zu-z : (> 1) (s3)
Dans la suite récurrente
X1y X9 Xy

tout terme de rang impair se compose du carré du terme milieu corre-
spondant, augmenté d'un autre carré.

II1. Pour les nombres G,, la loi de récurrence est
G. =2a Gl-l + G.-a‘ ‘ (5‘)
A cause de G, =1, G, =22, on en conclut

G, ="+ 1=x, G, =8a"+4a, Gs = t6a* + 122" + 1= x,,

(°) Les signes supéricurs si n est pair.
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puis
i

. ;—,—:[(a-n-b’a + i) - (a—Va + 1)*]. (ss

G, =

IV. On a trouvé (s0)
x,=4a’ + 1.

En général, le second membre n'est pas décomposable en trois carrés.
Néanmoins, il existe une infinit¢ de cas dans lesquels la décomposition
est possible (*).

Si, par exemple, a=3b =1,
12’ +1=(ab = 9)* + (sb=1)* + (sb)* (**). ®>09

61. Verifications des formules. Le procédé le plus simple 2 suivre,
pour reconnaitre D'exactitude des formules (47), (48), (49) et (s0), consiste,
croyons-nous, 3 poser Ya* + 1 =cosy; d'od @ = ¥ =1 sing, etc. (***). On
trouve, au lieu de I'égalité (47), eu égard a la formule (as):

cos(su—~1)p — sin 4p97° — sin (4p—1) ¢ + sing? sm(lp.-l)qa smcp-l»t
cosp [V' ! oose ] * [V- cos’p [

ou
cos(8 p—1)p cos3p=—sin?4ug cos?p —sin?(4u—1)¢ - sin’¢ + sin*(4u—1) ¢ sin’p-+,
ou

CcOs(8 1 — 1) €OS = — sin*4up — sin® (ip = 1)p + 1,
ou enfin
cOS8uQ + CoS (8 1 — 2) ¢ = — [1 — cosspg] — [1 — cos (s — ) ¢] + 3.

La méme transformation est applicables aux autres formules citées. (****)

(*) Cette circonstance, que j'avoir oubliée, m'a été signalée par M. S. Realis.

(**) Lettre au Prince B. Boncompagni, 14 juin 1881 .

(***) Evidemment, I'argument ¢ est imaginaire.

(****) Ce rapprochement, entre I’Analyse indéterminée et la théorie des fonction cicculaires, est
assez remarquable.



62. Developpements de x,, y,. La formule
—a
2a’ + 1

x, = [(Va»+ 1+ 2™ +(Va"+ 1 - a)—1] (a2)

donne, immédiatement,

x, = (@’ +1)*='+Cypy,s (@™1)*~2 @*+C,,_, 4 (@2+1)* 2 ab +. .+ Caami,s @**2. (356)

De plus,
=1[(Va* +1+ 2"~ (Va* + 1 - a)*1], - (5)
ou
I=Cupen,s @+1)"ta+C,_, 3(a*+1)"2a’+ ... +a>"*, (s8)

63. Relations entre x,, y,.
1° La comparaison des formules (s¢), (s8) donne, d'abord,

ax, +y,= C,,. 1 (a + 1)»-1 a+C,, .3 (a! + |)n-a & ..+ c""l a:n—l (59)

2° Le second membre est le développement de

[z +1 +ay" - (V& +1-a)*].

2 \/a 1
Donc

[(Va* + 1+ ap" - (Va* ~ 1 - a)**]. (s0)

ALn * T -u/a +1
3? Pour simplifier cette €galité, multiplions par 22 le premier membre;
et le second, par
(Va* +1+a)- (Va* +1-a).
Nous aurons
2 (ax, + jn)=

SV‘lz_:; {(‘/a’_'l'i + a)ﬂn-l-l + (Va’—.,.—‘ - a)"“"!

- (Va’_-o-i + a)zn—t - (V;:"_‘ _a)an-l],
ou
22 (X, + ) = Ly — T »
ou plutét
Lot =(Sa’ + ‘) XLy + 2A) n- (Gl)

4° D'aprds la formule (1),

Lopr=2(2a* +1) 2, —x,_,.
12
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Donc, par I’élimination de x,:

Lngr = Ln—y =427y, (62)
52 8i n est pair, on conclut, de cette égalite,
Lpps = L, =48 (Fn + Vams + o« +)2); (63)
et, si n est impair:
Lngy =4 =42 (Y * Jpma + o+ 7). (%) (64)
6. On a, simultanément : |

Lpyy = (22 + 1) 2,
Y

]3u=(a’ + ") x’n =4y Jam=
Par conséquent,

ia® [(@* +1) 2, = 1] = 2, [0y — 2 (32 +1) x,] + (aa® + 1) x2,,
ou
-4a* = - Lnpt ey + x’u?
ou

Lppy Tpmy — X2, =4a>. (**) (65)
7" Soient, pour abréger:
Va* +1 +a=s, Ya* +1-a=d.
Nous aurons, par la formule (37):
O G e B | s FORE  F i P
Ppuis
Pa=TurrJamr =i [=a 40l + di] (**)

(*) A cause de
@, —1=14a=4da.y,.

(**) Cette relation simple, entre trois termes consécatifs de la série récurrente
Zyy Ty o Bpneys Tns Tpeys e+ s
est une conséquence immédiate, soit des équations
Zp = 2(28* +1) Ty — Zpy, ZTpoy, = 2(26* + 1) 2, — Epeys.

soit des formules qui donnent les réduites de la fraction continue a (2a).
(***) Parceque sd = 1.



Or,
s% + d% = 16a% + 16a* + 2;
donc
P = g1 Yy = 4a* (a* + 1) (*). (66)
VI.

Sur L’gquaTion Ax* =y + 1.

6i. Transformée. Le nombre entier A, divisant »* + 1, doit avoir la
forme a* + b*. Dans le Chapitre précédent, nous avons considéré le cas
ol b = 1. Prenons, maintenant, I'équation générale

(a* + b°) x* = »* + 4, ‘ (67)

a et b surpassant l'unité.
Si x=p, y=q sont les valeurs les plus simples qui vérifient cette équa-

tion, on a

e s_‘VK [(PVE+gr*r+ p VA= g™ (o)

Il est visible que le second membre est divisible par p. Soit donc .1:=-p2.
La proposée devient
(@ + 8% pz* = 5 +1.
Et comme
' (@ + &) p* = + 1,

P’équation (67) est transformée en
(g* + 1) z* =+ 1. (69)

65. Tatoneue. Chaque valeur entiére de x, satisfaisant & Péguation (s7),
est: 1! la somme de deux carrés (**); 22 la somme de quatre carres.

12 Si 'on pose

6. = _Vq‘T:‘ [g+Vg+r=(g-Vg +1] ()

(*) Voir la note précédente.
(**) @, divisant y2, - 1, est nécessairement une somme de deux carrés.
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on a, par la formule (1),
2, =G*_,+ G2

D’ailleurs,
p=r+g
Donc
Ly = (ﬂ;n—l % an)’ + (fGn *an—l)" (70)
2° Ly = (qu-l)’ + (fGll)’ + (gGﬂ-l).+ @Gﬂ)" (7’)

66. Remarques. 1. A partir de n =3, la premidre partie de la proposi-
tion est générale.

En effet, si les deux valeurs de x, se réduisent, I'une et I'autre, 3 un
carré, on a

qu—l "an ’ ﬁu = gGu—l ’
d’ol, en supposant f et g différents de zéro,
Gn = Gn—13
conclusion inadmissible, parceque les nombres G, vont en croissant (si). Et
si f=o0, il reste
X, = (gGu)z + @Gn—l)"
IL. 8i p est un carré, la seconde partie peut étre en défaut.

67. Application. Soit A = 89=64 + 25. La Table X, de Lscenoas, donne
P =53, ¢ = 100.
On trouve, par les formules ci-dessus:

Z3 = 109° + 1397 + 1 = (ig° + )" + (39)° = (39)" + (19)* + (4" - 1)’
= 1 600 000 000 + 120 000 + 1 = 1 600 420 001,
3 =16g° + 20g" + 54 (*) = 160 000 000 000 + 20 000 000 + 500

= 160 020 000 500.
On doit donc avoir

10 001. 1 600 120 001> = 160 020 000 500" + 1,
ou

25 606 400 560 020 000 230 000 = 160 020 000 500°.

() (g* + 1) (16¢* + 124 + 17 = ¢* (16¢* + 20¢° + 5)> + 1.
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Cette égalité devient, successivement :
102 425 602 240 080 001 = 320 040 001’,
1 034 256 016 = 33 0042,
113 806 224 = 10 6687,
12 645 136 = 3 556°;

et celle-ci est exacte. (%)
De plus, a cause de f=17, g =2

a3 = (1. 40 001 = 3. 200)" + (7. 200 = 2. 40 001)'
= (280 007 == 400)* + (1 400 = 80 003)>
= 280 407* + 78 602> = 279 607" + 81 402>

= 78 628 085 649 + 6 178 274 404 = 78 180 074 449 + 6 626 285 604

= 84 806 360 032 = 53 z;.

Enfin,
X3 =1 400 + 400 + 280 0072 + 80 0022.

68. Remarque. Il y a lieu de croire que x,, somme de deux carrés
et somme de quatre carrés, est aussi une somme de trois carrés. Jusqu'a
présent, je n'ai pu démontrer cette proposition. (**)

VII.
Sur L'EQuATION (a® + 1) 2* =p* — 1.

69. Tatontus. Chaque valeur entidre de y, satisfaisant & cette €quation,
est la somme de trois carrés. (***)
Les valeurs de y sont données par la formule

In=3[(a+ Va® + )"+ (~a~+ \/a’_-a-l)"‘]. (13)

(®) SEcuin. — Table des quarrés et des cubes.
(**) Elle est vraie lorsque p est un carré. En effet,

Ty =K 5, = (AKP + (BKP + (Chp2.
(**) I y a exception pour y, = 1.
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Si I'on pose, comme précédemment,

a=a+ya@+1, P=-a+Va’t+y,
cette formule devient (41)
2y, =+ = +29° + A%
2y, étant un nombre pair, f et k sont de méme parité. Ainsi

In= (1—:—") + (’—;é) +g (72)

70. Remarque. A cause de e« =b* =1, on 2 (41):

- P *ﬁ"’“ . ¢u$pn _ ot *ﬁl—l.
a+f a+{3’ atf ’
Ppuis
f-ha - fitﬁp"'.(ﬁ’ -1
Mais
a* ~1=2a, [*~1=-2af;
conséquemment,
-k o=
N a+f

Cette quantité n’est pas nulle; donc les trois carrés ne peuvent se reduire
a deux.

71. Application. Soit I'équation
sxt=y? -1,
de manitre que a=2. La formule (72) donne
PR Y (R RSPy TR
Fom [ B ae B ] = om0

=3[+ y35)° + (- 2+ /3)°] =2889 =387 + 34* + 17%;
etc.
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72. Remarque. Si l'on écrit ainsi la proposée :

a'x' + x' +1=7",

on voit que y' est la somme de trois carrés. Donc les nombres donnés
par la formule (73) sont, chacun, la somme de trois carrés. (*)

73. ProsLiue. Soit x*’=a’'+b’+c'. Dans quel cas aura-t-on x=o'+f"+y*?
Si les nombres «, B, y étaient donnés, on pourrait prendre (10):

a=2ay, b=29fy, c=a* +f* -y

Comparant cette dernitre valeur a celle de x, on trouve

puis

Par conséquent, les conditions suffisantes (mais non nécessaires) sont:
12 que x - c (**) soit le double d'un carré y*;
20 que aet b soient divisibles par 2.
Exemple:
50* = 40 + 24% + 18%. (***)

50 - 18 40 t 11

On a =16. Donc y=4; puis ¢=—8—=5,5=-;=3;

80 =52 + 3% 4 42,

(*) Lorsqu’un carré, A2, est la somme de trois carrés, A west pas tbujolm la somme de
frois carrés. Par exemple,

P=04 P4 ;

mais 7 n’est pas la somme de trois carrés. D’aprés la Remarque, il y a exception pour A = y,-
(**) c est un, quelconque, des trois nombre donnés.
(***) Cette égalité ne differe pas de celle-ci :

25 == 30° + 12° + #;

mais 25 n'est pas une somme de trois carrés.
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VIIIL.

Sur LE THEOREME DE Gauss.

74. Soit encore I'égalité
xP - 4 a ’

dans laquelle p est un nombre premier, de la forme 4y +1.
Les polyndémes Y, Z, entiers par rapport a x, peuvent étre représentés ainsi:

Y=Mx++N, Z=(Px+Q)x; (*) (14)
M, N, P, Q étant des fonctions paires. Nous avons donc, au lieu de 1'ége-
lité précédente :

xP -

= (Mx + Ny - p (P + Q) °;

X -1

4

et, par le changement de x en - x:

x’+‘ 3 13 3
4m=(M:c-N) -p(Px - Q)* x*.

Soient, pour abréger:

Mx+N=A, Px + Q=B, Mxr-N=A", Px - Q=B

Alors,
x?P —1
16 —— =(A*-pB* x°) (A" - pB"* x?),
ou
16 271 o (AN = pBBz?): - p (AB' % BAY? 2.
x* -1
On a:

AA' = M*x* - N°, BB' =P°x* - Q*, AB' + BA' = 2 (MPx* - NQ),

AB - BA'= - 3 (MQ~ NP) .

Donc, si I'on prend les signes superieurs:

(*) Z est divisible par 2. (SERRET, Cours d'Algébre supériewre, tome II, p. 550).
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x?P

18 ST M - N p (Pt - Q) ' - p [MP - NQF 25 (5)

et, si l'on prend les signes inferieurs:

x?P -

16 ——
x' -1

=[Mx* - N' - p (P x* - Q') x*]" - 4p [MQ-NP*x%.  (T)

Remettant x au lieu de x?, et appelant M,, N,, P,, Q, ce que de-
viennent M, N, P, Q par ce changement, on trouve

$ T M - N+ p (Pl - Qe - p [P, 2N, Q7 (5)
xP -1 3 3 3 2 : !
4 X -1 =T[M|x-Nl =P (P‘x—Qt)a:]’-p[M‘Q. —N,P,]’ z*. (T)

75. Application. Soit p=13. Alors (*)
. Y=axrl+ ' +axt =23 v 4x*+ x + 2,
Z=(xb+x?+1)x;
M=xi-x+1, Negx® +4x +4x* +2, P20, Q=xb+ x* +4;
M,=.z;’ ~x+1, Nye2(x+1)(x*+2+1), Py=0, Q=2+ 2 +1;

M;Q;-N,P,=(x’-x+1)(x’+x+1)-x6+x'+,=g;

Mix-N}+13Q} x=(x’ - + 1)’ X~ (x + 1) (2 +2 + 1) + 13 (x*+2 1)
=(@'—x+1)x-[ix’ —sx+ 1] (x* + x+19)
= (x% — 22"+ 32 — 2 + 1) - (1x° + 32 + ' + X + 6™+ 3+ 4);

Mix-N}+13Q} x=-2(2xb+ 2’ + bz - 2V iz’ + 2 +2) = —2;
ou
3 3 ] —
M{x-N}-13Q}x=

—2(2x® + X +axt =23+ ax? + X+ 3)-26 (2 + 2+ 1),
ou

(*) Théorie des Nomdres, tome II, p. 195.
13
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Mz~ N:-13Qix=—2(x®+ 72" + 1824 + 193 + 182" + 72 4 1);
‘M, P, x-N, Q,-=—z(x+|)(x’+x4:1)’.
La substitution dans (S'), (T') donne ensuite :
2P +x+ 2+ v 2+t P 2D e+ =
(2 +1x® + 15x% + 9 + 3 X+ 1+ 4) =3 (x+ 1) (P +x + 1) 2 (13)
1@+ + 2+ 2+ e X+ P 2 2 P 1) =Y =13 T (76)

Cette dernitre égalité est celle de Gauss; Vautre, aussi bien que (§'),
est probablement nouvelle.
76. Suite On reconnait aisément que, dans tous les cas:

M{x -N}-p(Pix - Q}) x == 2Y, M,Q, - N,P)xr==Z (17)
Par conséquent, comme le fait observer Legendre,
xP -9
e =(Y +Z yp) (Y-Zp).

L'égalité (§') ne donne pas une décomposition analogue 2 celleci: mais, si
I'on remonte 2 la formule (S), ce qui revient changer x en x* dans (§),
on a

x'

f ,—_T'-(U+Vx\/§) (U -V yp); (18)

eu posant
M2x* - N - p (P?x?-Q*) x* = =2U,

(9)
MPx*- NQ == V.

Ainsi, 'équation
X2 ¥ by a2 gm0

est decomposee, de deux maniéres differentes, en deux équations du
degré (p - 1).
11. Application. Dans l'exemple traité ci-dessus, I'équation proposée
€lait
8+ e x0 e xh 210,



— 104 —
Par le théoreme de Gauss, elle est réduite 2
2" + 20 + 48 — a8 + 4t + Lt +'s+;/ﬁ (x** + 28+ =) = o,
2+ 20+ ax® - 2+ axt 22— 1T (2 2P 2 =05
et, au moyen de la relation (75), aux deux équations:
21?4 12t + 132+ a9xt st + 72+ 1+ 13 (2 ) (b 2T+ 1) =0,
2 + 1t + 452" + 1928 + 1524 + 727 + 1 — /13 (2 +14) (xb + 2 +1) T =0.

78. Remarques. 1. Si I'on désigne par X , Z ce que deviennent les po-
lynémes Y, Z, quand on y change x en x*, on a la double identité:

I -1

4 = —1 =(Y0~0-Zo V;;) (Yo-Zo ﬁ)n(U.}-Vx V'I;) (U_Vx V;)‘

En particulier:
X e x? 2 2t 2O b e XS b+ )=
fex' + (1 + 13) '+ ax® + (Y13 - 1) 28+ axh + (1 4 /13) 2P+ 2}
fax®? = (V13— 1) 2 +4x® - (13 +1) 28 + axb - (Y13 1) 2’ +2} =
Mty 1axt w1zt O3y 13293 48/ 137 +19x04+8 /13 15z 43y 13X H1X "+ 1320+)
{22 =/ Dozt 41t -3\ /130 418"/ 1327 +1920-5/ 13’ +18c% -3 yisxl+1x®-\/13x+1}.

II. Les considérations précédentes sont applicables au cas ou p=iu—1.
L'équation (41) devient, comme l'on sait,

xP -1

x-1

=Y'+pZ. (80)

11 suffit, pour trouver les nouvelles formules, d'effectuer le changement de
p en — p dans les seconds membres des égalités (S), (T), (§'), (T').

III. Les égalités (77) établissent, entre Y et Z, des relations qui pour-
ront, peut-dtre, simplifier le calcal de ces polynémes. Si l'on suppose

Y =22 + 2 4 ax? + b L+ x+y, (%)

Z = ax?=' + P 4 g2t 4 . + 32} + fx? + ax,

(*) On sait que Y commence par 222¢ 4 22—,
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on trouve :
puis les deux systemes :
B=o, y+b-B=0;

B=1, y+b-23=p. (*

IV. A propos du calcul des polyndmes Y, Z, l'illustre Géometre s'énonce
ainsi : « on aura gén€ralement

m -1 m-1.m-13
Y = 2x™ — emx™" + 2am — "2 - am — x"=+ etc.;
» et dans ce développement i ne restera plus qu'a réduire les coeffi-
» cients au dessous de 3 n, en supprimant les mulliples de n qu'ils peu-
» venl contenir;..»
Cette régle ne nous semble ni démontrée ni claire (**).
En attendant que nous puissions revenir sur ce sujet, voici quelques
indications simples.
1? Dans Iégalité
APt + P2 e L+ 2 +1)= Y - pl, (a1)

qui suppose p = 4u+ 1, faisons x = 1. Soient B, C les résultats de cette
substitution, (®**) dans les polynomes Y, Z: on a

p(+C)=B.

Donc, a cause de p =a®+ &, B est une somme de deux carres, divisible
par p. (***%)

{*) Ces égalités sont vérifiées par les valeurs que donne Legendre.
(**) Dans un petit Mémoire publié en 1857, M. Liouville a traité la méme question. Mais
les formules données par mon bien regretté maltre sont peu praticables.
("**) B est la somme des coefficients de Y; C, la somme des coefficients de Z.
(****) Si l'on fait B =pD, on a
C—pD? = —4.
Donc
s=C,u=D
forment une solution de I'équation
22—l = — 4,

Est ce parce que celte remarque esl trop simple qu'elle ne se trouve, ni {dans Legendre ni
dans Serret ?
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3° Soit maintenant 1'égalité
A(r e P2 Lt 1) = Y+ pL, (80)

auquel cas p =g —1. Le polynéme Y a ses coefficients égaux et de signes
contraires deux a deux; donc il s’annule pour x = 1; et, en conséquence,

C==1 (%

Liege, 9 Novembre 18s3.

IX.

QUESTION D’ANALYSE INDETERMINEE.

79. Soit I'équation
x'+ 9y = u + 0+ wh (84)
a laquelle il s’agit de satisfaire par des valeurs entiéres de x, 7, u, v, w.
Si I'on pose
U=x+a v=y-p, (s2)
la proposée devient
By —ax =3 (a + £ +w)). : (83)

Ainsi, a, B, w peuvent &tre pris arbitrairement, a cela prés que leur somme
soit paire. En outre, afin d’obtenir des solutions essentiellement diffe-

rentes, nous supposerons « et (3 premiers entre eux. (**)
Cela posé, toutes les solutions de I'équation (83) sont, comme l'on sait,

données par les formules :
xsé(a’-f-ﬁ’-bw’)p-pﬁe,]r.%(a’+ﬂ’+w’)q+a9, (s4)
dans lesquelles les entiers p, ¢ satisfont 2 la condition

Bg —ap = 1. (83)

{*) Ceci suppose p > 3. Lorsque p=3, Y= 2r4 1.
(**) Si I’équation est vérifiée par
z=a,y=>0,u=c,v=d, w=e,

elle ’est par
=13, y=2, wu=1¢, 0= 1d, w=1e,
A étant un entier quelconque. Mais ces diverses solutions n’en font, véritablement, qu’une seule;
savoir, la premitre, si a, b, ¢, d, ¢ n’ont aucun facteur commun. Cette solution pourrait étre
regardée comme primitive. Nous supposerons qu’il en est ainsi.
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80. Remarques 1. Lorsq'une solution de I'équation (81) n'est pas primitive,
le plus grand commun diviseur des valeurs de x, y, u, v, w divise a et 8 (32).
Si donc, comme nous 'avons admis, « et sont premiers entre eux, toutes
les solutions, données par les formules (s4), (82), seront primitives.
II. «, B, w étant constants; si 'on remplace p par p', g par ¢, les
nouvelles solutions ne différent pas des premiéres.
‘12 D’aprés I’équation (ss),
q'=q+ck, p'=p+Fk;
k étant un entier quelconque.
2? x' =3 (@ +p+ w’) (p + pk) + p¢
=3 (@+B +w)p +B[F (P +P+w)k+0]
Cette valeur égale celle de x, si
V=0-3 (@ +p+w’)k.

IIL. Si l'on remplace a, B par o, B, les nouvelles solutions different des
premiéres.
En effet, ’hypothése suivante:

x=x, Y=y, W=u, =y
ad=a, f'=P.

IV. Par conséquent, les formules (34), (82) donnent, sans omissions et sans
répetitions, les solutions demandées.

donne

8t. Exemples. 1. o =9, p=13, w=1. L'équation (s5) est vérifice par
p=1, g¢=1. Donc

X=T7+30, y=7+120, u=9+130, v=1+120;
puis les progressions :
----- -2, ’.’ ‘, 7, lO, ‘3,- . -;
..... +1, 3,5 7 9 i4,...;
ceee. 0,3, 8 9 12, 15, ... ;

ce.—2,0 2 4 6 8 ...;
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et les égalités:
P+’ =0"+r2’ w1 P =30 0%+ 1Y
Ve=6"+2"+1 "+7=0"+524 1%, ...
Il. a=32, B =5 w=3 L'équation (85):
5g—2p =1
est vérifiée par g =1, p =2. Donc:
X=38+580, y=19+20, u=40+459, v =11+ 20;
puis les progressions :
ce ... 3 8, 13, 18, 36, 28, 33, ... .;
cee v B T, 9, Hy 13, 15, 17, .. . .
+ e« .. 8 10, 15, 20, 25, 30, 35, . . . .;

vee-. 0, 2, 4, 6 8,‘0,‘2’-0-;;

et les égalités:
Y+ =5%0"+3 S+ =10+ 2"+
13 o' =18" 447407 L
II. - a=3 B=4 w=1.
L’équation auxiliaire est vérifiée par p=1, ¢ =1. Conséquemment

X=3T+40, y=31+30, u=40+40, v =33+ 36;
puis
3 + 3 =40+ 337 + 7,
M+ 40"+ 36+ 7,
A8 + 432 =48 4+ 39" + 73,
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X.

AUTRE QUESTION D'ANALYSE INDETERMINEE.

8s. Prosriue. Zrouver un carré eégal & la somme de n carres.

Soit, pour fixer les idées, n =5. La résolution de
u=xl+x;+ x} + x} + x} (s6)
repose sur l'identité:
[ + B (3 +B3) (3 +B) (1 + BT = )
(3-8 (< -6 (5 - B 3= B2F
+ [l = B (25 = BY) (25 = B3) 2 B’
+ [(3 - BD) (a5 = BY) 22, B, (a3 + BI)]
+ [(a} - BY) 2a, Ba (2] + B3) (=4 + BJ))°
+ (2 By (23 + B3) (a5 + B3) (2 + BT ()
Elle donne, en effet, le systéme suivant :
@y = (o) = B) (23 - B3) (2 = BY) (1= B
x, = (2] - B) (23 - B) (23 - B3) 224 Ba s
3 = (af = B}) (a3 — B 22385 (o + B)),
xy = (2} = B}) 22, B (2 + B) (2 + BY)s
x5 =20, By (o + By) (5 + B3) (o] + B3y

u=(a} + B} (2348 (2] + B}) (] + B))-

(U)

(87)

(*) Cette identité résulte des formules :
&, = ¥ COSP; COSP, . . « COSPn_, COSPr—;
Z, = ¥ COSP; COSPy « » + COBPn—, SiDPr— ,
Ty = % COSP, COSP, . . . SiDPn_,,

Z, = 4 sing,,
employées, si je ne me trompe, par Jacobi.
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83. Exemple. Soient:

ay=1, B; =2, a,=3, B, =4, a, =5 P3=6 a;=1, f;=8.
On trouve:
Xy =3 M5, T,=-—125878, X, = 142380, X;=— 496 296,

x5 = 689 300, % =861 625.
Ainsi '
861 625" = 3 445" + 25 872" + 142 380" + £96 296 + 689 300",
ou
742 397 640 625 = 12 006 225 -+ 669 360 384
+ 20 272 064 400 + 246 309 719 616 + 475 134 490 000 ;

ce qui est exact.

84. Remarques. I. La valeur de u est le produit de plusieurs facteurs
égaux, chacun, 2 la somme de deux carrés. Conséqnemment, u est une
somme de deux carres.

II. D'aprds les formules (s7):

xy o+ zy=[(af-B) (3-F3) (a3 B (o3 +BY)’
= [(a = B3) («3-B3) (5 - BY) (=3 +BII
xy + 23+ 2y = (] - B) («3 - B3) (a3 + B})] (a3 + B}
=[-8 (@3-B3) (2} + B) (a3 +BIT 5 etc.
Ainsi u*, somme de cing carrds, est une somme de quatre carres, une

somme de trois carres, et enfin une somme de deux carrés.

85. Suite. Ces deux remarques démontrent le théortme suivant, qu'il
suffit d’énoncer :

Soit N un nombre impair, (*) égal & la somme de deux carrés. Soit n le
nombre des facteurs premiers, égaux ou inégaux, qui le composent.

Le carré de N est: la somme de deux carres, la somme de trois carres,
la somme de quatre carrés....., la somme de n +1 carrés.

(*) Sans cette restriction, un facteur premier de N serait 8 = 12 4 12, et certains carrés

deviendraient nuls.

14
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86. Application. N =335 =5 13. On trouve
385" = 457 + 108" + 156” + 260" = 117" + 156” + 260° = 195’ + 260;
puis, en écrivant
| 326 =5.135:

3252 = 45> + 60° + 180 + 260° = 75" + 180 + 260° = 195" + 260, (*)

XI.
EnrrLoi »'une Staie.

87. Si 'on suppose

arc sinx
=X+ A, A XL, (s8)

jat/l-xz

on trouve, tres facilement (**)

_2.4.6..(:m—13)
T3.5.7..(8n-1)"

A, (s9)

puis

2.4.6..2n—-4 2n—-2

I3

3

(arc sinx)® = g

ou, par le changement de x en /x:

3.8.7..m~33m—1 1

2.4.6..m—-22"

(arc sin ﬁ)‘ = i —_—
[}

3.5.7..am—41 1

Cette formule est due a Clausen, qui 1'a obtenue par un procédé tout
différent du nétre.

*) On voit que les décompositions indiquées dans I' énoncé du théorme sont, en général,
possibles de plusieurs manidres. Par exemple;

1105* = 2257 + 120% 4 613° 4 884° = 3557 4 613> 4 884 = 063° + 8842
1105 = 225° 4 300% + 300° 4 4 030 = 375 4 200> 4 1 030° == 4357 4 1 020, .
1105% = 235 } 540% 4 780° - 520° = 385 4 780° 4 530° = 975* 4 5303,

etc.

{**) 1l suffit d’ observer que la relation entre y et z donne

dy =
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88. On a:

o 1.3...9p -1 xPH o
arc sinx $:.4... 7 2,U+t' (90)

(1-ayia § s o

Par conséquent,

1.3.5..p—-1 1 a.s.s..z?f—_i_z.A.o..m _
22~4-6-. p PpH 2.4.6.. 2q _3.5.7..zn+1’(P+q"")

ou

21.3.5..:;0—1.3.5..zq—1 1.2.3. ... 0T
2.4.6..3(2p+1).2.4.6..29

(02)
=(2.4.6 .2n).

La quantité sous le signe ¥ est la méme chose que
[t.3.5..9p-1.1.3.5..3n —3p—1] a3
1.2.3..2p+4.£.2.3-.m—2p
=Congr, appr [1:3:5...3p=1.3.5..m=3p—1]

L’identité (91) devient donc
p=na . .
S Coveroappr [t-3.83..9p-1.3.5..3m—2p—1]
p=o :

(v)

=(2.4.6...m)" (*).
Celle-ci démontre le théortme suivant:

Le nombre (3. 4.6. ..2n) est la somme de A carrés impairs. (*®)

89. Suite. Le second membre de V égale 4% (1. 2. 3. . . n)*. Nous avons donc,
au lieu de cette identité,

2 ad

() D’ aprés le calcul précédent, le premier produit entre parenthises doit &tre supposé égal
4 1, si p = 0. De méme pour le second produit, si p = n.
(**) En effet,

p=n

2 Cornsps par = §. g ¥ = 47 271

p=o
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P=n 1.3.5..2p-1.1.3.5..m~-2p~-173°
) C"‘"‘"’”"[ pa-.:.z..n ¥

= 4"
p=o

Si I'on multiplie, par 1. 4. ¢. 2p. 2. 4. 6. 2n — 2p, les deux termes de lafraction,
elle se transforme en

1.2.3...20.1.3.3...2m~2

@r

1.3.3...'3.1.2.3.-.P-l.’.l-..n—P
Par conséquent,

= 1.3.3..9p.1.3.3...m-%
Cau »3 =
F§0 Hie2pk [l.S.S..P.1.2-3..n—Pl.8.3...n

"o i )

9. Suite. Dans ma Seconde Note sur quelques questions relatives aux
fonctions elliptiques, j'ai démontré ce théoréme :
a, b etant des nombres entiers, la fraction

1.2...2aX1.2.3..9
1.9.3..aX1.2.3..5%x1.2.3..a+b

=9 (a, b)

est reductible @ un nombre entier (*). .
L'’identité (W) prouve donc que:
4" est la somme de & carrés.

Mais nous pouvons aller pius loin,
91. Leune 1. Le nombre ¢ (a,b) est pair.

Le facteur 2 est contenu, dans le numérateur de la fraction ¢, un nombre
de fois marqué par

A DY PO W, O

I1 est contenu, dans le dénominateur, un nombre de fois marqué par

(*) Une généralisation a été proposée dans les Nouvelles Annales (1875, p. 89); mais el!e'est
insignifiante: le numérateur de la nouvelle fraction est trop grand, relativement an dénomina-
teur. En outre, I’ Auteur de la Note citée s’ est trompé sur la signification du symbole T.

(**) Je rappelle que (—:-) représente le plus grand nombre entier contenu dans g' De méme

pr (3
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(§)+(g)+;. +(§)+(§)+..+(“:”)+(“‘;")+..

Supprimant les termes communs, on doit prouver l'inégalité

a+b> a:b)*(a:b)+(¢l:)+.. (93)

Or, le premier membre surpasse

a+bdb a+b a+b
+ + +
2 4 8
donc, a plus forte raison, il surpasse le second membre.
92. Lemug IL. ¢ (a, b) est divisible par &', s representant le nombre des
puissances de 2 ayant pour somme a + b.
Soit

.
*2

a+bms*+2fs,, +9 (94)
et, par conséquent:

(a + b) = o= 4 gf—1 . *31-‘1 (.)

(‘-z—.-:—l-’)=g“"_’ L L

;
puis

on(a:b)+(a-:b)+(a:
(£2)+ (22) - (£22) - maesos
(a+b)+(“:b)-(“:b)-(":b)-..-s. (08)

Cela posé , d’apres le premier Lemme, ¢ (a, ) est divisible par une puis-
sance de 2 ayant pour éxposant

b) FoamE ) (=) -,

ou enfin:

{*) 11 est bien entendu qu’ aucun exposant ne doit &tre négatif: quand il est nul, on arréte la
division par 2.
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) (a:b)_(a-:b)_(a-;b)_

c’est—a-dire, divisible par ¢'.

93. Lemne IIl. Le quotient de ¢ (a, b), par 2, est impair.
En effet, la plus haute puissance de 2, qui divise g (a, b), est 2’.

od. Tatoreue. Soit s le nombre des puissances de 2 ayant n pour somme:
"= est la somme de A" carrés impairs.
Ecrivons ainsi l'identité (W):

P§l =n+t’ 3p+1 [? (p’ T P)] =4 ®

p=o

D’apres le dernier Lemme, la quantité ?_(p;;:—-__p) est un nombre impair; donc, etc.

95. Application. Soit n=7=3+2+1; d’od 5= 3.

On a: .
0,7) 18.9.10.11.12,13. 44
27 1 = 429,
8 81.2.3.4.5.6.17
p(1,6) 11.2.8.9.10.11.12 %3
8 81.14.2.3.4.5.6
9(2,8 t11.2.3.4.8.9.10
- - -
8 81.2.4.2.3.4.5 '
?(3,4)a1.2.3.4.s.c.s=5.
8 1.2.3.1.2.3.4
D’aprés I'identjté (X), on doit avoir:
15 15.44.43 . 15.44.43 .12 .40 , 45.44.18.12.11.140.9
— 229 + + +
1 1.2.3 1.2.3.4.8 1.2.3.4.85.6.71
5,14 .43 . 12. 14,40 . 45.44.43.48 . 5.4, o,
+ 5% + 9 + 33 +429 =4"",
1.2.3.4.5.8 1.3.3.1 t.2
ou
16. 184 041 + 560.1 089 + 4 368. 81 + 11 440. 34 = 4%,
ou

184 041 + 35. 1 089 + 373. 81 + 715. 25 = 4°,
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Le premier membre égale
184 041 + 38 145 + 28 113 + 17 875 = 262 1M ;

et le dernier nombre ne differe pas de 4°.

96. Remarque. Lorsque p=o,
(P = p) = e = Con
Par conséquent :
s représentant le nombre des puissances de 2 ayant n pour somme :
1° Le nombre des combinaisons de 2n lettres, n @ n , est divisible par 2*;
20 le quotient est impair.
97. Calcul de s. Reprenons 'égalité

ne=g*+2f ., 42, (94)

dans laquelle a + & a été remplacé par n.

Le nombre n étant la somme de s pixissances de s, il s’ensuit que, dans
le systéme binaire, n serait représenté par le chiffre 1, derit s fois, et ac-
compagné de zéros, s'il est nécessaire. Or, pour traduire n dans le systime

. . . . . [n . [n
binaire , on divise n par 2, puis (;) par 2, puis (;) par %, ...: les

restes successifs sont les chiffres cherchés. Conséquemment : Si Von prend,
parmi les dividendes

n n n n
1 , ; ] '; ’ (; )
ceux qui sont impairs , leur nombre égale s (®).

98. Genéralisation. Soit
Neap*'+bp*=*+..+fp+g,

(*) M. Ernest Cesard, bien connu par de belles recherches d’ Arithmétique supérieure , est
arrivé, de son cité, A un théortme analogue & celui—ci. (Voir Mathesis, décembre 1883). Du
reste, la proposition énoncée par ce jeune et profond Géométre résulte, immédiatement, de ce
Lemme préliminaire :

» Selon que (%‘) est PAIR O IMPAIR,

#)-2()

égale zéro ou un » (Problémes et théorémes d' Arithmétique, p. 6).
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les nombres entiers a, b, ¢, . .. f, g étant moindres que p. S'il y en s qui
soient différents de z¢ro, il est clair que N est un nombre de k chiffres,
dans le systtme dont la base est p. Cela posé, nous pouvons énoncer le
théoréme suivant, évident par ce qui précide.

Le nombre s, des chiffres significatifs de N, dans le systéme dont la
base est p, egale le nombre de ceux, des dividendes :

©) G G) G)

qui ne sont pas multiples de p.

P. S. — Prosutue. Trouver une somme de quatre carres égale & une
somme de quatre bi-carrés.

Une infinité de solutions résultent de 1'identité

[2 (=* + 0* + 2] + (azy)* + (ay2)* + (322" =
(-.r+]+z)‘+(x-]+z)‘+(.1:+j-z)‘...(x.,.r.,.z)s’
que je trouve dans mes notes de 1s7s.
Elle donne, par exemple:
A R T S LY Ly Ly Ly

22 +8 32 180 =50 w3 0 P,
etc.

Spa, 38 juillet 1ss4.




