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MELANGES.

THEOREME DE STAUDT ET CLAUSEN;

Par M. E. CATALAN.
I. — LiMMES PRELIMINAIRES.
L., 8i n est un nombre non premier, supérieur a 4, on a
1.2.3...(r—2)=3n,
Soit n = abc. . ., les facteurs a, b, c, ... étant premiers entre
n
eur, deux & deux. Chacun de ces facteurs ne surpasse pas —;
2

donc il se rencontre dans la suite 2,3,...,(n— 2). Par consé-
quent, le produit r.2.3...(n—2) est divisible par abc. ...
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II. 8i n est un nombre premier,

(n—2){n—3)...(n—4)
V.2 (A—1)

:DI'Ln.T_-I:, .
selon que k est pair ou impair. .
Si k est pair,
(r—2)(n—3). .. (n—k)+1.2.3..(A—1)k=Nn,

Chacunedes partiesdu premier membre estdivisiblepar 2.3...(k—1 )
De plus, ce produit est premier avec n. Donc

{n—o2)n—3)...(n—4)
1.o...(A—1)

+ A= n.
Méme démonstration si k est impair. -

III. n étant un nombre premier, impair, et p étant un nombre
entier moindre quen — 1, on a

Spu—t=1P+ 2P+ ..+ (n—1)P=Mn ().

IV. 8i n est un nombre premier, impair, on a

Su—t,nm=1""1 2t — ) =M —1.

A

D’aprés le théoréme de Iermat, chacune des puissances 7 —1
est un multiple de n, augmenté de 'unité; donc

Syt n1=Mn+ (n—1)=NMn —r1.

V. (Corollaire des lemmes III ct IV.) n étant un nombre pre-
mier, impair, la somme Sy, ,_, est un multiple de n, diminué de
Uunité, ou un multiple de n, selon que n — 1 divise ou ne divise
pas Uexposant p.

N

VI. Les nombres de Bernoulli sont donnés par chacune des

(') Ce curieux théoréme, presque évident, a été démontré par M. Lionnet (Nowu-
velles Annales de Mathématiques, t. 1, 1843). Jignore a qui on le doit.
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N

deux formules :

(A) Bq:—;-——%A(l‘l)—F%Az(l'l)—. .:t%A"—’(m):...—q_:_zm(m),
B, =1 — go(ng) = elna) =
(8) el LEIC
— '—f—j—f?(q'q)v

dans lesquelles q est impair (*).

II. — Tutorime pE StaupT ET CLAUSEN.

Soient n,n'y 1", ... les nombres premiers, impairs, lels que
n—i,n—1,n"—1, ..divisent ¢ + 1. Le ¢*™ Nombre de Ber-
noulli, By, est donné par la formule

) 1 T T
—B,—E - - — 4+ — .
(C) ? q+'2.+n+n'+n" + !
dans laquelle E, est un entier, positif ou négatif.

Démonstration. — 1l s’agit d’examiner quelles sont, dans la
formule (A), les fractions réductibles & des nombres entiers.

1

1° %Af(x’l): (37— 2,27+ 17).

I

g étant impair, 37 =9 4 —1. Donc la quantité entre parenthéses
est un multiple de 43 et, en conséquence,

1
—A2(19) = enter.
7 0)

(') Sur les differences de 17, et sur le calcul des Nombres de Bernoulli (Mélanges
mathématiques; Annali di Matematica, 1859). Dans cette Note,

? les nombres entiers
#(1, ) 9(25 ), ... sont designés par B, C,....
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2° 8i n est un nombre composé, supérieur a 4,

1.2.3...(n—2)

p 9(n — 2, q) = entier;

d’aprés le lemme I.

3° Soit n premicr, impair.

Ona X
, A""’(l'l):(n—l)q——’lTa(n—z)q
D
( ) +("__—_21M:—’_3)(n_3)q_ __+n_23'1_|,

Par le lemme II, le second membre égale

Mna+(r—1)1+2(n—2)7+3(rn—3)7+...—2.27—1,
ou
Mr—[(n—1)1* 4+ (n— 2)TH 4, 4 27+ 4 17H],
Ainsi

(E) A”_’(l'l)zmn—sq+l, n—te

Il y a, maintenant, deux cas & distinguer :

Si n —1 ne divise pas g +1, le second membre est un mul-
tiple de n, puis

I pn—s (19) = entier.
n

§i, au contraire, n — 1 divise q + 1, I'égalité (E) devient

A2 (1) =IMn — (M r —1) .
ou

L an—s (17) = entier + L
n n

En résumé,

11 I |
B—m—— 5 — — —— —— — ... entier
o 3 A W " ’
ou, ce qui est équivalent, *

1 I I 1 T
F —B,=E -4 =+ = — 4+ — 4.,
() q 7+2+3+n1+nu+nn+
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1Il. — RemarqQues.
1. SoiL

1+ 1 + 1 + 1 + I + _ N
> 3 & oW T T 2.3k

Cette fraction est irréductible. Donc la forme la plus simplo
des nombres de Bernoulli est

(G) B,== g

—2.3.7n"0" ...
2. Tous les dénominateurs sont divisibles par 6.

3. Sin=5,g=a4—1:B3, B;, By\,... contiennent, en dé-
1 4 s D1y ’
nominateur, le facteur 5.
De méme, By, By, Bi1,... contiennent, en dénominateur, le
facteur 7 ; etc.
4. 80 4 divise ¢ +1, et que les nombres an' — 1, 21" —1,...

soient composés, B, et Bygyy ont méme partie fractionnaire.

Par exemple,

1 I 1 T
—-Bl5_+6+;+§+3+ Tk
I I 1 1
_B31_15ll63l5766+5 +§+75+l—7~,

donc
B,y — By, = 151163 15760.

5. On sait que
P
H -4 "7
(H) B, BRI I)’

P, étant un nombre impair (').

(') Mélanges mathématiques,p. 131.

Bull. des Sciences mathém., a° Serie, t. IV. (Mars 1880.) ’ 6
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La comparaison des égalités (), (H) donne

of+l __y .
N'I:P S — .

3000, ..

Ainsi, au moyen des nombres P, [dont le calcul n’exige que des
additions ct des multiplications (')], on peut déterminer le numé-
rateur N,. D’ailleurs, N, est un diviseur de Py.

6. Géndralisation du lemme 11 :

CprgqECpporg=Mn (— siq estpair).

Pa}l‘ exenple,

11.10.9.8 __21.20. 19.18
1.2.3.4 1.2.3.4

= I 2g.

(') A Uendvoit cite, on tronve une formule qui revient a

—1 ) g —
|)____'/+l[pq-l+(’/ NI —=2pp

q A A 8" gq—4
\ 3.9

(4 —0)(g—2)(g—=3)(
+ 3.4.5.6

(g —1 —2
+=0E=2p_pr,,].

1=V pp,_i+...

A cause de P, =1, P, =1, elle donne, successivement :

P,=3, P,=13, P,=13, P, =2073,
P,, = 38227, P,,=929°6Gg, P,,= 28820619, ....
Par suite :
N,=1, N,=1, Ny=1, N,=1, Ny=5,
N,,=691, N,,=17, N,,=3017, N,,=43867,

puis
T 1 T T
B’:G, Ba:_;)’ 5——-/—, B’——R’
5 Gut - 3615 4386
R’:b(i’ B,=— "JO’ B"::fli’ By,=— _—Dlol, B”=———798—7, RN

Si jo ne me trompe, cc calcul est plus simple que celui qui consiste a déterminer,
prealablement, les parties enti¢res E,.

e ——— O C———



