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Question 584.

Une surface de révolution autour de Paxe z, en coordonnées
rectangulaires, est définie par Uéquation

z2=f(r),

r étant la distance d’un point de la surface ¢ Paxe de rotation.
Trouver Péquation différentielle, en coordonnées polaires, des
projections, sur le plan Xy, des courbes tracées sur celte surface
et qui jouissent de la propriété que le plan osculateur, en chacun
des points de l'une d’elles, comprenne la normale d la surface au
méme point. Prendre v pour variable indépendante.

(Examen de licence. — Lille.)

PREMIERE SOLUTION.

Si I'on pose : ‘
A = dyd*z — dzd’y,

B = dzdx — dxd®z,
C = duxd*y — dydx,

I’équation du plan osculateur, en un point M (z, y, z)) d’'une
courbe, est
AX—x)+B(Y—y)+ C(Z—2)=0;

et les équations de la normale a la surface, au méme point, sont
dz
X—2x4+—((Z—2)=0
—E—2=0,

dz
—_— —Z— = ().
Y y+dy( z)=0

démontre diverses propositions, parmi lesquelles on peut signaler celle-ci :
La somme des produits n — 3 & n — 3, des nombres 2, 3,... (n — 1), est
divisible par le nombre n, supposé non premier :
1¢ Si n est impair;

20 Si, n étant pair, ; est un nombre composé, supérieur & 4. (E. C.)
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La normale sera dans le plan osculateur si

dz dz
A—4+B—-—C=0.
pa ay C=0

Or, en désignant par 6 I'angle que fait, avec I'axe des x, la pro-
jection, sur le plan xy,de la drone qui joint I'origine au point M,
ona:

x=rcosd, y=rsinb;

d’ou
. a. . oda d’x 96 ado ode’ . od’o
— = C0S60 —7rSIn o — —_— — 281N 0 — — 1"¢0S0 ~— — 7SINn6—;
dr dr’ dr dr dr '’
- ) de 2 9 e0s0 do o 4 de? f)d’e
— =S8N0 4+ rcosfd —» ——= 2C080—— 1sm -+ 1 CoS
dr  dr? dr dr? dr®

Par suite:

dz/( . de z de o2 ]
A= —— | siné -+ rcosd — | — 2€089 — — 7'Sin6 — —+ r€0S6 —
dr dr dr?

dr dr dr?
B ’z( ] i oda) dz(2 ode 1'cose‘6‘z rsi od’e)
=—3 €0sd + rsin o o sin d_r+ o 5+ 7'sin p

( . d@) ( de 92 6 20)
C=|coso rsind— | | 2c0s6 — — rsi ne_ —~+ 1C0SH —
' di dr ! d? dr?

. 0 de 0* ]
+ | siné + rcosé — ) | 2sinod d—- -+ 1C0S6 — —+ rsmo—
r

dr dr? dr?
Drailleurs :
dz dz dz dz dz dz dr dz .
G w e dydrdy
donc
AZ—-Z B%—C—%(Acoso+Bsme) C.
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Mais
. N do  d’
Acost + Bsine = rf"(r ) — = +f’(r)(2——+ rdr“) ,

ds de® d%
C—-Qd—-l- ids —*g

L'équation différentielle des courbes est done :

de d% de de® d?%
” 12 —_——
rf’ (r)f (r =+ f'¥r )(2—+ r e ) er o P

ou

B0 0]+ T2 2 — 1 ] =

(E. FAUQUEMBERGUE.)

SECONDE SOLUTION (*).
1. Quand I'équation de la surface est

F(x,y,2)=0,

les lignes géodésiques sont représentées par

dx dy
P Pl

ds _d ds ")
aF = ar ()
dx dy

(*) Solution connue: voir, par exemple, une Thése de M. Roger (Journal
de Liouville, 1848). La courbe qui jouit de la propriété énoncée est le plus
court chemin sur la surface donnée: on lappelle ligne géodésique. Cette
courbe est, en méme temps, la trajectoire d’un point matériel, sur lequel
aucune force n’agit, et qui serait assujetti a se mouvoir sur la surface.

(**) Les cosinus directifs de la bénormale i la courbe sont proportion-

nels &
dx dy dz
“wr Y Va
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2. Dans le cas particulier considéré,
F=z—f(u), v=Vu*+y%

donc la seconde équation se réduit a

dx dy
d'ﬁ;_d'ﬁg‘
oy
ou plutét, a
dy dx
xd.g—yd.a_ e e e e e . e ('1)

Cette équation différentielle est du deuxiéme ordre; mais on
peut, immédiatement, en trouver une intégrale. En effet, le pre-
mier membre est la différentielle de

dy dx
Tas TV
done
zdy —ydx=kds, . . . . . . . (2

k étant une constante arbitraire.

8. La distance u représente le rayon vecteur de la projection m,
sur le plan xy, du point M. Si @ est I'angle mOx, on a donc

x =ucosw, y=wusinw, . . . . . (3)

(4)

dx = coswdu — usinado, }
dy = sin wdu + ucoswdew,

xdy—ydm:.uzdo, B ()]

ds? = w¥de® + du® 4+ dz’,

les cosinus directifs de la normale & la surface sont proportionnels a
dfF dF dF

: dz’ dy’ dz’

ete. (Cours d’Analyse de I’ Université de Licge).
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ou .
ds® = ude? - (1 + f)dut.

Au moyen de ces valeurs, I'équation (2) devient d’abord
u’d& = kds ,
puis
wide® = k[wda* + (1 + f ?)du?).
On peut remplacer celle-ci par la formule
k Vi fm
uV u — ?

do =

du, .

(6)

(8)

dans laquelle les variables sont séparées. On a donc, finalement ,

d ,1 12
w—(oo-—k/ u\/ +f/c”' .

équation qui représente la projection de la géodésique.

9)

4. Remarque. L’équation (7), analogue & celle qui constitue le

principe des aires, peut étre interprétée ainsi :

L’aire décrite, sur le plan xy, par le rayon vecteur Om, est

proportionnelle a la longueur de la trajectoire.

5. Autre REMARQUE. Cette longueur a pour expression, d’aprés

les formules (7), (8) :
u 1+ le
$§— 8 =[ udu %/ mo

(E. C)



