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SUR LE THEOREME DE FERMAT;

par M. PAUL MANSION.

4. Démonstration du théoréme de Fermat, généralise, considére
comme identique au principe fondamental de la théorie des frac-
tions périodigues. Dans ce qui suit, les symboles 10, 100, 1000,
... représentent les puissances B, B2, B3,... d’'un nombre B, base
d'un systéme quelconque de numération; mais, & une premiére
lecture, on peut supposer qu'ils ont la signification ordinaire.

Premier cas. Si I'on divise 1000... par N, nombre premier a
10, le quotient ¢4qs-.- Gn{ Ga-- ¢u--- S€ composera de n chiffres qui
se reproduisent périodiquement; n, nombre de chiffres de chaque
période, sera < N; aux chiffres ¢, ¢, ..., ¢a, correspondront n
restes 7y =1, r,,..., ra, tous différents les uns des autres, et pre-
miers a4 10 et &4 N. Nous aurons

1 41Gs--- 1
== jl]i [“ -+ 3 . . + > (1)
N 100...0 N x 100..0

ou

0" LY
-L'N_'i=q|q‘l"'Q’u' a: $ems * 2 2 (2)

Si 7y, 7a, ... 7y sont les o(N) nombres premiers @ N el non
supérieurs @ N, 'équation (2) peut s'écrire :

1078 — 4
——— = enlier,
N
ou
BP™ — 1 ;
EeN = enlier;

ce qui est le théoreme de Fervat, généralise.
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Second cas. Si n n’est pas égal & ¢ (N), je dis qu'il en est un
sous-multiple. En effet, soit s I'un des o (N) nombres premiers et
inféricurs & N, non compris dans la suite 7, 7y, ..., n. La frac-
tion (s;: N) donnera naissance, comme (1:N), & une fraction
périodique, ot la période aura n chiffres et ou les restes succes-
Sifs, 8y, Sa5-.., Sn, S€ront tous difféerents de ry, 75, ..., rp.

Ce dernier point est ¢vident : si 'un des nombres s, sy, ...,5a
élait égal & Pun des nombres ry, 7y, ..., 7, il en serait de méme
de tous les aulres, contrairement a I'hypothése. Quant au pre-
mier point, observons d’abord que I"équation (1) donne

Sy _31 X qq2 - 1, B 84 :
N 100.....0 N x 100... 0’

done (s;: N) est égale & une fraction périodique, ot la période a
n chiffres au plus. Il est ais¢ de voir qu'elle ne peut en avoir
moins. Si 'on avait

’ ! ’
N e 5
o (] » +

N 100...0 N x 100 ... 0

s (0 < n),
il en résulterait
(10" —1)=¢'\q's... ¢'w x N.

Par conséquent, ¢';q's...q'» serait divisible par s;, et égal a
$1 X q"1q"9...q""w. De Péquation (3) on déduirait

_-l__q”,q"z... qﬁ_*_ 1 i
N~ 100...0 N x 100...0°

c'est-d-dire que, contrairement & I'hypothése, la période de la
fraction égale & (1 : N) aurait n’ chiffres et non «. :
Il'y a donec n restes sy, $y,..., sn, dilférents de ry, ro,...,rn, et infé-
rieurs & N. S'il n’y en a pas d’autres premiers a N, o (N) = 2n.
S'il y en a d’autres, de 'un d’eux, ¢y, on en déduira, comme ci-
dessus, une série (y, ty, ..., t S'il n'y en a pas d’autres premiers
a N, o(N)=3n. Etainsi de suite. Donc enfin, en général,
- 9(N) = mn.
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D’aprés I'équation (2), 10— 1 est un multiple de N. Mais
10n—1 est un sous-multiple de 10— 1 ou de 107™ —1. Done
10°™ — 1 ou B?® — 1 est un multiple de N, si B est premier a
N (théoreme de Frruat, généralisé).

Si N est premier, ® (N)=N—1; l'on a alors BN~ —1 =
multiple de N : celte proposition est appelée, aujourd’hui, théoréme
de Fermat. Fermal I'a signalée, mais comme simple corollaire de
la proposition plus générale : B* — 1= multiple de N, n étant
un sous-multiple convenable de N —1.

2. Nortions mstorigues. « Le théoréme de Fermat, dit Gauss
(n® 50 des Disquisitiones), publié, sans démonstration, dans les
OEuvres de ce géométre (Fermatii Opera mathematica, Tolosae,
1679, p. 163, ou Précis des OEuvres de Fermat, par M. Bras-
sinne, p. 143), a été démontré d’abord par Euler (Comm. Act.
Petrop., (. VIII) de la maniére suivante: Si p est premier, le déve-
loppement de (a--1)P permet de voir que (@ + 1)P— (a4 1) est
divisible par p, si a?—a est divisible par p. Or 17— 1=0, est
divisible par p; il en est done de méme de 2p—2, 57 —3, ele.,
et enfin de BP—B=B(Br—!— 1), B étant un entier quelconque.
Done, si p est un nombre premier qui ne divise pas B,Br—1 —1
est divisible par p. »

Euler a tiré de 1a le théoréme général :

BYN — | — JIUN,

N étant premier a B, comme il suit.
Soit d'abord N=p~. Elevons, & la puissance p,

Bt =1 + JUp;
le résultat & la puissanee p, et ainsi de suite. On trouve
BFET) =4 + INp™.
Soit ensuite N = a“b®...l", a, b, ..., | étant premiers entre eux. On

aura
: BA) — 1 + INa;



et, a cause de ¢(N) = ¢(a*)p(0%)... (1), en élevant a la puis-
sance o(bF)...p(1"):

BN =1 4+ JTa>
De méme :

B —=q 4 JILbB, ..., B —1 4 JRUP,

Done enfin, B?®™ — 1, divisible par a%, 0, ..., P, nombres pre-
miers entre eux, est divisible par leur produit, ou par N.

« Comme le développement du binome, dit Gauss, semble
assez étranger a la théorie des nombres, Euler a publié plus tard
une autre démonstration (Comm. nov. Pelrop., t. VII, p. 70),
fondée sur la considération des restes de la division, par N, des
termes de la progression géoméirique 1, B, B2, B3, ..... »
Reproduite dans les Disquisitiones, n° £5-49, elle est, au fond,
absolument identique & celle que nous avons exposée au n° 1.
Poinsot I'a revétue d’une forme géométrique, sans y rien chan-
ger (*). Cette seconde démonstration d’Euler est la plus naturelle
de toutes celles que I'on a données du théoréme de Fermat; de
plus, elle a I'avantage de prouver, du méme coup, la proposition
plus générale :

B* — 1 = JIUN,

n ¢tant un diviseur convenable de g(NN).
Il'y en a une qui conduit simplement 4 la relation

BY® — | = JNN,

mais qui est beaucoup plus courte. Elle est insérée dans plu-
sieurs (raités élémentaires d'Arithmétique (**), parfois sous le
nom de Poinsot, parce que celui-ci se I'est attribuée, sans aucun
droit, dans son Mémoire trop vanté (c. II, n° 1). En réalité, trois

(°) Reflexions swr les principes fondamentauz de la Théorie des Nombres
(Journar pe LiovviLe, 1845, t. X, pp. 1-101), c. 1L ne 14,

(**) Cinoboe, Arithmétique, 15¢ édition, p- 509 ; SErnET, Arithmétique,
6e édition, p. 503.
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ans avant Poinsot, M. Catalan, alors & ses débuts, a donn¢ cette
démonstration ingénicuse, dans un Recueil que Poinsot devait
connaitre (*). Dailleurs, un célebre lemme de Gauss,

p—1

B =1 + JlUp, (p premier)
dont le théoréme de Fermat est un corollaire évident, a été.
démontré, en 1808, par l'illustre Géométre de Geetlingue, au
moyen du méme artifice de caleul, qui a servi & M. Catalan,
en 1842, & Poinsot, en 1843, pour établir le théoréme de Fer-
mat (**). Ce lemme, avec la démonstration de Gauss, a ¢té repro-
duit dans les deux derniéres éditions de la Théorie des nombres,
de Legendre (***). Poinsol I'a done néeessairement eu sous les
yeux; et 'on peut s’étonner qu'il ne I'ait pas cité, non plus que
I’article de M. Catalan.

Note du Rédacteur. — 1. Le petit travail publié dans le tome I
des Nouvelles Annales avait éé rédigé, en 1856, quand j'étais
Régent de Mathématiques, au collége de Chalous-sur-Marne. A
cette époque, je ne connaissais pas le théoréme d’Euler; et, on
le comprend, je fus tout heureux d'avoir généralisé le théoréme
de Fermat (1v).

II. La démonstration de la formule

o ] 1 1
@{a“bf‘cf---)=a°‘bfgc’- sold=r | =,

(*) Sur les fractions décimales périodiques (Nouv. Any. pe Marir., 1842,
t. I, pp. 457-470), nos VI-IX. M. Catalan dil qu'il a emprunté plusieurs des
démonstrations contenues dans son arlicle & un éeril intitulé: De quelques
propriétés des nombres et des fractions périodiques , par M. E. Mioy. Paris,
Bachelier, 1855, in-4° de 21 pages.

(**) Gauss, OEuvres, t. I1, pp. 4-5; Theorematis arithmetici demonsiratio
nuva, n° 5 [Anciens Mémoires de Geettingue, t. XVI, 1808).

(***) 1l édition, 1808, 1Ve partic, § VII, p. 408; IlI¢ édition, 1850, t. 1,
p. 197,

(1v) Nouwvelles Annales, tome L, p. 464.
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exposée dans la Théorie des nombres, de Legendre (*), est trés-
peu satisfaisante. Dans intérét de mon enseignement, j’en cher-
chai donc unc autre. Celle-¢i, qu'on peut lire dans les Nou-
velles Annales (**), a, me semble-t-il, toute la clarté désirable.

1. Les réflexions sur les principes fondamentaux ..., publiées
en 1845, avaient été annoncées, par lauteur, trente-quatre ans
@ Uavance! Non-seulement, comine le fait observer M. Mansion,
Poinsot ne citait ni Gauss ni Legendre; mais il donnait, comme
nouveaux, de petits théorémes enseignés dans toutes les Ecoles
préparatoires (***)! Le célébre Géométre s'est méme cru oblige,
parait-il, de démontrer la formule

3, -
a®t— 1 bEH__ 1 ¢+ 1

N = . &
: a— 1 h —1 e—1

La eroyait-il nouvelle?

IV. Dans une remarquable Note sur la théorie des nombres,
que M. Mansion vient de faire paraitre, et sur laquelle nous
reviendrons, notre honorable Collaborateur signale une erreur
de Poinsot, relative i cette proposition : Si Uon a N points rangés
en cercle, et qu’on les joigne de h en h, h étant premier @ N, on
passe nécessairement par tous les N points, avant de retomber
sur le point de départ; et Uon fail nécessairement h fois le tour
entier de la circonférence.

Vers 1840, si mes souvenirs sont exacls, je proposais & mes
éléves I'exercice suivant :

Etant donné le systéme

Ty Ty v A= X, =y,

Xy + X 00 - Ly = Uz,

T, + X+ Xy =00,

(*) Troisiéme édition (1830), tome I, p. 8.

(**) Tome I, p. 466.

(***) En particulier, la démonstration relative a ¢(n), dont il a été ques-
tion ci-dessus, se retrouve, presque mot & mot, dans le Mémoire de Poinsot.
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trowver dans quel cas il est déterminé, indéterminé, ou impos-
sible.

Or, si l'on éerit ainsi ces équations :

Xy 4+ XTo e+ X, =0,
Lppt = Lpyo == 000 = Loy = .y,
Lap =iz Loy - v 0 - Xy == Uopy,
on trouve (*) que le systéme est déterminé si n et p sont premiers
entre eux; et réciproquement. Cette proposition ne diflére pas du
théoréme de Poinsot. En outre, elle démontre cette propriété :
Le déterminant des n? nombres

e e IR Y S S
0 Tl 0 i0b0,
0780 S TR s 0N 0
0750700 M S )
00050510, s o A
PSS e T e e
et e e
L e 0070250, 05 i

3G 0 0505 0

est égal au nombre p des unités contenues dans chagque ligne,
quand p est premier avec n. Dans le cas contrairve, ce détermi-
nant est nul (**).

(*) Recherches sur les déterminants, p. 14 (Bulletins de A cadémie, 1846).
(**) Pour fixer les idées, et rendre Ia fisure claire, nous avons supposé

n=9,p=>5.
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