Question 106.

Vérifier la relation

T4+t =

x7 xll wl."t wl!

1—% 1—a" 1 —g% j—g

« LenMe. Soit N un nombre entier. Soit O un diviseur impair
de N, composé d’un nombre impair de fucteurs premiers, inégau.
Soit enfin " un diviseur impair de N, composé d’un nombre pair
de facteurs premiers, inégaux. Cela posé, le nombre des diviseurs o,
égal au nombre des diviseurs d', est 22—1; n représentant le nombre
des facteurs premiers de N, impairs et inégaux.

(*) Notes d’Algebre et d’Analyse (Mémoires de ’Académic de Belgique
tome XLII). :
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Soient «, b, ¢, d, e, ... ces facteurs premiers. Les valeurs de 9
sont. ’

a,b,c,d, e, -, hbc, abd, acd, bed, ..., abede, - -;
les valeurs de ¢’ sont
i, ab, ac, be, - abed, abce, bede, ---.

Or, par la théoric des combinaisons, on sait que le nombre
des termes contenus dans chacune de ces deux lignes est 2" —1;
done, ete.

Considérons la série

x x® x® x’ xt
¢ (a) = - C 5 T m
1—x 1—2x 1 —a 1—u {1 —u
e ' ,
—"l—x‘a—'_l—x“‘—m" N )]

ou, pour abréger,

x x° xab xullc
(P(x):‘__x—21_wa+21____xub—21__mnbc+“" (2)

a, b, ¢, d,..... étant des nombres premiers, impairs et
inégaua.

Si chaque fraction est développée en série, la somme de toutes
ces séries prendra la forme

Ax! = Agx® 4+ -+ A X 4
ainsi

cp(x)=2tA,,x". D )]

Cela posé, il y a deux cas a distinguer :

1° Si n est une puissance de 2, le terme A, x" provient, uni-
quement, de ;= ; done A,==1.

2° §i n n'est pas une puissance de 2, cet exposant a la forme
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2a*bPc’...; A, égale le nombre des diviseurs &', moins le
nombre des diviseurs J; ou, d’aprés le Lemme, A, =0.
Conséquemment ,

pa)=x 4+ 2+ ot +uf - (). oL o (4)

Remarque. Si, dans I'égalité (2), on change x en —x, le
second membre devient

T x* a,ab mube
- +2 '—2 ;T e
1 +x 1+ x° 1+ x* 1+ a®
Et comme
f— )= —x + "+ o + 28+ .,

on (rouve, par soustraction,

ab xnbc

x x° 2 @
= — 2 + — 2 -+ e
§ — o | — x> | — gt | — plate ’

c’est-a-dire :

x x’ o
xXr = —_— —_—

1—2 11— 1 —2° 1 —a% 1 —22

xlS xls wﬂ xl? w!{

T—a®  T—a% 1—a% 1—a°  1—a°

xea xas xsl X
— — —_— - + ——
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(*) Notes d’Algébre et d’ Analyse.



