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Introduction

On s’intéresse a la simulation de l'intégrale stochastique

Y1) = /Ota(s)dX(s), e l=[0,1]

Hypothéses générales.

« {o(t)}+er dénote un processus Gaussien centré qui est, en moyenne
quadratique, Holder-continu d’ordre «g € (0, 1) i.e. 3¢ > 0 tel que

E (|o(t1) —o(t2)?) < clty — to?* Vi, ta €1

+ {X(t)}+er dénote un processus Gaussien centré qui est, en moyenne
quadratique, Holder-continu d'ordre 5y € (0,1)

cag+ B >1

— Permet de donner du sens a l'intégrale trajectoire par trajectoire
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Introduction

Sous ces hypothéses, avec une probabilité 1, les trajectoires de {o (¢) }+c1 et
{X (t)}+er appartiennent aux espaces de Hélder C(I) et C#(I) respectivement,
pour tous « € (0, awg), 8 € (0, Bo).

Défintion

Pour tout § € [0, 1), 'espace de Halder C?(I) est I'espace de Banach des fonctions
f: I — Rtelles que

Il = 1flre+  sup  HEIZS@

_ 0
(wl,wz)EIZ,{t1<It2 |$1 .'172|

Il existe donc des constantes aléatoires positives C,, et Cj telles que pour P-presque
tout w € 0

|0’(t1,w) — O'(tg,w)| < C’a(w)|t1 —tgla th,tg el

et
X (t1,w) — X(t2,w)| < Ca(w)|ts — t2|® Vi, ta €T
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Introduction

Soient o(-,w) et X (-,w) deux trajectoires typiques de {o(t) }+cr et { X (¢) }er. Les
conditions de Holder donnent I'existence de (;(w) € R tel que pour toute suite

(Dulnez, = ({000, 00 ra €N, 0=0 < <. <87 =1})
neZy

de partitions de l'intervalle I telle que

o— n _ n
Pali= s (07 = 010) <2 O

la somme de Riemann-Stieltjes

Tn

20(6?—1’“)) (X(5;L7w) - X((Sin—lvw))

i=1

converge vers (;(w). On peut donc définir I'intégrale f(f o(s,w)dX(s,w) en posant

/0 o(s,w)dX(s,w) = ((w).
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Introduction

Young - Loeve

Soient f € C*(I) etg € CP(I) avec o, 3 € (0, 1) tels que o + 3 > 1. ll existe une
constante K45 > 0 telle que

\/f )dg(s) - f(t0)(9(t2) — 9(t1))|

< Kol fllea, e llglles (e, (2 — t1)* P

pour tous 0 < t; < tg < 1.

En particulier, la fonction

t%Af@@@

appartient a I'espace de Holder C'g(I).

Remarque. Les fonctions f et g peuvent étre vues comme des trajectoires typiques
des processus {o(t)}+cr et { X (¢) }+c1. Donc avec une probabilité 1, les trajectoires
de {Y (t)}+cr appartiennent a C4(I).
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Introduction

Premiére partie. On va supposer que ¢ et X sont des fonctions déterministes de
C°(I) et CP(I) respectivement

+ Approximation via les sommes de Riemann

+ Approximation via la base de Haar

Deuxiéme partie. On va supposer que ¢ et X sont des processus Gaussiens
indépendants dont les trajectoires typiques appartiennent a C(I) et C#(I)
respectivement.
+ Hypotheses sur les incréments d’ordre 2 et amélioration de la vitesse de
convergence
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Approximation via les sommes de Riemann

Approximation via les sommes de Riemann
Pourj € Netk € {0,...,2/ — 1}, on va approcher

k — l+1

() s 5 [ o

i(3)-2(3) ((3) ~(5)

:=A ;(X) incréments d'ordre 1 de X

it - () )

02 ilath) < poo—ilath=1)

par

Remarquons que

v (5)-n(3) ’i

l+1

IN

IN

=0
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Approximation via les sommes de Riemann

Par linéarisation, on obtient pour tout j € N, une approximation YjRS deY :

[271]

YRS (t) = (27t — [27t])o <2—]> oK)+ <[223”t]>

Proposition
Il existe une constante ¢ > 0 telle que

[V — Y% )| < c279e+A=1) yjeN.

Remarque. Dans le cas de I'espace C7(I) avec v € [0, ), on obtient

ly — ijS”Oo < @~ imin(f—yath-1) vy e N

et le résultat est optimal si vy € [1 — @, 3), ol @ et B sont les exposants de Holder
uniformes de o et X.
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Approximation via la base de Haar

Approximation via la base de Haar

Alternative. Remplacer o (-5 ) par une moyenne sur l'intervalle dyadique

1
. 27
G =2 o(s)ds
L

27

On propose donc une approximation YJH deY :

[29¢t]—-1 :
Y = Y 78u(X) + <2] [m a(s) d8> Aj(X)
=0 27
Sion pose L := 1 1), cela revient & définir
20 1
V() =) biut)Au(X)
1=0

ou .
bj(t) =27 /0 o(s)L(27s —1)ds
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Approximation via la base de Haar

Théoreme
Il existe une constante ¢ > 0 telle que

IV = Yoo < 279871 yjeN.

Idée. On a

277 (141)
/ 0(s) AX(s) ~ 7308,4(X)|
2

-3l

277 (1+1)
= /2 (o(s) —T5,) dX(s)‘

—il

279 (141) .
- /27” (o(s) =7j.) dX(s) — (0(2771) — Ej,l)Aj,l(X))

+ (0279 = 750) Asa(X)|
< g2 dleth)

en utilisant le théoréme de la moyenne pour estimer |a(2‘jl) — Ej,l|
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Approximation via la base de Haar

Lien avec la base de Haar
La base de Haar est la base orthonormée de L?(R) formée par les fonctions

z— L(x—k), keZ
{ x> 2212z —k), jeNkeZ
ou L :=1g ) etH :=1p1/2) — L[1/2,1). Pourtout ¢ € I fixé, la fonction
s> 04(s) = 0(s)1jo,4(s)

peut s’exprimer comme

+oo +oo +oo
o) =D boaLE=D+D D a®)H (2 —k)
l=—00 j=0 k=—o0

ou la convergence a lieu dans L?(R), avec
bou(t) = / o(s)L(s—1)ds et ap(t) =2 / o(sYH(2s — k) ds
0 0
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Approximation via la base de Haar

Lien avec la base de Haar
La base de Haar est la base orthonormée de L?(R) formée par les fonctions

z— L(x—k), keZ
{ x> 2212z —k), jeNkeZ
ou L:= 1) etH = 1p1/2) — L[1/2,1)- Pour tout ¢ € I fixé, la fonction
s> oy(s) = 0(s) Lo, (s)
peut s’exprimer comme
+o00 27 —1
or() = boo(DLC)+ YD aju(tyH(2) - —k)
§=0 k=0

ol la convergence a lieu dans L?(R), avec
bo,i(t) == / o(s)L(s—1)ds et a;(t) =2’ / o(s)H(2s — k) ds
0 0
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Approximation via la base de Haar

+o0 291

o1() =boo(LC) + Y Y ajn(t)H

=0 k=0

Pour tout J € N, on considere les sommes partielles

J—129-1

oLg(-) = bt +Zza]k

j=0 k=0
271

= Z by (t)L(27 - =)
1=0

Ona

271

—k)

/Olat,J(s)dX(s) Z byt / £27s — 1) dX(s)

Z bri(t)A (X
=0
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Approximation via la base de Haar

+o0 291

at(+) = bo,o(?) +ZZ“J’° —k)

=0 k=0

Pour tout J € N, on considere les sommes partielles

J—129-1

oLg(-) = Dboolt +ZZCLJ7 —k)

j=0 k=0
271

= Z by (t)L(27 - =)
1=0

Ona

271

/Olat,J(s)dX(s) Z byt / £27s — 1) dX(s)

i br(t) A (X) =Y/ (t)
1=0

C. Esser (Université Lille 1) Intégrales stochastiques et base de Haar Le Mans, 23 — 27 Mai 2016 12/28



Approximation via la base de Haar

Autre point de vue : Travailler avec les incréments d’ordre 2

1
YAt = /0 01.7(s)dX (s)

1 J—
/0 boo(H)L(s) + )

1
=0

271
Z ajr(OH(27s — k) | dX(s)
k=0

J—127-1

= boolt /c )AX(s)+ > Y ajlt /Hzﬂs— )dX(s)

7=0 k=0
J—127-1

bo,o(t)Ao,0(X +ZZ%J~: X)

7=0 k=0

ou les incréments d’ordre 2 de X sont définis par

A% (X)) = Ajprae(X) = Ajp ok (X)

2k +1 k k+1
- 2 (5) () (%)
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Approximation via la base de Haar

Pour tout j € N, on pose

291

Zi(t) == a;x(t)A7 4 (X)
k=0

Ainsi
“+o0 “+o0
1Y =Yoo = 11> Zilloe <D 1 Z5lloc
j=J j=J
Afin d'avoir une vitesse de convergence de Y} vers Y, il faut donc estimer || Z; || .
On peut en fait se ramener a une estimation de Z; sur les nombres dyadiques :

Lemme
Il existe une constante C' > 0 telle que

sup |Z;(t)] — sup  |Z;(2770)| < C27P VjeN
te[0,1] 1€{0,...,2i -1}
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Approximation via la base de Haar

Lemme
Il existe une constante C' > 0 telle que

sup |Z;(H)] —  sup  |Z;270)| <C27F VjeN
t€[0,1] 1e{o0,...,27 -1}

Preuve. Comme Z; est continu sur [0, 1], il existe t¢ € [0, 1] tel que

sup |Z;(t)| = |Z;(to)l-
teo,1]

Posons Iy := [27t,]. Alors

sup 12,0 — swp  |Z,270)| < |Zi(to)| ~12,2700)]
te[0,1] 1€{0,...,29 -1}
< 1Z5(to) = Zi(2771o)|
271
< D lagalto) = az(27700) [ |AF (X))
k=0
= |aju,(to) A3, (X)]
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Approximation via la base de Haar

De plus,
laj 0 (f0)] = 2 / o(s)H(2s — k)ds
ijlo
< 2(to —lo27)loll < llofl
et
2k+1 k k+1
2 —
ool = oy (35) - (3) - (52
2k+1 k 2k+1 k+1
< (%) (@)l (5) > (5))
< 2 Bi
Donc, on obtient
sup |Z;(t)] — sup |Z;(2790) < C'2
tel0,1] le{0,...,29 -1}

d
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Approximation via la base de Haar

Retour aux processus stochastiques
Hypothéses générales.
+ o est une fonction de C*(I)

+ {X(t)}+er dénote un processus Gaussien centré qui est, en moyenne
quadratique, Hlder-continu d'ordre 5y € (0, 1)

ca+Fy>1

Hypotheése () sur les incréments d’ordre 2 du processus X : il existe une
constante ¢ > 0 telle que

kle{éna,g]—l} Z |Cov [AT 4, (X), A%, (X)] | <27 VjeN

Cette hypothése permet d’améliorer la vitesse de convergence : pour tout 5 € (0, 5o),
il existe une variable aléatoire positive C telle que

Y —YH|, < o2 /min(Botb-3) yjcN
J
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Posons ‘
& = sup |Z;(2771)].
1€{0,...,2i —1}
Fixons /31 € (8, Bo). On va montrer que
s 1= sup (IE [§j2j mi”(ﬁl""+51_1/2)]) < +o0.
jeN
Dans ce cas, on aura

€;29 min(B,a+8-1/2)

P[{gjgjmin(ﬁ,a+ﬁ—1/2) > s}] <E {
s

:| < 9(B—p1)j

dou N
ZP[{SjQJmm(ﬁ,OH-,B—I/Q) N S}] < 4o00.
jEN

Par le lemme de Borel-Cantelli, cela donnera qu’avec une probabilité 1,

sup (&2 min(ﬁ’a+5_1/2)) < +o00.
jEN
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Approximation via la base de Haar

Lemme

Soit { g }nen un processus Gaussien centré. Il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout N > 1

E[ sup |gnl] < c(1+1logy N)? sup E[|gn|2]%.

1<n<N 1<n<N
Le processus Z,(t) = i:ol aj,k(t)A?’k(X) est Gaussien et centré. Donc

E [ sup |Zj(2_jl)|] <co\/1+7 sup E [|Zj(2_jl)|2]%

1€40,...,29 —1} 1€40,...,29 —1}
et le probléme se raméne donc au calcul de E [|Z;(2771)|?]. On a
—129-1

[|Z 2791)| Z Z @ ko, —97 Dajr, (27 ”)COV[AJ oy (X )A?,IQ(X)]

k1=0 k2=0
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Approximation via la base de Haar

Remarquons que a; x(2791) = 0sil < k,etsil > k+1

4 27 (k1) 4
a; k(2771 = 2 /2 " o(s)H(2s — k)ds
—J

/0 o (277 (u+k)) H(u) du

/01 (c (277 (u+k)) —o (277k)) H(u) du

Comme o est Holder-continu d’ordre «,

IN

lajk(t)]

o (20 +1) = 2R [ Pl a)

< C,279w
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Approximation via la base de Haar

Par conséquent,

271291
EIZ;270P] = Y7 D ajm (277 Dau, (27 D)Cov AT, (X)AF, (X)]
k1=0 k2=0
271

29—2aj ] 2
< 0352 OzJQJkle{gna.);J 1}Z|COV ]kl )Aj,k‘g(X)]|

< 27 %o vy (H)
< 52—j(2a+250—1)

On en tire que

E[  sup  |Z;277D)|] < con/T+ V02 0+0-1/2) < cg-ila+fi=1/2)
1€{0,...,27 -1}
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Approximation via la base de Haar

Total. On a montré que E [sup,c gy 051y |Z;(2771)]] < C279(@+A1=1/2) pgr
conséquent, le lemme de Borel-Cantelli donne qu’avec une probabilité 1

sup (sup 2,277 0|27 Pt <o,
jEN l€e{o,...,29 -1}

Vu le lemme, on a

sup |Z;(t)| < sup  |Z;(279)| +C27P
te[0,1] le{o0,...,29 -1}

d’ou le résultat suivant :
Théoréme

Il existe une constante aléatoire positive C telle que, avec une probabilité 1,

||Y _ 1/]H||oo < 6«2—jmin(ﬁ,a+ﬁ—1/2) Vj e N.
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Hypothése () sur la covariance des incréments d’ordre 2

271

kle{glaéi 1 Z |COV J/cl AJ ko ( )] | <277 YjeN

Cette condition est satisfaite s'il existe ¢ > 0 et &k > 1 tels que

|Cov [AJ Ky (X)), A?

2h (0] | < 27250 (1 + [y — ko) ™"

pourtous j € N, ky, ko € {0,...,27 —1}.

+ Le mouvement Brownien fractionnaire de parameétre /3, € (0, 1) satisfait (H)
- Le processus X(t fR (e — 1)/ f(6) dW(f) (ol f >0, f paire et
€ — (e — \/ ) € L%(R)) satisfait () si

291

>

ko=0

/Sm4 (Z) F@In)enta=ha) 4| < c9=2i60
R
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Cas ou o est aléatoire

Hypothéses générales.

« {o(t)}+er dénote un processus Gaussien centré qui est, en moyenne
quadratique, Holder-continu d’ordre g € (0, 1), et dont les accroissements sont
indépendants

+ {X(t)}+er dénote un processus Gaussien centré qui est, en moyenne
quadratique, Holder-continu d’ordre 3y € (0, 1) qui satisfait 'nypothése ()

cag+fy>1
« {o(t)}ter et {X (t) }+cr sont indépendants

Rappelons qu'il suffit de montrer que

sup IE[ sup \Zj(27jl)|2jmin(ﬁhO&Brl/?)] < 400
JEN 1e{o0,...,27 -1}

ol Bi1 € (B, Bo) et Z;(t) i= Y2 ayp()AZ,(X)

Probléme. Dans ce cas, le processus {Z;(t) }+cr n'est plus Gaussien.
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Approximation via la base de Haar

But. Estimer E [sup;c(o 251y |Z;(2771)|] pour pouvoir appliquer Borel-Cantelli.

Soit G; la sigma-algébre engendrée par les coefficients b; x, k € {0,...,27 — 1}, ou

1
bk = 23'/ o(s)L(29s —1)ds
0

Comme X est un processus Gaussien indépendant de o, conditionnellement a G;, le
processus {Z;(t) }+cr est Gaussien et centré. Donc

. . 1

E[  sup  |Z;27D||G] <co/T+j sup  E[1Z;2771)|¢;]*
1€{0,...,2i —1} 1e{0,...,27 -1}

d’ou, en utilisant I'inégalité de Hoélder,

Bl swp 177 < aVITiE] sw  E[Ze 7))}
1€{0,...,2i -1} 1€{0,...,2i -1}

< c1+35E [ sup E[|Zj(2_jl)|2|gj]2]

1€{0,...,27 -1}

Al

A
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Approximation via la base de Haar

Posons
0; =E[1Z;2771)I?|g;]
Lemme
(9{);6{0,”_721_1} est une sous-martingale. J

Preuve. Pour tout [ € {0,...,27 — 1}, soit g;. la sigma-algébre engendrée par les
coefficients b; 1., k € {0,...,1 — 1}. Comme X est indépendant de o, on a

-1 2
00 = E (ij,kAik(Xo |G;
k=0

-1 -
= ZZ%M (A2, (X)A2, (X)]

k1=0ko=0

Par conséquent, Hé- est g;-mesurable.
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Approximation via la base de Haar

Ona
-1
9;*1 = 9; +2 Z bj b, E [A?,l(X)A?,kz (X)] + b?,lE [(A?,I(X))Q]
ka=0
d’ou

-1
E [057G] = E[05G)] +2 ) E [bjubjk|0)] E [A2, (X)AZ,, (X))

k‘2:0
E [07,|9;] E [(A],(X))’]
>0
-1
> 05+2 3 b E [b]G] B [A%, (X)A%,(X)] =6
ko=0 ~—
=E [b, ,]=0
ou on a utilisé le fait que o est centré et a accroissements stationnaires. [l
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Approximation via la base de Haar

Par conséquent, on peut appliquer I'inégalité maximale de Doob pour les
sous-martingales positives :

E E[|1Z:27D2|g,]°| = E gL)2
[le{o,s.l.lgj—l} H ]( )| ’ ]] } [le{of.u.,ga‘—l}( ]) }
< 4E[(6? 17

et il reste a estimer

2
) 1291
E [(912-]_1)2] =E Z Z bj k1 7, k2 j k1 <X)Aik2 (X)]
k1=0 k2=0
= Z E [b]ykl bj7k2 bj,k}3 b],k:4] E [A?,kﬁl (X>A?,k22( >] [A] kg( )A?,kh; (X)]

k1,k2,k3,ka

On arrive & la conclusion en utilisant 'indépendance des b, ;. (car les accroissements
de o sont indépendants), le fait que IE [b; ] = 0 (car o est centré), la continuité
Hoéldérienne de o et 'hypothése (H).
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