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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Notations

si x ∈ R, bxc = sup{M ∈ Z : M ≤ x},
si f est défini sur Rd,

∆1
hf (x) := f (x + h)− f (x)

∆M
h f (x) := ∆1

h∆M−1
h f (x) (M ∈ N∗).
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Définition des suites admissibles

Définition

Une suite de réels positifs σ = (σj)j∈N0 est appelée admissible s’il existe deux
constantes positives d0 et d1 telles que

d0σj ≤ σj+1 ≤ d1σj, j ∈ N0 .

On pose

s(σ) := lim
j→+∞

log2(infk≥0
σj+k
σk

)

j
et s(σ) := lim

j→+∞

log2(supk≥0
σj+k
σk

)

j
.

Propriété : Pour tout ε > 0, il existe c1, c2 > 0 tels que

c12(s(σ)−ε)j ≤
σj+k

σk
≤ c22(s(σ)+ε)j (j, k ∈ N0).
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Exemples de suite admissible

1 La suite σj := 2jαjβ (α, β ∈ R) est admissible et vérifie

s(σ) = s(σ) = α.

2 Soient s0 ≥ 0, s1 > 0, et

j0 = 0, j1 = 1, j2n = 2j2n−1 − j2n−2, j2n+1 = 2j2n , n ∈ N∗ .

On définit une suite σ par

σ0 = 1 et σj+1 =

{
σj2s0 si j2n ≤ j < j2n+1,
σj2s0+s1 si j2n+1 ≤ j < j2n+2.

On a s(σ) = s0 et s(σ) = s0 + s1.
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Définition des espaces

Définition

Soit α > 0. On définit l’espace de Hölder-Zygmund Λα(Rd) par

Λα(Rd) = {f ∈ L∞(Rd) : sup
j∈N0

2jα sup
|h|≤2−j

‖∆bαc+1
h f‖L∞ <∞}.

Définition

Soient α > 0 et σ = (σj)j∈N0 une suite admissible. On définit l’espace de
Hölder-Zygmund généralisé Λσ,α(Rd) par

Λσ,α(Rd) =

{
f ∈ L∞(Rd) : sup

j∈N0

σ−1
j sup
|h|≤2−j

‖∆bαc+1
h f‖L∞ <∞

}
.
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Définitions

Premières propriétés

On a Λ(2−jα)j,α(Rd) = Λα(Rd).

L’espace Λσ,α(Rd) est un espace de Banach avec

‖f‖Λσ,α(Rd) = ‖f‖L∞ + sup
j∈N0

σ−1
j sup
|h|≤2−j

‖∆bαc+1
h f‖L∞ .

Si s(σ−1) > 0, alors

Bσ
−1

∞,∞(Rd) = Λσ,s(σ
−1)(Rd) = Λσ,M−1(Rd)

pour tout M ∈ N0 tel que M > s(σ−1) [S. Moura, 2007].
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Espaces de Hölder et espaces Ck(Rd)

Proposition

Soient M ∈ N0, k ∈ N0 et σ = (σj)j∈N0 une suite admissible, tels que

+∞∑
j=1

2jkσj <∞.

On a
Λσ,M(Rd) ⊂ Ck(Rd).

Conséquence :
Il est connu que Λm(Rd) ⊂ Cm−1(Rd) et Λm(Rd) 6⊂ Cm(Rd) (m ∈ N∗),

il vient Λσ
(m),m(Rd) ⊂ Cm(Rd) avec σ(m)

j = 2−jmj−1 log(j)−(1+ε)

(j ∈ N∗, ε > 0).
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Caractérisation des espaces par la convolution

On pose Φδ(x) := δ−dΦ(x/δ) (δ > 0).

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soit σ = (σj)j∈N0 une suite admissible telle que s(σ−1) > 0. On a

Bσ
−1

∞,∞(Rd) = Λσ,s(σ
−1)(Rd) ={

f ∈ L∞(Rd) : ∃Φ ∈ D(Rd) sup
j∈N0

(
σ−1

j sup
δ≤2−j

‖f ? Φδ − f‖L∞

)
<∞

}
.
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation des espaces par approximation polynomiale

On dénote par Pm l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à
m ∈ N0.

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soit σ = (σj)j∈N0 une suite admissible telle que s(σ−1) > 0. Si M ∈ N0 est tel
que M > s(σ−1), alors

Bσ
−1

∞,∞(Rd) = Λσ,s(σ
−1)(Rd) ={

f ∈ L∞(Rd) : sup
x∈Rd

(
sup
j∈N0

(
σ−1

j inf
P∈PM−1

‖f − P‖L∞(B(x,2−j))

))
<∞

}
.
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Caractérisation des espaces en terme de dérivées

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soit σ une suite admissible et N, M deux nombres naturels tels que
N < s(σ−1) ≤ s(σ−1) < M. Alors il vient

Bσ
−1

∞,∞(Rd) = Λσ,s(σ
−1)(Rd) = {f ∈ L∞(Rd) ∩ CN(Rd) :

sup
|h|≤2−j

‖∆M−N
h Dν f‖L∞ ≤ Cσj2jN ∀j ∈ N0, |ν| = N}.
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Caractérisation en terme de décomposition de Taylor

Définition

Une suite admissible σ = (σj)j∈N0 est dite forte d’ordre N ∈ N∗ si elle
satisfait

J∑
j=0

2Njσj ≤ C2NJσJ, (1)

+∞∑
j=J

2(N−1)jσj ≤ C2(N−1)JσJ (2)

pour tout J ∈ N0.

Exemple : la suite admissible σj = 2−jαjβ (α > 0, β ∈ R) est forte d’ordre
bαc+ 1 si α /∈ N0, et n’est pas forte sinon.
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de Taylor

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soit σ une suite forte d’ordre N ∈ N∗. Si f ∈ Λσ,s(σ
−1)(Rd), alors, pour tout

x ∈ Rd, on a

f (x + h) =
∑
|ν|≤N−1

Dν f (x)
hν

|ν|!
+ RN−1(x, h)

|h|N−1

(N − 1)!
, ∀h ∈ Rd

où |RN−1(x, h)| ≤ Cσj2j(N−1), ∀|h| ≤ 2−j.
Réciproquement, si f ∈ L∞(Rd) ∩ CN−1(Rd) satisfait

f (x + h) =
∑
|ν|≤N−1

Dν f (x)
hν

|ν|!
+ RN−1(x, h)

|h|N−1

(N − 1)!
∀x, h ∈ Rd

avec supx,|h|≤2−j |RN−1(x, h)| ≤ Cσj2j(N−1) ∀j ∈ N∗, alors f ∈ Λσ,s(σ
−1)(Rd).
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de
Littlewood-Paley

Rappels :
Soit ϕ̂ ∈ S(Rd) tel que

ϕ̂(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1
2
, ϕ̂(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 1

et
ψ̂(ξ) := ϕ̂(ξ/2)− ϕ̂(ξ).

On pose Sj(f ) = F−1(ϕ̂(2−jξ)F f ) et ∆j(f ) := Sj+1(f )− Sj(f ) pour tout
f ∈ S ′(Rd). Il vient

Id = S0 + ∆0 + ∆1 + . . . (dans S ′(Rd)).
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de décomposition de
Littlewood-Paley

Théorème

Soient f ∈ L∞(Rd) et σ = (σj)j∈N0 une suite admissible telle que s(σ−1) > 0.
Si

‖∆jf‖L∞ ≤ Cσj ∀j ∈ N0,

alors f ∈ Λσ,s(σ
−1)(Rd). Inversement, si f ∈ Λσ,s(σ

−1)(Rd) et

N < s(σ−1) ≤ s(σ−1) < N + 2,

alors
‖∆jf‖L∞ ≤ Cσj ∀j ∈ N0 .
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Caractérisation en terme de coefficients d’ondelettes

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soit σ une suite admissible telle que s(σ−1) > 0.
1 Considérons les ondelettes de Daubechies. Si f ∈ Λσ,s(σ

−1)(Rd), alors il
existe C > 0 tel que{

|Ck| ≤ C ∀k ∈ Zd

|ci
j,k| ≤ Cσj ∀j ∈ N0,∀i ∈ {1, . . . , 2d − 1}, ∀k ∈ Zd.

(3)

Si l’hypothèse s(σ−1) > 0 est remplacée par le fait que σ soit forte
d’ordre N ∈ N∗, alors le résultat reste vrai pour les ondelettes de
Lemarié-Meyer.

2 Réciproquement, si f ∈ L∞loc(R
d) vérifie (3), alors f ∈ Λσ,s(σ

−1)(Rd).
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Interpolation réelle d’espaces de Sobolev

Rappels : Pour tout t > 0 et a ∈ A0 ∩ A1, on pose

J(t, a) = max{‖a‖A0 , t‖a‖A1}.

Definition

Soient σ = (σj)j∈Z et ψ = (ψj)j∈Z deux suites admissibles. On dit que a
appartient à [A0,A1]?σ,ψ,J si a =

∑
j∈Z uj dans A0 + A1, où uj ∈ A0 ∩ A1 et

(σjJ(ψj, uj))j∈Z ∈ l∞(Z).

Pour tout t > 0 et a ∈ A0 + A1, on pose

K(t, a) = inf{‖a0‖A0 + t‖a1‖A1 : a = a0 + a1}.

Definition

Soient σ = (σj)j∈Z et ψ = (ψj)j∈Z deux suites admissibles. On dit que a
appartient à [A0,A1]?σ,ψ,K si a ∈ A0 + A1 et (σjK(ψj, a))j∈Z ∈ l∞(Z).
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Interpolation réelle d’espaces de Sobolev

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soient N, M ∈ N0 et σ une suite admissible telle que

N < s(σ−1) ≤ s(σ−1) < M.

On a

Λσ,s(σ
−1)(Rd) = [W∞N ,W∞M ]?

θ,2j(M−N),J = [W∞N ,W∞M ]?
θ,2j(M−N),K

où θ est la suite admissible définie par

θj =

{
2jNσ−1

−j ∀j ∈ −N0

(θ−j)
−1 ∀j ∈ N∗ .
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Exposant de Hölder généralisé

Rappels : L’exposant de Hölder classique d’une fonction f ∈ L∞(Rd) est
défini par

Hf = sup{α > 0 : f ∈ Λα(Rd)}.
Le sens provient de l’inclusion des espaces :

α < β ⇒ Λβ(Rd) ⊆ Λα(Rd).

Définition

Une famille de suites admissibles σ(.) est dite décroissante si α < β implique
Λσ

(β),β(Rd) ⊆ Λσ
(α),α(Rd).

Dans ce contexte, nous pouvons définir un exposant de Hölder généralisé
d’une fonction f ∈ L∞(Rd) par

Hσ(.)

f = sup{α > 0 : f ∈ Λσ
(α),α(Rd)}.
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Résultats sur les espaces uniformes

Exposant de Hölder généralisé

Proposition (D.K., S. Nicolay)

Une famille de suites admissibles σ(.) est décroissante si les 3 conditions
suivantes sont satisfaites :

1 pour tout m ∈ N0 et α, β > 0 tels que m ≤ α < β < m + 1, il existe C,
J > 0 tels que

σ
(β)
j ≤ Cσ(α)

j ∀j ≥ J;

2 pour tout m ∈ N∗, il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε ∈]0, ε0[, il existe C,
J > 0 tels que

2−jm ≤ Cσ(m−ε)
j ∀j ≥ J;
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Exposant de Hölder généralisé

Proposition (suite)

3 pour tout m ∈ N∗, au moins une des conditions suivantes est satisfaite :
1 si 1 < 2md(m)

1 , il existe ε0 > 0 tel que ∀ε ∈]0, ε0[, ∃C, J > 0 vérifiant

2−jm(2md(m)
1 )j ≤ Cσ(m−ε)

j ∀j ≥ J;

si 1 > 2md(m)
1 , il existe ε0 > 0 tel que ∀ε ∈]0, ε0[, ∃C, J > 0 vérifiant

2−jm ≤ Cσ(m−ε)
j ∀j ≥ J;

si 1 = 2md(m)
1 , il existe ε0 > 0 tel que ∀ε ∈]0, ε0[, ∃C, J > 0 vérifiant

j2−jm ≤ Cσ(m−ε)
j ∀j ≥ J.
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Fonction de Takagi
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On a les résultats suivants :

T ∈ Λα(R) pour α ∈]0, 1[,

T /∈ Λ1(R),

T ∈ Λσ,α(R) où σj = 2−jj (j ∈ N∗) et α ∈]0, 1[.
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Processus de Hull et White
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Simulation 1
Simulation 2
Simulation 3
Simulation 4

Le processus s’écrit
r(t) = r(0)e−at + e−ata

∫ t
0 θ(s)easds + σe−at

∫ t
0 easdW(s).

On a r ∈ Λσ,α avec σj := (2−j)
1
2 | log | log(2−j)||

1
2 (j ∈ N∗) et 0 < α < 1.

On a r /∈ Λ1/2.
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Introduction de deux suites admissibles

Espace Λα
σ,N(Rd)

Définition

Soient α > 0, σ = (σj)j∈N0 et N = (Nj)j∈N0 deux suites admissibles. On
définit l’espace de Hölder-Zygmund généralisé Λασ,N(Rd) par

Λασ,N(Rd) =

f ∈ L∞(Rd) : sup
j∈N0

σ−1
j sup
|h|≤N−1

j

‖∆bαc+1
h f‖L∞ <∞

 .

Remarques

1 On a Λασ,(2j)j
(Rd) = Λσ,α(Rd) et Λα(2−jα)j,(2j)j

(Rd) = Λα(Rd).

2 Si N1 := infk≥0
N1+k

Nk
> 1 et s(σ−1)s(N)−1 > 0, alors

Bσ
−1,N
∞,∞ (Rd) = Λ

s(σ−1)s(N)−1

σ,N (Rd) = ΛM−1
σ,N (Rd).

3 La plupart des précédents résultats restent vrais pour ces espaces.
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Espaces de Hölder-Zygmund uniformes généralisés Introduction de deux suites admissibles

Espace Λα
σ,N(Rd)

Exemple de résultat sur ces espaces (D.K., S. Nicolay)
Soient L, M ∈ N0 et σ, N deux suites admissibles telles que N1 > 1 et

L < s(σ−1)s(N)−1 ≤ s(σ−1)s(N)−1 < M.

On a

Bσ
−1,N
∞,∞ (Rd) = Λ

s(σ−1)s(N)−1

σ,N (Rd) = [W∞L ,W∞M ]?θ,ψ,J = [W∞L ,W∞M ]?θ,ψ,K

où θ et ψ sont les suites admissibles définies par

θj =

{
N−L
−j σ

−1
−j ∀j ∈ −N0,

(θ−j)
−1 = NL

j σj ∀j ∈ N∗,

ψj =

{
N−(M−L)
−j ∀j ∈ −N0,

(ψ−j)
−1 = NM−L

j ∀j ∈ N∗ .
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Définition des espaces

Définition

Soient M ∈ N0, σ et N deux suites admissibles, et x0 ∈ Rd. Une fonction
f ∈ L∞loc(R

d) appartient à l’espace ΛM
σ,N(x0) s’il existe deux constantes

C, J > 0 telles que

inf
P∈PM

‖f − P‖B(x0,N
−1
j ) ≤ Cσj ∀j ≥ J.

Dans le cas Nj = 2j (j ∈ N0), on note ces espaces Λσ,M(x0) = ΛM
σ,N(x0).

Lorsque σj = 2−jα, Nj = 2j et M = bαc, alors ces espaces correspondent aux
espaces de Hölder ponctuels classiques Λα(x0).
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Caractérisation par les différences finies

Proposition (D.K., S. Nicolay)

Soient M ∈ N0, σ et N deux suites admissibles telles que Nj → +∞. Si
f ∈ L∞loc(R

d) est une fonction continue dans un voisinage de x0 ∈ Rd, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :

1 f ∈ ΛM
σ,N(x0),

2 il existe C > 0 et J > 0 tels que

sup
|h|≤N−1

j

‖∆M+1
h f‖Bh(x0,N

−1
j ) ≤ Cσj ∀j ≥ J.

Damien Kreit (ULG) Défense de Thèse 36 / 49



Espaces de Hölder-Zygmund ponctuels généralisés Résultats sur les espaces ponctuels

Décomposition de Taylor

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soient M ∈ N0, σ et N deux suites admissibles telles que M < s(σ−1)s(N)−1

et N1 > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1 f ∈ ΛM

σ,N(x0),
2 il existe C > 0 et un polynôme Px0 de degré inférieur ou égal à M tels que

sup
|h|≤N−1

j

|f (x0 + h)− Px0(h)| ≤ Cσj ∀j ∈ N0 .

Pour x dans un voisinage de x0, il vient

f (x) =
∑
|β|≤M

Dβf (x0)
(x− x0)β

|β|!
+ R(x− x0),

où sup|h|≤N−1
j
|R(h)| ≤ Cσj (pour j suffisamment grand).
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Caractérisation par les coefficients d’ondelettes - Rappel

On considère les ondelettes de Daubechies.
Un cube dyadique d’échelle j ∈ N0 est un cube pouvant s’écrire

λ =

d∏
i=1

[
ki

2j ,
ki + 1

2j

[
(k = (k1, ..., kd) ∈ Zd).

Soit λ = λ(i, j, k) = k
2j + i

2j+1 +
[
0, 1

2j+1

)d le cube dyadique associé au
coefficient d’ondelette cλ = ci

j,k.
Les coefficients dominants sont définis par dλ = supλ′⊆λ |cλ′ |.
Deux cubes dyadiques λ1 et λ2 sont dits adjacents s’ils ont même échelle
et si dist(λ1, λ2) = 0.
Soit λj(x0) le cube dyadique de côté 2−j contenant x0 et soit 3λ
l’ensemble des 3d cubes dyadiques de côté λ ; alors on pose

dj(x0) = sup
λ′∈3λj(x0))

dλ′ .
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Caractérisation par les coefficients d’ondelettes

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soient M ∈ N0, x0 ∈ Rd et σ une suite admissible. Si f ∈ Λσ,M(x0), alors il
existe C > 0 et J ∈ N0 tels que

dj(x0) ≤ Cσj ∀j ≥ J. (4)

Réciproquement, supposons que σj → 0 si j→ +∞. Si f est uniformément
Hölder et si (4) est satisfait, alors f ∈ Λσ

′,M(x0) où σ′ est la nouvelle suite
admissible définie par σ′j = σj| log2(σj)| (j ∈ N0) et M ∈ N0 vérifie
M + 1 > s(σ−1).
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Caractérisation par la convolution

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Soient M ∈ N0 et σ une suite admissible. Si f ∈ Λσ,M(x0), alors il existe une
fonction Φ ∈ D(Rd) telle que

sup
k≥j
‖f − f ? Φ2−k‖B(x0,2−j) ≤ Cσj, ∀j ∈ N0 . (5)

Réciproquement, supposons que σ → 0. Si la fonction f ∈ L∞(Rd) satisfait
(5) et

sup
j∈N0

(
2αj sup

k≥j
‖f ? Φ2−k − f‖L∞

)
< +∞

pour un certain α > 0, alors f ∈ Λσ,M(x0) pour tout M ∈ N0 tel que
M + 1 > s(σ−1).
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Exposant de Hölder ponctuel généralisé I

Définition

L’exposant de Hölder ponctuel en x0 d’une fonction f ∈ L∞loc(R
d) est défini

par
hf (x0) = sup{α > 0 : f ∈ Λα(x0)}.

Le sens provient de l’inclusion des espaces :

α < β ⇒ Λβ(x0) ⊆ Λα(x0).
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Exposant de Hölder ponctuel généralisé II

Définition

Soit x0 ∈ Rd. Une famille de suites admissibles σ(.) est dite x0-décroissante si
α < β implique Λσ

(β),bβc(x0) ⊆ Λσ
(α),bαc(x0).

Définition

Soit σ(.) une famille de suites admissibles x0-décroissante. L’exposant de
Hölder généralisé en x0 associé à σ(.) d’une fonction f ∈ L∞loc(R

d) est défini
par

hσ
(.)

f (x0) = sup
{
α > 0 : f ∈ Λσ

(α),bαc(x0)
}
.
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Exposant de Hölder ponctuel généralisé III

Théorème (D.K., S. Nicolay)

Sous les même conditions sur σ(.) que celles fournies dans le résultat
uniforme, la famille σ(.) de suites admissibles est x0-décroissante.
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Retour sur la fonction de Takagi
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On a les résultats suivants :
T ∈ Λα(R), T /∈ Λ1(R), T ∈ Λσ,α(R) où σj = 2−jj (j ∈ N∗, α ∈]0, 1[).
Il existe des points x ∈ [0, 1] appelés points lents tels que
T ∈ Λα,(2−j)j(x) (α ∈]0, 1[).
Nous pouvons modifier la suite des espaces Λα(R) (α > 0) en
considérant σj = 2−jαj pour α ∈ N∗. On peut démontrer que la nouvelle
suite d’espaces est emboitée et vérifie T ∈ Λσ,1(R).
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