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SUR QUELQUES DEVELOPPEMENTS DE SINnax ET DE COSnx;
Pir M. E. CATALAN (Y).

Les valeurs de sinnx et de cosnx, ordounées suivant
les puissances de sinx ou de cosx, sont connues depuis
longtemps. Elles ont été démontrées par Lagrange et
Cauchy, puis par MM. Bachr, Villarceau et Ronkar (2).
Mais personne, je le crois, n’a remarqué la notable sim-
plification que subissent les formules, quand on y intro-
duit 2 sinx, 2cosx au lieu de sinx, cosx. Afin d’épar-
gner aux lecteurs des Nouvelles Annales I'ennui de
consulter divers Ouvrages peu répandus, je reproduis,
en la modifiant un peu, la remarquable méthode em-

ployée par M. Yvon Villarceau (?).
I. — DtveLOPPEMENTS DE sinnx.
1. Le calcul direct de sinax, sin4x, sin6x, ...,

conduit a supposer

n

1 . ~ .
(1) (—1)? sinnz =— cosxz A, (2sinz)r-t
(n pair, i impair).

Prenant les dérivées des deux membres, on trouve

(—I)E"‘ ncosnx =22(n— i)Ai(ﬁsinx)n——i \
(2)
’ _Ei(n_l-*-l) Ai(ﬁsinx)n-uq;

(*) Cette Note ne fait pas double emploi avec celle qui a paru dans
la Nouvelle Correspondance matheématique, t. VI, p. 100.

(?) Loc.cit., p. 101 et 124.

(3) Comptes rendus, t. LXXXII.
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puis, en prenant de nouveau les dérivées,

n
-—1
‘ —(—1* nsinnz= cost f(n—1I)(n—1i—1)A;(2sinz)i—t 2
(3)4
( —cost(n~i+ i)2A;(2sinz)n-i,
La combinaison des égalités (1), (3) donme, aprés
suppression du facteur cosx,

‘ o :Z(zn— {+1)(i—1)A;(2sinz )
4
( —i-z j(n—10)(n—17i—1)A,(2sinz)r—i~-2,

Dans le second membre, le coefficient de (2 sina )7
est
(2n—i+1)(E—1)A;+4(n—i+2)(n—I—1)A, 5.

Dans le premier membre, ce coefficient est nul; done
(n—i(+—92)(n-—1-+1)

(=505

On reconnait aisément que A;== 1 ('). Par suite,

(5) :\[:

t o2

Ag— D7,
1
A=+ (/2—'5\(_11——-4),
1.2
A_’:_(n—i)(n——'ﬂ(n—ﬁ)’

(') En effet, de la formule de Moivre, on tire

sinnz n . nn—1)(n—=2 .
= — cos""*x sinz — <—)(———)— cos"*sindx +.. ,
cosx [ 1.2.3

ou

. n

sinnxz n REPUIRS Tk

——— = (1 —sin*z) sinx

cosx '

n
n(n—u)(n—> N
—_ ——(———))—(5—~——) (l —sm’.z'2) sindx +-.. ..
1.2,

Or, dans le second membre, le cocflicient de sin** z est, en valeur
b

absolue.
C, +Cpy=4Cpy o= 2"



( 531 )

ct, en général,
I
(6) At=(—l) N C it i 1.
2 7Ty

I.a premiére des formules cherchées est donc

Z-tsinnz el .
W) (=0 L = R0 T O iy i (asineys

2
(n pair, ¢ impair).

2. Pour former la seconde, il suffit de remplacer x

™ . . .
par -~ — . On obtient ainsi

. t—1
(B) 5'?””:2(-1) 2 G i+t —1(2cosz)n=t

snx

T e
(n pair, i impair) (').
II. — DEéVELOPPEMENTS DE cosn.r.

3. SiTon pose -

—1

n
(7) (—1) 2 cosnm:cosszi(zsinx)"—'

(n pair, ¢ impair), il est clair, sans nouveaux calculs,
que la relation entre B; et Bi_, sera, sauf le change-
ment de lettre, la formule (5), savoir

(n—-—L+?)(n—L+1)B

(=52 (5

\ N

(8) B, =—

(*) 1° Si n = 4u, le changement indiqué donne

n
n_y . .
(—n)? snnnz:-snn4p<—~x>:——snn(——nx):smn:z:.

2°Sin=fu+a2:

x) =sin(r—nx)=sinnz.

/

—m) sinnx = sin (4 x1+2)

\.l‘l
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Et comme B, =1=A,,

(9) Bi=Ai=(—1)" C et 1

2 ' 2
Le développement demandé est donc

n—1 -1

—5 cosnzx 5 .

(C) (—1) * = E(——l) 20 jaq i—q1(2sinz)
cosx n—tm

/

n impair, ¢ impair).
par, p

4. Le changement de x en = — x donne ensuite
sinnz .
(D) = E(——l) 2 C gy i-1(2 cosz)n—t
ST n———2 » =

(n impair, £ impair).

5. Lorsque 7 est pair, cosnx est une fonction paire
de cosx. On trouve, par un calcul semblable aux précé-
dents,

A
7 n
1 xr = E -1 —0C , cosa)r k
(E) cosnx (—1) 57 G .5(90097‘)

9

101>

{n pair, k pair).

II[. — AvpricaTiONS.

6. Sil'on suppose, successivement, n = 4, 5, 6,7, on
obtient les valeurs connues (*)

sinfa . .
- — (2sinx)* — 2(2sinx).
cos.xr
sin jor
il = (2 cosx) —2(2cosx), *
sz
coshr . L
—(2sinr)* — 3(2sinz)? -1,
cosx

(') Nouvelle Correspondance mathematique, t. V1, p. 103 et 10}.
On a imprimé, fautivement, 17 cos’x, au leu de 12 cos’z.
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sinbx

—— = (2 cosz)*— 3(2cosx)?

sinz ( ) ( ) ’
sin6x . .

= (2smx)® — 4(2$nx)d +: i

cosz ( P — 4( ) —3(2sinz),
sinbz (2 cosz)®— j(2cosx)3-~3

- e —_— b )3 -~

P i )3-~3(2cosx),
cos7x . . . .

— = (2sinz)s —5(2sinx)* + 6(2sinz )2 —1
7% — (25in@)s —5(2sine)t + 6(asinz 2 —1,
sinyx \

- 27 = (2cosz)f —5(2cosx)*—+6(2cosx):—1,
sinx
cosfxr = 8costx — 8cos?x -1,

cosbz = 32 cosbx — 48 cos*xr +18 costx — 1.

IV. — RemaroQues.
7. La formule (D), développée, devient

sin nx

sne (2cosz)r—t— Cp_g1(2 cosz)n3

-+ Cpoza(2cosz)v8— Cpy3(2c052)2~ T4 ...

Quand on opére d’'une maniére un peu différente de
celle qui vient d’étre indiquée, on trouve (')

—t .
sinnzx

= n(n—
e | 2 - - —_—
(=1 sinz "

. n . 3 .
= (2sinz)r—1 — " (2sinz)r=3 - ) (2 sinz)r-5

1.2
. n(n— {)(n—>5)

- 2sinx)t=T-—+ ...
1.2.3 ( )

Par conséquent, on a cette identité, dans laquelle »
est impair :

— o 7
(2cosz )1 — L : 2 (2 cosz)—3 + (—'1———3%(22——4-2(2 cosz)r—b—...
(F) « =(— Nz [(2 sinz)n—1— '—:(2 sinz)n—3 - n_____(r: : 3 (2 sinz)n—8
—_— — K
' —-n(-—n——l%(zsinx)”-?-—...

(') Loc. cit.
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8. Dans la méme relation (D), faisons tendre x vers
zéro : la limite du premier membre est n. De la cette
sommation, assez remarquable (1) :

( G) 2n—1_— gn—3 Cn_g,i ~+ 27—5 Cn_3’g — an—1 C,,_r,,3—+- -

9. Si tous les termes sont pris positivement, le résul-
tat est beaucoup plus compliqué : je trouve

2n=1 - on=3Cp_p 4+ 273 Cp_zo—+...
(1) _ (Vo) = (= Vo))"
2y/2

10. Dans Pégalité (I'), le dernier terme du premier
n—1

membre est (—1) * (2cosx)".

’ . v e T
Par conséquent, si 'on fait x = Srona

1y Xl pne =3 (1= D(R=))

2n=T— ..
n 2 2.3

11. Supposons que n soit un nombre premier. Alors,
en vertu du théoréme de Fermat, le premier membre est
un nombre entier. De plus, comme on le reconnait sans
peine (2), tous les coefficients, dans le second membre,
sont des nombres entiers. La relation (1) donne donc,
pour ainsi dire, une décomposition, en parties entiéres,

. on—l__
du nombre entier ———.

12. Pour trouver une propriété plus générale, il suf-

fit de recourir a la relation (E), en y faisant x = g

(') Elle n’exige pas que n soit impair.
(?) Je crois me rappeler que M. Stern a donné des formules ana-
logues a celle-ci.
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Elle se réduit a

4
nT °

cos == Z (—1)? G ,

2n—~A n—

ou encore, a (')

xo!?a
101>

n—3 . (n-—i)(n—-"») (n—~5)(n——~b)(n—
2 2.3 2.3.4

(k) ¢ nw

( I —2 COS ——

n




