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PERFORMANCES BALISTIQUES DES FUSEES

()

par B. FRAEYS de VEUBEKE,

Professeur

Résumé. — Les performances balistiques des
fusées peuvent étre évaluées en premiére approxi-
mation en négligeant les pertes aérodynamiques.
On élimine aussi les pertes de gravitation en
supposant I'impulsion du moteur-fusée concentrée
au point d’étre équivalente d une percussion. La loi
simple qui relie alors le gain de vitesse & la perte
de masse (par. 2) met en évidence 'intérét d’une
vitesse effective d’éjection des produits de combus-
tion aussi élevée que possible (par. 1). Les trajec-
toires idéales d’engins balistiques (par. 3) et les
trajectoires optimales de transfert pour satellites
artificiels (par. 4) s’en déduisent par des calculs
simples (appendices I et II). Du point de vue
de la charge utile, une théorie de la décomposition
optimale (appendice III) permet de fixer les
domaines de supériorité des fusées gigognes
a un, deux, trois et quatre étages (par. 5). La
nécessité d’étaler les impulsions pour réduire les
dimensions du moteur fait intervenir une théorie
des pertes de gravitation (appendice IV) qui
permet d’estimer I’importance de ces pertes et de
fixer le poids unitaire du moteur idéal (par. 6.)
Les paragraphes suivants sont consacrés a quelques
considérations sur les pertes aérodynamiques,
sur la détermination exacte des trajectoires opti-
males et sur Péchauffement cinétique. Les conclu-
sions plaident en faveur d’une conception des
Jfusées plus inspirée par la technique aéronautique.

1. — Le moteur-fusée

Le lancement d’un satellite artificiel ou d’un
engin balistique intercontinental impose le choix
d’un mode de propulsion répondant a des carac-
téristiques trés particuliéres. A égalité de poids
et d’encombrement du propulseur, la poussée
fournie doit étre aussi grande que possible. Le
fonctionnement doit étre assuré dans des condi-
tions extérieures trés variables, sans qu’un
ajustement mécanique compliqué ne soit
nécessaire.

Le moteur-fusée répond admirablement a ces
exigences. Il ne compte pratiquement pas d’or-
ganes mobiles, sa géométrie est fixe et son fonc-
tionnement est indépendant de la vitesse de vol.

A T’encontre des autres propulseurs qui utilisent .

aussi P’énergie libérée dans une réaction chimique,
il n’est tributaire de l’air atmosphérique ni
comme comburant, ni comme intermédiaire
nécessaire a la production de D'effet de réaction.

Q) Conférence faite le 30 janvier 1958 a la Section de

Liége de 1’A. 1. Le.

a ’Université de Liege

Rappelons en effet que dans les turbo-propul-
seurs, turbo-réacteurs et stato-réacteurs la pous-
sée provient en ordre pnn01pal d’un accroisse-
ment de vitesse communiqué au débit d’air qui
les traverse. Le fonctionnement du moteur-fusée
est donc aussi, dans une large mesure, indépen-
dant de la pression, température et masse
spécifique de ’atmosphére.

Sa capacité de fonctionner dans le vide en a
fait naturellement le propulseur indiqué pour
Pastronautique, mais son domaine d’utilisation
s’est étendu a l’aviation, soit comme auxiliaire
au décollage, soit comme élément d’une pro-
pulsion mixte, fusée et turbo-réacteur, pour les
besoins de I'interception pilotée 4 grande vitesse
et grande altitude.

La nécessité d’emporter le comburant néces-
saire & la réaction chimique et remplagant Pair
atmosphérique donne malheureusement au
moteur-fusée une consommation spécifique éle-
vée. La consommation des ergols (comburant et
combustible) se situe entre 4 et 5 kilos par tonne
de poussée et par seconde.

Sans entrer dans les détails de fonctionnement,
il est nécessaire d’introduire avec quelque pré-
cision certaines notions qui joueront un rdle
essentiel par la suite.

La figure 1 explique schématiquement la
convention usuelle par laquelle on sépare I’aéro-
dynamique externe de I’aérodynamique interne
de la fusée. Le premier dessin montre la fusée
soumise sur la totalité de sa surface, aire de sortie
de la tuyére comprise, 4 la pression atmosphé-
rique ambiante. La résultante de ces pressions
est évidemment nulle. Le deuxiéme dessin montre
la fagon dont la trainée aérodynamique D est
définie. C’est la résultante des différences Ap entre
la pression réelle, due au mouvement de ’engin,
et la pression ambiante, étendues a la surface
externe & exclusion de Paire de sortie As de la
tuyére. Sur cette derniére agit réellement la pres-
sion de sortie p; des produits de combustion,
dont la différence avec la pression ambiante
fournit une résultante As(ps — pa) comptée comme
terme propulsif (troisiéme dessin).

Enfin le terme propulsif principal provient
d’une application du théoréme de la quantité de
mouvement au systéme matériel constitué par la
fusée et les produits de combustion qu’elle
contient & un instant déterminé. A un instant
t + dt ultérieur, le méme systéme matériel (qua-
triéme dessin) comporte la masse M — mdt pour
la fusée, portée a une vitesse V -+ dV et la
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Fig. 1. — Séparation de 1’aérodynamique externe de
I’aérodynamique interne d’ane fusée.

M-mdt

1

masse mdt de produits expulsés ayant une vitesse
absolue. V. — V;, ot 'V est la vitesse d’éjection
relative.

Egalant la variation de quantité de mouve-
ment & la somme des forces extérieures

appliquées (%)
dlt M — mdt) (V.+ dV) + mds (V — V)

— MV] =A;(ps — pa) — D.

Cette équation du mouvement peut étre mise
sous la’ forme newtonienne

dav
i T—D 1)
quoique la masse M soit variable
dM = — mdt (2)

a condition de définir la force propulsive totale T
par o

T =mV; —+ A, (Ps — Pu)- (3)

11 est usuel de caractériser la poussée par une
vitesse d’éjection « effective » ¢, telle que T = me.

La vitesse effective et la vitesse réelle sont
identiques si le moteur est adapté, c’est-a-dire
si ps = pa.

*Plus généralement 1’expression

e= Vet 5 (pe— po)

‘(%) Si la fusée est dans un champ de gravitation, il faut
évidemment ajouter aux forces extérieures la -composante
axiale de.la pesanteur,

peut, en cas d’évolution isentropique, étre mise
sous la forme d’un produit

C=VLF

dont les facteurs mettent en jeu respectivement
le processus de combustion proprement dit et le
processus de détente des produits de combustion.
Le premier facteur est la vitesse limite qui serait
atteinte par détente isentropique jusqu’a pres-
sion nulle

- WT .

V,=
- y—1o1 "

Elle est proportionnelle a la racine carrée de la
température absolue T, de combustion, et inver-
sement proportionnelle a la racine carrée de la
masse molaire 91U des gaz produits. R désigne
la constante universelle des gaz (8,32 107 cm?/sec?
par degré) et y le rapport des chaleurs spécifiques.

La vitesse limite dépend donc essentiellement
de la nature chimique des ergols en présence (3).
Pour une dimension de moteur donnée, 1’obten-
tion d’un débit massique m et corrélativement
d’une pression de chambre p,, aussi élevés que
possible est & la fois un probléme de cinétique
chimique et un probléme technologique (résis-
tance de la chambre & haute température).

Le second facteur est explicitement

F=c/V.=+v1—a [1+ (1_%;) Y_21Yl 11"]

y-1

avec a = (ps/py) ¥

11 est illustré a la figure 2 pour une valeur
de y = 1,21. Le rapport de détente, qui figure
en abscisse, est fixé par la géométrie de la tuyeére
de Laval. Les courbes correspondent a diverses
valeurs du rapport p./po.

Les maxima de ces courbes correspondent a

- Pégalité ps = p,, C’est-a-dire au cas d’une tuyeére
‘adaptée ; auquel cas on voit que le rendement

augmente rapidement avec la diminution du
rapport pa/po. Cependant les moteurs-fusée appe-
lés a fonctionner avec des rapports p,/p, dimi-
nuant rapidement par effet d’altitude, peuvent
difficilement étre munis de tuyéres a géométrie
variable. Une tuyére de géométrie fixe ne peut
étre adaptée qu’a une altitude déterminée. On

-se déplace alors suivant une verticale dans le

diagramme et les gains de rendement sont moins
sensibles. En fixant la meilleure altitude d’adap-
tation, il faut tenir compte du fait que le moteur
supporte mal une contrepression a 1’échappe-

(®) La température de combustion et la masse molaire
varient toutes deux suivant la proportion des ergols mis
en présence. La rapport T,/9o passe généralement par un
maximum pour une proportion qui n’est pas nécessairement
steechiométrique,
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C | Pour tenir compte des pertes, les valeurs isen-
M tropiques obtenues pour la vitesse -effective
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Fig. 2. — Rapport de la vitesse effective d’éjection a la

vitesse limite en fonction du rapport de détente de la

tuyére (abscisses) et du rapport de la pression ambiante a
dans la chambre. Conditions isentropiques.

ment. Les ondes de choc de recompression 2 la
sortie de la tuyére peuvent provoquer un décolle-
ment prématuré de la veine. Ce phénoméne se
produit en pratique quand la pression de. sortie
devient inférieure aux quatre dixiémes de la
pression ambiante.

Si un moteur-fusée n’est appelé a fonctionner
qua haute altitude, il peut donc bénéficier d’une
augmentation sérieuse de rendement thermo-
dynamique par ’accroissement possible du rap-
port de détente. C’est le cas pour les moteurs des
étages supérieurs des fusées gigognes. Cela
explique aussi partiellement I'intérét du projet
américain « Farside » consistant a transporter
une fusée par ballon jusqu’a 40 kilométres
d’altitude avant de la lancer.

Il existe pourtant une limitation supérieure au
rapport de détente intéressant. D’une part,
Paire de sortie de la tuyére prend des proportions
exagérées d’autre part, on s’écarte de plus en
plus des conditions d’une détente isentropique et
le gain finit par s’annuler. Pour ces raisons, le
diagramme ne s’étend pas au-dela du rapport 100.
La valeur maximum qu’on peut atteindre
pour ¢/V, ne dépasse pas alors 0,795.

d’éjection sont a affecter d’un coefficient compris
entre 0,93 et 0,99. '

Pour fixer 'ordre de grandeur de ¢, examinons
le cas d’un mélange oxygéne liquide-hydrocar-
bure ayant une température de combustion
de 3000° K et une masse molaire de 21 pour les
produits de combustion avec y = 121. La
vitesse limite calculée est

V. = 3,7 km/sec.

Pour une pression de chambre de 20 kg/cm?
et une adaptation au niveau de la mer, nous
pouvons prendre un rapport de détente de 20.
Au niveau de la mer et a trés haute altitude, les
vitesses d’éjection effectives deviendraient alors
respectivement

0,63675 X 3,7 = 2,356 km/sec
0,7178 x 3,7 = 2,656 km/sec

11 est plus usuel d’exprimer les performances
d’un moteur-fusée en terme d’impulsion spéci-
fique. L’impulsion spécifique est le produit de
la poussée par le temps divisé par le poids
d’ergols consommé pendant ce temps.

Dans notre exemple, cette impulsion spéci-

fique prendrait les valeurs respectives de
2356 .. 2656
9.81 = 240 secondes et 981 = 270 secondes.

11 est cependant utile d’observer que les impul-
sions spécifiques sont liées a la valeur de I’accé-
lération de la pesanteur a la surface de la terre
et perdent par conséquent de leur signification
dans les problémes d’astronautique ; tandis que
les vitesses effectives d’éjection conservent un
sens absolu et doivent donc étre considérées
comme des données plus fondamentales. Les
références (1) et (2) contiennent une analyse plus
détaillée sur le fonctionnement des moteurs-
fusées.

2.

Vitesse idéale et rapport de masse

S’il n’y a pas d’atmosphére, la trainée D peut
étre posée nulle et la vitesse effective d’éjection
constante. Si, en outre il n’y a pas de champ de
gravitation, ou, plus généralement, si la trajec-
toire suit une équipotentielle du champ gravi-
fique, I’équation du mouvement (1) posséde une
intégrale élémentaire. Il suffit en effet d’y rem-
placer T par mc, et d’éliminer mdt par (2) pour
la mettre sous la forme

dVv 4+ ¢ %1 =0
avec lintégrale immédiate
AV=V—V1=ClnI\,—BII1 (4)
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A chaque instant le gain de vitesse est donc
lié par une loi logarithmique au rapport entre la
masse initiale de la fusée et sa masse actuelle.

Si la vitesse initiale V; est nulle, la vitesse
instantanée livrée par cette formule s’appelle la
« vitesse idéale » ou « vitesse caractéristique »
et la formule porte le nom de «loi du rapport
des masses ». Il est important de remarquer que,
dans les conditions qui viennent d’étre précisées,
cette loi est valable quelle que soit l'intensité,
méme variable, du débit massique m, pourvu
que c soit constant. La variation du débit n’influe
que sur le temps mis a atteindre la vitesse idéale.
Si ce temps est sans importance, la fusée peut
étre équipée d’un micromoteur, réservant ainsi
un maximum d’espace et de poids pour la charge
utile.

Quand la fusée doit acquérir de 1’énergie
potentielle dans un champ de gravitation et que
la présence d’une atmosphére oblige a prendre
en considération la trainée aérodynamique et la
variation de ¢ avec I’altitude, la loi de la vitesse
idéale ne peut étre conservée que si la vitesse
est impartie dans un temps trés court ; le travail
de la pesanteur et de la trainée étant alors négli-
geables. Il faut pour cela un moteur tellement
puissant que la masse d’ergols nécessaire pour
communiquer la vitesse idéale soit consommée
presque instantanément. L’impulsion regue dans
ces conditions se rapproche du cas limite de la
percussion, pour lequel la formule (4) reste
valable. .

Cependant, une telle solution requiert un
moteur énorme, dont le poids vient en déduction
de la charge utile. Nous examinerons plus loin
la nature du compromis qui se pose pour cette
charge utile; nous utiliserons en attendant le
principe de la percussion pour fixer I'ordre de
grandeur des rapports de masse nécessaires au
lancement d’engins balistiques et de satellites
artificiels.

3. Trajectoires et rapports de masse
pour le lancement d’engins balistiques

La terreest supposée sphérique et lafusée lancée
par une percussion initiale. L’effet postérieur de la
trainée aérodynamique est négligé ainsi que la
rotation de la terre. Dans ces conditions se pose
le probléme de I’angle de lancement assurant la
plus grande portée pour une percussion donnée.

11 généralise celui, bien connu, du projectile
lancé dans un champ de gravitation uniforme,
pour lequel la portée horizontale maximum cor-
respond a un angle de site de 45°. La solution,
établie a appendice I, montre que la trajectoire
elliptique, dont un des foyers est nécessairement
le centre C de la terre, a pour second foyer le
pied de la perpendiculaire abaissée de C sur la
droite joignant le point de lancement au point

Fig. 3. — Trajectoire balistique de portée maximum,

d’impact (fig. 3). Pour les portées intercontinen-
tales, l’altitude maximum atteinte est telle que
le projectile sort effectivement de la pellicule
atmosphérique pendant la plus grande partie de
sa trajectoire. La figure 4 résume les principales
caractéristiques de ces trajectoires idéales en
portant Dangle de site, l’altitude maximum
atteinte et la vitesse initiale requise en fonction
de la portée. L’angle de site, dont la valeur a
portée nulle est de 45°, conformément a ’approxi-
mation du champ de gravitation uniforme,
décroit linéairement avec la portée pour s’annuler
quand celle-ci devient un demi-arc de grand
cercle. Le projectile se comporte alors comme un
satellite rasant la surface de la terre et sa vitesse

demeure égale a sa vitesse initiale, qui est la

Km/sec
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Fig. 4. — Caractéristiques des trajectoires balistiques
idéales en fonction de leur portée.

vitesse orbitale correspondant au rayon de la
terre (\/ gro = 1,9 km/sec.).

La figure 5 donne, en fonction de la portée,
le rapport de masse nécessaire a I’obtention de
la vitesse initiale correspondante et calculé par
la loi (4) avec ¢ = 2,35 km/sec (impulsion spé-
cifique 240). La réalisation d’une portée balis-
tique intermédiaire (2500 km) demande donc un
rapport de masse d’environ 7, une portée balis-
tique intercontinentale (9000 km) un rapport
d’environ 20.



Juin 1958,

Performances balistiques des Fusées 5

Rapport de masse
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Fig. 5. — Rapports de masse pour un engin balistique
en fonction de la portée (c= 2,35 km/sec).

4. — Trajectoires et rapports de masse
pour le lancement
de satellites artificiels

Le lancement d’un satellite peut étre obtenu
a laide de deux impulsions successives. Une
premiére lance la fusée sur une trajectoire ellip-
tique de « transfert » qui, prolongée, reviendrait
couper la surface de la terre en un point symétri-
‘que du point de lancement L par rapport au grand
axe. Une deuxiéme impulsion, au moment ou
Pellipse de transfert touche I’orbite proposée, est
nécessaire pour maintenir le satellite sur celle-ci.
La famille de solutions possibles comporte essen-
tiellement deux paramétres : 1’angle de lance-
ment et la position du point de contact sur
Porbite. Si I'on se propose de varier ces para-
métres pour obtenir le rapport de masse total le
plus faible possible, le calcul (appendice II)
montre qu’il faut communiquer une impulsion

initiale importante, tangentiellement a la sur-

Fig. 6. — Injection d’un satellite sur son orbite par une
ellipse de transfert.

face de la terre. Aprés avoir parcouru une demi-
ellipse de transfert, la fusée doit alors subir une
petite impulsion a I’apogée de I'orbite. Cette tra-
jectoire correspond dans la figure 6 au point de
lancement inférieur. Physiquement cette solution
indique que I’énergie potentielle importante a
dépenser pour amener une unité de mélange
d’ergols a I'apogée, est compensée par la réduc-
tion en importance de I'impulsion, et donc de la
quantité de mélange, requise a cet endroit.
Cette trajectoire a aussi comme caractéris-
tiques théoriquement séduisantes que les deux
impulsions se font tangentiellement a des équi-

‘potentielles du champ de gravitation. En étalant

ces impulsions le long de segments finis, mais
suffisamment courts, de trajectoire, la loi du
rapport des masses resterait pratiquement véri-
fie tandis que les moteurs pourraient étre
ramenés a des dimensions normales. Cependant,
méme en continuant & négliger les effets aéro-
dynamiques, un départ quasi-tangentiel a la sur-
face de la terre présenterait des difficultés
sérieuses, parmi lesquelles la nécessité d’une
longue rampe de lancement. On sait que pour
supprimer celle-ci, le départ d’une fusée se fait
généralement en équilibre vertical. La stabilité
est obtenue par laction de vannes déflectrices
dans le jet du moteur ou par un montage de
I’ensemble moteur sur cardan. Ces méthodes
d’autostabilisation, éventuellement secondées par
I’action de gouvernes aérodynamiques quand la
vitesse est devenue suffisante, permettent aussi
d’incurver la trajectoire aprés le départ.

11 est intéressant d’examiner la pénalité que
représente un mode de lancement idéalisé, dans
lequel la premiére percussion ne se ferait plus
tangentiellement a la surface de la terre. L’ellipse
de transfert est alors plus tendue et se préte
davantage a I'observation et au contrdle optique
ou par radar.

Le calcul théorique établit que le raccord de
Pellipse de transfert a 'orbite doit étre maintenu
a Papogée, tant que I’angle de lancement qu’on
s’impose demeure inférieur a une valeur critique
dépendant des caractéristiques de P'orbite. L’in-
tensité de l’impulsion initiale diminue avec
I’accroissement de ’angle de lancement, mais
Pimpulsion finale augmente plus rapidement.
L’angle critique passé, il y a intérét a raccorder
Pellipse de transfert au périgée. La seconde impul-
sion devient trés importante, mais 1’énergie
potentielle unitaire dépensée pour amener les
ergols en place est minimum.

L’application des formules de I’appendice II
A un cas pratique permet de dresser le tableau I.

On peut observer que jusqu’a 30° la pénalité
sur le rapport de masse n’est pas excessive. De
plus, le moteur du dernier étage de la fusée, qui
doit fournir I’impulsion finale, peut non seule-
ment avoir un rendement thermodynamique
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Tableau I
Altitude de ’apogée : 955 km.
Altitude du périgée : 637 km.
Vitesse en fin.de Vitesse terminale Vitesse en fin de Rapport de
Angle de premiéie impulsion sur la trafectoire seconde impulsion masse totale
lancement km/sec. de transfert km/sec. (c= 2,35 km/sec)
km/sec.
0o 8,18 apogée 7,11 7,30 35
12045° ) 7,62 apogée 6,47 7.30 36,5
(critique) ? 7,29 périgée 6,47 7.62 36,5
300 5,47 périgée 4,31 7.62 42
600 3,79 — 1,72 — 62
90° 3,37 — 0 — 107

excellent, mais ses dimensions peuvent &tre
réduites au profit de la charge utile par étalement
de I'impulsion le long d’une équipotentielle du
champ de gravitation comme il a été expliqué
antérieurement. Enfin la réduction substantielle
de la premiére impulsion est de nature a réduire
les difficultés provoquées par I’échauffement ciné-
tique dans les couches denses de I’atmosphére et
dont nous aurons I’occasion de dire un mot pour
terminer.

La trajectoire proposée pour la fusée lance-
satellite du projet américain « Vanguard », la
seule sur laquelle des renseignements assez précis
ont été communiqués (3), est effectivement telle
que 50 pour cent de la vitesse orbitale au périgée
sont communiqués par le dernier étage.

En cas de lancement vers I’Est, dans le plan
équatorial, on bénéficie de I’aide apportée par la
rotation de la terre. Elle représente une vitesse
initiale gratuite de 0,466 km/sec. Ce bénéfice est
maximum pour un angle de lancement de 0°.
Dans P'exemple traité, ceci réduirait le rapport
de masse a 29. Dans le projet Vanguard, ou la
fusée doit étre lancée a une latitude nord
de 25°28" avec un angle de 40° sur le plan équa-
torial, le bénéfice représente environ 3 9, de la
vitesse orbitale.

5.

Etagement optimum des fusées

Quand une fusée 4 un seul étage a épuisé ses
ergols, sa masse terminale M, est constituée d’une
partie appartenant au systéme propulsif que nous
appelons la masse moteur My, d’une partie M;
constituant la structure proprement dite (réser-
voirs et éléments -chargés de transmettre les
efforts) et enfin d’une partie M, constituant la
charge utile

Mz = Mm + Ms + Mu
Nous désignerons respectivement par

p=MnM, o=MJM,  u=M/M,

le rapport de chacune de ces masses 4 la masse
ravitaillée M; que posséde la fusée au départ. Il
sera commode de les appeler les masses unitaires
de moteur, de structure et masse utile unitaire.
Le gain de vitesse obtenu par la combustion
compléte des ergols peut alors, suivant la loi
idéale, étre mis sous la forme

L’ordre de grandeur du rapport de masse
nécessaire pour les portées balistiques interconti-
nentales ou le lancement d’un satellite ne permet
pas d’envisager des réalisations au moyen de
fusées a un seul étage. Pour un rapport de masse
total de 25 par exemple,onap + o6 + u = 1/25;
autrement dit quatre 9, seulement du poids
total au départ seraient disponibles pour le
moteur, la structure et la charge utile. On verra
dans un instant que le moteur a lui seul repré-
sente probablement entre 4 et 9 9, du poids au
départ. En admettant méme I’utilisation d’un
super-carburant d’impulsion spécifique égale
a4 400 secondes (%) (¢ = 3,924 km/sec.), le rapport
de masse pour le lancement d’un satellite avec
angle initial de 300 est encore égal a 10 et ne
laisserait que 10 9%, a partager entre le moteur,
la structure et la charge utile.

Le principe de I’étagement, qui remédie a cette
situation, est connu depuis les premiéres études
sur les performances des fusées par Oberth en
Allemagne et Goddard aux Etats-Unis. Il
consiste a abandonner progressivement les
masses devenues fonctionnellement inutiles et
qui, sinon, absorberaient une partie de 1’énergie
cinétique et potentielle & communiquer. Dans la
fusée gigogne, le fghctionnement se fait en étages
emboités en série. Chaque étage posséde son
moteur dont la mise a feu se fait aprés que I’étage

(¢) Ce chiffre est considéré comme le maximum qui
pourra jamais étre atteint par réactions chimiques.
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inférieur, qui assurait seul la propulsion de
P’ensemble, se soit séparé, ses réserves d’ergols
étant épuisées. Par la multiplication des moteurs,
on augmente sérieusement la complexité de
I’ensemble, mais on peut utiliser les possibilités
d’accroissement de rendement thermodynamique
et de réduction des dimensions relatives anté-
rieurement signalées.
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Fig. 7. — Charge utile unitaire en fonction des performances
terminales de vitesse et du nombie d’étages. Pertes de
gravitation et aérodynamiques négligées. La droite supé-
1ieure résulte d’une théorie de la fusée paralléle continue.

Le fractionnement peut aussi se faire en schéma
paralléle. Dans ce cas, les moteurs des fusées
accouplées en paralléle participent tous a la
propulsion dés le départ. Ce schéma longtemps
abandonné par suite de ’augmentation de trainée
de la configuration au départ, peut devenir
intéressant pour les grosses fusées comme la
I.C.B.M. «Atlas», dont les problémes de
trainée aérodynamique s’effacent devant ceux
des pertes de gravitation.

Le fractionnement optimum d’une fusée
gigogne se traite simplement sur la base de la loi
de vitesse idéale (Appendice III).

On considére que la charge utile de chaque
étage est constituée par I’ensemble des étages
suivants, dont il assure pendant un certain temps
la propulsion. Si chaque étage a la méme somme
pour la masse unitaire de moteur et de structure
et une méme vitesse effective d’éjection, le résul-
tat est particuliérement simple & commenter. Le
gain de vitesse idéale est partagé également entre
les divers étages et la charge utile unitaire de
chaque étage est la méme.

Si par exemple la charge utile réelle d’une fusée
triple représente 10 9%, du troisiéme et dernier
étage, les masses de la charge utile et des étages
trois, deux plus trois, et un plus deux plus trois,
ou fusée compléte, seront respectivement pro-
portionnelles aux nombres 1, 10, 100 et 1000.
De la sorte la charge utile unitaire de la fusée
compléte serait de 1 /oo (chiffre cité pour le
satellite porté par la fusée triple Vanguard).

Les figures 7 et 8 supposent simplement que ¢
ait la méme valeur pour les moteurs.

La figure 7 représente en diagramme semi-
logarithmique la charge utile unitaire en fonction
du nombre d’étages et du gain de vitesse total
a réaliser (en unités réduites V/c). La valeur 0,1
indiquée pour p. + o représente la moyenne géo-
métrique admise pour ’ensemble des . 4 o des
différents étages. Dans la zone de performances
0 <V/c < 1,2 la fusée a un étage a la meilleure
charge utile unitaire. Elle doit ensuite rapide-
ment céder le pas a la fusée a deux étages. A
partir de V/c = 2, la fusée a trois étages est
meilleure. La différence qui se marque en faveur
de la fusée a quatre étages a partir de V/jc =3
est peu prononcée. La droite qui limite supé-
rieurement la diagramme est en quelque sorte
la limite absolue qu’on peut espérer obtenir par
fractionnement des masses. Elle est basée sur
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Fig. 8. — Charge utile unitairz en fonction de Ja somme

des poids unitaires de moteur et de structure et du nombre
d’étages pour une performance donnée. La courbe supé-
1ieure est relative_a la fusée paralléle continue.



de gravitation en vol vertical ; vitesse initiale nulle, Rap-

port de masse réel (trait plein) et idéal (traits interrompus),

peids unitaire du moteur et somme des poids unitaires

utile + structure en fonction de I’énergie terminale totale
exprimée en vitesse équivalente.

une théorie de la fusée paralléle continue que 1’on
trouvera aussi traitée a I’appendice III.

La figure 8 présente une information similaire.
On y a cette fois arrété la valeur de la perfor-
mance a V/c=33 (7,755 km/sec pour
¢ = 2,35 km/sec) et présenté la charge utile uni-
taire en fonction des valeurs de la moyenne
géométrique de yu + o.

6. Pertes de gravitation
et choix optimum du moteur

- Nous avons déja signalé a la fin de la section 2
I’existence d’un compromis sur les dimensions du
moteur quand la fusée est appelée a traverser
les équipotentielles du champ de gravitation. De
fait si le moteur est petit et que I'impulsion est
étalée sur un long segment de trajectoire, on
dépense inutilement une partie de I’énergie chi-
mique 3 P’accroissement d’énergie potentielle de
la fraction d’ergols non encore consommée. Il y
a donc des « pertes de gravitation » qui doivent
étre introduites pour corriger la loi de la vitesse
idéale. Par contre, si le moteur est trop grand,

8 Revue Universelle des Mines 9¢ Série. T. XIV. — N° 6
u-e T il réduit la charge utile disponible et on peut dire
* ’ s qu’une partie de I’énergie chimique a été dépensée

e %20 pour accroitre 1’énergie cinétique et potentielle
02 ! d’une masse dont ’utilité finale est nulle.
024 Ce compromis peut étre tranché analytiquement
' dans les hypothéses suivantes :
022 .
la composante de I’accélération de la pesan-
0,20 teur suivant I’axe de la fusée est constante;
la vitesse effective d’éjection et Ie débit mas-
o sique et donc aussi la poussée sont maintenus
016 constants ;
la trainée aérodynamique est négligeable ;
04 le poids propre d’un moteur est une fraction
012 déterminée de la poussée maximum qu’il peut
' fournir.
0,10 . y
Nous basant sur les données publiées pour le
008 moteur de la V2 (4) qui fournit une poussée
006 k=Vos5 |
0,04
4 v = 0
002 ! / |
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Fig. 9. — Poussée du moteur optimisée pour les pertes "2 10
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Fig. 10. — Accélérations nettes en unités g en début et fin
de combustion, vitesse terminale réduite et gain d’altitude
terminale réduite dans les conditions de la figure 9.

de 25 tonnes pour un poids propre d’une tonne
(550 kilos pour le générateur de poussée propre-
ment dit et 450 kilos pour le dispositif d’alimen-
tation) le rapport 1/25 a été adopté pour I’appli-
cation numérique des formules d’optimum
établies & P’appendice IV.

Les figures 9 et 10 présentent les résultats pour
une fusée s’élevant a la verticale, départ arrété,
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Fig. 11. — Modification de la figure 9 quand la vitesse
initiale est égale a la vitesse effective d’éjection.

Les figures 11 et 12 pour une fusée s’élevant a la
verticale, mais dont la vitesse initiale est égale
a la vitesse effective d’éjection.

Dans tous les cas, I’échelle des abscisses repré-
sente ’énergie totale acquise en fin de combustion
(cinétique et potentielle) convertie en vitesse
réduite équivalente. L’importance des pertes de
gravitation est visible sur I’écart entre la courbe
des rapports de masse réels p et des rapports de
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Fig. 12. — Modification de la figure 10 quand la vitesse
initiale est égale a la vitesse effective d’éjection.

masse prévus par la loi de vitesse idéale (traits
interrompus). Le poids unitaire du moteur
oscille entre 9 et 5 9, du poids total.

A noter aussi comme trés caractéristique la
faible valeur de I’accélération initiale nette v, de
la fusée et sa diminution avec I’accroissement des
performances demandées a DI'étage. L’accéléra-
tion v, en fin de combustion augmente par contre
fortement. L’échelle des accélérations est en
unités g.

7. — Pertes aérodynamiques

La réduction des pertes de gravitation
demande que ’énergie acquise en fin de combus-
tion soit le plus possible sous forme cinétique et
le moins possible sous forme potentielle.

Or une grande vitesse 4 basse altitude, oi
Patmosphére est dense, peut représenter une
trainée aérodynamique importante. A I'inverse
des pertes de gravitation, les pertes aérodyna-
miques demandent pour étre réduites que ’éner-
gie soit acquise surtout sous forme potentielle,
I’ascension ayant lieu a la vitesse la plus faible
possible. L’introduction des forces aérodyna-
miques dans nos considérations peut donc dépla-
¢er le compromis sur le choix du moteur vers des
poussées plus modérées que celles prévues par
la seule théorie des pertes de gravitation.
L’effet de la trainée peut donc étre double : d’une
part elle dissipe directement une partie de la
puissance utile fournie par le moteur-fusée;
d’autre part, la réduction de poussée qu’elle peut
imposer augmente indirectement les pertes de
gravitation. L’analyse mathématique du meilleur
compromis est du ressort du calcul des variations.
On peut soit établir directement une fonction-
nelle, dont on recherchera le minimum (5), soit
utiliser une méthode générale capable d’intégrer
automatiquement toutes les liaisons différen-
tielles auxquelles les variables sont soumises(6).
Quelle que soit la méthode suivie, il en découle
un résultat fondamental d’une remarquable sim-
plicité, que nous pouvons appeler I’équation
d’équilibre des pertes :

oD v
Ma=Vﬁ—D(1—;>

C’est une relation idéale entre la composante
axiale du poids instantané de I'engin d’une part
et une fonction de la trainée aérodynamique D
d’autre part. Toute inégalité entre les deux
membres de cette équation implique soit qu’il y
aurait avantage i augmenter la vitesse (2 la
méme altitude) pour réduire les pertes de gravi-
tation, soit au contraire 4 la diminuer pour
réduire les pertes aérodynamiques. La trainée,
nulle au départ, augmente rapidement avec la
vitesse de la fusée. Elle finit cependant par
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Fig. 13. — Rapport poussée-trainée d’une fusée en Fig. 14. — Accélération verticale nette d’une fusée en

vol vertical avec équilibre entre les pertes de gravitation
et les pertes aéiodynamiques pour diverses valeurs de
f’impulsion spécifique.

décroitre en raison de la diminution avec alti-
tude de la masse spécifique de I’atmosphére.

Le second membre de I’équation d’équilibre
des pertes varie d’une fagon semblable a la trai-
née ; tandis que le premier membre décroit a la
fois par suite de la diminution du poids et de
Pinclinaison de I’axe de la fusée.

Au départ ou les pertes de gravitation 1’em-
portent donc de beaucoup sur les pertes aéro-

dynamiques, il s’impose de faire fonctionner le .

moteur-fusée a pleine poussée jusqu’a ce que la
condition d’équilibre soit  éventuellement
atteinte. De cet instant la poussée peut étre
réduite pour maintenir I’équilibre des pertes.
Cependant il arrive un moment ou Dleffet de
Paltitude devient prépondérant; la trainée
devient insignifiante et la condition d’équilibre
s’attache de plus en plus a la réduction des pertes
de gravitation. La poussée demandée devient
tellement forte qu’elle atteint le maximum dont
le moteur est capable et ’engin quitte de nouveau
la situation d’équilibre. ' '

Pour les fusées qui atteignent la condition
d’équilibre, il est donc intéressant de prévoir la
réalisation d’un moteur dont la poussée pourrait
~ étre programmée. Ceci se fait en général en modi-

vol vertical avec équilibre des pertes.

fiant le débit des ergols injectés dans la chambre
de combustion.

Certaines relations simples existent pendant
Pintervalle de temps ol une fusée suivrait la
condition d’équilibre en vol vertical (5). Elles
sont illustrées aux figures 13 et 14 pour une loi
de trainée quadratique

D = Rp(z)V?

ot p(z) désigne ici la masse volumique de I’atmo-
phére comme fonction de I’altitude. Cette loi est
valable pour un corps élancé en régime subso-
nique et supersonique (la zone transsonique étant
de toute fagon traversée trés rapidement et la
trainée transsonique réduite par effet d’accélé-
ration).

La condition d’équilibre prend alors la forme
simple ‘ 3

. Mg=D(1+4 V/e)
La figure 13 donne le rapport entre poussée
et trainée

T _ (2+0)@+30)+ 1+ )?p™

D 2 4+ 4o + w?

2
avec o = V/c et B=—c—@

8pe dz
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En premiére approximation, la grandeur

¥y
gpdp u

peut étre considérée comme une constante carac-
téristique de ’atmosphére. Elle a les dimensions
du carré d’une vitesse et, pour I’atmosphére-type
utilisée dans les calculs de performance des aéro-
dynes, se trouve étre légérement inférieure a la
célérité du son dans la tropopause. La valeur
Vo= 275 m/sec est par exemple en bon accord
avec la loi de variation quasi-exponentielle de la
masse volumique de I’atmosphére depuis le
niveau de la mer jusqu’a 25 kilométres d’altitude.
En raison de sa faible valeur & des altitudes supé-
rieures, elle peut étre extrapolée sans risques de
grandes erreurs dans le calcul des pertes
aérodynamiques. '
Le coefficient B~ prend alors la forme

Bt = (¢/Va)?

Les valeurs § = 7, 8 et 9 correspondent a une
gamme de vitesses effectives d’éjection normale-
ment couverte en pratique (1925, 2200 et
24775 m/sec).

La figure 14 donne l’accélération nette de la
fusée dans les conditions d’équilibre

10V _ (140t
gdt 2440+ ? o

Ces deux figures montrent clairement I’effet
prépondérant de la réduction exponentielle de
la densité atmosphérique. Dés que la condition
d’équilibre autorise des valeurs de w importantes,
la trainée devient négligeable devant la poussée
et I’accélération nette atteint des valeurs supé-
rieures & celles prévues par le compromis sur le
choix du moteur dans le cas des seules pertes
de gravitation.

La question de savoir si une fusée atteindra
ou non la situation d’équilibre dépend  essen-
tiellement de son poids total au départ et secon-
dairement de ses performances.

Il y a ici un facteur d’échelle qui joue un réle
prépondérant : la trainée croissant approxima-
tivement comme le carré des dimensions linéaires
et le poids comme le cube de celles-ci. Les grosses
fusées peuvent donc ne pas atteindre la condition
d’équilibre des pertes et dans ce cas leur moteur
peut fonctionner & pleine poussée, la complica-
tion d’une programmation de celle-ci étant inu-
tile. La trainée peut cependant exercer une
influence sur le choix du moteur. Un traitement
analytique du compromis n’est plus possible et
Poptimum doit étre établi par un calcul complet
des performances de plusieurs projets.

8. — Choix de la trajectoire

Les trajectoires théoriques qui ont été analy-
sées sont modifiées assez profondément par la

. nécessité du départ a la verticale et 'introduction

des pertes. Le calcul d’une trajectoire optimale,
présentant une programmation de l'inclinaison
de la fusée et éventuellement de la poussée, est

‘un nouveau probléme, beaucoup plus compliqué,

du calcul des variations. Il peut étre abordé par
la méthode générale (6) et dans certains cas, les
équations différentielles explicites a résoudre ont
été données (7). Leur résolution ne peut se faire
en pratique qu’au moyen de calculatrices digi-
tales ou analogiques ; souvent au prix de longs
titonnements pour arriver a satisfaire toutes les
conditions aux limites demandées. _

Le montage sur cardan du moteur principal
avec commande par vérins hydrauliques semble
étre devenu une solution classique pour le
contrdle de la trajectoire. Tout braquage du
moteur provoque un moment de tangage ou de
lacet qui incite la fusée & prendre un angle
d’attaque ou de dérapage (la vitesse du centre
de gravité n’est plus alignée sur I’axe de symé-
trie). La composante de la poussée perpendicu-
laire a la vitesse, qui constitue I’élément le plus

‘efficace pour modifier la courbure de la trajectoire

dépend a la fois des angles d’attaque et de déra-
page et des angles de braquage du moteur.

Les angles d’attaque et de dérapage de la fusée
provoquent eux-mémes des forces aérodyna-
miques transversales agissant sur la courbure de
la trajectoire. Cependant, exception faite pour
la présence de véritables surfaces portantes, ces
forces transversales sont faibles tout en provo-
quant- une augmentation considérable de la
trainée. Aussi pendant la phase initiale en
atmosphére dense, le programme de braquage du
moteur et la forme de la trajectoire sont-ils gou-
vernés, non tant par des considérations d’opti-
misation, que par la nécessité d’obtenir une tra-
jectoire sans portance. A haute altitude, les
considérations de trainée ne jouent plus et la
programmation optimale peut jouer son rdle.
Ainsi pendant la phase d’impulsion finale a
communiquer au satellite, un probléme qui a été
considéré par Lawden (8).

9. Echauffement cinétique

Beaucoup plus que la trainée, ce sont les phé-
noménes thermiques évoqués dans les structures
par la traversée de la pellicule atmosphérique qui
limitent actuellement certaines performances des
engins. Plagons-nous dans un systéme d’axes lié
a Pengin et considérons I’écoulement relatif de
I'air autour de lui. L’écoulement non-perturbé
venant de 'amont posséde la température T
la masse volumique et la pression régnant a cette
altitude dans ’atmosphére; sa vitesse relative
est égale a la vitesse de déplacement de I’engin
et il est commode ici de la mesurer par son
nombre de Mach M, c’est-a-dire en prenant
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Fig. 15. — Températrre d’arrét en fonction du nombie
de Mach de vol.

comme unité de vitesse la célérité de propagation
des perturbations infinitésimales de pression, ou
célérité du son.

Pour fixer les idées, nous pouvons adopter pour
cette unité la valeur de 300 m/sec dans la tropo-
pause, oi la température extérieure descend a
environ —59° centigrades.

Si la vitesse d’une particule de cet écoulement
était annulée adiabatiquement, c’est-a-dire sans
qu’elle puisse échanger de chaleur avec ses voi-
sines, son énergie cinétique ordonnée se transfor-
merait en énergie désordonnée avec augmentation
de pression et de température. Cette derniére,
la température dite « d’arrét», atteindrait la
valeur

M, 2 , .
To=Te (1 + T) (Y = 1,4 pour Iair).

T, et T, étant des températures absolues.

La figure 15 illustre cette formule et I’échelle
de gauche donne la température d’arrét relative
en degrés centigrades quand la température
relative ambiante est de —53° centigrades.

Quand la particule est arrétée de fagon plus
graduelle, par P’effet de la viscosité dans la mince
couche limite qui entoure le fuselage, son élé-
vation de température est un peu inférieure par
suite des effets de conductibilité qui ont le temps
de se produire et qui ’emportent sur la source
additionnelle de chaleur constituée par la dissi-
pation d’énergie par viscosité (9).

Si T, et M, désignent la température et le
nombre de Mach local dans ’écoulement poten-
tiel, juste en dehors de la couche limite, la tempé-
rature T, de l'air au contact de la paroi est
donnée par la formule

Ta=T+r(Ta—Ty)

oit le « facteur de récupération » r a approxima-
tivement la valeur 0,85 pour une couche limite
laminaire et 0,9 pour une couche turbulente.
Méme en présence d’ondes de choc, la tempéra-
ture de stagnation T, correspondant a M, :

2
Toy = T, (1 + Mgl—)

est virtuellement la méme que la température
d’arrét T,

Ty = Ta

Il en résulte pour la température de contact a
la paroi I’expression

1+ rM%/5

To=Te T pras (¢ + Meo¥5) <To

Elle est d’autant inférieure a4 la température
d’arrét que le nombre de Mach local est plus
élevé (5). Cet « effet de forme » peut avoir son
importance. Il assure par exemple un refroidis-
sement partiel du cone de pénétration par
conduction le long de la paroi vers les régions
moins échauffées.

Si on néglige la conduction de chaleur le long
de la paroi, le flux de chaleur qui pénétre perpen-
diculairement est proportionnel a la différence
entre la température de contact T, et la tempé-
rature actuelle de la paroi. Le coefficient de
proportionnalité, ou « coefficient de transfert »,
diminue fortement avec I'altitude par suite de la
réduction dans le nombre de chocs de particule
par unité de temps. Eventuellement la tempéra-
ture de la paroi se stabilise quand le flux de
chaleur qui pénétre est en équilibre avec les
pertes par rayonnement. Celles-ci ne deviennent
importantes qu’a des températures élevées
comme le fait prévoir I’application de la loi de
Stephan suivant laquelle la puissance dissipée par
unité de surface serait égale a

es (T4 — Tep %)

ol ¢ est le pouvoir émissif et ¢ la constante de
Stephan-Boltzmann.

Dans cette application, ’absorption par la
couche limite est négligée.

L’importance du pouvoir émissif sur la tempé-
rature stabilisée est trés grande aux hautes
températures. Il est précisément trés variable
suivant 1’état de surface, ce qui constitue une
difficulté sérieuse de calcul. Ainsi pour Dlacier
4 5559, le pouvoir émissif est ¢ = 0,14 pour I'état
poli et 0,79 pour I’état oxydé.

(°) Rappelons que le nombre de Mach local varie non
seulement en raison des variations de -la vitesse locale,
mais aussi en raison inverse des variations de la célérité
locale du son. Celles-ci sont dues elles-mémes aux variations
locales de température absolue.
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Pour une fusée la température de paroi n’est
jamais en équilibre. De plus, si la valeur de la
température atteinte est importante pour les
propriétés mécaniques du matériau, le taux
d’échauffement est tout aussi important en rela-
tion avec les tensions thermiques et le danger
de flambage. Pour ces raisons, la repénétration
d’un engin balistique dans I’atmosphére est beau-
coup plus critique, le taux d’échauffement crois-
sant rapidement par suite de 1’augmentation
simultanée de la vitesse de vol et du coefficient
de transfert. Il intervient de plus 4 un moment
ou la structure, ayant déja perdu une partie de
ses propriétés mécaniques par échauffement a la
montée, n’a pu se refroidir que partiellement par
rayonnement aux altitudes supérieures.

Plusieurs méthodes de refroidissement ont été
envisagées et certaines ont re¢u un début d’appli-
cation en pratique (10). Ce sont : I’emploi
d’un isolant thermique extérieur (céramique),
le refroidissement par liquide de la paroi inté-
rieure, la transpiration (pompage d’un gaz
ou d’une vapeur & travers une paroi poreuse)
et la sublimation d’une portion extérieure de la
surface (gypse, graphite).

10. — Conclusions

Le lancement d’un engin balistique ou d’un
satellite apparait comme une opération d’un
rendement énergétique désastreux. La sensibilité
de ce rendement aux moindres progrés techno-
logiques est extréme. Progrés dans I’allégement
des structures, dans leur protection contre
I’échauffement cinétique, dans I’allégement des
équipements de controle et de stabilisation,
dans l’allégement du moteur et de son dispositif
d’alimentation, dans le choix des ergols, etc.
Chaque petite avance dans un domaine entraine,
par réaction en chaine sur ’ensemble des compro-
mis, un gain final de rendement presque hors de
proportion avec la mise initiale. Cette sensibilité
de ’équilibre des compromis est ici un aspect
spectaculaire de la science appliquée, ot le succeés
éclatant cotoie de prés I’échec misérable. L’ana-
lyse serrée des compromis, dont la nécessité se
révéle ici absolue, a fait progresser les méthodes
rationnelles d’optimisation, dont I’outil mathé-
matique essentiel est le calcul des variations. De
plus en plus également s’affirme, pensons-nous,
la distinction entre la technologie spécialisée
dont les progrés nous sont indispensables, et la
conception d’ensemble, basée sur une maitrise
compléte de l'interaction entre les phénoménes
physiques en jeu. Peut-étre I'optimisation de la
conception d’ensemble ne posséde-t-elle pas une
solution unique. Ou plutét, malgré I’avénement
des calculatrices électroniques si rapides, la

comparaison entre des projets, basés sur un
schéma de base différent, est-elle encore trop
difficile & mener jusqu’au bout. A ce sujet, il
faut dire que la conception des engins actuels se
ressent encore fort de ses origines balistiques.
Une évolution vers une conception plus inspirée
de I’aéronautique ne tardera probablement pas
a s’accentuer. La figure 16 peut nous renseigner
sur les possibilités qu’on peut attendre d’une
telle évolution. Elle est tirée d’une étude de
F. Haber, modifiée par E. P. Williams et repro-
duite dans la référence (10): Elle tend a démon-
trer qu’il est possible en principe d’accéder aux
vitesses et altitudes du régime du satellite en
vol stabilisé. Le « corridor qui permet ce pas-
sage est limité & gauche par la nécessité d’avoir
une pression dynamique suffisante pour la susten-
tation. A droite par la température stabilisée de

_paroi qui résulterait de la combinaison vitesse-

altitude considérée. Il est certain que I’emploi
de surfaces portantes sera de nature 3 augmenter
fortement le rendement énergétique des fusées

Altitude K. Rentrée balistique
125 ~
™ Domaine
I~
100 du
. Poids> Portance « Force centrifuge 1— satellite
75 I Il [ - |
H e X 1€
50l | Syro - w© 200N T Temperature de
QVG"& duréd“‘"e e 1 /| paroi stabilisée
5 cort ol el >1000°C
el ol i Il
0 L1 11 [ ]
0 2 4 6 8 10

Vitesse Km/sec

Fig. 16. — Le corridor du régime de vol stabilisé.

a grande performance. Cependant, en dehors des
problémes de tenue de la voilure sous échauffe-
ment cinétique, se posent encore des problémes
incomplétement résolus en ce qui concerne
Paérodynamique en atmosphére trés raréfiée.
Quand le nombre de Knudsen, c’est-a-dire le
rapport du libre parcours moyen des molécules
a une dimension caractéristique du planeur, aug-
mente, on assiste & la disparition de la couche
limite et la fiction du milieu continu, qui est
i la base des théories classiques, doit faire place
aux théories moléculaires plus étroitement appa-
rentées A la cinétique des gaz. L’état de surface
des parois joue de nouveau un rdle important
vis-3-vis du mode de réflexion des molécules
(réflexion spéculaire ou diffuse). Dans ce domaine,
les mesures précises sur la vie d’un satellite sphé-
rique peuvent fournir une contribution expéri-
mentale importante.
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Si g est laccélération de la pesanteur a la
surface d’une planéte de rayon ry, le champ de
gravitation radial & une distance r du centre a
pour valeur gry%/r? et 1’énergie potentielle de
P’unité de masse dans ce champ peut étre définie
par

2L 2 2
To® - T,

(1) d 0

— L dr = — 0.
. Jrgrz J r

Le mouvement d’un point matériel abandonné
dans un tel champ de gravitation est caractérisé
par deux constantes :

son énergie spécifique totale
1 o2
E = 3 V:—g % (1)

sa vitesse aréolaire
A =r2db/dt (2)

ou 0.désigne I'angle que fait le rayon vecteur
avec une direction fixe. L’équation d’une tra-
jectoire est, sous forme polaire -

T 1 _ecosb

=P 3)

les caractéristiques p et e étant liées aux cons-
tantes du mouvement par les relations

A =pgré (4)  (grod)et—1) = 2BA? (5)

D’ou également par élimination de A
2
p=5 -1 ©)
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exactement la force centrifuge

gt Ve
g5 r
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et on en déduit la vitesse orbitale

re?
=V

Pour une trajectoire elliptique (e < 1 et donc
E < 0), la distance r peut devenir égale a r,
pour 6 = + 6, ot I’angle 6, entre le rayon vec-
teur et le grand axe est la plus petite définition
positive de ,

\
“cos 0y = % (1 - f_—j (7)
\ 0

Le minimum du second membre correspond a
une portée maximum 2 rfj, suivant ’arc de grand
cercle. Cependant, la vitesse initiale V; étant
connue, les variables p et e sont liées.

En effet, I’énergie spécifique totale est connue
par les données au départ :

1.
E-—:EV;‘——gr0

et par (6) on a dés lors _
p e —1 o V.,
s = ~ ol Y= —F—
\/g"o

o Y—2
représente le rapport entre la vitesse initiale et
la vitesse orbitale correspondant au rayon r,.
Eliminant p/ry, (7) devient

1 vz —1
cos 0y = P2 [—e— — e:|

et le minimum obtenu par annulation de la déri-
vée, correspond a

e=1—1 ®)

On en tire

2

P="o5

~ ©)
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et , on aura par conservation de vitesse aréolaire -
1— 42 Ya€2 = Y3P3€3 )]
cos 0y = 2 —\/—;Y (10)
' - et par conservation de 1’énergie totale
qui permet le calcul de la portée maximum. 9
L’altitude maximum est atteinte quand 6 = 0 Yo' — 2= — 03 )

et vaut

P VIl -vV1—+) (11)

T—e 07T R

La distance entre foyers

2ep
1—e?

P _ P _
1—e 1+4e

L’angle de tir « au-dessus de I’horizontale, ou
angle de site, peut s’obtenir a partir de la vitesse
aréolaire A = V;r, cos a.

Calculant A par (4), il vient

1
cos ol — \/2‘—_—Y'2

dont on tire encore

a—2\/1_Y
2 —y?

= rg cos 0,

(12)

2 sina cos = cos 0,

d’otr simplement

oL =

N (13)

|
(I

Appendice I1

Trajectoires de transfert optimum

Les vitesses sur trajectoires seront définies par
les variables réduites

y = V/Vgr,

L’énergie spécifique et la vitesse aréolaire
caractérisant I’orbite du satellite seront de méme
données par les grandeurs réduites

_E_1, 1
8To 27 P
a=A/’o\/;)
avee
p = rlr,

L’impulsion au départ communique une vitesse
réduite y, faisant un angle 6, avec I’horizontale.
A I’arrivée au point de contact sur I’orbite (rayon
réduit p;), ’angle de la vitesse réduite y, avec
I’horizontale locale est noté par 6;. Posant

gy = cos 0, et €3 = cos O,

La deuxiéme impulsion dans la direction de
la vitesse en 3 doit donner la vitesse aréolaire
et ’énergie de 'orbite avec une vitesse notée vy, :

YaPsEs = @ (3)
e — 2 — 2 @
P3

‘Les grandeurs a et h étant connues, les six
parameétres (y,, Ys, Ya) €t (pg, €5, €5) sont liés par
les quatre relations précédentes. Il n’y a que
deux paramétres indépendants, par exemple la
position du point de contact sur l’orlnte (ps) et
Pangle de lancement (e,)

Si la vitesse avant la premiére impulsion est
nulle (y; = 0), on aura entre la masse initiale M;,
la masse M, aprés la premiére impulsion et la
vitesse y, communiquée la relation

Yo = —C_ In Ml-
Ver, M
fournie par la loi de la vitesse idéale d’une

fusée.
De méme pour la seconde impulsion

Ye— Y3 = -—tf_—_— In Li*
RS ynhy,
Comme M, = Mj, il vient en additionnant ces

relations

c ..M
Yet Ya— Y3 = —lnﬁ
&To 4

Par conséquent, pour rendre M,/M, minimum,
il suffit de rendre minimum v, + v, — Ys
Eliminons p; entre (2) et (4)

Y+ Yl =1+ 2+ 2h ()
Eliminons ensuite psc; entre (1) et (3)

YaYs = aysfes (6)

D’oit en combinant ces deux derniéres

relations

(Ya+ Y2)? = v3® + 2 + 2h 4 2ay,/e,
et

2
Yo+ Y4—Ys=\/(Y3+§> —p2— v (7)
2
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a?
wr=— —2—2h
&’
Il faut se rendre compte que u? est une quan-
tité positive. A cet effet, introduisons les rayons

réduits de l’orbite a lapogee et au périgée

A Tapogée, comme au périgée, la vitesse est

perpendiculaire au rayon vecteur et par
conséquent,
@ = aya= Pyp
tandis que
2 2
2h = ya® — — =vp'— 8

En éliminant les vitesses vy, et yp nous tirons
les relations utiles

1,1 2 1_-2% . -l
« B a® af  a® © T a+ P
Nous trouvons alors
2 208
2 _ _9
*‘ LR Ry P
Pour ¢, =1 (lancement tangentiel)
—)E-—-1
2 _9 (@e—HE—-1 >0
W a+ B

et a fortiori pour ¢, < 1.

L’expression (7) ne dépend plus que des deux
parameétres indépendants y; et &,. La dérivée par
rapport a y; est toujours positive :

Ys + afes

\/(Ys + afeg)? — p?

et par conséquent, pour un angle de lancement
donné, le minimum a toujours lieu pour la valeur
minimum de y;. Quant au minimum absolu, il
est en outre, comme évident sur (7), donné pour
g = 1, c’est-a-dire un lancement tangentiel.

Pour rechercher le minimum de v;, éliminons v,
entre (5) et (6)

—1>0

2
yp

T«
Ys? = &’y 20

g2y 2
o« + ﬁ €27Ya
Méme pour g, = 1, la racine du dénominateur
203

Y = “t B

est plus grande que la racine du numérateur

2
«+t B

et par conséquent, la graphique de v, en fonction
de v,2 a I'allure figurée (fig. 17).

Les valeurs extrémes prises par y, et qui ont
lieu respectivement a I’apogée et au périgée

Yid=2—

‘ e 2_ 2B

(Y42)min = Y02 =2h + o “ (’JC i B)
2 = 2 — g = —2a

(dmar =" =20+ 5= g 1B

sont comprises entre 0 et la racine du numérateur
et par conséquent vy, atteint sa valeur minimum
pour 'une ou l'autre de ces valeurs extrémes

?
x3

Fig. 17.

de vy,, Cela signifie que I’ellipse de transfert opti-
male se raccorde toujours soit a 1’apogée, soit
au périgée de I'orbite.

Les valeurs correspondantes de y; sont alors
respectivement

2 _ 28 (x—1)
3 o (a? — &?) 3

o202 (B—1)
B(R2—&d

Pour g, = 1, c’est la premiére expression qui
donne le minimum (absolu) de y;. Pour un angle
tel que

cos?y =¢e2=oaff — a2 (f —1) — B2 (x— 1)
les deux expressions sont égales. Si cet angle est
réel, c’est la deuxiéme expression qui, pour un
angle de lancement supérieur, fournit le mini-
mun de v;.

Les valeurs optimales des rapports de masse
sont finalement données par les expressmns
suivantes :
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Si le lancement optimum est vers 1’apogée

¢ M, \/ 28 o —1)
e

Ve "7V erp T O Ve

Si le lancement optimum est vers le périgée,

il suffit d’échanger o et § dans cette expression.

Appendice III
Etagement optimum des fusées gigognes

Désignons en général par pr = (My/M,)r le
rapport de masse de ’étage r et par yr, or et ur
respectivement les masses unitaires du moteur,
de la structure et de la charge utile (masses par
unité de masse de I’étage au moment de sa mise
a feu). On a done

1
E’=(J,r+0'r+ur (1)

et, en admettant la validité de la loi du rapport
des masses, le gain de vitesse fourni par I’étage :

ArV—_—Crlnpr=—'Crln;1 (2)
r

Pour chaque étage, sauf le dernier qui contient
la véritable charge utile, la charge utile est définie
comme la masse totale de ’étage suivant au
moment de sa mise a feu :

(Mu)’ = (Ml)"+1
— M) ryy

wr= (lltiil) (M)

Si p est l'indice du dernier étage et My la
charge utile réelle

d’ot

uy — Mu_
(My)p
En effectuant le produit des u, on trouve
_ (M, (My); M. M,
u = =u(3
= ), (), " 0n), 06, O

la masse utile unitaire de la fusée compléte.
Celle-ci est a rendre maximum pour un gain de
vitesse total déterminé :

AV ZA,»V—'-—Zcrln——
1 er

p
—Zoln (ot w) @
Pour simplifier le calcul, nous cherchons, ce qui

est équivalent, le maximum du logarithme de u
et nous introduisons un multiplicateur de

Lagrange :—) pour libérer les variables u, de la

liaison (4). Le probléme est alors transformé dans
la recherche de I’extremum de ’expression

14 p
zl:lnu"_%[zcrln(p-r"l—o'r‘f—ur)'l—AV-I
l -

pour des variations indépendantes des u,. En
annulant les dérivées partielles par rapport
aux u, on trouve les conditions

1 Cr

- =1,2..
ur v (ur+or+ u) T p
dont on tire
Ur = -+ O'r) (5)
et en substituant dans (1)
Cr— v
Pr= cr ([J-r + O'r) (6)

formules qui permettent de calculer les caracté-
ristiques des étages quand on connait la valeur
du multiplicateur de Lagrange. Cette derniére
s’obtient en substituant les résultats dans (4)

£ eln /1 — %’) —av+ Eelnuta) ()

équation qui doit en général étre résolue par
interpolations.

Cas particulier ou les vitesses effectives c,
sont les mémes
Posant ¢, = ¢ une valeur commune et dési-

gnant par (. + o) la moyenne géométrique des
valeurs correspondantes pour les étages :

P
(w4 o) =7 (ur + or)
I’équation (7) devient

1= = (@toesp (5)

et par conséquent

_ bk+to &’)
Pr—[-lr‘I‘O'rexP pe

ot [y ATy

u+o
_ AV pto
ArV—— P +01np.,-+o-,

—AV P
u = [exp pe —y.—cJ

Ur =

pc
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L’illustration graphique de cette derniére for-
mule montre que I’étagement n’est intéressant
que pour un gain- AV/c suffisamment élevé.

Quand de plus pr + 6r = p. + ¢ on peut voir
que le gain de vitesse se partage également entre
les étages et que les rapports de masse ainsi que
les charges utiles unitaires deviennent toutes
égales.

La fusée paralléle continue

Si a chaque instant la masse du moteur est
proportionnelle a4 la masse totale, ainsi que la
masse structure :

M, =pM et M; = oM

on peut écrire pour la masse totale, M, étant la
masse des ergols :

M = uM + oM + M, + M,

ou encore
M — M, + M.
l—p—o
Comme m = — dM,/dt, Péquation du mouve-
ment sera
dM, dM
ME =me=—c¢— ——c(l—p—o-)E

d’out en intégrant depuis la masse initiale M,
jusqu’a la masse finale

M,
Mg_l—u—c (M. = 0)
AV=—c¢(l—p—o)ln ————
o r=e. l—p—o

Ce résultat est aussi porté en graphique aux
figures 7 et 8 comme constituant une limite
supérieure aux possibilités d’accroissement de la
charge utile unitaire par fractionnement d’une
fusée. '

Appendice IV

Pertes de gravitation
et optimisation de la poussée
Soit @ la composante axiale de I’accélération
de la pesanteur.

L’équation du mouvement suivant la tangente
a la trajectoire devient, en I’absence de trainée

Md—v=mc—aM

dt
avec dM/dt = — m elle s’écrit aussi
_ dM «a

et son intégrale pour ¢, a et m constants

a

M
V—Vi=elngd — > (M —M) (1

En fin de combustion de I’étage en question

V.=V,

—l=lnp—2(p— 1) (2)

ou I'on a posé
p = M,/M, (rapport de masse)

A — aM, (inverse de I’accélération
~ ‘mc brute en fin de combustion).

En faisant tendre m vers l’infini, ou A vers
zéro, on retrouve la loi de l’accroissement de
vitesse idéale.

1. — Optimisation de la poussée obtenue
en négligeant le gain d’énergie potentielle
de la masse finale

Le poids propre du moteur est supposé pro-
portionnel a sa poussée

gMp = kme

La masse en fin de combustion est alors
M, = Mp + Ms + My = (u-|—c)M1-|—k'—ng—c

en introduisant les masses unitaires u et ¢ pour
la charge utile et la structure.
Cette relation s’écrit aussi

1 a
=~-(1—k— 3
uto p( - 3)

Portant uniquement P’attention sur le gain de
vitesse de ’étage, se pose le probléme de rendre
u + ¢ maximum pour une valeur déterminée
de (Vy — V,)/c. Les paramétres p et A qu’on peut
faire varier sont alors liés par (2).

Une condition nécessaire pour que u 4 ¢ soit
maximum est obtenue en égalant a zéro la diffé-
rentielle du second membre de (3) soit, aprés
multiplication par p%A?

ka ka
— A2 A— | d —odA=0 4
( + g) o+ e )

tandis que par différenciation de (2), le premier
membre étant fixé

.G_x)dp_(p_l)dx:o (5)

La condition de comptabilité entre (4) et (5)
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livre une équation du second degré en 2, dont la
racine appropriée (positive) est
1) g]

A= mkm 1+V

La relation entre le gain de vitesse et le rapport
de masse est maintenant, en substituant dans (2)

Yo— V—lnp—— 1+\/1+4(p 1)3](6)

(4

Par exemple, dans le cas d’une trajectoire ver-
ticale (a = g) et pour k = 1/25 le gain de vitesse
obtenu par un rapport de masse de 10 n’est plus
que

AV = 1,72225 ¢
au lieu de 2,30258 ¢ prévu par la loi de vitesse
deal 58,033 |,
idéale. 900 L accélé-

ration nette en fin de combustion

%— 1=14,5 (en unités g); au départ elle

On trouve alors A =

serait

115 05 . Le poids unitaire du
moteur serait
w= k — =k- l = 0,062
gM gr

et il resterait pour la charge utile et la structure
u+6=01— 0,062 = 0,038

Il ne faut pas perdre de vue que si la masse
terminale a re¢u une vitesse moindre, elle a par
contre gagné en énergie potentielle dans le champ
de gravitation. Comme on pourra le vérifier a
Iaide du calcul qui va suivre, ce gain d’énergie est
neghgeable pour un premier étage de fusée, qui
démarre a vitesse nulle. L’optimisation qui vient
d’étre faite est donc aussi valable quand on se
fixerait le gam d’énergie totale de 1’6 étage. Il n’en
va plus de méme pour un étage supérieur qui
posséde une valeur V,/c appréciable.

Il faut alors commencer par obtenir une expres-
sion du gain d’énergie potentielle et déterminer
exactement la perte de gravitation du point de
vue énergétique.

2. — Détermination
de la perte de gravitation énergétique

Pour le calcul de I’arc de trajectoire parcouru,
on dispose de I’équation

ds— Vi — — ¥ am
m

Quand on y substitue 'expression de V donnée
par (1) et qu’on intégre, il vient

v

a
32—‘31=;1(M1_M2)_2—"12(M1_M2)2

c M c
— Myl £ 0L — M)

A partir de cette relation et de (2), il vient
pour le gain d’énergie totale

a(s; — s9)

AE = 3 (Vyt — V) +

AE:V‘lclnl\ﬁ+—1 My ac

M, T2 M, M ln -|—

ZM-M) ()

Les deux premiers termes, qui subsistent seuls
quand on fait tendre m vers I'infini, représentent
le gain énergétique (purement cinétique) prévu
par la loi idéale. La perte de gravitation est alors

ac M
—x [Ml In 37t — M, + Mz] @®)

En variables réduites, I’expression (7) peut
s’écrire
AE 1
- —ulnp+ 5ln% —dolnp +A(e—1) (9)

avec la notation v, = V,/c.

3. — Optimisation de la poussée
pour un gain énergétique déterminé

En différenciant (9) avec V; et AE donnés

E (v1+Inp) — an} do+[—plnp4p—1]dr=0
(10)

La condition de compatibilité entre (10) et (4)
donne de nouveau une équation du second degré
en A.

Pour une valeur donnée de p, le calcul de A et
de G peut alors se faire a I’aide de la formule

_ _kalp—1)
= A(plnp —p 4 1) = % [-—1
(v + Ing) (plnp — p + 1) gJ
+\/1+4 Sy
on en déduit le gain d’énergie total par
AE 1 G
? =v1].np—|— 51]129— 0—2
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Le gain de vitesse par (2), le gain d’énergie
potentielle par

Se—=2[e—1 (1= 2857) —Ine .

la somme des poids unitaires utile et structure
par (3), le poids unitaire du moteur par

les accélérations nettes au départ et en fin de
combustion par

1

1
Y1_7\_P—1 Y2=X—1

Ces valeurs ont été calculées dans le cas a = g,

k = 1/25 et v; = 0 et figurent sur les graphiques 9
et 10.

Dans le cas v; = 1, les mémes données figurent
sur les graphiques 11 et 12.

Les abscisses représentent une vitesse équi-
valente, dont la définition énergétique précise

est
Vie = Vyje + \/@2’

c2

Dans le cas v; = 1,1’allure spéciale des courbes .
et vy, aux faibles abscisses s’explique du fait que
I’énergie potentielle gagnée est une partie sen-
sible du gain d’énergie totale.

Le fractionnement optimum des étages en
tenant compte des pertes de gravitation peut se
faire sur la base de ces résultats.




