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Introduction

Un des objectifs principaux de ce mémoire de fin d’études est de rassembler différents outils
en vue de poursuivre I’étude des espaces S¥. Ces espaces de suites ont été introduits dans le
cadre de 'analyse multifractale, afin de synthétiser I'information contenue dans la distribution des
coeflicients d’ondelettes d’un signal et d’obtenir davantage de propriétés concernant leur régularité
holderienne ([3, 15]).

Ces espaces sont munis d’une topologie qui fait d’eux des espaces vectoriels topologiques a la
fois métriques, complets et séparables. Qui plus est, il est apparu que ces espaces étaient dans
certains cas localement p-convexes et localement pseudoconvexes dans d’autres. En outre, ce sont
des espaces de Schwartz non nucléaires (pour ’ensemble de ces résultats, voir [11, 2] 3]).

Une nouvelle étape dans ’étude des espaces S” consisterait a étudier d’éventuels isomorphismes
entre ceux-ci. Bien entendu, si deux de ces espaces ne possédent pas la méme p-convexité locale,
alors ils ne sont pas isomorphes. Néanmoins, on ignore toujours ce qu’il en est au niveau des
espaces S” ayant la méme p-convexité locale.

Dans le contexte de I’étude d’isomorphismes éventuels entre espaces S”, la notion d’invariants
linéaires topologiques peut s’avérer utile. A ce titre, rappelons deux définitions essentielles ([33]).
Soit £ une classe d’espaces vectoriels topologiques et soit F un ensemble quelconque. Une
application
T:E—=FE

est un nvariant linéaire topologique (ou plus simplement un invariant topologique, ou méme un
invariant) si, pour tous X,Y € &, 'isomorphie de X et Y (au sens des espaces vectoriels topolo-
giques) implique Pégalité T(X) =T (Y).

Un tel invariant est, en outre, qualifié de complet si, pour tous X,Y € &, I'égalité

T(X)=T(Y)

implique I’isomorphie de X et de Y.

L’emploi de ces invariants est justifié par leur capacité a prouver la non-isomorphie de certains
espaces vectoriels topologiques : si deux espaces vectoriels topologiques n’ont pas la méme image
via 'un de ces invariants, alors ils ne sont pas isomorphes.

C’est dans cette optique que les auteurs de [2] se sont tournés vers le concept de dimension
diamétrale. Celui-ci tire notamment son origine de deux articles, I'un rédigé par Bessaga, Pelczinsky
et Rolewicz ([4]), 'autre par Mityagin (J21]). A la base, il a été introduit parce qu’il constitue
un invariant topologique sur la classe des espaces vectoriels topologiques ([33]). Ensuite, il s’est
avéré que la dimension diamétrale permet également de caractériser les espaces nucléaires et les
espaces de Schwartz (|11 [16], 22]). Enfin, il a été découvert que la dimension diamétrale est un
outil précieux pour étudier certains espaces fonctionnels, & savoir les espaces échelonnés de Kéthe
([16, 27,132, B3] ) et méme une généralisation de ces espaces, simplement appelés "espaces de suites
de Kothe" (J27]).

Comme les espaces S sont des espaces de Schwartz non nucléaires et comme la dimension
diamétrale permet de caractériser les espaces de Schwartz et les espaces nucléaires, il semblait
naturel de déterminer la dimension diamétrale des espaces S”. C’est ainsi qu’Aubry et Bastin ont
prouvé que tous ces espaces possédent la méme dimension diamétrale lorsqu’ils sont localement
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p-convexes ([2]). Une étude des propriétés essentielles de la dimension diamétrale (notamment le
caractére complet de celle-ci sur certaines classes) s’avére donc utile afin de les appliquer dans le
cadre des espaces S”. C’est pourquoi cette étude constitue une partie importante de ce mémoire.
De plus, ladite étude est également encouragée par le fait que la notion de dimension diamétrale
bénéficie d’un regain d’intérét auprés des chercheurs en analyse fonctionnelle ([2] 13} 27, 29]).

Dans ce mémoire, on s’intéresse également & d’autres invariants topologiques, & savoir les
propriétés (DN) et (€2). Celles-ci ont été a Porigine introduites par D. Vogt (|30]) dans I'objectif
d’étudier des espaces de Fréchet nucléaires et certains liens avec les sous-espaces ou les quotients
de T'espace s des suites & décroissance rapide. Il est apparu que ces invariants étaient également
utiles dans le cadre des espaces de Fréchet non nucléaires, permettant de les caractériser au moyen
de sous-espaces ou de quotients de produits tensoriels faisant intervenir espace s ([31]). Notre
objectif est d’étudier ces deux invariants et d’entamer une approche permettant de les appliquer
au niveau des espaces S”.

Enfin, une importante partie de ce travail est consacrée a ’étude des espaces de suites de
Kothe définis dans [27]. En effet, ceux-ci constituent des exemples trés concrets dans les chapitres
consacrés a la dimension diamétrale et aux propriétés (DN) et (2). Ils s’avérent étre également
des notions utiles dans le cadre des espaces S”. De fait, comme nous le verrons, les espaces S¥
peuvent étre vus comme des intersections dénombrables d’espaces de suites de Kothe lorsque v est
une fonction concave.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres.
Dans le premier, on introduit la notion d’espaces de suites de Kéthe comme le fait Terzioglu dans
[27] et on démontre leurs propriétés de base. On en profite par la méme occasion pour citer quelques
propriétés classiques déja connues des espaces échelonnés de Kothe et qui sont développées dans
les articles [5] [6].
Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la notion de dimension diamétrale. On commence par définir
le concept général de diameétres de Kolmogorov et on passe en revue leurs propriétés majeures.
Ensuite, on se sert de ces diamétres pour définir la dimension diamétrale d’un espace vectoriel
topologique quelconque. Aprés quelques propriétés et exemples de base, on applique cette théorie
dans le cadre des espaces de suites de Kéthe. On présente également deux importantes classes
d’espaces de suites de Kothe sur lesquelles la dimension diamétrale est un invariant linéaire topo-
logique complet (les espaces de séries de puissances et la classe de Dragilev). De plus, on introduit
et on démontre les caractérisations des espaces de Schwartz et des espaces nucléaires en termes de
dimension diamétrale.
Dans le troisiéme chapitre, on présente et étudie les propriétés (DN) et (£2) de Dietmar Vogt. On
applique celles-ci dans le cadre des espaces échelonnés de Kothe.
Enfin, le dernier chapitre est consacré aux espaces S”, ot nous résumons les propriétés déja connues
de ces espaces et oul nous présentons un résultat concernant les invariants (DN) et ().

Signalons aussi qu'une annexe est disponible aprés ces quatre chapitres, ot 'on rappelle divers
résultats d’analyse fonctionnelle utilisés au cours du mémoire.

Terminons cette introduction par installer plusieurs notations qui vont étre employées tout
au long de ce travail. Ainsi, nous utiliserons les notations francophones concernant les naturels :
nous désignerons par N ’ensemble des nombres naturels, 0 compris, tandis que Ny représentera
I’ensemble des nombres entiers strictement positifs. Ensuite, nous noterons respectivement cq et
lo Vensemble des suites de complexes convergeant vers 0 et ’ensemble des suites de complexes
bornées, tous deux munis de la topologie définie par la norme

[l = € > sup |&nl-
neN



Enfin, si p > 0, on désignera par [, I’ensemble

+oo
{§ eC": ) el < +oo},

n=0

muni de la topologie définie par la min{1, p}-norme

+o00 1/p
-l + &p = [0, +o0[: € = (Z §n|p> :

n=0

Faisons néanmoins remarquer au lecteur que ’ensemble des écritures employées dans ce mémoire
est répertorié dans un index situé a la fin du manuscrit.
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Chapitre 1

Les espaces de suites de Kothe

Nous allons passer a une courte introduction des espaces de suites de Kéthe. Ceux-ci constituent
un exemple fondamental dans I’étude de la dimension diamétrale et des invariants (DN) et (),
comme nous Pavons déja expliqué. La définition présentée ici est due & Terzioglu ([27]).

1.1 Les espaces admissibles

Afin de simplifier les écritures, nous allons employer de nouvelles notations. D’abord, si 1 et £
sont deux suites complexes, on notera n¢ la suite (7,&n )nen-
Ensuite, si k € N, on désignera par e la suite (3k,,)nen, OU Ok, est le symbole de Kronecker

défini par
e — 1sik=n
kn =1 0 sinon.

Avant de donner la définition des espaces de suites de Kothe, nous devons commencer par
introduire une notion particuliére d’espaces de Banach.

Définition 1.1.1. Un espace de Banach (I, ||.||;) de suites de nombres complexes sera dit admissible
s’il vérifie les deux conditions suivantes :

(i) pour tous £ € loo, n El,on an €l et

€nlle < 11€llicInll2;

(ii) pour tout k € N, la suite e, est un élément de [ et ||ex||; = 1.
Exemples 1.1.1. Les espaces I, (pour p > 1), I et ¢o sont bien str des espaces admissibles.

Ces espaces constituent les principaux exemples d’espaces admissibles (comme nous le verrons
par la suite, ils permettent de retrouver la définition des espaces échelonnés de Kothe). Néanmoins,
ils ne sont pas les seuls espaces admissibles. Nous considérons un exemple plus "exotique" dans le
prochain paragraphe (cité dans [27] et tiré de [17,[19]). Cela explique en quoi les espaces de suites
de Kothe définis dans [27] constituent une généralisation des espaces échelonnés de Kothe.

Définition 1.1.2. Une fonction M : [0, +00[— [0, +00[ est une fonction d’Orlicz si M est convexe,
M(0) =0 et
lim M(z) = 4o0.

T—r+0o0

On obtient dés lors un premier lemme.

Lemme 1.1.1. Si M est une fonction d’Orlicz, alors M est continu, croissant et vérifie, lorsque
x € [0, +00],
M(Az) < AM(z) si A €[0,1]
{ C M(z) < M(Cx) si C > 1.
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Démonstration. Par les propriétés des fonctions convexes, on sait que M est continu. Soit alors
x € [0,+00] et A € [0,1]. Dans ce cas, on a

MAz) = MMz + (1 —X)0) < AM(z) + (1 — A)M(0) = AM(z)
puisque M est une fonction convexe. Si, maintenant, C' € [1,+o0], alors 1/C € [0,1] et, par le
point précédent,

C M) =CM (é(cu;)) < M(Cu).
Enfin, si y € [0, 400[ est tel que 2 < y, alors il existe p € [0,1] tel que z = py. Dés lors, il vient
M(x) = M(py) < pM(y) < M(y).
Par conséquent, la fonction M est croissante et le lemme est démontré. O

Définition 1.1.3. Au moyen d’une fonction d’Orlicz M, on définit l’espace de suites d’Orlicz
(associé & M) par

+oo
Iy = {5 e CV:3r >0 tel que ZM(\&H/T} < —I—oo}.

n=0

On vérifie sans difficulté qu’il s’agit d’un espace vectoriel sur C. On munit alors [;; de la norme
|||l définie par

+oo
1€ll15, = inf {T >0:) M(|éal/r) < 1} ;
n=0

lorsque & € Ipr. L'espace (I, ||-||1,,) est alors un espace de Banach.

Les espaces de suites d’Orlicz sont utilisés dans le cadre de I’étude des espaces de Banach
possédant une base symétrique (voir par exemple [I7, [19]). Quant & nous, & partir des définitions
données ci-dessus (tirées de [I7, [19]), nous allons montrer que ces espaces constituent des espaces
admissibles sous certaines conditions.

Lemme 1.1.2. Soit M wune fonction d’Orlicz. Si €& € lo et sim € Iy, alors En € Iy et on a
I€nllnr < N1€ e 11l -

Démonstration. Soit r > 0 tel que
+oo
Z M(|nnl/r) <1
n=0

Dans ce cas, on a

+o0o
[€nttn | 1€l 174 )
;_:OM<I£|1J) ZM( €lir > ZM (Innl/r)

n=0

D’ou la conclusion. O
Lemme 1.1.3. Soit M une fonction d’Orlicz. Pour tout nyo € N, ep, €l et on a

llenglliy, = nf{r >0: M(1/r) <1}.
Démonstration. Sir > 0, on a bien sir

“+oo
> M (I(eno), | /r) = M(1/r),
n=0

donc ey, € lpr et |lenglliy, = inf{r >0: M(1/r) <1}. O
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Lemme 1.1.4. Pour une fonction d’Orlicz M, on o inf{r > 0: M(1/r) <1} =1 si et seulement
st M(1)=1.

Démonstration. Supposons que inf{r > 0 : M(1/r) < 1} = 1. Comme, pour tout ¢ € |0, 1], on
a M(1/(1 —¢€)) > 1, cela implique que M(1) > 1. De plus, M est continu : on doit donc avoir
M(1) < 1. Au total, M(1) = 1.

Passons a la réciproque et supposons que M (1) = 1. 1l suffit de prouver que M(1/rg) > 1
lorsque ro € ]0,1[ : on conclut alors car 1 € {r > 0: M(1/r) <1} C [1, 400l
Or, grace aux propriétés des fonctions d’Orlicz, on a

1 1
l<—= %M(l) < M(1/rg).

To
O

En rassemblant les informations collectées dans les trois lemmes précédents, on obtient la
proposition suivante.

Proposition 1.1.1. Soit M une fonction d’Orlicz. L’espace Iy est admissible si et seulement si
M(1)=1.

Remarque 1.1.1. Il est dés lors possible de définir des espaces admissibles & partir de fonctions
d’Orlicz prenant la valeur 1 en 1, comme par exemple

e’ —1

M : [0, 4o00[— [0, +o0]: z — 1

Néanmoins, remarquons que nous connaissons déja de tels espaces. En effet, si p > 1, il est facile
de voir que la fonction d’Orlicz

M, : [0, +o0[— [0, +o0[: & — 2P
a pour espace de suites d’Orlicz associé I'espace (I, |.||1, )-

Maintenant que nous avons traité ce dernier exemple, nous pouvons entamer une bréve étude
des espaces admissibles généraux. La proposition suivante s’obtient directement & partir de la
définition de ces espaces.

Proposition 1.1.2. Soit (1, |.]|;) un espace admissible. Si & € 1 et n e CY sont tels que

0l < [6nl
pour tout n € N, alors €l et ||n|; < ||£]l:-
Proposition 1.1.3. Soit (1,]|.]];) un espace admissible. Alors on a les inclusions l; C 1l C lo. De
plus, ||l < |I-lli surl et ||.|li < ||.lliy surli. En particulier, les injections Iy — 1 et | — lo sont

continues et la topologie de | est plus forte que celle induite par C" .

Démonstration. 1) Commengons par le point concernant le lien entre I et l,,. Soient & € I
et ng € N. La suite &,,en, € [ est telle que [[Eng€nglli = |€no|, par définition des espaces
admissibles. De plus, pour tout n € N, on a évidemment |(&,,€n,)n| < |€n], donc, par la
proposition précédente, on a

[&nal < M€ 12

D’otu la thése.

2) Passons a l'inclusion de I3 dans . Soit £ € Iy et considérons la série Z::a &nen de 1. Notons
que si p,q € Netsip<gq, alors on a

q

Enn
P

q
<>l
. =P

n=
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donc la série Z:OB &nen est de Cauchy dans [. Puisque [ est complet, elle converge dans .
Cette convergence se faisant également dans C, on en déduit que la limite en question doit
étre égale & €. Ainsi, £ € [ et on a

€1l =

+oo
Z Enen
n=0

“+oo
<3 leal = [l
l

n=0

Nous pouvons maintenant passer aux espaces de suites de Kothe.

1.2 Définition et propriétés de base des espaces de suites de
Kothe

Définition 1.2.1. Une partie A de CY est un ensemble de Kithe si
(i) pour tout o € A et tout n € N, o, > 0,
(ii) pour tout n € N, il existe a € A avec o, > 0,
(iii) pour tous «, B € A, il existe v € A tel que
sup{ o, ﬂn} < Tn
quel que soit n € N.

Définition 1.2.2. Etant donné un ensemble de Kéthe A et un espace admissible (1,].];), on
appelle espace de suites de Kdthe associé a | et a A I'ensemble

M(A):={cecC:VaecAatel}.

Les espaces échelonnés de Kothe, quant & eux, sont des espaces de suites classiques apparaissant
régulierement dans la littérature ([5]). Ils peuvent en fait étre vus comme des espaces de suites de
Ko6the comme définis ci-dessus. Ainsi, a l’avenir, si p > 1, on posera

Ap(A) := A7 (A), Ao (A) := Ao (A) et \g(A) := A (A)

et ces espaces seront appelés espaces échelonnés (de Kothe) associés a A, respectivement d’ordre
p, d’ordre infini et d’ordre 0. De plus, si A n’est constitué que d’un seul élément a, on écrira plutot

ly(a) == )\ZP(A), loo(a) == /\l°°(A) et co(a) := A (A4).

Passons a I’étude des propriétés de base des espaces de suites de Kéthe. Pour le reste de cette
section, on se fixe un ensemble de Kothe A et un espace admissible (I, ||.||;).

Proposition 1.2.1. L’ensemble \'(A) est un sous-espace vectoriel de cN.
Démonstration. C’est trivial. O
On peut alors munir A'(A) d’une topologie. Si a € A4, il est clair que I’application
Pa : A(A) = [0, +oof : € = [|ag],

est une semi-norme sur A'(A4). Nous noterons B, la semi-boule ouverte de A'(A) de centre 0 et
de rayon 1 associée & cette semi-norme. Soit alors ’ensemble de semi-normes

PL={p, :ac A}

Grace a la propriété (iii) des ensembles de Kéthe, il est immédiat de noter que P} est un ensemble
filtrant de semi-normes sur \'(A). Par conséquent, il est licite de munir A\'(A) de la topologie
localement convexe définie par Pf4.
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Exemples 1.2.1. (i) Si A n’est constitué que de suites constantes positives, alors on a bien sfir
M(A) =1.
Il est méme facile de voir que la topologie de [ coincide avec celle définie par PA.
(ii) Si A= {Zﬁzo en: k€ N}, alors
M(A) =c™
et \'(A) a la méme topologie que C".

Passons & une étude topologique de I'espace (A\(A), P}). La proposition suivante est directe,
vu ce qui précéde.

Proposition 1.2.2. La topologie de \'(A) est plus forte que celle que lui induit CN. Qui plus est,
on a

M(4) €N (A) C Aoo(4)
et les injections A (A) — N (A) et N(A) — Ao (A) sont continues.
Proposition 1.2.3. L’espace localement convere (\(A), P}) est séparé.

Démonstration. C’est immédiat, puisque la topologie de A'(A) est plus forte que la topologie
séparée induite par CV. O

Proposition 1.2.4. L’espace localement conveze (A\'(A), PY) est complet.

Démonstration. Soit (€5)pep une suite généralisée de Cauchy de A'(A). On va montrer qu'elle
converge dans A (A).

Comme la topologie de A'(A) est plus forte que celle induite par CV, la suite généralisée (&s)peB
est de Cauchy dans CV et converge donc vers une suite & dans C.

Or, bien sdr, si o € A, la suite généralisée (aép)pep est de Cauchy dans [ et ainsi converge vers
une suite 7, € l. La convergence se faisant également dans (CN, on en déduit que af = 1.

Par conséquent, & € M(A) et la suite (£5)pep converge vers & dans A(A), ce qui méne a la
conclusion. O

Proposition 1.2.5. Si A est en outre un ensemble dénombrable, alors l’espace localement convexe
(AL(A), P) est a semi-normes dénombrables. En particulier, cet espace est de Fréchet.

Démonstration. C’est immédiat, vu les résultats qui précédent. O

Remarque 1.2.1. Certains auteurs définissent directement les espaces de suites de Kothe a partir
d’ensembles de Kothe dénombrables. Ainsi, si ’on considére un ensemble de Kothe de la forme

A ={ay : k € N},

ces auteurs parlent plutot d’une matrice de Kothe. C’est notamment le cas de Bierstedt et Bonet
(|5]), de Grachev ([14]) et de Vogt (|32]). Dans cette situation, nous adopterons, a l'instar de
Bierstedt et de Bonet ([f]), la notation

A = (ak)ken
pour désigner une telle matrice de Kothe.

Dés lors, afin de simplifier les écritures, on notera pﬁc la semi-norme pék, si k € N. Dans les cas
particuliers ot [ = ¢y, l =1y (¢ > 1) ou | = [, on notera alors respectivement ladite semi-norme
p% pi et pi°. Lorsque le contexte est clair et que [ est sous-entendu, on la notera méme py.

Parmi des exemples classiques d’espaces échelonnés de Kothe, on peut citer I'espace s, qui
jouera un role important au sein des espaces nucléaires.
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Définition 1.2.3. Soit la matrice de Kothe

Ag = (((” + 1)k)nEN)keN'

L’espace A1(As) est appelé lespace des suites a décroissance rapide. 11 est noté s.

Nous allons maintenant voir deux autres exemples d’espaces échelonnés de Kothe au travers
de deux propositions fort intéressantes pour la suite de notre travail.

Proposition 1.2.6. Si [’on considére la matrice de Kothe

0= ((e7/")uen)

keNy ’

alors ’espace échelonné de Kothe A1(O) est isomorphe (en tant qu’espace localement convexe) a
Pespace O(D(0,1)) des fonctions holomorphes sur le disque ouvert D(0,1) ={z € C: |z| < 1}.

Démonstration. On vérifie sans peine que O est bien une matrice de Kéthe.
Si f € O(D(0,1)), alors

100 £(n)
n=0 :

pour tout z € D(0,1) et la série du membre de droite converge normalement sur tout compact de
D(0,1). En particulier, si k € No, la série

*f 170

n!
n=0

(n)
converge absolument. Par conséquent, la suite (fT(O)) est un élément de A\;(O). On peut
’ neN
donc légitimement définir 'application

Fm(0)
®:0(D(0,1)) > M(O): f— ' .
n: neN
Pour conclure, il suffit de montrer que c¢’est un isomorphisme d’espaces localement convexes. Bien
stir, 'application @ est injective et linéaire. Ensuite, elle surjective. De fait, si £ € A\1(O), il est
facile de vérifier que la série

“+o0
Z Z 2"
n=0

converge uniformément sur tout compact de D(0, 1) et définit donc une fonction f holomorphe sur
D(0,1). Par unicité du développement de Taylor, on a alors ®(f) = £. Dés lors, il ne nous reste
plus qu’a montrer que ® est un homéomorphisme.

Commengons par montrer que application ® : O(D(0,1)) — A1(O) est continue. Rappelons que
si f € O(D(0,1)), sin € Netsir €]0,1], la formule de représentation de Cauchy appliquée aux
dérivées d’une fonction holomorphe donne

| 2m 6 ) | 27 i0
F(0) = = / ) egg = ™[I0
0

- 2% pn+l ei(n+1)9 2 0 rn 6in9 .

Qui plus est, dans les mémes conditions et si n > 1, remarquons que

27 27
L 1 ) X . 1
f(re®®)e™?dp = — Fre?yrn=1ein =100 gg — — / f(z)z"tdz =0,
0 ™ Jo e Jeo,r)
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par le théoréme de Cauchy (ou C(0,r) désigne le cercle de C de centre 0 et de rayon r). Ainsi, si

k € Ng, en prenant r = e_l/(%), on trouve

+oo
™0 .
pe@() = 3 |10 o
n=0 .
oo pom i0
_ 1 fre®) | oo,
o %7;) /,aneine do|r
1 +oo 2 . .
=5 Fre®)eindg) v
2 =)o
1 [T g2 2\ /2 /100 1/2
< — f(rew)efmode r2n
1 too 27 " o o\ 1/2
T on(1 — r2)1/2 e do
2 (1 — 12)1/2 n;m | f(ree
1 +oo 1/2
i. in. 2
- 27r(1—r2)1/2< D < fre) €™ >ragom| )
1 i.
- m”f(re MLz (j0,271)
1
< i S f(2)]
2r(1—r2)12 |2,

quel que soit f € O(D(0,1)), ce qui suffit. Montrons enfin que 'application

+oo
D71 A (0) = O(D(0,1)) : € (z = gm)

n=0
est continue. Si K est un compact de D(0,1), alors, pour £ € A;(O), on a

+oo

sup(® 1 (€)) = sup | > £p2"
K 0

zeEK

n=

—+oo n
< ;::Olinl (SEE'ZO
< p(§),

ol k € Ny est tel que e~ /%

D’ou la conclusion.

> sup,c |2|-

La proposition suivante se démontre de la méme maniére.

Proposition 1.2.7. Si l’on considére la matrice de Kothe

o' = ((enk)nEN)keN )

alors Uespace échelonné de Kothe A1(O') est isomorphe (en tant qu’espace localement convere) a

Uespace O(C) des fonctions holomorphes sur C.

Terminons cette section par une caractérisation des égalités entre espaces de suites de Kothe.

Pour ce faire, considérons la définition suivante.
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Définition 1.2.4. Soient A = (ag)ren et B = (bg)ren deux matrices de Kothe. On dit que A et
B sont des matrices équivalentes si elles vérifient les deux conditions suivantes :

(i) pour tout k € N, il existe C' > 0 et j € N tels que ax(n) < Cbj(n) pour tout n € N;
(ii) pour tout k € N, il existe C' > 0 et j € N tels que bx(n) < Ca;(n) pour tout n € N.

On obtient la propriété suivante.

Proposition 1.2.8. Soient A = (ai)ren et B = (bg)ren deux matrices de Kothe et soit (1, ||.]];) un
espace admissible. Alors \'(A) = \{(B) algébriquement si et seulement si les matrices A et B sont
équivalentes. En particulier, lorsqu’on a une telle égalité, alors )\l/(A) = )\l/(B) algébriquement et
topologiquement, quel que soit ’espace admissible I'.

Démonstration. Avant de démontrer la proposition & proprement parler, remarquons qu’une égalité
algébrique du type )\l(A) = )\Z(B) implique que ces deux espaces ont méme topologie. C’est une
simple conséquence du théoréme du graphe fermé, puisqu’on a un espace vectoriel pouvant étre
muni de deux topologies de Fréchet, toutes deux plus fortes que la topologie séparée induite par
CN. Le cas particulier de 1’énoncé deviendra dés lors direct une fois que 'équivalence sera prouvée.

La condition est nécessaire. Supposons que \'(A) = A\(B) algébriquement (et donc topologi-
quement). Cela implique que 'injection A\;(A) — Aoo(B) est continue. Ainsi, si k € N, il existe
j€Net C >0 tels que [|bréli. < Cllajélli, quel que soit & € Al(A). Dés lors, on a

br(n) < Ca,;(n)

pour tout n € N (en prenant £ = e,,).
On montre de méme que, si k' € N, il existe 5’ € N et C’ > 0 tels que ag/(n) < C'bj(n) pour tout
n € N, ce qui permet de conclure.

La condition est suffisante. Supposons que & € M (B). Fixons k € N. On sait alors qu'il existe
j€Net C >0 tels que ax(n) < Cb;(n) pour tout n € N. Donc |ax(n)é,| < C|bj(n)&,| pour tout
n € N. Dés lors, par la proposition on en déduit que (ag(n)&,)nen € I. On ainsi prouvé que
M(B) c M(A). L’autre inclusion se démontre de la méme maniére.

O

1.3 Les propriétés classiques des espaces échelonnés de Kothe

Comme indiqué dans I'introduction, les espaces de Kéthe pourront s’avérer utiles dans 1’étude
des espaces S”. C’est pour cette raison que nous allons maintenant rassembler plusieurs définitions
de propriétés classiques de I’analyse fonctionnelle et que nous allons ensuite citer les résultats déja
connus dans le cadre des espaces échelonnés de Kéthe.

Commengons par la notion d’espaces tonnelés, extraite de [23].

Définition 1.3.1. Soit F un espace localement convexe. Un tonneau de E est une partie fermée,
absolument convexe et absorbante de E. En outre, on dira que E est un espace tonnelé si tout
tonneau de F est un voisinage de 0 dans FE.

On peut par exemple montrer que tout espace de Fréchet est tonnelé. Plus généralement, tout
espace ultrabornologique est tonnelé (voir la définition dans 'annexe).
Nous sommes alors amenés a considérer les définitions suivantes, extraites de [5l 12} 20].

Définition 1.3.2. Soit E un espace localement convexe et soit V(E) une base de voisinages
absolument convexes de 0 dans E. Notons également U(FE) l'ensemble des voisinages absolument
convexes fermés de 0 dans E. Alors on dira que F est un espace

(i) distingué si son dual fort Ej est tonnelé.

(ii) semi-réflexif sile dual de son dual fort (noté E”) peut étre identifié algébriquement & E (via
le plongement canonique de FE dans E”, & savoir Papplication J : E — E"” : x — J(x), ou
J(x)[2'] =2/ (x) sia’ € E');
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(iii) réflexif si le dual fort de son dual fort peut étre identifié topologiquement a E (via le
plongement canonique de E dans E");

(iv) semi-Montel si tout ensemble borné de E est relativement compact ;
(v) de Montel si E est semi-Montel et tonnelé;

(vi) satisfaisant la condition de densité si, pour toute application ¢ : U(E) — ]0,+oo[ et pour
tout V € U(E), il existe une partie finie F' de U(F) et un borné absolument convexe B de
FE tels que
() sU)U Cc B+V;
UeF

(vil) quasi-normable si, pour tout V € V(E), il existe U € V(FE) tel que U C V et tel que, pour
tout § > 0, il existe un borné B de E tel que U C §V + B.

Il existe deux autres types d’espaces "classiques" qui peuvent étre ajoutés a la liste précédente,
a savoir les espaces de Schwartz et les espaces nucléaires. Comme nous 'avons déja expliqué, la
dimension diamétrale permet de caractériser ces espaces et c¢’est pourquoi nous étudierons ceux-ci
dans le chapitre consacré a la dimension diamétrale. Nous renvoyons donc le lecteur a ce chapitre
pour prendre connaissance des définitions de ces espaces (cf. définitions et [2.7.3)). Reprenons
néamoins le graphique présenté dans [12] et représentant les relations entre ces propriétés au niveau
des espaces de Fréchet :

Montel Reéflexif

" T

Nucléaire —— Schwartz Distingué

\ /

Quasi-normable —— Condition de densité

ou la fleche "—" indique une implication.
Introduisons quelques notations utiles dans la suite.

Définition 1.3.3. Soit A = (ay)ren une suite de |0, +o0o[" (on parlera, par abus de langage, d'une
matrice) ainsi que p € [1, +oo[. Dans ce cas, on pose

kp(A) = U Ip(ar), keo(A) := U loo(ag) et ko(A) := U colag).
kEN keN kEN
On parle d’espaces co-échelonnés de Kithe, respectivement d’ordre p, d’ordre oo et d’ordre 0.
Remarquons qu’on peut obtenir une propriété similaire & la proposition [[.2.8]

Lemme 1.3.1. Soient A = (ax)ken et B = (by)ken deux matrices de Kothe telles que ar(n) > 0
et bi(n) > 0 pour tous k,n € N et soit (I,|.]l;) un espace admissible. Notons V4 la matrice
(1/ar(n))nen)pen €t Ve la matrice ((1/bg(n))nen)yen- Deés lors, si keo(Va) = koo(VB), on a
A(A) = N(B) algébriquement et topologiquement.

Démonstration. Par hypothése, on a

Ufeee (i) st = U= ) =)

keN

Ainsi, si k € N, la suite a; est bien str un élément de ces deux ensembles et il existe donc un
j € N tel la suite (ag(n)/b;j(n))nen est un élément de lo,. Donc il existe un C' > 0 pour lequel
ar(n) < Cb;(n), quel que soit n € N. Par symétrie, cela implique que les matrices A et B sont
équivalentes et on conclut alors par la proposition |1.2.8 O
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Nous allons maintenant citer les résultats développés dans [5] et [6]. Fixons A = (ag)ken une
matrice de Kéthe telle que ax(n) > 0 et ax(n) < agy1(n) pour tous k,n € N. Dans cette situation,
de fagon similaire a I’énoncé du lemme nous notons V' la matrice de Kothe (vg)ren, avec
vg(n) = 1/ag(n) si k,n € N. Nous allons alors considérer les ensembles k,(V) (p € [1,+00]),
koo (V') et ko(V') définis ci-dessus, mais nous allons les munir d’une topologie. Formellement, nous
les munissons de la topologie de la limite inductive, c’est-a-dire

kp(V) = ind p(v7), koo(V) = ind loc(vj) et ko(V) = ind co(v;).

Remarque 1.3.1. Nous donnons ces définitions topologiques juste pour information. Dans les
prochains chapitres, lorsque cela s’avérera nécessaire, nous adopterons des approches plus clas-
siques sans utiliser les propriétés des limites inductives.

Gréce a cela, nous arrivons & un premier théoréme concernant le caractére réflexif et distingué
des espaces échelonnés de Kothe (|5 [6]).

1 1
Théoréme 1.3.1. (i) Fizons p € ]1,+o0[. Dans ce cas, si q € |1,4+00[ est tel que — + — =1,
alors (A, (A)); = kq(V) et (kq(V))p = Ap(A). De plus, \,(A) est un espace réflexif.
(i) On a (Mo(A)), =k1(V) et (Mo(A))}), = Ao(A). De plus, Mo(A) est distingué.
(i11) L’espace A\1(A) est distingué si et seulement si (A1(A))} = koo(A) topologiquement, I’égalité

algébrique étant toujours vraie.

11 est possible d’aller plus loin dans ’étude des conditions permettant a I'espace A1 (A) d’étre
distingué. Pour ce faire, nous avons besoin d’une nouvelle définition.

Définition 1.3.4. La matrice V vérifie la condition (D) s'il existe une suite croissante (P, )men
de parties de N telle que

vi(n) 0.
vg(n)
b) pour tout k € N et toute partie P de N telle que P N (N\P,,) # () quel que soit m € N, on

v;(n)

peut trouver un j € N pour lequel on a j > k et inf,cp —— =
Uk

a) pour tout m € N, il existe k € N avec, pour chaque j € N tel que j > k, inf,,¢p,,

On obtient alors le prochain théoréme ([5]).

Théoréme 1.3.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la matrice V vérifie la condition (D) ;
(ii) Uespace \1(A) est distingué;

(i11) sip € {0} UL, +o0[, Uespace \,(A) satisfait la condition de densité;
(iv) Uespace Ao (A) est distingué.

Continuons notre étude et passons aux espaces échelonnés de Kéthe quasinormables. Commen-
cons par une définition.

Définition 1.3.5. La matrice V est dite réguliérement décroissante si, pour tout k € N, il existe
un j € N tel que j > k et tel que, pour toute partie P de N, on a I'implication

inf 20 o gy Yl
neP v (n) neP vg(n)

>0Vm > j.

Cela donne alors le théoréme suivant ([5], [6]).

Théoréme 1.3.3. Soit p € {0} U [1,+oo[ U {cc}. Alors lespace A\,(A) est quasinormable si et
seulement si la matrice V' est régulierement décroissante.
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Il reste alors a traiter le cas des espaces de Montel. Dans ce cas, nous sommes amenés a
considérer la prochaine définition.

Définition 1.3.6. On dit que la matrice V' (ou méme la matrice A) vérifie la condition (M) si,
pour toute partie infinie P de N et tout k£ € N, il existe un j € N avec 7 > k tel que

g W) e ()

nepP Uk<n) nepP aj(n)

Citons une proposition intéressante vis-a-vis de la condition (M) ([6]).
Proposition 1.3.1. La matrice A vérifie la condition (M) si et seulement si A\g(A) = Ao (A).
Nous obtenons ainsi un nouveau théoréme.

Théoréme 1.3.4. Soit p € {0} UL, +oo[ U{oo}. Alors lespace Ap(A) est un espace de Montel si
et seulement si la matrice A vérifie la condition (M), ou encore si et seulement si A\g(A) = Ao (A).

Enfin, il est également possible de caractériser les espaces échelonnés de Kéthe qui sont de
Schwartz ou nucléaires, comme annoncé précédemment. Grace a la dimension diamétrale, il est
méme possible de le faire dans le cadre général des espaces de suites de Kéthe définis par Terzioglu
dans [27]. Nous renvoyons le lecteur au chapitre suivant (cf. les théorémes et . Qui plus
est, il est également possible de caractériser les invariants (DN) et (2) dans le cadre des espaces

échelonnés de Kothe (cf. les propositions et [3.2.4).

Remarque 1.3.2. Une question naturelle serait de savoir s’il serait possible d’adapter les pré-
cédentes caractérisations aux espaces de suites de Kothe de Terzioglu (|27]). La réponse a cette
question est toujours inconnue et nous y réfléchissons encore. Une fagon de procéder consisterait
a généraliser les preuves développées dans [6] au cas des espaces de suites de Kéthe (si possible).
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Chapitre 2

Dimension diamétrale et application
aux espaces de suites de Kothe

Passons maintenant a 1’étude détaillée de la notion de dimension diamétrale. Nous montrerons
ainsi qu’il s’agit d’un invariant topologique et nous établirons les liens existant entre la dimension
diamétrale et les notions d’espaces de Schwartz et d’espaces nucléaires. Nous en profiterons pour
appliquer les résultats obtenus dans le cadre des espaces de suites de Kothe et ainsi compléter la
liste des propriétés classiques des espaces échelonnés de Kéthe que nous avons présentée dans le
chapitre précédent.

La dimension diamétrale d’un espace vectoriel topologique est en fait un espace vectoriel consti-
tué de suites complexes. Sa définition repose sur la notion de diamétres de Kolmogorov et c’est
pourquoi nous débutons ce chapitre par une étude de ceux-ci.

2.1 Diamétres de Kolmogorov

Dans cette section, on se donne un espace vectoriel E sur C ainsi que deux parties U et V de
E qui sont telles qu’il existe un p > 0 vérifiant U C pV.
Dans la suite, si n € N, nous désignerons par L, (F) I'ensemble des sous-espaces vectoriels de E
de dimension inférieure ou égale a n.

Définition 2.1.1. Soit n € N. On appelle n®™¢ diamétre de Kolmogorov de U par rapport a V le
nombre
(U, V)=inf{6 > 0:3F € L,(E) tel que U C 6V + F'}.

Remarque 2.1.1. Cette définition a un sens. En effet, pour tout n € N, le singleton {0} est un
éléement de £, (F) et vérifie U C uV + {0}, ce qui implique que ’ensemble

{6§>0:3F € L,(FE) tel que U C 6V + F}
est non vide. De plus, il est clairement minoré par 0.

Remarque 2.1.2. Dans la définition de 4,,(U,V) (pour n € N), on peut remplacer 'expression
L, (E) par L,(>V <), ou >V <; désigne l'enveloppe linéaire de V.

En effet, supposons que § > 0 et F' € L, (E) sont tels que U C 6V + F. Si u € U, alors il existe
veVet feF tels que u=dv+ f, dou

f=u—-90velU-6VCuV-Vve>V<.

Ainsi, f est un élément de F'N > V <; et on peut donc bien supposer que F' est un sous-espace
vectoriel de > V' <.

Nous pouvons maintenant passer aux propriétés de base des diamétres de Kolmogorov.

13
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Lemme 2.1.1. Pour toutn € N, on a

(1) 6p+1(U, V) < 6,(U, V),

(2) 0<6,(U,V)<p.
En particulier, la suite (6,(U,V))nen converge en décroissant vers un réel positif inférieur ou égal
G .

Démonstration. Le point (1) est clair, vu la définition, tandis que le point (2) découle directement
de la remarque 2.1.1] O

Le lemme suivant est immeédiat.

Lemme 2.1.2. Si Uy et Vy sont deux parties de E vérifiant Uy C U et V C Vj, alors, pour tout
neN, ona

En particulier, on a aussi
0n(Uo, V) < 6,(U,V) et 6,(U, Vo) < 0,(U, V).

Lemme 2.1.3. Soit W une partie de E pour laquelle il existe un v > 0 tel que V. C vW et soient
m,n € N. Dans ces conditions, on a

St (U, W) < 6 (U, V)6, (V,W).

Démonstration. L’expression 0,4, (U, W) a bien un sens, vu que U C uvW. Fixons alors §;, 62 > 0
et Fy € L,(E), Fo € Ln(FE) tels que U C 51V + Fy et V. C W + Fy. Par conséquent, on a
U C 61(02W + F») + Fi, ou encore

U C 610oW + Fy + Fo.
Cela meéne a la conclusion, vu que Fy + F» € L, (E). O
Lemme 2.1.4. Si A\, v > 0, alors

A

;(5n(U, V) =0, (AU, vV)

Démonstration. Nous allons procéder en deux étapes.

(i) Soient 6 >0 et F € L,(E) tels que AU C 0(vV') + F. Par conséquent, il vient U C {6V + F'.
On en déduit donc I'inégalité 6, (U, V) < §0. Cela permet alors d’écrire

A
;5n(U, V) <8, (AU, VV).
(ii) Vu le point précédent, on a
1/A
25N,V = 1fycsn(w, VW) < 6,(U V).

Deés lors, on obtient %(5n(U, V) > 6, (AU, vV). Dot la conclusion.

>

O

Lemme 2.1.5. Si U’ est une partie de E pour laquelle il existe p',v > 0 avec U' C p'V et
U c vU’, alors
(U, V) < v, (U, V).

Démonstration. Cela découle directement des lemmes 2.1.2] et 2.1.4] O
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Le lemme suivant, bien que trivial, s’avérera trés utile lors de I’étude de la dimension diamétrale
des espaces vectoriels topologiques sur C de dimension finie.

Lemme 2.1.6. Si la dimension de E est finie, alors
on (U, V) =0,
pour tout n € N tel que n > dim(FE).
Lemme 2.1.7. St F est un autre espace vectoriel sur C et si
T:E—F

est une application linéaire, alors, on a

0, (T(U), T(V)) < 0,(U, V).
En particulier, si T : E — F est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors

o (T(U), T(V)) = 0,(U, V).

Démonstration. L’expression 6, (T(U),T(V)) a bien str un sens, vu que T(U) C pT (V). Soient
d>0et G e Ly(F) tels que U C 6V + G. 1l est alors clair que T(U) C dT(V) + T(G), ou
T(G) € L,(F). Donc

on(T(U),T(V)) <6,

ce qui permet de conclure. Le cas particulier est quant & lui évident. O
Lemme 2.1.8. StV est en outre absolument conveze, on a

0n(U, V) =0,(< U >4, V),
ot < U >4, symbolise l’enveloppe absolument conveze de U.

Démonstration. Vu le lemme il est clair que
0n(U, V) < 0n(< U >4, V).

Soient § > 0 et F' € L,(E) tels que U C §V + F. Puisque V et F sont absolument convexes, il
vient

< U >4.C6V + F.

D’ou la conclusion. O

Nous allons maintenant considérer deux résultats liant précompacité et diameétres de Kolmo-
gorov. Ils joueront un réle crucial par la suite, en particulier au niveau de la caractérisation des
espaces de Schwartz au moyen de la dimension diamétrale. Rappelons d’abord la définition sui-
vante.

Définition 2.1.2. Soit V un sous-ensemble de E. Une partie K de E est précompacte par rapport
a'V (dans E) si, pour tout € > 0, il existe J € Ng et x1,...,x;5 € E tels que K C {z1,...,x;} +eV.

Commengons par une premiére proposition, dont la preuve est inspirée de [32].

Proposition 2.1.1. Soient V' une partie absolument convezxe et absorbante de E et K une partie
de E absorbée par V. Alors K est précompact par rapport a V' si et seulement si on a

(K, V) =0 sin — +oo.
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Démonstration. Supposons d’abord que K est précompact par rapport & V' et fixons un € > 0. On
sait qu'il existe J € Ny et x1, ...,z € K tels que

K C {I,Cl, ...,(EJ} +eV.

Notons alors par F' ’enveloppe linéaire de ’ensemble {x1, ..., 2 }. Il est dés lors immédiat de noter
que F est un élément de £,,(E), pour tout n € N avec n > J. Comme K C eV + F, on en déduit
que, pour tout naturel n supérieur ou égal & J, on a

0n(K, V) <k,

ce qui prouve bien que la suite (8, (K, V))nen converge vers 0.
Passons & la réciproque et supposons que K vérifie la propriété de I’énoncé. Fixons un € > 0.
On sait qu’il existe un N € N tel que, pour tout n € N avec n > N, on a

9
In(K, V) < 1

On en déduit qu’il existe un § > 0 tel que 0 < § et un F' € Ly(F) vérifiant K C 6V + F. En
particulier, puisque V est équilibré, on a

KCZV+F.

Si lon désigne par py la semi-norme de jauge associée & V., il est alors clair que I’ensemble
Fy := FNkerpy est un sous-espace vectoriel de F'. Soit Fy un supplémentaire algébrique de Fy
dans F'. Dans ce cas, on a 'inclusion

Kc%VJng,

puisque Fy C kerpy C §V. Remarquons aussi que la semi-norme py est une norme sur Fj.
Ensuite, on sait qu’il existe un > 0 tel que K C pV. Ainsi, si z € K, il existe v € V, f € Fy
tels que z = Sv + f et on en déduit alors que

€

9 3
— p K—--V Vv V.
f==x 2116 9 Ccu —|—2

Comme V est convexe, on a aussi f € (u + %) V. Au total, on obtient 'inclusion

€ €
KCV+FRn (u+§)v.
Si 'on désigne par G I’ensemble Fy N (,u + %) V', on en déduit que G est un borné de ’espace
(F,py). Comme ce dernier est normé et de dimension finie, il est isomorphe a I’espace (C™,|.])
(ot m est la dimension de Fy). Par conséquent, G est un précompact de l'espace (Fy,py) et il
existe J € Ny et x1,...,x5 € Fy tels que

€
G C {.%'1, ...,.’L‘J} + §V
D’ou
K C {1‘17 "'7'TJ} + 6‘/a
ce qui méne a la conclusion. O
On obtient immédiatement le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.1. Soit E un espace localement conveze et soit K une partie de E. Alors K est
un précompact de E si et seulement si K est borné et si, pour tout voisinage absolument convere
V de 0 dans E, on a

(K, V) =0 sin — +oo.
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Poursuivons par une proposition permettant de réécrire la définition des diamétres de Kolmo-
gorov dans le cas ot I'on dispose d’un ensemble absolument convexe absorbant. Ici, ' désigne de
nouveau un espace vectoriel sur C quelconque. La prochaine preuve est tirée de [16], [32].

Proposition 2.1.2. Si V est une partie absolument convexe absorbante de E et si U est une
partie de E absorbée par V', alors, pour tout n € Ny, on a

0 (U, V)=inf{d >0:I3m € Ny, x1,...., 2, € E avecm <n et U CV+ < A{x1,...; Tm} >ac}

Démonstration. Notons 7, (U, V') le second membre de 1’égalité de I’énoncé.

(i) 1 est facile de voir que v, (U, V) > 0,(U,V), car 'enveloppe absolument convexe d’un en-
semble est incluse dans ’enveloppe linéaire de cet ensemble.

(ii) Cette seconde partie de la preuve repose sur des principes totalement similaires & ceux
employés dans la démonstration de la proposition [2.1.1] Nous ne la détaillerons donc pas
complétement. Soient § > 0 et F' € L,,(F) tels que U C §V + F. Si l'on désigne par Fy un
supplémentaire algébrique de Fy := F'Nkerpy dans F, alors, pour tout € > 0,ona Fy; C 5V
et

UcC(0+¢/2)V + Fs.

De plus, si g > 0 est tel que U C uV, on a
UcC(0+e/2QV+EFn(0+¢e/24 p)V.

Cette derniére inclusion est valable quel que soit le € > 0 choisi. Notons G. l’ensemble
Fon(d+¢e/2+ p)V. Dans ce cas, G est un borné de Uespace (Fz,py), qui est normé et de
dimension finie (inférieure ou égale a n). Par conséquent, G, est un précompact de (Fs, py ) :
dés lors, il existe une partie finie P de Fy telle que G. C P + 5V. Remarquons que P est
inclus dans I’enveloppe absolument convexe de ’ensemble des vecteurs d’une base de F> bien
choisie. Dés lors, il existe z. 1, ..., Zcm € Fo C E, olt m est un naturel non nul inférieur ou
égal a n, tels que
€
GE c< {x571, ~-~7x5,m} >ac +§V
D’ou
UcC (5 + 5)V+ < {xs,la "'7x6,77l} >ac)
ce qui nous prouve que § + & > 7, (U, V). En passant a la limite pour € — 0T, on trouve
0 > vn(U, V). On conclut alors bien que
(U, V) 2 (U, V).
O

Nous pouvons dés lors terminer cette section en considérant le prochain corollaire, valable
lorsque FE est un espace vectoriel topologique sur C.

Corollaire 2.1.1. Soit V' un ensemble absolument conveze, fermé et absorbant de E et soit U
une partie de E absorbée par V. Dans cette situation, sin € N, on a

5, (U, V) =6,(U,V),
ot U désigne ladhérence de U dans E.

Démonstration. Bien sir, Iexpression 6,(U,V) a un sens puisque V est fermé. De plus on sait
déja que 6, (U, V) < 8, (U, V). Il nous reste a prouver I'autre inégalité.

Si n = 0, 'égalité de I’énoncé est claire car, si 6 > 0, on a (U coVeUCcC 5V). On peut donc
supposer n # 0.

Puisque V' est absolument convexe et absorbant, on peut appliquer la proposition précédente.
Soient alors 6 > 0, m € Ny (avec m < n) et 21,...,x;, € E tels que U C V4 < {21, ..., Tm} >ac.
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Notons que l'ensemble G :=< {z1,...,Z;,} >qc est compact. En effet, il est 'image du sous-
ensemble compact {(A1, ..., A\p,) € C™: Z;"Zl |A;| <1} de C™ par I’application continue

D:C™" - E:( Ay Am) = A2+ oo + AT
Ainsi, 6V + G est un fermé de E et donc
UCoVA <{x1, 'y Tm} >ac -
Cela implique que 6, (U, V) < § et, par conséquent, que 6, (U, V) < 6, (U, V). O

2.2 Dimension diamétrale : introduction

Dans cette section, on se donne un espace vectoriel topologique E sur C et on désigne par V(E)
une base de voisinages de 0 dans E.
Définition 2.2.1. La dimension diamétrale de E est I’ensemble

A(E) = {g e CV .YV e V(E) 3U € V(E) tel que U C V et £,6,(U,V) — 0 si n— +oo} .
Remarque 2.2.1. Grace au lemme[2.1.2] il est facile de voir que cette définition est indépendante
de la base de voisinages choisie. Ainsi, la définition a bien un sens.

La proposition suivante est triviale.
Proposition 2.2.1. (1) A(E) est un sous-espace vectoriel de C" .

(2) Si€&eAE) etsineC est tel que
pour tout n € N, alors n € A(E).

Nous allons maintenant étudier une proposition qui s’avérera fort utile pour comparer les
dimensions diamétrales de certains espaces vectoriels topologiques sur C. Pour ce faire, considérons
d’abord la définition suivante.

Définition 2.2.2. Si F est un autre espace vectoriel topologique, alors une application T : E — F
est presqu’ouverte si, pour tout voisinage V' de 0 dans E, T(V) est un voisinage de 0 dans F.

Evidemment, toute application ouverte est presqu’ouverte. La notion d’application presqu’ou-
verte est donc a priori plus faible que celle d’application ouverte. Néanmoins, ces notions sont
équivalentes dans certains cas. Par exemple, Meise et Vogt prouvent que si T : F — G est une
application linéaire, continue et presqu’ouverte, si F' et GG sont deux espaces vectoriels topologiques
métriques et si F' est complet, alors T' est une application ouverte (cf. [20], lemme 8.2).

Une fois cette remarque faite, passons & la prochaine proposition.

Proposition 2.2.2. Si F est un espace vectoriel topologique pour lequel il existe une application
T : E — F linéaire, continue et ouverte, alors

A(E) C A(F).
Le résultat est encore vrai dans le cas particulier ou F' est un espace localement convexe et ot
T:E — F est une application linéaire, continue et presqu’ouverte.

Démonstration. Pour commencer, supposons que 1" : ¥ — F' est une application linéaire et conti-
nue et que E et I sont deux espaces vectoriels topologiques quelconques.

Soit V(F') une base de voisinages de 0 dans F' et soit £ € A(E). Fixons V € V(F'). Puisque T
est continu, on sait qu’il existe un V € V(FE) vérifiant T(Vy) C V. Par définition, il existe un
Uy € V(E) inclus dans V; tel que

&n0n (U, Vo) = 0 si n — +o00.

Nous allons poursuivre notre raisonnement en distinguant les deux situations citées dans 1’énoncé.
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(i) Si, en outre, T est une application ouverte, alors il existe U € V(F) tel que U C T(Uy). Or,
vu les lemmes [2.1.2] et on a

5n(Uu V) S (sn(T(UO)yT(VO)) S 5n(UOa V0)7
d’ou
&non (U, V) = 0 si n — +o0.
Ainsi, £ € A(F).
(ii) Supposons que F est un espace localement convexe et que T est une application pres-
qu’ouverte. On peut alors méme supposer que V(F') est constitué de voisinages absolument

convexes fermés de 0 dans F. Dans ce cas, il existe un U € V(F) tel que U C T(Uy). Comme
V est absolument convexe et fermé, on obtient, grace au corollaire [2.1.1]

5TL(U5 V) S 67L(T(UO)? V) = 6n(T(UO)v V) S 5n(T(U0)7T(Vb)) S 57L(U07 ‘/0)7

ce qui implique, comme au point (i), que £ € A(F). D’ot la conclusion.

O
Passons aux conséquences de cette proposition.

Corollaire 2.2.1. Si (Ey)aca est une famille d’espaces vectoriels topologiques sur C, alors

A (H Ea> C () A(Ea).

a€A acA
Démonstration. De fait, si ag € A, il est bien connu que la projection
Do ° H Ey — Eopy : (Ta)aca F— Tag

acA

est une application linéaire, continue et ouverte. O

Corollaire 2.2.2. Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors
A(E) C A(E/F).
Démonstration. On sait que la projection
7p:E—-E/F:x—x+F

est une application linéaire continue. Si 'on prouve qu’elle est également ouverte, on obtiendra la
conclusion. Or, en se référant a [7], on sait qu’il suffit de montrer que si O est un ouvert de F,
alors ensemble 75, (75(0)) est encore un ouvert de E. C’est direct, car

mp (mp(0)) =0+ F = | J(O+f).
feF

O

Le théoréme suivant, bien que corollaire direct de la proposition 2.2.2] est essentiel. Il est en
effet a lorigine de l'intérét porté a la dimension diamétrale ([33]).

Théoréme 2.2.1. La dimension diamétrale est un invariant linéaire topologique sur la classe des
espaces vectoriels topologiques sur C.

Notons également la propriété suivante.

Proposition 2.2.3. On a
co C A(E)

Démonstration. Cela découle directement du fait que si V' € V(E), alors la suite (6,(V,V))nen
est un élément de I, (lemme [2.1.1)). O
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2.3 Quelques exemples de calculs de dimensions diamétrales

Nous conservons les notations de la section précédente. Nous allons passer en revue des proprié-
tés qui vont nous permettre d’obtenir directement la dimension diamétrale de plusieurs espaces
localement convexes classiques.

Proposition 2.3.1. Si E est de dimension finie, alors
A(E) =C".

Démonstration. C'est immédiat. En effet, si ¢ € CY et si V € V(E), alors
0, (V,V)=0

sin € N est tel que n > dim(F) (vu le lemme [2.1.6) et donc la suite (£,,(V,V))nen converge
trivialement vers 0. O

Remarque 2.3.1. La proposition précédente montre que la dimension diamétrale
A&y — p(CY),

ou &,; désigne la classe des espaces vectoriels topologiques sur C, est un invariant linéaire topolo-
gique non complet.

Par exemple, les espaces vectoriels C? et C*, munis de la topologie euclidienne, ne sont bien
stir pas isomorphes, mais ont tous les deux cN pour dimension diamétrale.

La proposition suivante va également dans ce sens.

Proposition 2.3.2. Si (E, ||.||) est un espace normé de dimension infinie, alors
A(E) = ¢.

Démonstration. Vu la proposition [2.2.3] il suffit de prouver 'inclusion
A(E) C co.

Dans la suite, on note B(r) la boule ouverte de E associée a la norme ||.||, de centre 0 et de rayon
7 > 0. On peut donc prendre pour base de voisinages de 0 dans F I’ensemble

V(E)={B(r):r>0}.

Soit maintenant £ € A(E). Par définition, il existe un r > 0 tel que (£,0,(B(r), B(1))),cn € co-
Puisque B(r) = rB(1), on a, par le lemme 2.1.4|, (£n0n(B(1),B(1))),en € co La suite £ doit dés
lors converger vers 0 dans C, car la suite (8,,(B(1),B(1)))nen ne peut étre un élément de c¢o.
Sinon, B(1) serait un voisinage précompact de 0 dans E, par le théoréme alors que FE est de
dimension infinie.

O
Gréace a ces deux propositions, nous obtenons les exemples suivants.

Exemples 2.3.1. (1) Si K est un compact de R", si A est une partie non vide de R" et si
p > 1, alors les espaces
Co(K), LP(A), L*=(A4), I, I et o
admettent tous ¢y comme dimension diamétrale.
(2) Pour tout n € N, on a
A(C™) =N,

On peut encore donner un autre exemple.
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Exemple 2.3.1. On a
A(CY)y =N,

Démonstration. 11 suffit de prouver I'inclusion
cNcA@h).

On sait qu'un systéme fondamental de semi-normes de C" est donné par ensemble {qi : k € N},
ot, pour k € N, ¢, désigne la semi-norme g, : C~ — [0, 400[: £ — sup{|&ol, -, |€k|}. En notant By
la semi-boule ouverte de centre 0, de rayon 1 et associée a gi (pour un k € N fixé), on va montrer
que 6, (B, By) est nul lorsque n € N est supérieur ou égal & k + 1, ce qui suffit.

Or, quel que soit § > 0, on a évidemment

By, C 6B+ > {eo,...,ex} <i
et comme dim(> {eg,...,ex} <;) =k + 1, on en déduit que
0n(Bg, Br) <9
sin € Nest tel que n > k+ 1. D’ou la thése. U

Un autre exemple fondamental concerne les espaces de Schwartz. En effet, la dimension dia-
métrale, comme nous l'avons déja annoncé, permet de caractériser ces espaces.

Définition 2.3.1. Soit E un espace localement convexe et soit V(F) une base de voisinages
absolument convexes de 0 dans E. On dit que E est un espace de Schwartz si, pour tout V € V(E),
il existe un U € V(E) tel que U C V et tel que U est précompact par rapport a V dans E.

On vérifie sans difficulté que cette définition est indépendante de la base de voisinages absolu-
ment convexes de 0 choisie.

Remarque 2.3.2. Il est également possible d’étendre la définition des espaces de Schwartz au
niveau des espaces vectoriels topologiques en considérant un base de voisinages de 0 quelconque.

Cela étant fait, nous obtenons le théoréme suivant. Il permet de caractériser les espaces de
Schwartz dans le cadre classique des espaces localement convexes.

Théoréme 2.3.1. Soit E un espace vectoriel topologique et soit V(E) une base de voisinages de
0 dans E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout V€ V(E), il existe U € V(E) tel que U CV et (6,(U,V)), ey € €05
(i) loo C A(E);
(iti) co C A(E).
Si, en outre, E est un espace localement conveze et si V(E) une base de voisinages absolument

convezes de 0 dans E, alors les trois conditions précédentes sont équivalentes au fait que E est un
espace de Schwartz.

Démonstration. D’abord, le point (i) implique trivialement le point (ii) et le point (iii) est un
corollaire direct du point (ii). Montrons que le point (iii) implique le point (i).

Par hypotheése, il existe £ € A(E) \ cg. Dés lors, cela signifie en particulier qu’il existe un C' > 0
et une sous-suite (gk(”))neN de & tels que [ n)| > C pour tout n € N.

Soit alors V' € V(FE). On sait qu'il existe un U € V(E) inclus dans V pour lequel la suite
(€00 (U, V))nen est un élément de ¢g. Or, comme

1
Opmy (U, V) < 5|£k(n)5k(n)(Uv V)|

pour tout n € N, cela implique bien str que (04,) (U, V))nen € co. Dés lors, la suite (0, (U, V'))nen
appartient a ¢, vu qu’elle converge dans C.

Dans le cas ou F est un espace localement convexe et ou V(E) est une base de voisinages
absolument convexes de 0 dans F, on vérifie directement que le point (i) est équivalent au fait que
E est un espace de Schwartz, au vu de la proposition D’otu la conclusion. O
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Ainsi, on vient de prouver que, parmi les espaces localement convexes, seuls ceux qui ne sont pas
de Schwartz admettent ¢y comme dimension diamétrale (par la proposition [2.2.3)). En particulier,
on retrouve la propriété suivante, bien connue dans la théorie des espaces de Schwartz.

Corollaire 2.3.1. Si E est un espace normé, alors E est un espace de Schwartz si et seulement
s’il est de dimension finie.

Remarquons également qu’on a démontré qu’il n’existe pas d’espace vectoriel topologique E
tel que ¢g € A(F) C Il ([16]).

2.4 Espaces de suites de Kothe et dimension diamétrale

Dans cette section, nous fixons un espace admissible (I, ||.||;) et un ensemble de Kéthe A. En
reprenant les développements de Terzioglu dans [27], nous allons obtenir la forme exacte de la
dimension diamétrale de I’espace de suites de Kothe A'(A), en utilisant notamment la caractérisa-
tion des espaces de Schwartz vue précédemment. Dans la suite, nous aurons besoin d’une nouvelle
notation. Si o, 3 € A, nous désignerons par a/f la suite dont la n®™€ composante (n € N) vaut

an/Bn st Bn>0et 0sif,=0.
Commencons par une proposition de base indispensable pour poursuivre.

Proposition 2.4.1. Soit n € N et soient K, M deux parties de N dont les cardinauzr vérifient
#K < n et #M = n + 1. Soient également o, 3 € A tels que o; < B quel que soit j € N et
Q>0 stm e M. Dans ce cas, on a

inf{<g)m;meM}<5n< . By ><sup{<g)k:k¢K}.

Démonstration. (1) Pour prouver la premiére inégalité de ’énoncé, on va procéder par ’absurde

et supposer 'existence d'un 6 > 0 avec § < inf { (%) tm € M} et dun F € L, (A(A))

m

vérifiant szﬂ C 0B, + F. Considérons I'application

SN(A) 2 MN(A) 16 D bnem

meM

et posons G := {¢€ € M(A) : S(¢) = ¢}. Notons également g le réel strictement positif
inf{(%) tm € M} Soit £ € G. Alors, sim € M, on a

Bnéonl = 2 o] < Slaménl et 5(6) < T (E)
0 0

On en déduit donc que B, NG C %BPE N G. Or, en appliquant S aux deux membres de
Pinclusion Bp% C 6By + I, on obtient szﬂ NG CdB, NG+ S(F). Dot

1)
BPQQGC(TBPQHG-FS(F).
0

Fixons § € By, NG. On sait qu'il existe fo € S(F) tel que pL(E— fo) < % et £ — fo € G.

2
Or, vu ce qui précéde, on a 5 e NG C ( ) B, NG+ S(F) et, par conséquent, il existe

fi € S(F) avee pl(§ — fo— f1) < (5)%§—ﬁ—ﬁea

Par récurrence, on trouve une suite (f;);en de S(F) telle que, pour tout jo € N,

5 jo+1
phE—fo— .= fy) < <5>
0
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et £ — fo— ... — fj, € G. Remarquons également que p, est une norme sur G car a,, > 0
pour tout m € M. Or S(F') est un sous-espace vectoriel de G de dlmensmn finie, donc c’est
un fermé de l'espace normé (G, p!,). Par conséquent, comme la série Z _o fj converge vers

¢ dans (G, pl,), on en déduit que ¢ € S(F).
On a ainsi montré que B NG C S(F), ce qui implique que G' C S(F) et donc que G = S(F).
D’ou une absurdité, car dlm(G) =n+1>dim(S(F)).

(2) Soit I'application linéaire

. . D vex Erer si K #0
TA%D%Mmygﬁ{ogﬁiﬁ

Notons que si £ € X(A) et si j € N, alors

aste =11 = (5) - T@nl <swn{(5) ke &}l - TN
B j B k
ce qui implique l'inégalité pl (¢ — T(€)) < sup {(%)k o K}plﬁ(f — T(&)). De plus, si
fEBz,onag T(f)eBz pulsque|( —T(&));] <& si j € N. Dés lors, pour un tel &,
il Vlent

e=e-1©+1© s {(§) sk K} By + T,

k

Cela donne la deuxiéme inégalité de I’énoncé.
O

Remarque 2.4.1. Nous avons également montré dans la preuve précédente que si & € N(A),
alors

PL(E— T(€)) < sup { (g)k Y K}plﬁ(f — 7€)

OﬁT;)\l(A)_>)\l(A):£_>{ Ozslieféig%k si K#0

Avant de considérer le corollaire suivant, rappelons qu’une suite £ de nombres complexes est
qualifiée de suite a support fini si elle ne comporte qu’un nombre fini de composantes non nulles.
Dans le cas contraire, on parle de suite a support infini.

Corollaire 2.4.1. Soit n € N et soient o, 8 € A tels que o; < B quel que soit j € N.

a) Sila suite o/ 8 est & support fini, alors
6 (Bys By, ) =0

lorsque n est supérieur ou égal au nombre de composantes non nulles de a/f.

b) Sila suite o/ 5 est décroissante, alors

o (B) = { 5 20

Démonstration.  a) Il s’agit d’une simple conséquence de la proposition [2.4.1} en considérant K
Pensemble des indices correspondant aux composantes non nulles de «/f (ou ’ensemble vide
si a est la suite nulle).

b) Supposons d’abord que a,,, > 0 (et donc que 3, > 0) si m € {0,...,n}. Dans cette situation,
il suffit d’appliquer la proposition en prenant les ensembles K = {0,...,n—1} sin >0
et K =0 sin =0 ainsi que M = {0,...,n}.
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Si 'hypothése précédente n’est pas vérifiée, par décroissance de la suite /3, celle-ci est né-
cessairement & support fini. Dans ce cas, elle ne posséde méme qu’un nombre de composantes
non nulles inférieur ou égal & n. On conclut alors par le point a). Notons qu’on obtient bien
I'égalité de I’énoncé, car (o/f3),, = 0, donc a,, = 0.

O

Le résultat précédent permet d’obtenir directement la dimension diamétrale de certains espaces
de suites de Kothe. Afin d’atteindre cet objectif, considérons la définition suivante.

Définition 2.4.1. L’ensemble de Kéthe A est qualifié de matrice de Kothe réguliére s’il est dé-
nombrable et si, lorsqu’on 'écrit A = (ag)ken,

(i) pour tous k,n € N, on a
ax(n) >0,

(ii) pour tous k,n € N, on a
ax(n) < agga(n),

()

On dit aussi que I'espace A (A) est régulier.

(ili) pour tout k € N, la suite

est décroissante.
Remarquons que cette définition implique bien entendu que, pour tous k, m € N, la suite
a‘k+m(n) neN

a) si m = 0, cette suite se réduit a la suite constante (1),en.

est décroissante. En effet,

b) si m > 0, alors, pour n € N, on a

ar(m+1)  aggm-1(n+1) agym2(n+1)  ax(n+1)

akym(n +1) Arm(n+ 1) pymo1(n+1)  appr(n+1)

Ahkm—1(n) Gkym—2(n)  ak(n)
akm(n)  Gkam-1(n)  ar41(n)
_ ag(n)

ak+m(n)’

Qui plus est, notons que ladite définition impose également que les normes de l'espace A!(A)
vérifient

[ l
Px S pk+m
lorsque k,m € N.

Proposition 2.4.2. Si A est une matrice de Kéthe réguliere et s’écrit (ag)ren, alors pour tous
k,m,n €N, ona
__ag(n)
On (Bphm’Bpk) " Gpim(n)’

Démonstration. Cela découle directement du point (b) du corollaire O

En appliquant ce résultat, on obtient immédiatement la forme de la dimension diamétrale de
AL(A) lorsque A est une matrice de Kéthe réguliére.



2.4. ESPACES DE SUITES DE KOTHE ET DIMENSION DIAMETRALE 25

Théoréme 2.4.1. Si A est une matrice de Kithe réguliere et s’écrit (ax)ken, on a

AN(A)) = {g eCV:VkeNImeN tel que (“’“(")gn) € co} .
Ak+m (’I’L) neN

Lorsque )\l(A) n’est pas régulier, il est plus compliqué d’obtenir sa dimension diamétrale.
Néanmoins, cela est réalisable au vu des prochaines considérations.

A partir d’une suite de nombres réels positifs, a support infini et convergeant vers 0 dans R, il
est possible de construire une suite décroissante de nombres réels strictement positifs.
En effet, soit « une telle suite. Il est clair que la borne supérieure sup{z, : n € N} est réalisée.
Notons-la yg et soit ¢(0) 'indice dont la valeur est donnée par inf{n € N: z,, = yo}.
Ensuite, on désigne par y; la borne supérieure (réalisée) de l'ensemble {z, : n € N\{p(0)}} et
par ¢(1) Vindice inf{n € N\{¢(0)} : z,, = y1 }.
Et on continue de la méme fagon pour définir la suite y. En reprenant les notations précédentes,
on peut méme écrire Y, = Ty(y) lorsque n € N. Cette suite y est bien évidemment décroissante vu
la construction effectuée. Par conséquent, sur I’ensemble des suites & support infini appartenant a
co N [0,4+oc[N, on peut définir une application

x> w(x),

ou w(x) désigne la suite décroissante obtenue par la construction présentée ci-dessus. Grace a cette
application, on peut dés maintenant considérer une proposition trés importante.

Proposition 2.4.3. Soit n € N et soient o, 8 € A tels que a; < B quel que soit j € N. Si o/
est une suite a support infini convergeant vers 0, alors

5 (BPLB,BPQ) = (n(a/B)), -

Autrement dit, le nombre 5, (Bpg’BPA) représente la (n + 1)éme plus grande composante de la
suite a/ 3.

Démonstration. Pour plus de simplicité, si j € N, reprenons la notation ¢(j) présentée dans
la construction de 'application 7 donnée ci-dessus. Cela signifie que ¢(j) désigne U'indice de la
composante de /3 correspondant a la ™€ composante de 7 (a/f).

11 suffit alors d’appliquer la proposition en considérant d’une part M = {¢(0),...,o(n)} et
d’autre part K = {¢(0),....,o(n —1)} sin >0et K =0 sin=0. O

Pour continuer, nous avons besoin de la caractérisation des espaces de Schwartz dans le cadre
des espaces de suites de Kothe. Dans cet objectif, introduisons une nouvelle notation : si m € N,
nous désignerons par P, 'application linéaire continue

P N(A) = N(A) 16 > Gen.
n=0

Théoréme 2.4.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) N(A) est un espace de Schwartz;
(ii) Yoo € A, A8 € A tel que oy, < B, Vn € N et tel que o/ € ¢ ;
(ii) Ya € A, 38 € A tel que a, < By, Yn € N et tel que, VC > 0, Img € N avec

PL(E = Pn(€)) < CP4(8)

V€ € M(A), Vm € N tel que m > myg.
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Démonstration. Le point (i) implique le point (#). Etant donné un o € A, on peut trouver un
b € A tel que a,, < 8, quel que soit n € N et tel que ((5” (szB7sz )) € cg, vu que M (A) est
>/ / neN

de Schwartz (par le théoréme [2.3.1]).
Cela implique alors que a/8 € ¢g. En effet : procédons par absurde et supposons que ce n’est

pas le cas. Dés lors, il existe C > 0 et une sous-suite ((a/,@)k(n)) . de a/S telle que que, pour
ne

tout n € N, on a (o/B),) = C. Fixons n € N et posons M := {k(0), ..., k(n)}. En appliquant la
proposition [2.4.1] on obtient

. (07
Cgmf{<ﬂ>m:meM} <5, (Bp%,Bpg).

Cela implique que la suite <5n (szﬁ , B )) ne converge pas vers 0, ce qui est absurde.
>/ / neN

Le point (ii) implique le point (iii). Fixons o € A et prenons € A tel que a,, < B, quel que
soit n € N et tel que o/ € ¢g. Vu la remarque [2.4.1] si m € N, on a

(= Po(@) <sw{ () bz m ki)

k

pour tout & € M (A). Si 'on se donne un C' > 0 et si on prend mg € N tel que (a/B), < C si
n > mg + 1, alors on a

Ph(& = Pm(£)) < CPj(E)

pour tout £ € A(A) et pour tout m € N avec m > my.

Le point (iii) implique le point (i). Prenons « et 5 comme dans I’énoncé et fixons C' > 0. On
peut alors trouver mg € N tel que p, (¢ — P, (€)) < C’p%(ﬁ) pour tout £ € A(A) et tout m € N
avec m > mg. Si € € Bp% et m > myg, alors

£ =E— Pu(&) + Pu(§) € CBy + Pr(N(A)).

Par conséquent, comme P, (A (A)) € Lyi1 (A(A)), on a b1 (szﬁ,Bpg) < C. D’ou la conclu-

sion. O

Nous sommes désormais en mesure d’obtenir la dimension diamétrale de A'(A) de facon géné-
rale.

Théoréme 2.4.3. 1) Si X(A) n’est pas un espace de Schwartz, alors AN(A)) = cq.
2) Si N(A) est un espace de Schwartz, alors

AN(A)) = {§ e CV:Va e A a support infini 38 € A avec ay, < B,¥n € N,
a/B €cy et (& (m (a/ﬁ))n)neN € co} )

Démonstration. Le point 1) est connu, passons donc au point 2). Notons G le second membre
de I'égalité de ’énoncé. Si € € G et si a € A, alors on a deux possibilités. Si a est a support
fini, alors (fnén (BPL’BPL))neN converge bien sir vers 0 dans C, vu le corollaire [2.4.1} Si « est
a support infini, alors on peut trouver un 8 € A, avec o, < B, quel que soit n € N, vérifiant

(gnén (szB,sz )) N € ¢p, vu la forme de G et la proposition [2.4.3] Au total, ¢ est bien un
ne

élément de A(N(A)).
11 ne nous reste plus qu’a prouver I'inclusion A(M(A)) C G. Pour ce faire, fixons & € A(A(A))
et a € A une suite a support infini. On sait qu’il existe 8 € A tel que «,, < B, quel que soit n € N

et tel que <§n§n (Bp%,sz )) € ¢p.
neN

@
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Puisque A (A) est de Schwartz, il existe v € A tel que 3, < v, si n € N et tel que 3/ € co. Il est
alors clair que la suite o/ est & support infini et vérifie

(5).=().().=C),

si n € N. Par conséquent, a/v € ¢o. De plus, on a bien stir

fn(sn (BpfyaBpg>‘ S

€n3n (Byy B )|

red

si n € N. Dés lors, la suite (fnén (BPQ’BPL )) € ¢o et on conclut par la proposition [2.4.3] O
« neN

Corollaire 2.4.2. La dimension diamétrale de \'(A) est indépendante de .

Démonstration. Cela découle du théoréme précédent, puisque le caractére de Schwartz de A!(A)
est lui-méme indépendant de . O

Le théoréme [2.:4.2] outre le fait qu’il méne a la forme exacte de la dimension diamétrale de
A(A), permet également d’obtenir une proposition fort intéressante des espaces de suites de Kéthe
réguliers.

Proposition 2.4.4. Si N(A) est régulier, alors cet espace est soit de Schwartz, soit isomorphe d
I (mais pas les deuzx).

Démonstration. Notons (ap)ren la matrice A. Supposons que A'(A) n’est pas de Schwartz. Cela

signifie qu’il existe un ky € N tel que, pour tout m € N, la suite ((5n (B ] BPL )) ne
0 neN

Prg+m’

converge pas vers 0 dans R. Comme cette suite est décroissante et vu la proposition cela
signifie que, pour tout m € N, il existe Cy,, > 0 tel que agy4m(n) < Cpag,(n) pour tout n € N.
De plus, par définition des matrices de Kothe réguliéres, si k € N est tel que k < kg, alors on a
aussi ax(n) < ag,(n) pour tout n € N. Dés lors, les matrices A et {ag,} sont équivalentes. Par
conséquent, les espaces A (A) et A({ag,}) coincident algébriquement et topologiquement par la
proposition [[.2.§

Soit alors I'application S : N(A) — [ : € = ay,&. Comme les composantes de ag, sont strictement
positives, on vérifie sans peine que S est un isomorphisme d’espaces localement convexes.
Notons que A'(A) ne peut étre simultanément de Schwartz et isomorphe & [. En effet, comme [ est
normé et de dimension infinie (il contient /1), il n’est pas de Schwartz. O

2.5 Calcul de la dimension diamétrale des espaces de séries
de puissances

Les espaces de séries de puissances sont des espaces de suites de Kothe particuliers, qui ont
une utilité dans la théorie des espaces de Fréchet nucléaires (voir par exemple [2§]).
Nous allons généraliser la définition de ces espaces de séries de puissances donnée par Jarchow
dans [I6]. Dans ce livre, 'auteur considére des espaces échelonnés de Kothe de type 1 pour obtenir
ladite définition mais, au vu des résultats de la précédente section, il est possible de la généraliser
au niveau d’espaces de suites de Kéthe de Terzioglu ([27]).
Comme annoncé dans I'introduction de ce mémoire, nous allons prouver que la dimension diamé-
trale est un invariant topologique complet sur la classe des espaces de séries de puissances (associée
a un espace admissible donné).

Dans cette section, on fixe une suite « de réels positifs qui est a la fois croissante et non majorée.
On fixe également un espace admissible (, |.||;). On considére alors les matrices de Kothe

A= ((e_a"/k)neN)k et A'= ((ekan)"EN)keN'

€Ng
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Définition 2.5.1. Les espaces de séries de puissances (relatifs a la suite o et o 'espace admissible
1) sont les espaces de suites de Kothe

M(A) et A(A),

qualifiés respectivement d’espace de séries de puissances de type fini (relatif ¢ « et 1) et d’espace
de séries de puissances de type infini (relatif & a et l).

Au vu de la définition[T.2.3]et des propositions[I.2.6]et [[:2.7] on obtient directement le prochain
résultat.

Proposition 2.5.1. On a les trois propriétés suivantes.
1) L’espace O(D(0,1)) est isomorphe a Uespace de séries de puissances de type fini associé a
la suite (n)pen et a Uespace 1.
2) L’espace O(C) est isomorphe & lespace de séries de puissances de type infini associé a la
suite (n)nen et a lespace .

3) L’espace s des suites a décroissance rapide est égal & l'espace de séries de puissances de type
infini associé a la suite (In(n + 1))nen et & Uespace 1.

Nous allons maintenant calculer la dimension diamétrale des espaces de séries de puissances
grice aux résultats obtenus dans le cadre des espaces de K&the réguliers.

Proposition 2.5.2. Les espaces des séries de puissances N\'(A) et N(A') sont réguliers et sont
des espaces de Schwartz.

Démonstration. Commencons par le type fini. Vérifions si la matrice de Kéthe A associée est
réguliére.
a) Pour tous k € Ng,n € N, on a bien siir e=on/k > (et eman/k < gmom/(kt1),

b) Fixons k € Ny. Sin € N,
—an/k

—a

(& n
. — eF(R+D
e—an/(k+1)
. —Qn , . N
et la suite (e k‘<k+1>) est décroissante. Comme elle converge méme vers 0 dans R, cela
neN

prouve simultanément que A\ (A) est de Schwartz.
Passons au type infini, avec pour matrice de Kothe associée A’. On procéde de méme.
a) Pour tous k € N, il vient ekan > () et ekon < glktDan
b) Fixons k € N. Sin €N,

ekan

elk+1)an

— e_an

et la suite (e”%"), .y est décroissante. Une nouvelle fois, cette suite converge méme vers 0
dans R, donc \!(A’) est de Schwartz.

O

On peut donc dés maintenant déterminer la dimension diamétrale des espaces de séries de
puissances.

Proposition 2.5.3. On a

AN(A)) = {g eCV:VkeNgImeN tel que (e%(kim*%)gn) L€ co}
ne

et
AN(A) = {f eC":3ImeN tel que (e7MEn) en € co}.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme 2.4.1|aux matrices de Kothe réguliéres Aet A’. 0O
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Nous allons simplifier quelque peu les deux expressions de la proposition précédente.
Théoréme 2.5.1. On a
AN @) = N {ee T (e en e} = ) {E T (e Fpen € L}

keNg keNg

Démonstration. Soient & € A(M(A)) et k € Ny. Alors il existe m € N tel que

1

<6a"(k+m*%)§n) € ¢p.

neN

Comme « est une suite croissante de réels positifs non bornée, la suite (eo‘“/ (k“‘m))n oy converge
vers I'infini, donc on doit avoir
—an/k
(§7L€ / )neN € Co-

Ainsi, on trouve

AN () c N {5 e CV: (e /%) en € co} c N {5 e CV: (£ /%) en € zoo} .

keNg keNg

Pour conclure, il suffit de montrer I'inclusion

N {g e CV: (Ene= /%) pen € zm} c AQ(A)).

keNp
Soit £ € CN tel que, pour tout k € Ny,
(gne_an/k)neN € lo.

Fixons kg € Ng. Si 'on pose m = 2kg, alors, pour n € N,
1 1 =2 —an —an
gnean(’“o*—m ’fo) = £, e3k0 G — (gne 3ko )e 3ko |

Comme le premier facteur (entre parenthéses) de ce produit est le terme général d’une suite
appartenant a [, et comme le second est le terme général d’une suite appartenant & cg, on en

déduit que
(gnea" (ko'l*'"’_’“lo>> € co,

donc € € A(N(A)). O
Le résultat précédent peut étre réécerit sous une forme trés intéressante.

Corollaire 2.5.1. On a
AN(A)) = Ao(A) = Ao (A).

Quant au type infini, on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.2. On a

AN AY) = | {g e CV: (Eue ko) € zoo}.
keN

Démonstration.  a) Soit £ € CY pour lequel il existe k € N tel que

(§ne_k°‘")n€N € loo-

Dans ce cas,

(gne—(k—&-l)an) € co
neN

et £ € AN (A)).
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b) Si & € A(N(A)), il existe m € N tel que
(Ene_man)neN €co C l<>07

d’ou la conclusion.

Ce résultat peut lui aussi étre réécrit plus simplement.

Corollaire 2.5.2. On a
AN(A)) = koo [((€75 nen) o]

Dés lors, on obtient directement le corollaire suivant.

Corollaire 2.5.3. On a
1) A(O(DO,1))) = Nyex, {€ € €+ (€ne ™ nen € loo }

2) AO(C) = Upen {6 € T (gae™), €1}
N n
3) A(s) = Upen {g eC: (alr) € zoo} .
Nous allons terminer cette section par étudier le roéle important que joue la dimension diamé-

trale au niveau des espaces de séries de puissances. Pour ce faire, nous avons d’abord besoin d’un
lemme.

Lemme 2.5.1. Soient A = (ax)ken une suite de |0, +oo[N et B = (bg)ken une matrice de Kéthe.
Supposons que N\ (B) est un espace de Schwartz. Alors, on a

koo(4) # X(B).

Démonstration. Procédons par 'absurde et supposons au contraire que koo (A) = A(B). Dés lors,
par hypothése, on a

U loc(ax) = X(B).

keN
Premiérement, I'espace \!(B) n’est pas normé. En effet, c’est un espace de Schwartz.
Deuxiémement, en appliquant la théoréme de localisation de De Wilde (voir ’annexe, corollaire
on sait qu'il existe un ko € N pour lequel I (ag,) = \(B).
Troisiémement, en appliquant le théoréme du graphe fermé, on en déduit également que les espaces
A(B) et lo(ax,) sont munis de la méme topologie, ce qui est absurde, vu que le premier espace
n’est pas normé et que le second est de Banach. O

Proposition 2.5.4. 5i Il et Ily sont deux espaces de séries de puissances associés a | et s’ils
ont des dimensions diamétrales égales, alors ils sont isomorphes. Plus précisément, ils coincident
algébriqguement et topologiquement. En outre, ils ont le méme type.

Démonstration. On sait qu’il existe une suite o de réels positifs croissante et non majorée telle
que
H1 = AZ(A) ou H1 = AI(AI),

ou
A= ((e—an/k)neN)kEN et A = ((e’““")neN)keN,

0
selon que II; est de type fini ou infini. De méme, il existe une suite S de réels positifs croissante
et non majorée telle que
I, = A{(B) ou I, = \(B’),

ou
B = ((e/Mnen) et B = (" )nen) o

€Ng
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(i) Supposons d’abord que II; et IIs sont de type fini, i.e.
T, = A(A) et Iy = \(B).
Par hypothése, on a aussi
Aoo(A) = Ao (B).

Par la proposition cela implique que A'(4) = M(B) algébriquement et topologicue-
ment.

(ii) Supposons ensuite que II; et IIs sont de type infini, i.e.
I, = A (A) et TI, = \X(B).

Vu la forme des dimensions diamétrales de II; et I, on a

e[ ] e [ ]

Par le lemme on en déduit que \'(A’) = A (B’) et que ces deux ensembles ont la méme
topologie.

(iii) Supposons enfin que IT; et Iz ne sont pas du méme type, c’est-a-dire, par exemple,
I = A(A) et TI, = AY(B).

Dans ce cas, cela donne ks [((e_k

au vu du lemme 2511
Dong, si II; et Il ont méme dimension diamétrale, ils doivent étre du méme type.

a”)neN)keN} = Ao(B). Ainsi, on obtient une absurdité

En particulier, le résultat précédent implique bien str le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.3. Si l’on désigne par Sip la classe des espaces de séries de puissances associées
a l, alors la dimension diamétrale
A& — p(Ch)

est un tnvariant linéaire topologique complet.

Mais la proposition est en fait plus forte que le théoréme venant d’étre énoncé, comme le
montre le résultat suivant.

Proposition 2.5.5. Deux espaces de séries de puissances associés a l et de types différents ne
sont pas isomorphes.

Démonstration. Sinon, si deux espaces de séries de puissances associés & [ n’ayant pas le méme
type étaient isomorphes, ils auraient en particulier la méme dimension diamétrale, puisque celle-
ci est un invariant topologique sur la classe des espaces vectoriels topologiques sur C. Cela est
absurde au vu de la proposition 2.5.4] O

Remarque 2.5.1. L’énoncé précédent peut en fait étre légérement amélioré. En effet, au vu de la
preuve de la proposition [2.5.4] on peut méme dire que deux espaces de séries de puissances de types
différents (non nécessairement associés ¢ un méme espace admissible) ne sont pas isomorphes.

Enfin, on peut considérer un corollaire du résultat précédent, illustrant 'intérét de la dimension
diamétral en analyse fonctionnelle.

Corollaire 2.5.4. Les espaces O(D(0,1)) et O(C) ne sont pas isomorphes.
Démonstration. Cela découle directement des propositions et O
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2.6 La classe de Dragilev

Nous allons améliorer le résultat majeur présenté dans la section précédente en considérant le
travail réalisé par Dragilev dans l'article [9]. Dans celui-ci, auteur construit une classe d’espaces
échelonnés de Kothe de type 1 sur laquelle la dimension diamétrale est un invariant complet.
Il s’agit (comme annoncé) d’une généralisation du résultat concernant les espaces de séries de
puissances. Néanmoins, le résultat au niveau des espaces de séries de puissances conserve son
propre intérét, comme nous ’expliquerons & la fin de cette section.

Au vu des développements de Terzioglu (|27]), nous allons généraliser cette classe aux espaces
de Kothe associés a un espace admissible quelconque.

Ainsi, pour le reste de cette section, on fixe (I, ||.||;) un espace admissible. Nous allons considérer
essentiellement des espaces de Kothe réguliers et de Schwartz. Par abus de langage, on parlera de
matrices de Kothe réguliéres de Schwartz.

Enfin, nous désignerons par A I’ensemble des sous-suites de (n)pen. Autrement dit, A est
I’ensemble des suites strictement croissantes de naturels. Considérons alors la définition suivante.

Définition 2.6.1. Soit A = (ar)ren une matrice de Kothe telle que ax(n) > 0 pour tous k,n € N.
Si j,k,m € N, on pose

Njjm(A) = {n eN: liminfw - 0}

n—-4oo ak 7’]n)

et

N'zk m(A) = {77 € N : hmsupw < +OO} .
Y n—+o00 ak(nn)

Enfin, on pose

Nl(A) = U ﬂ U le,k,'m(A) et NQ(A) = ﬂ U ﬂ Nj%k,m(A)

JENkeENmEN jENkeNmeN

Ces deux ensembles, de par leurs propriétés, vont permettre de définir la classe de Dragilev.
Par conséquent, penchons-nous sur ces propriétés dans un premier temps.

Proposition 2.6.1. Soit A = (Ag)ken une matrice de Kéthe et de Schwartz telle que ai(n) > 0

pour tous k,n € N. Alors
N'(A) N N2(A) = 0.

Démonstration. Soit n € N1(A). Par définition, il existe donc j € N tel que, pour tout k € N, il

existe m € N vérifiant

lim inf Am (nn ) ai(%)

> 0.
n—-+4oo az (7771
il exi ~ am(n) X o
De plus, pour un tel m, il existe mg € N tel que lim,,_, 4 o (n) = 0. Dés lors, on a bien siir
Gmg (N0
fi o (1)aCn) - Om(00)5 () G (i)
n——+oo ay, (nn) n——+o0o ay (nn) Cm (nn)

Donc 7 ¢ N7, . (A). Au total, on a

ne N U WAN o) =N\ (VU () Nk, (A) | = N\ N?(A).

jEN kEN moeN jEN kEN moeN
D’ou la conclusion. O

Prouvons également la proposition suivante, énoncée dans [9].
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Proposition 2.6.2. Si A(A) et \(B) sont deur espaces de Kithe réguliers isomorphes, alors
N1(A) = NY(B) et N*(A) = N*(B).

Démonstration. Soit T : A(A) — M(B) un isomorphisme. Nous allons écrire A = (ag)ren et
B = (bi)ken. Pour plus de simplicité, si k € N, on va noter dans cette preuve By, la semi-boule
ouverte de A'(A) de centre 0 et de rayon 1 associée & la semi-norme pflk. De méme, By, désignera
la semi-boule ouverte de A'(B) de centre 0 et de rayon 1 associée & la semi-norme pék. On va alors

distinguer les deux égalités de 1’énoncé.
(1) Prenons n € N'(B) et montrons qu’il appartient & N1(A). Par définition, il existe jo € N tel
que, pour tout kg € N, on peut trouver mg € N avec n € N} (B). Dans ce cas, on sait

Jo,ko,mo

qu’il existe j € N tel que T'(B,;) C By, - Ensuite, fixons k£ € N. Nous avons deux possibilités.
(i) Sik < j, alors, il vient

pour tout n € N. Donc liminf, 4o

(ii) Si k > j, alors B,, C B,;. Prenons kg € N tel que By, C T(Bg,). On peut bien sar
supposer kg > jo. Ainsi, on a

By, C T(Ba,) CT(Bag,) C By, -

k

En utilisant les propriétés de base des diamétres de Kolmogorov et la proposition 2.4.2]
il vient

a;(n)

Zj (("; = 84 (Bbyy» Buy,) < 00 (T(Bay)s T(Ba,)) = 64 (Bay, Bay) =
ko (M

ak(n)
pour tout n € N. Enfin, fixons mg € N tel que n € leo,ko,mo (B). On peut bien entendu
supposer sans restriction que mg > kg. Dans ce cas, prenons m € N tel que m > k et
T(Ba,,) C B,,,- On a des lors T(B,,,) C By, C By, CT(B,,). Ainsi, en procédant

comme ci-dessus, on a Z"‘((Z)) < lf ’“0((2)) pour tout n € N. Au total, on obtient
o

(1) (1) _ by ()b ()

ag(n) = b (n)
ce qui prouve que ) € N}, (A).

Ainsi, on a n € N'(A). Par symétrie, on conclut donc que N'(A) = N2(A).

(2) Supposons que € N?(B) et montrons que c’est un élément de N2(A). On va procéder
comme dans le point (1). Fixons j € N. On peut trouver jo € N tel que By, C T(Ba,)-
Ensuite, choisissons ky € N tel que, pour tout mp € N, n € szo,ko,mo(B)' On peut bien stir

supposer sans restriction que kg > jo. On sait également qu’il existe k € N tel que k > j et

tel que T'(B,,) C By, . Ainsi, on a

T(Ba,) C By, C By,, CT(Ba,).

a;j(n) ~ bjg(n)
() S Trg(m)

Comme précédemment, cela implique que pour tout n € N. Soit enfin m € N.
On a deux possibilités.

(i) Sim <k, alors il vient

Am (nn)aj (7771)

< +00.
a%(nn)

[N .
d’ou limsup,, ,,
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(ii) Sim > k, alors prenons mg € N tel que mg > ko et tel que By,, C T(B,,,). On a donc

B, CT(B,,)CT(B,,)C By, ;

mo

ce qui implique que lfk[;((:?) < ;"((Z)) pour tout n € N. Au total, on a

am(n)aj(n) _ bmy(n)bj,(n)
A S )

9 2
donc n € N; (A), va que n € Njo,ko,mo(B)'

Jrk.m
Nous avons ainsi prouvé que n € N?(A). Par symétrie, on a donc N2(A) = N?(B).
O

Pour continuer & étudier les propriétés des ensembles N'(A) et N?(A) définis plus haut, on va
munir I’ensemble N d’un préordre. Si 71,72 € N, alors on écrira

m =12

s’il existe un N € N tel que {(m1)n :n €N, n > N} C {(m2), : n € N}.
Cette relation est en particulier vérifiée lorsque 7; est une sous-suite 7);. Insistons également
sur le fait que < n’est pas antisymétrique.

Remarques 2.6.1. (i) Dans la suite, la notion de maximum pour < va étre employée. Cette
notion est la méme que celle déja connue dans le cadre des relations d’ordre, mais il faut
remarquer que I’absence de I’antisymétrie a pour conséquence qu’un tel maximum n’est pas
unique.

(ii) Mettons en exergue une propriété directe, mais fort pratique, de <. Soit A est une matrice
de Kothe telle que ay(n) > 0 pour tous k,n € N. Sin € N9(A) (j € {1,2}), alors toute suite
€ € N telle que € < n est elle-méme un élément de N7(A).

Proposition 2.6.3. Soit A = (ax)ren une matrice de Kothe telle que 0 < ag(n) < ag4+1(n) pour
tous k,n € N. Si N'(A) est vide ou admet un élément mazimum pour =< et sin € N\ N1(A),
alors 1 admet une sous-suite 1y appartenant ¢ N*(A). En particulier, on a no < 7.

Démonstration. Dans un premier temps, distinguons les deux situations de I’énoncé.

1) Supposons que po est un maximum de N!(A). Dans ce cas,  posséde un nombre infini de
composantes n’appartenant pas a g, sinon 1 < o et 7 € N*(A). On peut donc définir la
suite ;. € N dont les composantes sont exactement celles appartenant a 1 mais pas a jg. En
particulier, aucune sous-suite ¢ de yu n’appartient & N'(A) (sinon, & < g, ce qui est absurde
vu la construction de p).

2) Supposons que N1(A) = ). Dans ce cas, on pose i := 1 et, bien entendu, aucune sous-suite
de p n’appartient & N1(A).

Ainsi, dans les deux cas, on obtient une sous-suite pu de n dont aucune sous-suite n’appartient a
N1(A). Par conséquent, yu est tel qu’il existe kg € N vérifiant, pour tout m € N,

lim inf 90lHn)mifn) (pn)arm (i)

=0.
notoe g (pn)

Dés lors, on peut extraire une sous-suite u(?) de u telle que

oo (4") e (11”)

<1
at, (u)
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pour tout n € N. Or on sait que u(?) ¢ N'(A) donc, en procédant comme au paragraphe précédent,
ar (5 Y ()

ail (#5‘11>)

soit n € N. On procéde de la sorte de proche en proche. On obtient ainsi une suite (u(j))jeN de N

on peut extraire une sous-suite x(*) de (9 telle que, pour un k; € N, < 1 quel que

telle que 1) est une sous-suite de u?) lorsque j € N et une suite (k) jen de naturels vérifiant

o () o 1)

<1
a2 ( (j))
k; (Hn
) S - a; (89 am (1$7) .
pour tous j,n € N. Cela implique en particulier que W < 1 pour tous j,m,n € N tels
kj n

que m < n. Qui plus est, vu notre construction, on sait que u;n) est une composante de ,u(j ) si

n > j. Cela donne donc
s (1) o (1)

at, (")

pour tous j,m,n € N tels que n > j et n > m. Dés lors, on a

o (5)on (7)) |

<1

lim sup <
n—-+oo aij (,U'Eln))
pour tous j,m € N. Posons 7y := (uﬁl")) . Par construction, ny est une sous-suite de p et
neN
donc de 7. Ensuite, on vient de montrer que pour tout ;7 € N, alors, pour tout m € N, on a
no € Nj%kj7m(A). Cela prouve que 79 € N%(A). O

Une propriété totalement similaire peut étre obtenue au niveau des ensembles N2(A).

Proposition 2.6.4. Soit A = (ay)ren une matrice de Kothe telle que 0 < ag(n) < agy1(n) pour
tous k,n € N. Si N?(A) est vide ou admet un élément mazimum pour =< et sin € N\ N2(A),
alors n admet une sous-suite ng appartenant @ N'(A). En particulier, on a ng < 1.

Démonstration. On définit la sous-suite u de n de la méme fagon que dans la preuve de la pro-
position précédente (en considérant N2(A) plutot que dans N1(A)). Dans cette situation, aucune
sous-suite de p n’appartient & N2(A). Cela implique qu’il existe jo € N tel que, pour tout k € N,
il existe m € N vérifiant

lim sup am (Mn)ajo (fn)

= 4-00.
n——+o00 ai (/un)

Nous avons alors deux possibilités. Si, pour tout k& € N, il existe m € N avec

lim inf —am(un)ajo (pn) > 0,
n—+400 aj (Mn)

alors © € NY(A) et on conclut. Sinon, il existe kg € N tel que, pour tout m € N, on a
@m (Hn)ajo (Un)

a7 Gem) = 0. On extrait alors une sous-suite x(°) de u telle que

o (), (1)

2 ()

liminf, 4o

<1
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©Y) g (u(®
%a’fj(u") < 1 pour tout m € N.
o (147)

Néanmoins, comme 1(?) est une sous-suite de g, il n’appartient pas a N2 (A). Tl existe donc j; € N
tel que, pour tout k € N, il existe m € N vérifiant

o (1) e (1)

n—+o0 a% (N'SLO))

Remarquons qu’on peut bien siir supposer j; > jo.
De nouveau, on a deux possibilités. Si, pour tout k € N, il existe m € N tel que

e (1) ()
lim inf

n—+00 ai (,U»Elo)>

pour tout n € N. En particulier, cela donne limsup,, , |, (

= +4-00.

>0,

alors (9 € N'(A) et cela achéve la démonstration. Sinon, il existe k; € N tel que, pour tout
am (1) a5, (15)

€ N, liminf,, 4o
m on a liminf, 4 ( a2 <u§z0)>
an (1) a5, (1)
ail (u%”)

pour tout n € N. Et on continue ainsi de suite. On va montrer que la procédure ainsi décrite doit
s’arréter, ce qui permettra de conclure. Pour ce faire, procédons par ’absurde et supposons au
contraire que cette procédure ne s’arréte pas. On construit ainsi une suite (u(”))n N de N (telle

) = 0. Comme précédemment, on extrait une sous-

suite ) de p(© telle que

<1,

que p("*1) est une sous-suite de p(™ si n € N), une suite strictement croissante (j,)nen de N et
une suite (k,)neny de N vérifiant la propriété suivante : pour tous n,t € N, on a

o (1) ()
i, ()

Par conséquent, cela implique que, pour tout j € N il existe k € N tel que, pour tout m € N, on a

o (1) ()
lim sup
n——+o0o a% (N%n))

< 1.

< +o00.

En effet, étant donné j € N, il existe o € N tel que j < j;,. De plus, i

pto) sin > ty. Dés lors, pour tout m € N tel que m < n, on a

a (Mgln)> a; (u;n)> < a, (u%")) @, (M#))

a, () T, (6

Cela prouve que la suite (ML")) . € NZ(A). Cest absurde car il s’agit d’une sous-suite de p. [
ne

est une composante de

<1

Sinzto.

Faisons remarquer que si A = (ag)ren est une matrice de Kothe telle que ax(n) > 0 pour
tous k,n € N, alors N*(A) peut avoir un maximum (pour <), étre non vide mais n’avoir aucun
maximum ou encore étre vide. Il en est de méme pour N?(A). Cela donne donc a priori neuf
situations possibles.



2.6. LA CLASSE DE DRAGILEV 37

Désignons par Krg la classe des espaces de Kothe réguliers et de Schwartz. Pour continuer,
nous sommes amenés a définir les neuf classes suivantes :

1 L = {\(A4) € Krs : N'(A) et N*(A) admettent un mazimum}
KL 2= {)\ (A) € Krs : N'(A) admet un mazimum et N*(A ) # 0 n’admet pas de mazimum}
= {)\ (A) € Kgs : N'(A) admet un mazimum et N*(A) =0},

2 1 = {N(A) € Krs : N'(A) # 0 n'admet pas de mazimum et N*(A) admet un mazimum}
2 5= {/\ (A) € Kgs : N'(A) et N*(A) sont non vides mais n’admettent pas de mazimum }
23 = {N(A) € Krs : N'(A) # 0 n'admet pas de mazimum et N*(A) =0},

Khy = {N(A) € Krs: N'(A) =0 et N*(A) admet un mazimum}

IC32 = {N(A) € Kps : N*(A) = @ et Nz( ) # 0 n'admet pas de mazimum}
K3 ={N(A) € Krs: N'(A) = N*(A) =0} .

Comme le lecteur ’aura compris, dans la définition de ces neuf classes, le premier indice correspond
a l'ensemble N1(A) et le second & N2(A). Quand I'un de ces indices vaut 1, cela signifie que
I’ensemble qui lui est associé admet un maximum ; quand il vaut 2, ’ensemble associé est non vide
et n’admet aucun maximum ; enfin, I'indice 3 correspond & un ensemble vide.

Une fois cette considération faite, nous pouvons enfin passer & la définition de la classe de
Dragilev.

Définition 2.6.2. La classe de Dragilev associée a [ est ’ensemble
=K4, UKL, UK 5.
Passons a quelques propriétés des classes présentées ci-dessus.

Proposition 2.6.5. Deuzx espaces appartenant a deuz classes ’Cﬁ-,k différentes (j, k € {1,2,3}) ne
sont pas isomorphes.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition [2.6.2] O
Proposition 2.6.6. La classe lCé’3 est vide.

Démonstration. En effet, supposons que \'(A4) € ICé_B. En particulier, on a N'(A4) = ) et donc
(n)nen & N1(A). Vu les résultats précédents, cela implique qu’il existe une sous-suite 19 de (n)nen
appartenant & N2(A), ce qui est absurde car N2(A4) = (). O

Il n’y a donc en réalité que huit classes parmi celles que nous avons présentées ci-dessus. Dans
[9], Dragilev montre que ces huit classes sont en fait toutes non vides. Nous ne démontrerons pas
ce résultat.

Il est maintenant possible de caractériser les trois classes constituant la classe de Dragilev.

Proposition 2.6.7. Soit \'(A) € Kgrs. Alors \(A) appartient o KY 5 si et seulement si on a
I’égalité N1 (A) = N.

Démonstration. Supposons que N1(A) admet un maximum pour =< et que N?(A) = (. Si jamais
il existait n € N\ N'(A), alors n admettrait une sous-suite 7y appartenant N2(A), ce qui est
absurde.

Supposons maintenant que N!'(A) = . Comme N'(A) N N2(A) = ), alors N?(A4) = 0. Qui plus
est, la suite (n),en est un maximum de N1(A). O

Proposition 2.6.8. Soit \'(A) € Kgrg. Alors X(A) appartient o K, si et seulement si on a
I’égalité N?(A) = N.

Démonstration. 11 suffit de procéder comme dans la preuve de la proposition précédente. O
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En utilisant les définitions de N1(A) et N2(A), on obtient alors les corollaires suivants, qui
sont des caractérisations fort utiles en pratique pour déterminer si un espace est dans la classe
ICng ou ICéyl.

Corollaire 2.6.1. Soit \'(A) € Krg. Notons A = (ay)ren. Alors

(i) N(A) € K 5 si et seulement s’il existe j € N tel que, pour tout k € N, il existe m € N
vérifiant
2
lim 7%(”) =0;
n=+o0 am(n)a;(n)

(ii) N(A) e ICZ371 si et seulement si, pour tout j € N, il existe k € N tel que, pour tout m € N,

@m0

=0.
n—-+oo ak(n)

Démonstration. (i) Par la proposition précédente, il est clair que \'(A) € ICZL3 si et seulement
s'il existe j € N tel que, pour tout k € N, il existe m € N vérifiant

lim inf 290 o
n——+o00 aj, (n)

am(n)

Umg (1)

i, (S0 _ g () o))

Si on a une telle limite, il existe mg € N tel que lim,,, | = 0. D’ou

n—-+oo ai( ) n—-+o0o az (?’L) QA (Tl)
2
soit limy, 4 0o (#%) = 0. Donc la condition est nécessaire. De plus, elle est triviale-

ment suffisante.

(ii) Supposons que A'(A) € K% . Dés lors, pour tout j € N, il existe k € N tel que, pour tout

m e N,
am(n)a;(n
lim sup M < +00.
n—+00 ay (TL)
. . . , . am(n)
Dans une telle situation, on sait qu’on peut trouver mg € N tel que lim,,_, 1 ﬁ =0.
Gmg (N

On a donc

i (2200) _ y (malitn) amle) )

nteo \ ag(n) noteo \ o ai(n)  amg(n)

Nous venons donc de prouver que la condition est nécessaire. On conclut dans ce cas car elle
est bien str suffisante.
O

Remarquons qu’il est alors possible de faire un lien a ce niveau avec les espaces de séries de
puissances.

Proposition 2.6.9. Tout espace de séries de puissances de type fini associé a1 est un élément de
lCé’l et tout espace de séries de puissances de type infini associ€ a | est un élément de ICll’3.

Démonstration. Comme de coutume, fixons « une suite croissante et non bornée de réels positifs
et considérons les matrices de Kothe A = ((e*a"/k)neN)keNo (type fini) et A" = ((e"‘"k)neN)keN
(type infini).
(i) Montrons que I'espace A'(A) est un élément de Kf ;. Cela découle du corollaire précédent :
pour tout j € Ny, le naturel k := 2j est tel que, pour tout m € Ny,
e—Qn/Me—an/j

lim —————— = lim e */™=0.
n——+oo (e_an/k)2 n——+oo



2.6. LA CLASSE DE DRAGILEV 39

(ii) Passons & l'espace A'(A’) et prouvons qu’il appartient & la classe K} 5. En effet, le naturel
j := 0 est tel que, pour tout k € N, le naturel m := 2k + 1 vérifie
(6o¢nk)2

lim ———— = lim e %" =0.
n—-+oo e¥nMednj n—-+o00

D’ou la conclusion. O

Cette proposition explique donc pourquoi le résultat selon lequel la dimension diamétrale est un
invariant complet sur la classe de Dragilev associée a [ (cf. théoréme est une généralisation
de ce méme résultat au niveau des espaces de séries de puissances. Nous expliquerons plus loin
en quoi le caractére complet de la dimension diamétrale sur les différentes classes de séries de
puissances garde malgré tout son intérét.

Passons maintenant & une caractérisation des éléments de la classe ICZM.

Proposition 2.6.10. Soit \'(A) € Krs. Alors \'(A) appartient a K} | si et seulement s’il existe
n € NY(A) et £ € N*(A) telles que

N={n,:neN}U{,, :neN}L

Démonstration. La condition est nécessaire. Soient n un maximum de N'(A) et £ un maximum
de N2(A). Montrons dans un premier temps que le nombre de naturels m tels que

mé¢A:={n,:neNyU{, :neN}

est fini. Pour ce faire, procédons par ’absurde et supposons que ’ensemble N\ 4 est infini. Il existe
donc une suite v € A dont les composantes sont exactement les éléments de N\ A. En particulier,
v ¢ N'(A) (sinon v = 7, ce qui est impossible par construction). Il existe donc une sous-suite
70 de v telle que 9 € N2(A). Cela implique que 79 = &, ce qui est absurde car 7o n’a aucune
composante commune avec £. Ainsi, quitte & redéfinir la suite 7 en lui adjoignant les éléments de
N\A , on peut supposer que A = N. Qui plus est, cette opération n’altére en rien le caractére
maximum de 7 dans N1(A).

Ensuite, on peut montrer que B := {n, : n € N} N {¢,, : n € N} est aussi un ensemble fini. Si ce
n’était pas le cas, alors il existerait un v € A" qui serait & la fois sous-suite de 7 et de &, ce qui
impliquerait que v € N1(A4) N N2(A), d’ott absurdité. Dés lors, on peut redéfinir la suite & en lui
retirant les composantes appartenant 4 B (£ reste maximum dans N2(A)). Par conséquent, les
suites n et £ ainsi obtenues répondent aux conditions de 1’énoncé.

La condition est suffisante. Supposons que 7 € N1(A) et £ € N?(A) vérifient

N={n,:neN}U{,, :neN}L

Montrons que 7 est maximum dans N!(A). On prouve alors de maniére similaire que ¢ est un
élément maximum de N2(A). Soit v € N*(A). Nous devons prouver que v = 7 : on peut se
contenter de montrer que C := {v, : n € N} N {¢, : n € N} est un ensemble fini. Si ce n’est
pas le cas, une nouvelle fois, cela implique qu’il existe un vy € N qui est sous-suite de v et &
simultanément : dés lors, 79 € N1(A) N N2(A), ce qui est absurde. O

Avant d’arriver au résultat qui nous intéresse au niveau de la classe de Dragilev, nous avons
encore besoin de deux caractérisations concernant la dimension diamétrale elle-méme (qui repo-
seront donc essentiellement sur le théoréme [2.4.1)). Commengons par celle concernant la classe

!
K 3

Proposition 2.6.11. Soit \'(A) € Kgrg, avec A = (ax)ren. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) N(A) € K5
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(#) il existe une suite (ap)nen de |0,400[ telle que

A NA) = ke l((am)))] |
(G ))J |

Démonstration. Le point (i) implique le point (iii). Si A'(A) € K} 3, alors il existe un jo € N tel
que, pour tout £ € N, on peut trouver un m € N pour lequel on a

(i) il existe jo € N tel que

A (MN(A)) = ke

2
lim ai(n)

o o (g ()

Prouvons ’égalité du point (iii). Pour simplifier les notations, on va poser

= () e

Soit £ € koo (A’). Par définition, cela signifie qu’il existe un ko € N vérifiant

o (n) €n

C :=su
1@k, ()

neN

< +00.

Fixons ensuite k € N. Or, pour k' := sup{k, ko }, on sait qu’il existe m € N tel que m > k et tel
2

(Lk,(n)
(n)ajo

ak(n)
am(n)
Cela prouve que £ € A(A(A)).
Supposons maintenant que & € A(M(A)). Par conséquent, il existe k € N (k > jq) tel que

lim <aj°(”>§n> —0.

n—+0o0 ak(n)

(n)) = 0. Dés lors, pour tout n € N, on a

_ ax(n)ag, (1) (ajo(n) |§n> )

&l = Ay, (n)ajo (n) \ ak, (n) am(n)ajo (n) '

que limy, 4 (am

ag, (1)
ak(n)
Le point (iii) implique le point (ii). Cest direct.

Le point (i1) implique le point (i). Supposons qu'il existe une suite (ay,)nen de ]0, +oo[ vérifiant

A (N (A)) = ko [(<a5&)>neN>keJ '

Comme N (A) est un espace de Schwartz, la suite constante (1),en est un élément de A(N(A)).
Cela signifie donc qu’il existe un j € N tel que sup,,cn(an/a;(n)) < 4+00. Notons C' cette borne
supérieure. Alors, on a a;, < Ca;(n) pour tout n € N.

Ensuite, fixons & € N. On sait, vu notre hypothése, que la suite (ax(n)/a,)nen appartient a
A(N(A)). Par conséquent, on peut trouver un m € N (avec m > k) tel que

i (ak(n) ak(n)) _o.

n—otoo \ g am(n)

Donc sup,,cy fn’ < +00. Cela prouve ainsi que £ € koo (A').

Cela implique dés lors que
2
T G R—;
n—+00 a;(n)am(n)

On a ainsi montré que X' (A) € K! 5, ce qui meéne a la conclusion. O
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On obtient ensuite la caractérisation au niveau de la classe Ké’l. Cette caractérisation est bien
plus complexe a obtenir que la précédente, malgré leur similitude. Nous avons besoin de théories
plus sophistiquées, et c’est pourquoi nous renvoyons le lecteur intéressé a [8] (théoréme 4’) et [9]
(lemme 6).

Proposition 2.6.12. Soit \'(A) € Kgrs, avec A = (ax)ren. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) N(A) € Ky ;

(#1) il existe une suite (ap)nen de |0, 400[ telle que

A (N(A)) = Xo [((al;(:)>neN) keN] |

(i11) il existe une suite (jn)neny € N telle que

A (A(A)) = Ao [((ii(g))m)m] |

Démonstration. Résultat admis. O

Nous pouvons enfin passer au théoréme qui nous intéresse. La démonstration associée est basée
sur celle développée dans [9].

Théoréme 2.6.1. La dimension diamétrale est un invariant linéaire topologique complet sur la
classe de Dragilev D'.

Démonstration. Comme la classe de Dragilev est constituée de trois classes disjointes, nous allons
devoir passer en revue six situations différentes. Dans cet objectif, fixons A'(A) et A'(B) deux
éléments de D', avec A = (ag)ren et B = (b )ren-

(i) Si Al(A), A{(B) € K 3, alors il existe des suites (o )nen et (Bn)nen de ]0, +o00[ telles que

s = [((Gir), L), =2 = (), ).

par la proposition [2.6.11} Notons respectivement par A’ et B’ les matrices

(8. (O30 )

Supposons maintenant que A(M(A4)) = A(MN/(B)). Dés lors, A[(A’) = M(B’) algébriquement
et topologiquement par le lemme Comme on vérifie aisément que les espaces \!(A) et
A(A’) sont isomorphes, tout comme les espaces A (B) et A'(B’), on en déduit que les espaces
A (A) et \'(B) sont eux-mémes isomorphes.

(ii) Supposons que A'(A), A'(B) € K} | et qu'ils ont la méme dimension diamétrale. En utilisant
la propriété [2.6.12| et en procédant comme au point précédent, on montre que ces deux
espaces sont isomorphes.

(iii) Supposons que A'(A) € K} 5 et que A(B) € K} ;. Dans ce cas, on sait que ces deux espaces
ne sont pas isomorphes. De plus, il ne peuvent pas posséder la méme dimension diamétrale
au vu du lemme 2571

(iv) Supposons que \'(A) € K} 3 et que A'(B) € K4 | et montrons qu’ils ne peuvent pas posséder
la méme dimension diamétrale. Procédons par l’absurde et supposons au contraire qu'’ils
ont méme dimension diamétrale. Au vu de la proposition il existe n € N(B) et
p € N?(B) vérifiant

N={n,:neN}J{u, :neN}
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Considérons les deux matrices de Kothe réguliéres définies par A" := ((ar(tin))nen) ey €t
B’ := ((bk(ttn))nen)pen- Montrons alors que A(N(A')) = AN (B')). Soit & € A(N(A)).
Dés lors, on définit la suite £ par

£, = &, sin =, pourmeN
T 0siné {pm:meN}

lorsque n € N. On vérifie sans difficulté que € € A(M(A)). Par hypothése, cela implique que
¢ € A(\Y(B)), donc & € A(N(B’)). On a par conséquent A(MN(A")) € AN (B')), lautre
inclusion s’obtenant de maniére totalement similaire.

On arrive dés lors & une contradiction, car A'(A’) € Kt 5 et X{(B’) € K} (voir le point (iii)).

Si Al(A) € KY | et que A'(B) € K%, on montre comme au point précédent que ces deux
espaces ne peuvent pas avoir la méme dimension diamétrale.

Considérons enfin le cas ou A'(A), A(B) € K, et on ces espaces ont méme dimension
diamétrale. On va procéder d’une maniére similaire au point (iv). Par la proposition [2.6.10}
on peut trouver des suites 7(4) € N'(A), u) € N?(A) ainsi que des suites %) € N1(B),
wB) € N%(B) vérifiant

N={nW neNu{u? :neN}et N={n®:neN}yu{u® :neN}
Posons
Cri={W:neNn{nP :neN}, Cro:={n* neNyn{uP :neN},

1= {p? neN NP ineN}et Cpg:={u? :neNpn{uP :necN}.

Montrons d’abord que les ensembles C 3 et C5; sont finis. En effet, si C; 2 n’est pas un
ensemble fini, alors il existe v € N tel que C12 = {7, : n € N}. Dans ce cas, posons
Ay = ((ar(¥n))nen) gen €t By = ((br(Vn))nen) ey Comme les dimensions diamétrales de
A(A) et \I(B) sont égales par hypothése, alors on obtient A(M(A,)) = A(N(B,)) par le
méme raisonnement que celui employé au point (iv). D’ott une absurdité car A'(A,) € Kf 5
et M(B,) € Kb,

On montre de méme que C>; est un ensemble fini. Ainsi, quitte & redéfinir les suites nA,
p 0B et uB) on peut supposer Oy 5 = Co 1 = . Cela implique donc que N = C} ;UC4 5.
Dés lors, on a {77,({4) in € N} C C1,1UCy 2 et, comme {7],(1 )ine N}ﬁC’gg = (), cela prouve

que {ny(lA) in € N} C Oy, et donc que nY est une sous-suite de n(P). Par symétrie, n(?)

est une sous-suite de 74 et donc n* = n(B). Notons 7 cette derniére suite. Ensuite, on
montre de fagon identique que M(A) = M(B) et on note cette suite u. Posons

Ay = (@1 n)nen)yens et By = (k) nen) er -

De méme, on écrit

Ay = ((ak(ﬂn))neN)keN et B, = ((bk(ﬂn))neN)keN-

Comme au point (iv), on prouve que A(X(4,)) = A\ (B,)) et A(N(A,)) = AN(B,)). Or,
il est clair que \'(4,), \'(B,) € ICZL?, et que A (4,),\'(B,) € IC%M. Dés lors, en appliquant les

propositions [2.6.11] et [2.6.12] et en raisonnant comme aux points (i) et (ii), on peut trouver

des suites o, 3 o) et ¥ de 10, +-00] telles que

1 ax(nn) Y br (1)
’ [<( 0‘7(1”) >n€N>k€N‘| - (( T(Ln) >n€N>keN
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) (G,

Cela implique ainsi que les matrices <(a’;((7n’))) > et <(bk((z))) ) sont équiva-
n /neN/ pen n 7 neN/ keN

lentes, tout comme les matrices <(a"(“")) > et ((b"(“)) ) . En définissant
neN/ LeN neN/ keN

et

ol FQ
les suites « et 3 par

(w)

- aﬁ,’l) sin=mn,, pourun m € N
" Qqy,” 81 M = Wy, pour un m € N

B, = ﬁfﬁ’)sin:nmpourunmeN
" 57(#)Sin:,umpourunm€N,

alors on obtient

. ).,

algébriquement et topologiquement. Comme au point (i), cela prouve que A'(A) et \(B)
sont, isomorphes. D’ott la conclusion.

O

Remarque 2.6.1. Il est également possible de montrer que la classe de Dragilev est en quelque
sorte une classe maximale sur laquelle la dimension diamétrale est compléte, en ce sens que si
(4, k) € {1,2,3} x {1,2,3} \ {(1,1),(1,3),(3,1)} alors la dimension diamétrale n’est pas compléte
sur DU ICék Nous renvoyons le lecteur intéressé a [9].

Enfin, comparons les résultats obtenus au niveau des espaces de séries de puissances et de la
classe de Dragilev. On a vu que deux espaces de séries de puissances (associés a l) possédant la
méme dimension diamétrale coincident topologiquement et algébriquement. Or, dans le théoréme
concernant la classe de Dragilev associée a [, on vient de voir que deux espaces de cette classe
possédant la méme dimension diamétrale sont isomorphes. Ainsi, il est plus intéressant d’employer
le résultat concernant les espaces de séries de puissances lorsque cela est possible plutot que celui
de Dragilev.

2.7 Espaces nucléaires et dimension diamétrale

Nous allons terminer le chapitre concernant la dimension diamétrale en considérant le cas des
espaces nucléaires. Ces derniers peuvent également étre caractérisés par leur dimension diamétrale.
Pour ce faire, nous adopterons 'approche de Pietsch ([22]).

Dans la suite, si (E, ||.|g) est un espace normé, on notera ||.||g la norme du dual fort de E :

|.lg: " — (0,400 : €' — sup{|e/(z)| : z € E,||z||g < 1}.
Plus généralement, si (E, ||.||g) et (F, ||.||r) sont deux espaces normés, on notera |||, g, 7) la norme
|l Fy : L(E, F) = [0,+00] : T+ sup {||T(z)||r : x € E, [|z||g < 1}

sur l'espace L(E, F') des applications linéaires et continues de F dans F.

Nous allons commencer par rappeler la notion d’applications nucléaires. La définition suivante
est celle employée par Pietsch dans [22]. Pour une définition plus "classique", le lecteur peut par
exemple consulter [16].
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Définition 2.7.1. Soient deux espaces normés (E,||.||g) et (F,|.]|r). Une application linéaire
T : E — F est une application nucléaire s’il existe une suite (a, ),y de E’ et une suite (y,)
de F' vérifiant les deux conditions suivantes :

neN

(i) la série 3720 [|an|| & [lyn || » converge dans C;

(ii) pour tout z € E, la série Z::E) an(x)yy converge dans F et on a
+o0
T(z) =Y an(x)yn.
n=0

On désigne par R(T) I’ensemble des couples (a,y) de (E")N x (F)N vérifiant les conditions de
la définition. On pose alors

+oo
T)= inf Ml b
ve,r(T) (M)HGIR(T){;HG 2|y ||F}

Lorsque E et F sont fixés et contextuellement connus, on écrira simplement ce nombre v(T). En
outre, on désignera par N (E, F') ’ensemble des applications nucléaires de E dans F. On vérifie
sans difficulté que N (E, F) est un sous-espace vectoriel de L(E, F') et que v est une norme sur
N(E, F) telle que, pour tout T' € N (E, F), on a

T (e, ry <v(T).

Nous ne passerons pas en revue toutes les propriétés des applications nucléaires. Notons néanmoins
la propriété suivante.

Proposition 2.7.1. Soient (E,|.||g), (F,|.||r) et (G,||-||lg) trois espaces normés.
(i) SiTeN(E,F) et si S e€L(F,G), alors SoT e N(E,G) et on a

ve.a(SeT) <|Slure) ver(T).
(it) Si T € L(E,F) et st S € N(F,G), alors SoT € N(E,G) et on a
vea(SoT) <vra(S) IT|ueE,r)-

Démonstration. (i) Soit (a,y) € R(T). Alorson a (SoT)(x) = :i% an(z)S(yn) siz € E et il
vient

+o0 too
> lanlle 1Swa)lle < 1SllLimey Y llanlle llyalle-
n=0 n=0
(ii) Soit (a,y) € R(S). Dés lors, il est clair que (S o T)(x) = ::(’J(an oT)(x)yn sixz € E et on
obtient
+00 e
Y ManoTlerlyale < ITle,r Y lanlellyalle-
n=0 n=0

O

Dans la suite, nous aurons besoin de certains autres outils pour étudier les espaces nucléaires.
Nous allons les considérer maintenant.

Fixons (E, ||.||g) et (F,|.]|r) deux espaces normés. Si n € N, on note F,,(E, F') ensemble des
applications linéaires et continues de E dans F' dont I'image est de dimension inférieure ou égale
an.

Soit n € N. On définit alors I’application

on : L(E,F) = [0,400[ : T+ inf{||T—T0||L(E7F) 2Ty € fn(E,F)}.



2.7. ESPACES NUCLEAIRES ET DIMENSION DIAMETRALE 45

On vérifie sans peine que, si T' € L(E, F'), alors oo(T') = ||T||r,(g,r) et que 0,(T) > 0, 11(T) pour
tout n € N.

Parmi les grands résultats concernant ces applications de rang fini (i.e. dont l'image est de
dimension finie), on peut citer le lemme d’Auerbach. Ce dernier s’avérera utile pour borner le
nombre o, (T) défini ci-dessus au moyen de diamétres de Kolmogorov (cf. le lemme [2.7.2)).

La démonstration de ce lemme est extraite de [16] et [22].

Théoréme 2.7.1 (Lemme d’Auerbach). Soit G un sous-espace vectoriel de dimension finie n € Ny
de Uespace normé E. Dans ce cas, il existe ay,...,a, € E' et y1,....,yn € G tels que, pour tout
jeA{l,...,n}, onalajller = |lyjlle =1 et tels que, pour tous j, k € {1,...,n} et tout x € G, on a

n
aj(ye) = i et & =Y am(x)ym.
m=1

Démonstration. Soit {z1, ..., 2, } une base de G et notons B la boule fermée de centre 0 et de rayon
1 de (E')", pour la norme ||.[[(gy» : (E')" — [0,400[ : (z1,...,2n) = sup{[|z1]| &, ..., |20l &}
Considérons également ’application continue

(BN = [0,400[ : (b1, .oy by) ‘det ((bj (zk))j,ke{l,...,n}) ‘ .

Comme B est compact, 'application f admet un maximum (a1, ..., a,) sur B. En particulier, on a
f(aq,...,a,) > 0. Sinon, cela signifie que f est nul sur B. Dés lors, pour j € {1,...,n}, considérons
lapplication linéaire continue ¢; : G — C : Az + ... + Ap2z, — Aj et prenons C; : E — C une
extension linéaire continue de ¢; & E (par le théoréme de Hahn-Banach). Par conséquent, on a

Ch Cp e 1
0= f ( 3y ) = V2R
ICuller” " I Cnllr ]1;[1 1G5

d’olt une contradiction.
Cela implique que le systéme

S aCays =2 (ke 1))

admet des solutions uniques y1, ..., yn € G.
En particulier, si k,m € {1,...,n}, on a Z?Zl a;(2k)am(y;) = am(2x), ou encore

Z a;(zk) (am(y;) — jm) =0.

Dés lors, a,(y;) = dj,m lorsque j,m € {1,...,n}.
En outre, si (by,...,b,) € B, on a Z?Zl a;(25)bm (y;) = b (zx) pour tous k,m € {1, ...,n}, ce qui

nous donne
det ((bj (yk))j,ke{l,,,,,n}> ‘ — f(b17 ...,bn),

det ((bj (yk))j,ke{l,...,n}> ‘ < 1. Par conséquent, si k € {1,...,n} et si b € E’ est de

norme inférieure ou égale a 1, 'inégalité précédente implique que |b(yx)| < 1 (il suffit de prendre
bj=ua;sije{l,..,n}\{k} et by =0).

Fixons k € {1,...,n} et considérons I'application ¢ : > yx <; = C : Ay, — M|yx||g. I est facile de
voir que cette application est linéaire, continue et vérifie |¢(.)| = ||.||z sur > yx <;. Par le théoréme
de Hahn-Banach, on peut trouver une extension linéaire et continue C de ¢ & F tout entier telle
que |C()| < ||.|lg sur E (i.e. ||C||gr < 1). Dés lors, vu ce qui précede, |lyxllg = |C(yr)|] < 1.

Or, on sait que ||ag|| g < 1. Puisque

flay,...,an)

Dés lors, on a

1= lar(yr)| < llarllellyrlle <1,
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on doit avoir |lax||r = ||lyxlle = 1.

Pour terminer cette preuve, montrons que les vecteurs y1, ..., y, sont linéairement indépendants.
C’est clair : en effet, si A1, ..., A, € C sont tels que \yy; + ... + Apyn = 0, alors, pour k € {1,...,n},
il vient 0 = ap(A1y1 + ... + A\nYn) = Ak

Ainsi, si z € G, il peut s’écrire sous la forme = = p1y1 + ... + pnYn (K1, ..., o € C) et on obtient
ap(x) = pg si k € {1,...,n}, ce qui meéne a la conclusion. O

Considérons enfin la définition suivante.

Définition 2.7.2. Soit p un réel strictement positif. Une application T € L(E, F') est une applica-
tion de type 1, (ou une application p-approzimable, en reprenant la terminologie de Jarchow [16])
si la série

+oo

> (on(T)

n=0
converge dans R.
L’ensemble des applications de E dans F' de type I, est noté [,(E, F).

Nous pouvons maintenant passer & la définition des espaces nucléaires. Dans la suite de cette
section, on désignera par E un espace localement convexe sur C quelconque et par V(E) une base
de voisinages absolument convexes de 0 dans F.

Nous allons commencer par introduire une nouvelle notation. Supposons que V' est un voisinage
absolument convexe de 0 dans E. On pose alors

E(V):= E/kerpy.
On munit alors 'ensemble E (V) de la topologie définie par la norme
[-lv : E(V) = [0, +o0[: [z]y = pv (2),

ou [z]y désigne la classe de € E dans E(V). On notera en outre my : E — E(V) la projection
associée a E(V). Enfin, on emploiera le symbole By pour parler de la boule ouverte de centre 0
et de rayon 1 de E(V).

Si U désigne un autre voisinage absolument convexe de 0 dans E pour lequel il existe un p > 0
tel que U C pV, on peut alors bien str définir 'application linéaire et continue

TU,V : E(U) — E(V) : [,T]U — [.’E]V

A propos de ces notations, remarquons qu’on a la propriété suivante. Celle-ci, bien qu’immé-
diate, sera trés pratique par aprés.

Lemme 2.7.1. Soient U et V deux voisinages absolument convexes de 0 dans E pour lesquels il
eziste un p > 0 tel que U C pV. Dans ce cas, on a

(i) Bu = mu(Bpy) ;
(ii) Ty,v (Bu) = nv(Bpy ),

ot By, désigne la semi-boule ouverte de & de centre 0 et de rayon 1 associée a la semi-norme py .

Définition 2.7.3. L’espace localement convexe E est qualifié d’espace nucléaire si, pour tout
V e V(E), il existe U € V(E) tel que U C V et tel que lapplication Tyy : E(U) — E(V) est
nucléaire.

Remarque 2.7.1. On vérifie que cette définition est indépendante de la base de voisinages de 0
choisie. En effet, soit U(FE) une autre base de voisinages absolument convexes de 0 dans F et soit
Vo € U(FE). On sait qu'il existe V' € V(E) tel que V' C Vj. De plus, il existe U € V(E) tel que
lapplication Ty,y est nucléaire. Enfin, prenons Uy € U(E) tel que Uy C U.

Comme bien str Ty, v, = Tv,v, ©Tu,v o Ty,.v sur E(Up), on en déduit que lapplication Ty, v, est
elle-méme nucléaire par la proposition [2.7.1
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Notons au passage le lien existant entre espaces nucléaires et espaces de Schwartz.
Proposition 2.7.2. Tout espace nucléaire est de Schwartz.

Démonstration. Supposons que E est un espace nucléaire et soit V' € V(E). On sait qu'il existe
U € V(E) tel que U C V et tel que lapplication Tyy @ E(U) — E(V) est nucléaire. Par
conséquent, il existe une suite (an)neny de (E(U))" ainsi qu'une suite (y,)nen de E telles que la
série Z:i% lanll(z@))y Pv (yn) converge dans R et telles que, pour tout x € F,

+oo
Tov ([2lv) =Y an ([]0) [Ynlv-
n=0

Fixons € > 0 et choisissons N € N tel que

—+o0

Z lan (@) pv (yn) <
n=N+1

IR

Comme Tyy ([z]v) = SN an ([2]0) [ya]v + Z;ZONH an ([z]u) [yn]v, on peut alors écrire grace

au lemme 2.7

&
v (Bpy) C 3TV (Bpy ) + mv (F),

ou on a posé F :=> yg,...,yn <;. Cela implique que
€ € €
B,, C inV + F + kerpy C §pr + F C §V+F.

Donc, on a dn(Bp,, V) <e/2et on(U, V) <0n(2B,,,V) <e.

pu>
Ainsi, par décroissance, la suite (3, (U,V)),, oy converge vers 0, ce qui donne la conclusion par le

théoréme [2.3.11 O

Pietsch ([22]) démontre alors la caractérisation suivante, qui s’avére trés utile pour la suite.

Théoréme 2.7.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) E est nucléaire ;

(ii) pour toutp > 0 et tout V€ V(E), il existe U € V(E) avec U C V et pour lequel l'application
Ty : E(U) = E(V) est de type 1, ;

(i) il existe p > 0 tel que, pour tout V € V(E), il existe U € V(E) avec U C V et pour lequel
Vapplication Ty,y : E(U) — E(V) est de type 1.

Démonstration. Résultat admis. O

Nous avons besoin de plusieurs résultats pour obtenir la caractérisation des espaces nucléaires
en fonction de leur dimension diamétrale. Voici un premier lemme.

Lemme 2.7.2. Soient (F,||.|r) et (G, ||.|l¢) deux espaces normés et soient respectivement B et
B les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 de F et de G. Soient également T € L(F,G) et
n € N. Dans ce cas, on a

5(T(Br), Bg) < 0a(T) < (n+ 1)3,(T(Br), Bo):
Démonstration.  a) Montrons la premiére inégalité. Prenons un 7y € F,(F,G) quelconque.

Comme bien str T'(Br) C |T —To||lL(r,¢)Ba+To(F), on a 6, (T(Br), Ba) < [|T—=To|u(r,c)

ce qui méne & la conclusion.
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b) Prouvons la seconde inégalité. Fixons 6 > 0 ainsi que H € L,,(G) tels que T(Br) C §Bg+H.
Désignons par m la dimension de H.
Supposons dans un premier temps que m = 0. Si « € By, alors T(x) = §z pour un z € Bg
et alors | T(z)||l¢ < 0 < (n+1)d. D’ott 0,,(T) < (n + 1)6.
Supposons ensuite que m > 0. Par le lemme d’Auerbach (théoréme [2. 7 on peut trouver
a1y ey m € G'S Y1, oy ym € H tels que, pour tout j € {1,...,m}, on a ||aJ||G/ =|lyjllc =1et
tels que, pour tous j,k € {1,...,m} et tout € H, on a

m

a;j(yr) = ik et T =Y a(z)y
=1

Soit Dapplication P : G — H : z + > ;" ai(z)y, et posons S := P oT. Bien sfr, on a
S € Fn(F,G). Qui plus est, si ¢ € B, alors il existe z € Bg et h € H tel que T'(x) = dz+ h.
En appliquant P aux deux membres de cette égalité, on obtient S(x) = §P(z) + h (car
P(h) = h), ce qui nous donne

IT(z) = S@)lle = dllz = P()lle
=0z — Zal(z)yl
=1 G

m
<9 (IZIIG + azIIG/IIZIIGIszIG>

=1

<5(n+1).

Dans tous les cas, on a 0,(T) < (n+ 1)d. D’ou la conclusion.

Reprenons I'étude de I’espace localement convexe E.

Lemme 2.7.3. SiU etV sont deux voisinages absolument convezes de 0 dans E tels que U C uV
(pour un p > 0), alors, pour tout n € N,

8n (Tuy (By), By) = 6, (U, V).

Démonstration. Fixons € > 0. Dés lors, on a, grace au lemme

5n(TU,V(BU)7BV> :5 ( ( PU) 7rV(BPV))
< 6.(Byy . Byy)

PU>»
1
<dn <U7V>
1+e
< (1+4¢€)0,(U, V).

Ainsi, en passant & la limite pour ¢ — 07, on a 6, (Ty,v(Bv), By) < §,(U,V). Il ne nous reste
plus qu’a prouver l'inégalité inverse. Prenons 6 > 0 et F' € L,,(E) tels que

Ty,v(By) C 0By + my (F).
En appliquant de nouveau le lemme [2.7.1} on trouve 7y (B, ) C 7y (dB,, + F), ou encore
By, C0By, + F+kerpy C 6B, + F.
Deés lors, on a l'inégalité 6,, (B, , V) < 6.

Soit € > 0. On a évidemment 6,,(U, V) < 6,((1+¢)B,,,V) < (1+¢)6. En passant a la limite pour
e — 07T, on obtient la conclusion. O
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En rassemblant les informations collectées dans les deux lemmes précédents, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 2.7.1. Si U et V sont deux voisinages absolument convezres de 0 dans E tels que
U C uV (pour un p > 0), alors, pour tout n € N,

On peut désormais considérer la caractérisation des espaces nucléaires en fonction de leur
dimension diamétrale ([16],[22]).

Théoréme 2.7.3. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Uespace localement conveze E est nucléaire ;

(ii) pour toutp >0, on a
((n+1)P),en € AE);

(#3) il existe p > 0 tel que
((n+1)"),en € A(E).

Démonstration. Le point (i) implique le point (ii). Supposons que E est un espace nucléaire et
fixons p > 0 ainsi que V' € V(E). Par le théoréme [2.7.2) on peut trouver U € V(E) tel que U C V
et tel que l'application Ty y : E(U) — E(V) est de type 1/(2p). Vu le corollaire précédent, si
n € N, on obtient

(n+1)0,(U, V)% <3 8,0, V)% <3 on(Tyy) < C,
k=0

ott 'on a posé C := ZZEB ok (TU,V)%. Cela implique que (n+1)?,§,, (U, V) < C?P. Ainsi, on vient
de montrer que ((n -+ 1)?#§, (U, V))nGN € loo, donc

((n 4+ 1)76, (U, V) e € <o,

et (n41)P),cn € A(E).

Le point (ii) implique trivialement le point (iii).

Le point (i) implique le point (i). Prenons p > 0 tel ((n +1)?), . € A(E). Fixons V € V(E)
et m € N tel que mp > 3. On pose alors Vj := V et on définit Vi,..,V,, € V(E) tels que
Vin CVine1 C oo CVEC Vo et (4 1)P0,(Viey1, Vi) pen € o sik € {0,...,m — 1}. On peut alors
bien stir supposer que, pour un tel k, on a

1

On Vi1, Vi) < ———
n( k+1, k) = (n+1)p
pour tout n € N. Par le lemme [2.1.3] on a dés lors

1 1
<
STy S ey

Smn(Vin, Vo) < H (Vies V1)

quel que soit n € N.

Soit n € N tel que n > m et prenons k € N vérifiant mk < n+1 < m(k+1). Dans cette situation,
3

on a bien str §,(Vin, V) < 0k (Vin, V) < k+1)3 < (n’L) .

En posant U := V,,, et en tenant compte des informations que nous venons de rassembler, on
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obtient
+o0 m—1 +o0
Y onToy) =Y onTuy)+ Y. on(Tuy)
n=0 n=0 n=m
m—1 +oo

< on(Trv) + Z (n+1)6,(U,V)

n=0 n=m
m—1 “+o0 1
3
< Z Jn(TU,V) +m Z m
n=0 n=m
< 400

)

en vertu du corollaire précédent. Par conséquent, Ty est une application de type [; et, par le
théoréme [2.7.2] on conclut que E est un espace nucléaire. O

Comme le fait remarquer Vogt ([32]), ce résultat peut étre réécrit de la fagon suivante.

Corollaire 2.7.2. L’espace localement convexe E est nucléaire si et seulement si A(s) C A(E).
En particulier, l’espace s des suites a décroissance rapide est nucléaire et de dimension diamétrale
minimale pour linclusion parmi la classe des dimensions diamétrales des espaces nucléaires.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent et du corollaire 2.5.3]
O

En appliquant ces résultats, il est par exemple facile de voir les espaces O(D(0,1)) et O(C)
sont nucléaires.
Il est également possible d’exprimer la nucléarité d’un espace localement convexe grace aux dia-
meétres de Kolmogorov.

Théoréme 2.7.4. L’espace localement convere E est nucléaire si et seulement si, pour tout V €
V(E), il existe U € V(E) tel que U C 'V et tel que la série

+oo
> (U V)
n=0

converge dans R.

Démonstration. La condition est nécessaire. Si E est nucléaire et si V' € V(FE), alors on peut
trouver U € V(E) tel que U C V et pour lequel 'application Ty v : E(U) — E(V) est de type I,
vu le théoréme Dés lors, par le corollaire on a

—+oo —+oo
D 6. (U V)<Y on(Tyy) < +0.
n=0

n=0

La condition est suffisante. On peut se contenter de montrer que la suite ((n + 1)1/2)n6N est un
élément de A(FE). Fixons V € V(E). On peut trouver un U € V(FE) inclus dans V' tel que la série

I:) 0, (U, V) converge dans R. Notons L la limite de cette série. Dans ce cas, il vient

(n+1)0,(U, V) < zn: 5m(U,V) < L

lorsque n € N, ce qui implique que (n+1)/25,, (U, V) < L/(n+1)"/2. Cela méne a la conclusion. [

On peut appliquer la théorie précédente a ’étude des espaces de suites de Kéthe nucléaires.
Comme de coutume, nous fixons un ensemble de Kothe A et un espace admissible (I, ||.||;)-
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Théoréme 2.7.5. L'espace \'(A) est nucléaire si et seulement si, pour tout o € A, il existe B € A
avec o, < By, tel que la suite o/ est un élément de ;.

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que A'(A) est nucléaire et fixons o € A.
Si « est & support fini, alors la suite o/« appartient & ;. Si « est & support infini, alors, par le
théoréme précédent, on peut trouver 5 € A, avec o, < S, pour tout n € N, tel que la série

ACHER

converge dans R. Remarquons que cela implique que ((5 (B L, By ))HEN € ¢p et par conséquent
que /B € ¢g (voir la démonstration du théoréme m On conclut en remarquant que

= /. +o00

> (5), = S/, =X o

n=0 n p=0

grace a la proposition [2.4.3]

La condition est suffisante. On va prouver que si \'(A) vérifie la propriété de ’énoncé, alors il est
nucléaire. Fixons @ € A. Si « est & support fini, alors bien sar la série 327 n (B, By ) converge
dans R. Si « est & support infini, prenons 8 € A tel que «,, < 3, quel que soit n € N et tel que la
série Z::E)(a /B)n converge dans R. Comme au point précédent, on conclut en notant que

+00 +o0 +o0o a
> (B, ) = 3wt/ = X (5) -
n=0 n=0 n=0 n

O

Remarquons que cette propriété est indépendante de [. En outre, on peut donner le résultat
suivant, d a Terzioglu ([27]).

Proposition 2.7.3. Si M(A) est un espace nucléaire, alors cet espace et sa topologie sont indé-
pendants de [.

Démonstration. Grace a la proposition [[.2.2] on sait que
Ai(4) € A (A) C A(4)

et que les injections \;(A) — A(A) et A'(A) — Ao (A) sont continues. Pour conclure, il suffit de
montrer que A (A) C A1(A4) et que Pinjection Ao (A) — A1(A) est continue.

Fixons a € A et prenons 8 € A tel que «a,, < 3, et tel que la série Z::E) (a/p),, converge dans R.
Deés lors, si & € Ao(A), on a

Zanmn -3 (5) A < (f‘j (g)) P ().

n=0 n=0
d’ou £ € A\ (A). Cela nous donne la thése. O

On peut appliquer le théoréme au cas des espaces de séries de puissances. Cela donne la
propriété suivante.

Proposition 2.7.4. Soit o une suite croissante et non majorée de réels positifs et soient les

matrices de Kdéthe
A= ( —an/k) ) tA/ _ ( ko, ) )
( ¢ neN/ pen, ‘ (c )"GN keNg

Alors
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(i) lespace N'(A) est nucléaire si et seulement si, pour tout k € Ny, on a (e‘a”/k)neN ely;
(ii) Uespace N'(A') est nucléaire si et seulement s’il existe m € N tel que (e=™"), . € ly.
Démonstration. (i) Supposons que A(A) est nucléaire et soit k € Ny. Il existe alors m € N tel

que (eo‘"(l/(ker)*l/k))neN € Iy, vu la proposition [2.4.2} Donc (e*a"/k) ely.
Passons a la réciproque. Soit kg € Ny et posons mg = kg. Comme

neN

—an

a (%,;)
e“"\Fotmo " Ro) = o2k

pour tout n € N, alors, par hypothése, (e""(l/(ko“‘mf’)_l/ko)neN € I;. Donc \'(A) est nucléaire
par la proposition [2.4.2

(ii) Cela découle directement de la proposition

Terminons cette section par la construction d’un espace de Schwartz non nucléaire.

Exemple 2.7.1. Soit la matrice de Kéthe

A= (((n + 1)—1/k)neN>

On va considérer I'espace A1(A). Le lecteur aura compris qu’il ne s’agit en fait que de 'espace de
séries de puissances de type fini associé a la suite (In(n + 1)),en et & espace admissible ;.

Cet espace est par conséquent de Schwartz. Par contre, il n’est pas nucléaire vu la proposition
précédente. Il est en effet connu que la série

keNp

+oo (et +o00 1

ne converge pas dans R.



Chapitre 3

Les invariants (DN ) et (£2)

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux invariants (DN) et (2), dus a Vogt. Ceux-
ci ont été définis dans le cadre des espaces de Fréchet. Aprés avoir introduit leurs définitions,
nous donnerons quelques-unes de leurs propriétés et nous appliquerons les résultats au niveau des
espaces de suites de Kothe.

Les développements suivants sont tirés de [20].

3.1 La propriété (DN)

Définition 3.1.1. Soit (E, (pr)ren) un espace de Fréchet. On dit que E posséde la propriété
(DN) g1l existe un K € N tel que, pour tout k € N, il existe un m € N et un C' > 0 tels que

pi < Cprpm

sur F. En conséquence, la semi-norme px est méme une norme sur E. Elle est qualifiée de norme
dominante de E.

En fait, Pappellation (DN) est 'acronyme de l'expression "norme dominante" (dominating
norm en anglais).

Bien str, il faut vérifier si la définition présentée ci-dessus est bien indépendante du choix du
systéme fondamental de semi-normes. En réalité, ce fait découle directement du premier point de
la proposition suivante.

Proposition 3.1.1.

(i) La propriété (DN) est un invariant topologique, en ce sens que si (E, (pr)ren) et (F, (qk)ken)
sont deux espaces de Fréchet isomorphes et si E vérifie la propriété (DN), alors F vérifie
également la propriété (DN).

(i) Tout sous-espace fermé d’un espace de Fréchet possédant la propriété (DN) posséde lui-méme
la propriété (DN).

Démonstration. Le point (ii) est immeédiat. Considérons donc le point (i). Supposons que

¢:E—+F

est un isomorphisme d’espaces de Fréchet. Prenons px une norme dominante de F. Dés lors, on
sait qu’il existe Ky € N et C > 0 tels que

pro® ! < Cyy,

sur F. Pour conclure, il suffit de montrer que g, constitue une norme dominante de F'.
Soit k € N. Il existe C, > 0 et kg € N tels que g 0 ® < Cipg, sur E. Prenons mo € Net D > 0

93
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tels que p%o < DpgPm, sur E. Enfin, prenons m € N et Dy > 0 tels que py,, o @~ < Dyqy, sur
F'. En rassemblant toutes les informations ainsi présentées, on obtient

@G = (Qk odo <I>_1)2
< Cf (pro © ‘P_l)Q
< DC,% (pK o CI)fl) (pmo o @71)
< DCH(Cqxk,)(Dogm)
< (CRCDDy) ko Gm
< C'qKoGm

sur F, ou C' := CECDDO. D’ou la conclusion. O

Nous allons maintenant considérer différents exemples d’espaces possédant ou non la propriété
(DN). Le premier est tout a fait direct.

Exemple 3.1.1. Tout espace de Banach vérifie la propriété (DN).

On peut aussi s’intéresser aux espaces de suites de Koéthe. On obtient ainsi la proposition
suivante.

Proposition 3.1.2. Soit (1,]|.]];) un espace admissible et soit A = (ay)ren une matrice de Kdothe.
Si l’espace \'(A) posséde la propriété (DN), alors il existe un K € N tel que, pour tout k € N, il
existe un m € N et un C' > 0 vérifiant

aj(n) < Cag (n)am(n)
pour tout n € N.

Démonstration. Cela découle directement de la définition de la propriété (DN), en appliquant les
semi-normes de \'(A) aux différents vecteurs e,, (n € N). O

En général, on ne sait pas si la réciproque de cette propriété est vraie. Par contre, elle est
connue dans le cas des espaces échelonnés de Kothe.

Proposition 3.1.3. Soit A = (ay)ken une matrice de Kithe et soit p € [1,400[. Notons E l'un
des trois espaces de Fréchet suivants : Ap(A), Ao(A) et Aoo(A). Alors E posséde la propriété (DN)
si et seulement s’il existe un K € N tel que, pour tout k € N, il existe un m € N et un C > 0
vérifiant

a2 (n) < Cax (n)am(n)

pour tout n € N.
Démonstration. La condition est nécessaire au vu de la proposition précédente. Il ne reste plus

qu’a montrer qu’elle est suffisante. Supposons que k, K, m € N ainsi que C' > 0 vérifient I'inégalité
az(n) < Cak(n)a,,(n) pour tout n € N. On va procéder au cas par cas.

(1) Supposons que E = A, (A). Dés lors, si € € E, on a

+oo +oo
S (arm)l&a))? < VES (ax(m)|&a)”’? (am(n)|€a)"?
n=0 n=0

oo 12 /4 1/2
< \/5 (Z (aK(n)Kn)p) (Z (am(n)anp) )

n=0 n=0

grace a linégalité de Cauchy-Schwartz. Donc pi(€)? < Cpx(€)pm(€), ce qui méne a la
conclusion.
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(2) Supposons que E = A(A). Si € € E, on obtient

sup (ax (1) n]) <V sup ((arc () n) /> (am (m)]€a])/2)
neN neN

1/2

< V@ (sup (el v (sup (amtrlen)

ce qui méne une nouvelle fois & la conclusion.
(3) Supposons que E = Ag(A). Comme Ag(A) est un sous-espace fermé de A\, (A4) et comme
Aoo(A) vérifie la propriété (DN) par le point (2), on sait qu’il en est de méme pour Ag(A).
O

Le lecteur a peut-étre discerné une certaine ressemblance entre cette caractérisation et la
caractérisation de la classe K! ; définie dans la section consacrée a la classe de Dragilev. Plus
précisément, on a le résultat précédent.

Corollaire 3.1.1. Désignons par | l'un des trois espaces admissibles suivants : I, (p > 1), loo ou
co- Alors tout espace de la classe lCll)B vérifie la propriété (DN).

Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente et du corollaire 2.6.1] [

On peut également regarder ce qui se passe au niveau des espaces de séries de puissances.

Corollaire 3.1.2. Un espace de séries de puissances de type fini ne posséde jamais la propriété
(DN). Par contre, un espace de séries de puissances de type infini associé al, (p > 1), a loo ou
a co vérifie la propriété (DN).

Démonstration. La propriété concernant les espaces de séries de puissances de type infini découle
du corollaire précédent et de la proposition 2:6.9} On peut donc passer au type fini.
Soit a une suite croissante et non majorée de réels positifs. Considérons la matrice de Kéthe

().,

ainsi que I'espace A!(A) (pour un espace admissible I quelconque). Montrons qu’il ne posséde pas
la propriété (DN). Procédons par I'absurde et supposons qu’il existe un K € Ny tel que, pour
tout k£ € Ny, il existe un my € Ny et un C > 0 vérifiant

keNg

2
(efan/k) S Cwefozn/Kefozn/fn;C

an/Ke=an/mzx pour tout n € N en

pour tout n € N. En particulier, on obtient e~ /K < Ce~
prenant k = 2K, ou encore

1 < Qe=%n/m2K

pour tout n € N. D’otl une absurdité car le second membre de cette inégalité converge vers 0
lorsque n — +o0. ]

Grace a différents résultats obtenus dans le précédent chapitre, on obtient les exemples suivants.

Exemples 3.1.1. Les espaces de Fréchet O(C) et s possédent la propriété (DN), mais pas l'espace
O(D(0,1)).

Terminons cette section par une caractérisation. Celle-ci permet de créer un parallélisme entre
la propriété (DN) et la propriété (2) développée plus bas.
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Proposition 3.1.4. Soit (E, (pr)ren) un espace de Fréchet. Alors E posséde la propriété (DN)
si et seulement s’il existe K € N tel que, pour tout k € N et tout 0 €]0, 1], il existe m € N et C > 0
tels que

P < Cpy’ph,
sur E.

Démonstration. Cette propriété étant clairement suffisante, on va simplement montrer qu’elle est
nécessaire. On peut alors supposer sans restriction que la suite (pg)gen de semi-normes sur E est
croissante sur E. Comme F vérifie la propriété (DN), on peut se donner une norme dominante
pr de E. Prenons également un k € N. On a alors deux possibilités.

(1) Si & > K, on va définir une suite d’indices (my), .y comme suit. On pose mg := K et
my := k. On sait qu’il existe m € N et C > 0 tel que

pi < Cprpm

sur F. On peux méme supposer m > k. Dans ce cas, on pose msy := m et C; := C. Par

récurrence, on obtient la suite (my,), oy ainsi qu'une suite (C,), oy, de |0, +-00[ vérifiant
a) Myy1 > My pour tout n € N
b) p?nn < CupKPm,,, sSur E pour tout n € Ny.

Ainsi, si z € E'\ {0} et si n € Ny, il vient

Pr(x) >n - P, ( - DPmy +1 - Pmiia (z) - Prmi,qq ()
= H x <[l =11 | =5 < (1lo | ==
<pK (.13) j:l j=1 pmJ ( ) j=1 Pk (.f) j=1 PK (l‘)
1/n
Posons D,, := (H;-L:l Cj) . Par conséquent, sur F, on a

pr < Dupge /mpl/m

pmn+1

Ainsi, étant donné un 6 €]0, 1], on prend n € Ny tel que 1/n < 6. Dés lors, si z € E \ {0}, il

vient
z 1/n x 0
PV ) i (2) = pic(2) (W) < () (Z”;K(;))) .

Ainsi, on a py < Dppk epﬁ%ﬂ sur F.

(2) Sik < K etsif€]0,1], alors on a bien str

—0
pr < v v

sur F.

D’ou la conclusion. O

Nous pouvons maintenant passer a la propriété (€2).

3.2 La propriété (Q2)

Nous avons besoin dans la suite de la notion de polaire. Rappelons donc que si E est un espace
localement convexe et si A est une partie non vide de F, on définit le polaire de A par

B ={eeFE :|dx)<1Vze A}
Dans le cas ou A est un sous-espace vectoriel F' de E, on a méme

S={cE :|Fp=0}
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Ainsi, nous allons considérer les polaires de certains ensembles particuliers. Plus précisément,
si (E, (px)ken) est un espace de Fréchet, nous allons considérer le polaire de

Uy ={zeE:xeckE, p(z) <1}

si k € N. Afin de simplifier les écritures, nous conserverons la notation Uy dans cette section pour
désigner la semi-boule fermée de E de centre 0 et de rayon 1 associée & la semi-norme py.

Définition 3.2.1. Soit (F, (px)ren) un espace de Fréchet. Cet espace vérifie la propriété (Q) si,
pour tout K € N, il existe k € N tel que, pour tout m € N, il existe C' > 0 et 6 €]0, 1] vérifiant

1-6
pya <C (pUﬁ) (ppa)’

m
sur £, o1, lorsque n € N, p;,» est la semi-norme de jauge du polaire U,LA.

Insistons sur le fait que cette application p;,» peut éventuellement prendre des valeurs infinies.
De plus, sie’ € E, on a

pya(e) =inf{u>0:¢ € pUSY =inf{u > 0: |¢'|(Uy,) C [0, 4]} = sup{|e/(z)| : = € U, }.

Comme pour la propriété (DN), on vérifie que cette définition a bien un sens grace a la
proposition suivante.

Proposition 3.2.1. La propriété (2) est un invariant topologique.

Démonstration. Soit (E, (pr)ren) un espace de Fréchet possédant la propriété (2). Comme an-
noncé, on reprend la notation Uy au niveau de E. Supposons que (F, (qx)ren) est un espace de
Fréchet et que

. FE— F

est un isomorphisme d’espaces de Fréchet. Pour F', on va noter Vj la semi-boule fermée de centre
0 et de rayon 1 associée a la semi-norme ¢, pour k € N.
Fixons K € N. On sait qu’il existe D > 0 et Ky € N tels que gx o ® < Dpg, sur E. Prenons
alors kg € N tel que, pour tout mgy € N, il existe C > 0 et 6 €]0, 1] avec
o 1-6 0
<
pU;% > (pUﬁ(J) (pUﬁo)

sur E'. Ensuite, choisissons k € N tel que py, o ®~! < Ciqy. sur F, pour un Cy > 0. Or, si f' € F',
on a

pya (f) =sup{lf'(W)] : y € Frau(y) < 1}

<sup{|f'(y)| 1 y € F, (pr, o @) (y) < Ci}
= sup{|(f o ®)(x)| : x € E, pg,(x) < Ci}
= CkpU)ﬁ) (f o ®).

Enfin, fixons m € N et prenons mg € N et D’ > 0 tels que ¢, o ® < D’p,,, sur E. Par définition

1-0
de la propriété (2), on peut trouver C' > 0 et 6 €]0, 1] tels que p o < C (pUA ) (pya ) sur
ko Kq mo
E’. Au total, si f' € F/,

pyp (') < Cipyp (0 @)
1-6
<Gl (pyz (F0®))  (bys, (0 @)
< CRCD D  (pya (f)) by (1))°
< C'(pya (F)(ya ()’

ot C' = C,CD'9D". O
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En outre, & l'instar de la propriété (DN), la propriété (1) présente une stabilité vis-a-vis
d’une structure particuliére. Il s’agit ici du quotient. Pour démontrer ce fait, on va commencer par
prouver un lemme, tiré de [20].

Lemme 3.2.1. Soient E et G deuzx espaces localement convezxes et soit F' un sous-espace vectoriel
de E. Notons ng/p : E — E/F le passage au quotient. Si T € L(E,G) est tel que F C ker(T),
alors il existe un unique T € L(E/F,G) tel que T =T o g p sur E.

Démonstration. 11 est clair qu'une telle application T est définie si et seulement si T’ est nul sur
F. Dans cette situation, elle est nécessairement unique. De plus, il est évident que T est linéaire.
Il ne reste plus qu’a prouver que 7' est continu sur E/F.

Soient P et @) des systémes fondamentaux de semi-normes de E et G respectivement. Si p € P,
notons p/F la semi-norme

p/F:E/F —[0,+00[: 2+ F — inf{p(y) :y € (x + F)}.

Il est bien connu que ces semi-normes forment un systéme fondamental de semi-normes de E/F.
De plus, si g € Q, il existe une semi-norme py € P et C' > 0 tels que go T < Cpg sur E. Ainsi, si
r € Eetsingp(r)=ng/r(y), ona

(q0T) (me/r(@) = o(T(y)) < Cpo(y).
Donc (qoT) (7 r(z)) < C(po/F) (mg/r(z)), ce qui meéne a la conclusion. O

Corollaire 3.2.1. Soit (E, P) un espace localement convexe et soit F' un sous-espace vectoriel de
E. Alors lapplication o

¢:F> 5 (EJFY : fl
est un isomorphisme d’espaces vectoriels, ot f' est Uapplication définie dans le lemme précédent.
En particulier, si ¢ € P, on a

pys ° ¢ = (pua)lra

ot U est la semi-boule fermée de E associée & q et Up est la semi-boule fermée de E/F associée
aq/F.

Démonstration. Par le lemme précédent, 'application ¢ est clairement définie, linéaire et injective.
Elle est aussi surjective, car si g’ € (E/F)’, en posant f’ = g’ omp,p sur E, alors, on a bien str
f' =g sur E/F (par unicité de Papplication f/) et f' € F2.

Il ne reste plus qu’a prouver ’égalité des semi-normes apparaissant dans I’énoncé. Pour ce faire,
prenons g € P et reprenons les notations U et Up de I’énoncé. Si f/ € F2, on a

pyz (F) = swp{[ " (wp/r(@))| : 2 € B, ¢/F (mgyr(@)) < 1}.

Par conséquent, si on suppose que = € E est tel que ¢/F (WE/F(Z‘)) <1 et sion choisit y € x + F
tel que ¢(y) < 1+ ¢ (pour un € > 0 quelconque), il vient

| (mg/r(@)| = 1F )] < sup{|f'(2)] : 2 € B, q(2) < (1 +¢)} = (1+¢) pua(f).

Donc, en passant a la limite pour ¢ — 0%, il vient p;,a (7) < pya(f’). Inversement, si x € E est
F
tel que g(z) < 1, alors ¢/F (mg p(x)) <1 et

[f'(@)| = [ (7e/r(2))],
ce qui prouve que pya (f') < Pya (F) Cela meéne a la conclusion. O

Grace a ce corollaire, on peut lier propriété (£2) et passage au quotient. En effet, I’expression
des semi-normes obtenue dans ce corollaire rend la proposition suivante directe.
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Proposition 3.2.2. Soit (E, (pr)kren) un espace de Fréchet et soit F un sous-espace vectoriel fermé
de E. Si E posséde la propriété (Q), alors Uespace quotient E/F vérifie lui-méme la propriété ().

Passons a différents exemples. Le premier est, comme dans le cadre de I’étude de la propriété
(DN), direct.

Exemple 3.2.1. Tout espace de Banach posséde la propriété ().

Une nouvelle fois, une caractérisation des espaces de suites de Kothe généraux par rapport a
la propriété () n’est pas connue. Néanmoins, on a malgré tout une condition nécessaire. Com-
mencons par un lemme.

Lemme 3.2.2. Soient (I,|].|[;) un espace admissible et A = (ar),cy une matrice de Kithe. Soit
7 € N et soit Uapplication linéaire continue

€A (A) = C: & g
Alors, sik €N, on a

o= { VD0

Démonstration. Par définition, on a Pys (€;) = sup{|&| : € € A(A) et pL(€) < 1}. On a deux
possibilités.

a) Supposons que ay(j) > 0. Si & € A(A) est tel que pl (€) <1, alors |ax(4)¢;] < 1, donc
b
ak(j)

Ainsi, Pys a(e5) < 1/ak(4). Or la suite 1 := (1/ax(5))e; est telle que p(n) = 1 et telle que

161 <

€j(n) = 1/a;€( ). Par conséquent, on a

Pys (€j) = an(j)

b) Si ax(j) = 0, alors, pour tout N € N, la suite vy = Ne; est telle que pl(yn) = 0 et
€j(yn) = N. Cela prouve que p;,a (e;) = +00.
k
O
Proposition 3.2.3. Soient (I, ||.|l;) un espace admissible et A = (ax), oy une matrice de Kéthe.

Si espace N (A) vérifie la propriété (Q), alors pour tout K € N, il existe k € N tel que, pour tout
m €N, il existe C > 0 et 6§ €]0, 1] vérifiant

ap(n) > Clax(n))' = (am(n))’
pour tout n € N.

Démonstration. Supposons que K, k,m € N, C > 0 et 6 €]0,1] sont tels que
1-6 0
pys = c (pUﬁ> (pp2)
sur ()\Z(A)),. Sin €N, on a en particulier

P () <C (paen)) " (e (en))’

en reprenant les écritures de 1’énoncé précédent. On va procéder au cas par cas en appliquant le
lemme précédent.
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(i) Si ar(n)ax(n)amn(n) # 0, alors, on a 1/ay(n) < C(1/ax(n))'=%(1/a(n))?, ou encore

ar(n) > & (are(n)' " (am ()"

(ii) Si ax(n) = 0, alors p;a(€,) = +oo. Cela impose que p, 2 (€,) = +00 ou pya(en) = +00.
k K m
Dés lors, ax(n) =0 ou a,(n) = 0. Dans tous les cas, on arrive a

ax(n) = & (arc (1)~ (am(0))"

(iii) Siag(n) > 0 et si ax(n)am(n) =0, alors on a toujours

ar(n) > & (are(n)'~ (am ()"

D’ou la conclusion.
O

Nous allons maintenant étudier le cas des espaces échelonnés de Kothe. Pour ce faire, considé-
rons dans un premier temps le lemme suivant, tiré lui aussi de [20] (lemme 27.12).

Lemme 3.2.3. Soit A = (ar)ren une matrice de Kéthe et soit p € [1,+00[. On note E l'un des
trois espaces suivants : Ap(A), Aoo(A) et Xo(A). Soient ' € E' et k € N. Considérons également
Uensemble Ny, := {n € N : ai(n) > 0}. Alors, s’il existe ng € N\Ny, tel que z'(en,) # 0, on a
Pys (') = 400 dans tous les cas. Sinon, on a

(i) pUkA(x’) = (ZneNk |m’(en)/ak(n)|q)1/q si E=MX,(A) et sip>1, avec % + é =1;
(i) ya (') = supnen, (2 (en)l/an(n) si B = M(4) (b= 1);
(i) pya (@) = Lnen, (12 (en)l/ar(n)) si E = Aso(A) ou E = Ao(A).

Démonstration. Dans un premier temps, supposons qu’il existe ng € N\ Ny, tel que 2’(ep,) # 0. Si

N € N, prenons la suite vy = ﬁno)eno. Dés lors, pr(vn) = 0 et |2'(yn)| = N. Cela prouve que
pys (') = +o0.

Supposons maintenant que z’(e,,) = 0 si ng € N\Nj. On peut bien siir supposer 2’ non nul, sans
quoi le résultat est trivial. On va alors procéder au cas par cas.

(i) Supposons que E = X\,(A) avec p > 1. Dans ce cas, si £ € E, il vient

+oo
2/ (©)] = Y &’ (en)
n=0

= Z £’ (en)

n€ Ny

—| 3 ) (20 >‘

neNy

1/q
< (&) ( > le(en)/ak(n)|q>

neNy

par 'inégalité de Holder, on 1/p 4+ 1/g = 1. D’ou pys (") < (ZneNk \x’(en)/ak(nﬂq)l/q.

Passons a l’autre inégalité. Prenons u € C" tel que |, | = 1 et w2’ (en) = |2 (en)| pour tout
n € N. Comme 2’ est non nul, le nombre
—1/p

v=[ 3 ) am)

nENkﬂ[O,N]
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est bien défini pour N € N suffisament grand. Enfin, définissons la suite n™¥) comme suit :

|2 (en)|97
nT(LN): LNﬂnW sin < Netné€ Ng,
0 sinon.
Dans ce cas, on a
1/p
' (en)]?
p(®) = X awrsgmrsel
n€NLN[0,N] k
1/p
=Ly > ' (en)/ar(n)]®
n€NLN[0,N]
=1
car pg = p + ¢q. De plus, vu que ¢ =1+ ¢/p,
N
2 (1) = 3 e
n=0
/ 1+q/p
— Z LN |x (en)| .
neN,N[0,N] ar(n)
1-1/p

Yo lel(en)/a(n))

neNLN[0,N]

Yol (en)/ar(n)

n€N,N[0,N]

1/q
Cela implique que (ZHENkﬁ[O,N] |2 (en)/ak (n)|‘1> < pye (z'). Par conséquent, en passant

a la limite pour N — +o00, on conclut que
1/q
pyp (@) = < > Iw’(en)/ak(nﬂ’f) :
neNg
(ii) Supposons que E = A\1(A). Dés lors, si € € E,

> (Gt (25 |

n€ENg

< (@) sup [2'Cen)fan(o)] ).

neNg

|2'(&)] =

Qui plus est, si N € Ny, notons ™) la suite (1/ax(N))en. Bien stir, on a py (™)) =1 et
2" (™) | = |2’ (en)|/a(N). Donc |2’ (en)|/ar(N) < pya(2’). Ainsi, il vient
k

o) = ((sup 1o (en) /o).

neNg
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(iii) Supposons que E = A\g(A) ou que E = A(A). Si{ € E, on a

[ (€)] < pi(€) Y (2’ (en)l /ar(n)).

nENy

Ensuite, si N € Ny, soit la suite n™¥) donnée par

(N) _ | #n/ax(n) sin < N etn € Ng,
In 0 sinon,

ou la suite p est définie comme au point (i). De nouveau, on vérifie que py, (n(N )) < 1et que
' (n™M)) = Y neneno,n] 17 (en)]/ax(n). En passant a la limite pour N — +o0, cela permet
de dire que

pya(@) =Y |2 (en)l/an(n),

neENgk

ce qui méne a la conclusion.

Nous pouvons désormais considérer la caractérisation & proprement parler.

Proposition 3.2.4. Soit A = (ar)ken une matrice de Kdthe et soit p € [1,+00[. On note E
lun des trois espaces suivants : A\py(A), Aoo(A) et A\g(A). Alors E posséde la propriété () si et
seulement si, pour tout K € N, il existe k € N tel que, pour tout m € N, il existe C > 0 et 0 €]0,1]
avec

ar(n) > Clax (n))' =% (am(n))”

pour tout n € N.

Démonstration. Nous savons déja que la condition est nécessaire. Il ne reste donc plus qu’a montrer
qu’elle est suffisante. On suppose ainsi que K, k,m € N, C > 0 et 6 €]0, 1] sont tels que

ax(n) > Clak(n))' = (am(n))’

- 0
pour tout n € N. Soit 2’ € E’. On va montrer que p,a(z') < (1/C) (pUA (m’)) (pUA(.T}/)) ,
k K m
ce qui permettra de conclure. On va procéder au cas par cas. Comme dans le lemme précédent, si
j € N, notons N; 'ensemble {n € N: a;(n) > 0}. En particulier, on a

Ng NN, C Ng.

Supposons d’abord qu'il existe ng € N\(Ng N Ny,) tel que 2/(e,,) # 0. Dans ce cas, vu le lemme
1-6 0
précédent, p,a(2') < (1/C) (pUA (x’)) (pUA(x’)) = 400, ce qui rend la thése.
k K m
Dés lors, supposons que z'(e,) = 0 pour tout n € N\(Ng N Ny,). On va maintenant différencier

les espaces échelonnés de Koéthe considérés.

(i) Supposons que E = \,(A), avec p > 1. Prenons ¢ €]1, +oo[ tel que 1/p + 1/q = 1. Alors, il
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vient

pUlf (x,)

1/q
<Z |x’<en>/ak<n>|q>

neNg

1/q
—< > |$’(€n)/ak(n)q>

nENKNNp,

1/q
1 [ (en)|
= ( 2 <aK<n>><19>q<am(n>>9q>

nENgNN,,

"(ey, 1=6)a /) en a\
oLz GED TS

NENKNN,

Pour continuer, l'idée est d’appliquer l'inégalité de Holder. Le réel p’ := 1/(1 — ) est stric-
tement supérieur a 1 et son conjugué ¢’ (i.e. le réel tel que 1/p’ +1/¢’ = 1) vaut 1/6. Dés

o o >)>9]/{< & >>q ’
2 (en > (e >]

S (/) 6

(= )] (s )]

(ii) Supposons que E = A1(4). On a

1/q

i)
=
>
&
IN
Ql~
I/~
A/~
S
=
2

pya (@) = nseujl\?‘(lw’(en)l/ak(n))

= %nez\slen)zvm ((GK(n)l)xl/(i?()zlm(n))9>
12 1-6 / 0
<zlow ()] Lo ()

L) )

(iii) Supposons que E = A (A4) ou E = M\g(A). Il vient alors

neENgN
)
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par l'inégalité de Holder.

D’ou la conclusion. O

Comme dans le cas de la propriété (DN), on peut faire un rapprochement vis-a-vis d’une classe
définie dans la section concernant la classe de Dragilev. Plus précisément, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2. Soit | l'un des trois admissibles suivants : l,, (p > 1), loo et co. Alors tout
espace de la classe K | vérifie la propriété ().

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente et du corollaire 2.6.1] O
Au niveau des espaces de séries de puissances, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.3. Tout espace de séries de puissances associ€ a1, (p > 1), loc ou & co vérifie la
propriété ().

Démonstration. Au vu de la proposition[2.6.9)et du corollaire précédent, on sait déja que le résultat
concernant le type fini est vrai. Il ne nous reste plus qu’a considérer le type infini.
Prenons « une suite croissante et non majorée de réels positifs et considérons la matrice de

Kothe
I ko,
A= ((e )neN)kEN.

Fixons K € N et posons k:=K + 1. Soit me N. Sim=0oum=1,o0n a

ek:an > (eKozn)l/2 (eman)1/2
pour tout n € N. Par contre, si m > 1, on prend 6 := 1/m. Dans ce cas, on a

ekan Z (eKozn)l_g (eman)g
pour tout n € N. O

Nous obtenons dés lors de nouveaux exemples.

Exemples 3.2.1. Les espaces O(D(0,1)), O(C) et s vérifient la propriété (£2).



Chapitre 4

Poursuite de I’étude des espaces S”

Passons enfin & un résumé concernant les espaces S, comme annoncé dans l'introduction.

4.1 Définition générale
Commengons par rappeler la définition et les propriétés générales des espaces S” (pour plus
de précisions, voir par exemple [T}, 2 [3, 12} [T5]).

Définition 4.1.1. Un profil admissible est une application v : R — {—oo} U [0,1] & la fois
croissante, continue a droite et non identiquement égale & —oo.

Pour une telle application v, on définit
Qmin = inf{a € R: v(a) > 0}
et
Omax = inf{a € R: v(a) =1},

avec la convention selon laquelle inf ) = +oco.

Pour le reste de ce chapitre, nous fixons une fois pour toutes la notation v pour désigner un
profil admissible quelconque. Un tel profil va ainsi permettre de définir un espace de suites qui lui
est associé, appelé S”.

L’espace S” est en réalité constitué de suites de nombres complexes indicées non pas par un
naturel, mais par un couple de naturels. Nous reprenons dés lors les notations employées dans
[1 2, 12]. Plus précisément, on pose

A= J{i} x{0,..,277"}
JEN
et
Q:=Chr.

On ordonne A de la fagon suivante : (5,k) < (j', k') dans A si (j <j')ousi (j =4 et k <k).
Afin de faciliter une distinction entre les suites "classiques" (indicées par N) et les suites indicées

par A, on emploiera une minuscule fléchée pour désigner un élément de €2, comme par exemple C.
Enfin, si ¢ € €2, on pose

Ej(C,a) (@) := {k €{0,...,20 — 1} : |cj 4| > 02727}
pour o € R, C € [0,4+0c0] et j € N.
Définition 4.1.2. L’espace S¥ est ’ensemble des suites ¢ € (2 telles
Va €R, Ve >0, VO > 03J € N: #E;(C,a)(@) < 2@+ vj > ]

ou le symbole # A désigne le cardinal de ’ensemble A.

65
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Cet ensemble est un espace vectoriel complexe. De plus, il est possible d’adopter une autre
approche pour définir 'espace S”. Ainsi, si ¢ € €, on définit

1n<#Ejl<i(,;)+e><a>>>)

vz(a) = lim (limsup<

e=0F \ jo4o00
quel que soit o € R. Dés lors, on obtient la caractérisation suivante.

Proposition 4.1.1. Une suite ¢ € Q) est un élément de S¥ si et seulement si, pour tout a € R,

vz(a) < v(a).

Maintenant que nous avons défini ’espace S”, nous allons le munir d’une topologie naturelle.
Pour ce faire, considérons les espaces définis ci-dessous.

Définition 4.1.3. Soient o € R et 3 € [0, +oo[U{—00}. L’espace auziliaire E(a, 3) est ensemble
E(a,B)={c€Q:3C,C" >0 tels que #E;(C,a)(¢) < C'2% Vj € N}.
Il est alors possible de munir un tel ensemble E(«, ) d’une topologie métrique.

Lemme 4.1.1. Fizons a € R et 8 € [0, +o00[U{—00}. Si 5,6?6 E(a, B), posons

-

do (€, d) :=inf{C +C": C,C" >0 et #{k : |cj — dj | > C27} < C'2%7 Vj € N}.

—

Dans ce cas, Uapplication do g : E(a, 8) X E(a, ) — [0,400[: (€,d) — dawg(é',a?} définit une
distance sur E(«, 8).

On munit ainsi E(a, ) de la topologie métrique définie par la distance d, g. On peut alors
montrer que cet espace est un espace métrique complet dont la topologie est plus forte que celle
de la convergence ponctuelle.

Passons ensuite aux liens existant entre I'espace S” et les espaces auxiliaires définis ci-dessus.

Théoréme 4.1.1. On a

= m ﬂ E(a,V ﬂ m O‘na O‘n +€m)a

e>0 a€eR meNneN
pour toute suite (o )nen dense dans R et toute suite (€1 )men de 0, +00[ convergeant vers 0.

Grace a ce résultat, on va pouvoir définir une topologie sur I'espace S¥ au moyen de celles
venant d’étre définies sur les espaces auxiliaires E(a, ).

Proposition 4.1.2. Soient (an)nen une suite dense dans R et (€,,)men une suite de 10, +o00[
convergeant vers 0. St m,n € N, alors on pose

Aimn = da,, vian)+e, €t E(m,n) = E(an,v(an) +em).

Dans ce cas, Dapplication
+oo 400

¢ _7;);)2% n1+n2l:m

définit une distance sur S¥. Si on munit S¥ de la topologie métrique associée a d, alors on obtient
un espace vectoriel topologique complet et séparable. De plus, on a les propriétés suivantes.

(i) La topologie définie par d sur SY est la plus faible topologie sur S¥ rendant les inclusions
SY — E(m,n) continues; en particulier, elle est plus forte que la topologie de la convergence
ponctuelle.

(#i) Une suite est convergente (respectivement de Cauchy) dans (SY,d) si et seulement si elle est
convergente (respectivement de Cauchy) dans E(m,n) pour tous m,n € N.
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Il serait utile de savoir si la topologie définie dans la proposition précédente est indépendante
du choix des suites (@, )nen €t (Em)men- Cest bien le cas et on a méme le résultat suivant.

Proposition 4.1.3. Toutes les topologies de S¥ a la fois métriques, complétes et plus fortes que
la topologie de la convergence ponctuelle sont équivalentes.

Dés lors, a partir de maintenant, on suppose que S” est muni de la topologie définie dans la

proposition 1.2

4.2 Le cas concave

Il existe certains profils pour lesquels les espaces S* associés ont une forme bien particuliére,
& savoir le cas ou ces profils sont concaves. Des liens apparaissent alors avec les espaces dits de
Besov. Rappelons la définition suivante.

Définition 4.2.1. Soient s € R, p € ]0,+oc[ et ¢ € |0, +o0[U{oc}. L'espace de Besov b; , est
I’ensemble des suites ¢ € Q telles que

1/p

p el

27 -1
(s—%)j
2¥7 |cjk
k=0
jeN

On considérera uniquement des espaces de Besov du type by, .. On munit alors I'espace b,
de la min{1, p}-norme définie par

j 1/p
291
, . L
[[-[lbs. .t b} 00 = [0, +00[ : &> sup 9(s—3)i E lc; x]?
jeN —

Citons au passage deux propriétés importantes de ces espaces.
Proposition 4.2.1. Soient s,s’ € R et p,p’ €]0,4+00[. Alors
1 /
(i) sip >pets— ’ >s — PR on a b, o, Cby . contindment;

S

oo COntindment.

(i) sip’ > p, onaby . Cb
Nous avons également besoin de la définition suivante.

Définition 4.2.2. Le conjugué concave de v est la fonction

n:]0,400[—= R:p— inf (ap—v(a)+1).

Q> Qmin

En conservant la notation n pour désigner le conjugué concave de v, on obtient le théoréme
suivant.

Théoréme 4.2.1. Soient (pn)nen une suite dense de 0, +00[ et (€m)men une suite de |0, +o0|
convergeant vers 0. Alors on a

n(p) n(pn)

senNrtT =N nws

p>0e>0 neNmeN

et ’égalité a lieu si et seulement si v est concave.
De plus, si v est concave, la topologie de SY est la plus faible topologie rendant les inclusions

SY — beffgg/p“‘Em continue, pour tous m,n € N.
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Exemple 4.2.1. Nous allons considérer un exemple simple d’espaces S”, correspondant & un
profil v bien particulier. Plus précisément, considérons v, le profil admissible défini par

—o00 si a < ag
vg:a€R— ¢ gla—ag) sia € [ag,a]
1sia>a,

ou g € 10,400 et out ap, a1 € R sont tels que ag = 1/g + ap. Dans ce cas, on a

Vg __ X1 —Em
s = [ by

meN
et la topologie de S”¢ est défini par le systéme filtrant de min(1, ¢)-normes {||.||ba1_5m tm € N}.
oo

Démonstration. On vérifie sans difficulté que v, est une fonction concave : on peut donc déterminer
I’espace S”¢ en employant le théoréme précédent. Si on note n, le conjugué concave de v, alors,
pour p > 0,

pog+1sip>gq

)= L (- dataarn={ POEISPEL

ag<a<oa;

Soit € > 0. Par le point (ii) de la proposition on sait dés lors que

nq(q)_E nq(p)

€
q 3
bq,oo C bp,oo

continliment, si p < ¢. Maintenant, si p > ¢, alors

14 (g "
]q(l)—e ao—&-%—a 1q9(P)

q __ pa1—€ _ P
blLOO - bq,oo C bp700 - bP;OO

€

continiiment car (ag +1/p—¢) —1/p=ap — e = (ay —€) — 1/q et on conclut par le point (i) de

la proposition [4:2.1]
Par le théoréme précédent, cela prouve que si (€,,)men est une suite de |0, 400 convergeant
vers 0, alors

Vg __ ] —E€
S = (] b

meN

et la topologie de 5" est la plus faible topologie rendant les injections S¥s — bgL €™ continues,
quel que soit m € N. Or, comme la suite (€,,)men converge vers 0 dans |0, +o00[, cela implique le
fait suivant : étant donné mg, my € N, on peut trouver M € N tel que ey < inf{ep,,,em, }, dou

P { 11+ sy b < [l

Cela a pour conséquence que la topologie de S”7 est la topologie définie par ’ensemble filtrant de
min{1, ¢}-normes donné par

[l lypizem :m € N}
O

L’espace S¥7 est de premier intérét pour nous : il peut en effet étre vu comme un espace de
suites de Kothe lorsque ¢ > 1. De fait, si ¢ > 1, alors on considére ’ensemble

291

ly,={C€Q:sup Z lejxl? | < 4o
jeN \ =%
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muni de la norme
i 1 1/q
- lley, Ly = [0, 400[ s @ sup [ | D Jejel®
JEN k=0

Cet espace normé est un espace admissible généralisé, en ce sens qu’il est consitué de suites indicées
par A et non par N. On vérifie ainsi que si ¢ € (2 est tel qu'il existe C' > 0 avec |¢; x| < C pour

tous (j, k) € A et si d € l,,, alors la suite ad = (cjykdjﬁk)(j }en est un élément de I, et

|

Qui plus est, si on désigne par e;j 1’élément de €2 dont toutes les composantes sont nulles, a
I'exception de celle d’indice (j, k) valant 1 (pour (j,k) € A), alors e;f €1, et [lej k]|, =1.
Yq

<cli

lug Ly

Nous retrouvons bien les conditions de la définition des espaces admissibles (adaptée a Q).
Ensuite, si nous recherchons les liens existant entre les espaces S et [, , alors nous pouvons
voir apparaitre une idée de pondération, comme au niveau des espaces de suites de Koéthe. Plus
précisément, considérons la matrice de Kothe (adaptée a Q)

A= <<2(a1_1/q_6m)j)u k)eA)

On voit des lors que S = Alva (A,,) algébriquement et topologiquement (en reprenant les nota-
tions déja utilisées au niveau des espaces de Kothe, mais bien str adaptées a 2).

Ainsi, les résultats connus au niveau des espaces de suites de Kéthe peuvent se généraliser au
niveau de ’espace S"7.

On peut également s’autoriser a conserver ces notations dans le cas ot ¢ < 1 (on considere
alors des espaces de suites de Kéthe localement g-convexes, i.e. associés & des espaces admissibles
non pas normeés, mais g-normes).

Grace au théoréme [£:2.T] on peut remarquer que si v est concave, alors S¥ peut étre vu comme
une intersection dénombrable d’espaces S”e (ou ¢ > 0 varie et prend pour différentes valeurs les
composantes d’une suite dense dans ]0, +oo[). Comme on vient de constater que les espaces S
peuvent étre vus comme des espaces de suites de Kéthe, on obtient le prochain résultat.

meN

Théoréme 4.2.2. Si le profil v est concave, alors l’espace SY est une intersection dénombrable
d’espaces de suites de Kithe (généralisés a 1) associés & des espaces admissibles différents. De
plus, la topologie de S¥ est la plus faible topologie rendant les inclusions de S¥ dans ces espaces
de Kothe continues.

4.3 Indice de convexité locale et p-convexité locale

On peut également essayer de déterminer la p-convexité locale de 1’espace S”. Pour ce faire,
on introduit la prochaine définition.

Définition 4.3.1. La "right-inf derivative" de v est définie par

0" v(a) := liminf va+h) —v(a)
h—0+t h

pour chaque « € [amin, +00[. L’indice de convexité locale de v est le nombre donné par

Amin << max

po := inf {1, inf 8+y(a)} .

L’idée de cette définition tire son origine d’un constat donné dans le prochain énoncé.
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Proposition 4.3.1. Sipy > 0, alors bzgfgg/”O*E C bg,(fg/p%

tout € > 0.

contindment pour tout p € 0, po] et

Par conséquent, au vu du théoréme [£.2.1] cela implique que si v est concave et si py > 0, alors

n(p) _

S =) o

e>0p>po

Donc, dans une telle situation, cela prouve que v est 'intersection d’espaces au moins localement
po-convexe. Ce constat peut en fait étre affiné et méme étendu au cas ol v n’est pas nécessairement
concave.
Théoréme 4.3.1. L’espace S¥ n'est pas un espace p-normé, quel que soit p € 10,1]. De plus,

(i) sipo >0, alors Uespace S¥ est un espace localement pg-convexe ;

(i) sipo < 1, alors l’espace S n’est pas un espace localement p-convexe, quel que soit p € |pg, 1].
En particulier, S¥ est un espace de Fréchet si et seulement si pg = 1.

On peut alors obtenir davantage de précisions au niveau de la topologie de ’espace S”. Dans

ce but, nous introduisons une nouvelle notation, similaire & celle des espaces de Besov. Si s € R,
on définit Pensemble b5, . comme I'ensemble des suites ¢ € € telles que

|€llps. _ := sup sup (QjS\Cj’kD < 4o00.
' jeN kefo,...,29 -1}

On note encore cet ensemble C° et on parle d’espace de suites de Hélder. On le munit de la
topologie définie par la norme ||.[[ps, _ .

Théoréme 4.3.2. Supposons que pg > 0. La topologie de S¥ est induite par la famille des normes
—- et des pg-normes données par

Iy mse
boo,oo

o =it {2, + 7], ce=d+a).
b5g.00 b2,
0l @ € [min; Omax[, € > 0 et s = a + LOW) — €. On peut rendre dénombrable cette famille

de po-normes en considérant une suite (p)nen dense dans [Qmin, Omax| €t une suite (€,,)men de
10, +o0] convergeant vers 0.

Si jamais pg est nul, un autre phénomeéne se produit.

Théoréme 4.3.3. Supposons que pg = 0 et que amin > —o0. Dans ce cas, ’espace SY est lo-
calement pseudoconveze. Plus précisément, pour toute suite (pn)nen de ]0,1] convergeant 0, la
topologie de S” peut étre définie par une suite de p,-semi-normes.

Remarque 4.3.1. Si py = 0, o, = —00, alors I'espace S¥ n’est pas localement pseudoconvexe
lorsque v n’est pas identiquement égal & 1. Néanmoins, il s’agit d’un cas dégénéré non considéré
en pratique (voir [I2] pour plus de précisions).

Par contre, si v est identiquement égal a 1, alors S = .

4.4 Dimension diamétrale et invariants (DN) et ()

Grace a Pexemple [£.2.T] on sait que certains espaces S” peuvent étre vus comme des espaces
de suites de Kothe. En reprenant les notations de cet exemple, on sait que si p > 0, alors

Svr — A (Al,p)7
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avec

ol a € R et ont (£,,)men est une suite quelconque de |0, +00[ convergeant vers 0.

Dans le reste de cette section, pour simplifier les calculs, on va supposer que la suite (,;)men
est en fait la suite (1/m)men, (puisque le résultat est valable quel que soit (€, )men). Enfin, pour
alléger les notations, on va écrire p’ = a; — 1/p.

On montre alors que, sous ces hypothéses, la matrice A, est réguliére (en généralisant la
définition des matrices réguliéres a ) et en tenant compte de l'ordre de A).

En adaptant les raisonnements menant & la proposition [2.4.1| et le théoréme [2.4.1) on peut
obtenir la dimension diamétrale de I'espace S*». Néanmoins, pour appliquer le théoréme [2.4.1}

)
meN

e

il faut obtenir la forme exacte de la n®™€ composante de la suite (2(17/_1/ m)j en suivant

(4,k)EA
Pordre de A, pour tous m € Ny, n € N. C’est ce que donne le prochain lemme.

Lemme 4.4.1. Soient m € Ny et n € N. Alors la n®™¢ composante de la suite (2(p/_1/m)j)( ea
J.k)e
s’écrit
2(1)'*1/77%)j(n)7

ot j(n) est Vunique naturel tel que 20(n) 1 <p <20+l _ 9

Démonstration. Soit (jo, ko) € A. Dans ce cas, on sait que la composante associée a (jo, ko) de la

suite (2(p/_1/m)j)( ea vaut 2P’ ~1/m)jo - Autrement dit, cette composante ne dépend que de jo
J.k)e
et non de kg. Cela est résumé dans le tableau suivant.

Indices | (0,0) (1, k) (2, k) (3,k)
Poids 1| 20 =1/m) | ot =1/m)2 [ o' =1/m)3 | otc.

Tout revient donc a compter le nombre de couples (jo, k) € A a jo fixé.
a) jo =0 : Il n’y a qu'un seul couple, a savoir (0,0). Il correspond au couple numéro 0 de A.

b) jo=1:1y a deux couples : (1,0) et (1,1). Ils correspondent aux couples numérotés par 1
et 2.

¢) jo=2:1ly a quatre couples : (2,0), (2,1), (2,2) et (2,3). Ils correspondent aux couples
numérotés par les indices allant de 3 a 6.

En procédant par récurrence, on montre qu’étant donné jo € Ny, les couples (jo,k) € A sont
numérotés par les indices naturels allant de 1 +2 4 ... + 2771 4 2 4+ ... 4+ 270, ou encore de

20 1 200 — 1
=201 a2
2-1 2-1

= 2dotl 9,

Notons que cette formule est valable pour tout jo € N (i.e. méme si jo = 0). De plus, on sait que

pour les éléments de A numérotés par des naturels allant de 270 — 1 & 270+1 — 2 la composante de

la suite (2(p/_1/m)j)( ea qui leur est associée vaut 2(r'=1/m)jo Dot la conclusion. O
Jk)e

Nous sommes donc en mesure d’obtenir la dimension diamétrale de I’espace S*» lorsque p > 1.
Ce résultat peut en fait méme s’étendre au cas ou p > 0.

Proposition 4.4.1. On a

A(SVP> = {f S CN : (En(ﬂ—F 1)71/m) N € Cy Ym € No}

ne
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Démonstration. Par une adaptation de la proposition [2.4.1| et du théoréme [2.4.1] on prouve que
A(S7) = {5 e CY: vk e Ny Im e Ny tel que (5n2<1/<’€+m>*1/’<>ﬂ'<">) € co} ,
neN

en reprenant les écritures du lemme précédent. Il reste & simplifier cette expression pour obtenir
celle de ’énoncé. D’abord, on montre que

A(S"?) = {f eCV: <§n2_j(")/m) , €cy Vm € NO} )

ne
Si ¢ e CN et si k,m e Ny sont tels que (fn2(1/(k+m)’1/k)j(”))neN € ¢y, alors, comme j(n) — 400
si n — 400, on doit avoir (§n2_j(")/k)neN € ¢g. D’ou

A(S"?) C {5 ech: <€n27j(")/m) . €coVm € No} )

ne

L’inclusion inverse est également vraie. De fait, soit &€ € CY est tel que (§n2*j(")/m)neN € cg pour
tout m € Ny. Prenons kg € Ny. Alors, si on pose mg := 2kg, il vient

¢,2(1/ (hotmo)=1/ko)j(n) _ (€n2 g ) o g

pour tout n € N. Donc (§n2(1/(k°+m°)_1/k0)j(”))neN € cp-
On va maintenant prouver ’égalité de ’énoncé. Prenons & € CM tel que (§n2_j(")/m)n€N € ¢

pour un m € Ny. Or, vu le lemme précédent, on sait que 2/(") — 1 < n pour tout n € N, donc
j(n) <logy(n + 1) pour tout n € N. Par conséquent,

(6 s17m) e

Cela démontre que A(S*) C {f ecN: (&n(n+ 1)*1/’”)neN €copVm € No}. Prouvons l'autre
inclusion pour conclure.
Supposons que £ € CY est tel que (fn(n + 1)_1/m)nGN € ¢g pour tout m € Ny. Or, sin € N, on a

vu que n < 2700+ _ 2 donc j(n) > logy(n + 2) — 1. Dés lors, si m € Ny, on a
£n2fj(n)/m < 21/m£n(n+2)71/m < 21/m§n(n+ 1)71/m
pour tout n € N. Cela implique que £ € A(S"9). O

On peut également réécrire le résultat précédent sous une autre forme.

Corollaire 4.4.1. On a
A7) = {€ e (guln+1)7), 4 € loo V5 > 0}

Démonstration. Prenons & € CV tel que (&,(n + 1)7*),.en € loo pour tout s > 0. Fixons m € No.
Comme (fn(n + 1)2;1> € Il et comme
neN
Euln + )7 = (E4n + 1)) (n 1)

pour tout n € N, cela implique que (fn(n + 1)_1/’”)71GN € ¢p. Donc £ € A(S™r).
Prouvons "autre inclusion. Fixons £ € A(S") et s > 0. Prouvons que (&,(n+1)7%), oy € loo-
On sait qu’il existe m € Ny tel que 1/m < s. On conclut en remarquant que

En(n +1)77 = (Sn(n - 1)%3) (n+1)7

pour tout n € N. O
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Nous avons déterminé la dimension diamétrale d’un certain type d’espaces S”. Dans [2], Aubry
et Bastin ont montré que ce résultat est en fait bien plus général.

Théoréme 4.4.1. Si le profil admissible v est tel que son indice de convexité locale py est non
nul, alors

A(SY) = {g €C: (Euln+1)""), € co Vs > o} .

Comme annoncé dans l'introduction, tous les espaces S” ont la méme dimension diamétrale
(lorsqu’ils ont un indice de convexité locale non nul). Lors de futures recherches, il serait donc
utile de voir si cela implique ou non l'existence d’isomorphismes entre certains S*.

Néanmoins, ce résultat confirme ce qui a été affirmé dans 'introduction, comme en témoigne
le prochain résultat.

Proposition 4.4.2. Sipg = 1 (i.e. si S” est un espace de Fréchet), alors SY est un espace de
Schwartz non nucléaire.

Démonstration. Comme o, C A(SY), cela prouve que S¥ est un espace de Schwartz. Par contre,
on vérifie facilement que (n + 1)peny ¢ A(SY) O

En fait, on peut méme montrer que les espaces S” sont tous de Schwartz, quel que soit le profil
admissible v considéré (pour plus de précisions, voir par exemple [12]).

Par contre, il n’y a pas d’extension connue de la notion d’espaces nucléaires dans le cadre
d’espaces localement p-convexes. En effet, en adaptant la définition des espaces nucléaires (par
exemple, en prenant une base de voisinages absolument p-convexes de 0 dans la définition ou
en prenant la caractérisation des espaces nucléaires au moyen de la dimension diamétrale comme
nouvelle définition, alors de tels espaces localement p-convexes nucléaires sont nécessairement
localement convexes (voir [2, [18]).

Enfin, nous allons terminer cette section par quelques considérations au niveau des invariants
(DN) et (Q). A I'heure actuelle, il n’existe pas de résultat connu au sujet de ces invariants dans
le cadre des espaces S”. Néanmoins, au vu des résultats et développements effectués vis-a-vis des
espaces de suites de Kothe, nous sommes en mesure d’appliquer ces invariants a l’espace S*». Lors
de futures recherches, il serait alors intéressant de tenter d’adapter ces raisonnements au niveau
d’espaces S plus généraux.

Comme les invariants (DN) et (£2) sont normalement définis pour les espaces de Fréchet, on
va supposer p > 1. Pour (DN), on a le résultat suivant.

Théoréme 4.4.2. L’espace S¥? ne posséde pas la propriété (DN).

Démonstration. Procédons par I’absurde et supposons au contraire que S*» posséde la propriété
(DN). Ainsi, en raisonnant comme dans la preuve de la proposition cela implique qu’il existe
un K € Ny tel que, pour tout k& € Ny, il existe un my € Ny et un C > 0 vérifiant

(Q(p’fl/w)Q < oW —1/K)ig( ~1/mu)s

pour tout j € N. A partir d’une telle relation, en prenant k = 2K, on obtient méme I'inégalité
202p'=1/K)j < 0o’ =1/K)jo(r'=1/m2k)i Donc

1 < g27i/max
pour tout j € N. En passant a la limite pour 5 — +o0, on obtient 1 < 0, d’ott une contradiction. [

Pour la propriété (), on a le prochain théoréme.

Théoréme 4.4.3. L’espace S¥P posséde la propriété ().
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Démonstration. Pour plus de simplicités, notons pour cette démonstration p,, (m € Ny) les dif-
férentes normes de l'espace étudié et nous emploierons la notation U,, comme dans la section
consacrée a 1’étude de la propriété (€2). Fixons z’ € (S¥7)'. Si &€ S¥» et si m € Ny, on a alors

40027 -1
(@) =D e 2’ (654)
7=0 k=0
S ¥ —1/m)j |2’ (&5.0) |
<5557 (o 2D
=0 k=0
Prm (5)< ( 2/m=) supero . 0i 1y |2 (E50) | ) sip=1,

. 1/q
P (@) (zjjg <2<1/mp )i (22 G |q) ) sip>letl+l=1

En procédant comme dans la démonstration du lemme [3.2.3} on arrive alors &

“+oo m—p")j — . .
=0 (2(1/ P SUPge{o,...,29 -1} |z’ (e5.k) |) sip=1;

N _ 1/q
Zjﬁg (2(1/mp )J (221 1 2! (@)) |q) ) sip>1.

pya (:L'/) =
Ensuite, remarquons que, pour tout K € Ny, le naturel 2K est tel que, pour tout m € Ny,

o' ~1/(2K))j > (2@/71/1@;‘)”2 (2<p'—1/m>j>”2

pour tout j € N. Ainsi, par un raisonnement similaire & celui de la preuve de la proposition [3:2.4]
on trouve que, pour tout K € Ny, le naturel 2K est tel que, pour tout m € Ny,

1/2 1/2
Py < (pvﬁ) (Pw%)

sur E’, ce qui méne a la conclusion. O



Annexe A

Quelques rappels d’analyse
fonctionnelle

A.1 Les théorémes du graphe fermé et de localisation

Les résultats énoncés dans cette partie sont directement tirées du cours de J. Schmets. Pour
plus de précisions, nous renvoyons le lecteur intéressé a [23].

Définition A.1.1. Un espace localement convexe séparé est ultrabornologique si toute partie
absolument convexe de E absorbant les compacts absolument convexes de E est un voisinage de
0 dans E.

Par exemple, tout espace de Fréchet est ultrabornologique.

Définition A.1.2. Soit F un espace localement convexe. Un résequ sur E est un ensemble de
parties de F

R={An,, n,:k,n,....,n € No}
vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) tout élément de R est absolument convexe ;

(ii) on a
+oo
p=Ja.
n=1
et, pour tous k,nq,...,ni € Ny,
“+00
Anl,...,nk = U Anl,.“,nk,n;
n=1

(iii) pour toute suite (ng)ren, de naturels non nuls, il existe une suite (7 )xen, de réels strictement
positifs telle que, pour toute suite (xy)ken, avec Ty € Apn,,. . n, si k € Ny, la série ZZ; TETk
converge dans E et vérifie, pour tout kg € Ny,

+oo
§ TET) € Anl,...,nk0~
k=ko

Lorsque F admet un tel réseau, on dit que E est un espace a réseau.

On peut montrer, par exemple, que tout espace de Fréchet est a réseau.

(0]
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Proposition A.1.1. Soit (E;;)men, une suite d’espaces localement convezes a réseau et soit E
un espace localement conveze. Si E = U;iol E,, et si, pour tout m € Ny, la topologie de E,, est
plus forte que celle induite par E, alors E est a réseau. Plus précisément, E admet un réseau de
la forme

R = {Anlquk ck,ng,...,ng € No}

avec, pour n € Ng, A, = E,.
Passons maintenant au premier des deux grands théorémes qui nous intéressent.

Théoréme A.1.1 (Localisation, de Wilde). Soit E un espace de Fréchet et soit F un espace a
réseau, de réseau R = {An, . n, @ k,n1,....,ng € No}. Si T : E — F est un opérateur linéaire 4
graphe séquentiellement fermé, alors il existe une semi-boule B de E ainsi qu’un n € Ny tels que

T(B) C A,.

En combinant le théoréme de localisation avec la proposition [A-1.] on obtient un nouveau
résultat, fort intéressant.

Corollaire A.1.1. Soit E un espace de Fréchet et soit (E.,)men une suite d’espaces de Fréchet
telle que EF = UmeN E,,. Si la topologie de E,, est plus forte que celle induite par E, pour tout
m € N, alors il existe un n € N tel que E = E,.

Passons au dernier théoréme.

Théoréme A.1.2 (Graphe fermé, de Wilde). Tout opérateur linéaire o graphe séquentiellement
fermé d’un espace ultrabornologique dans un espace 4 réseau est continu.

On obtient alors les corollaires suivants, bien connus au niveau des espaces de Fréchet.

Corollaire A.1.2. Toute surjection linéaire continue entre espaces de Fréchet est ouverte. En
particulier, toute bijection linéaire continue entre espaces de Fréchet est un isomorphisme d’espaces
localement convezes.

Corollaire A.1.3. Si E est un espace vectoriel et si T1 et Ta sont deux topologies de Fréchet sur
E dont l'une est plus forte que l'autre, alors T; = Ts.
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