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Introduction

Un des objectifs principaux de ce mémoire de fin d’études est de rassembler différents outils
en vue de poursuivre l’étude des espaces Sν . Ces espaces de suites ont été introduits dans le
cadre de l’analyse multifractale, afin de synthétiser l’information contenue dans la distribution des
coefficients d’ondelettes d’un signal et d’obtenir davantage de propriétés concernant leur régularité
hölderienne ([3, 15]).

Ces espaces sont munis d’une topologie qui fait d’eux des espaces vectoriels topologiques à la
fois métriques, complets et séparables. Qui plus est, il est apparu que ces espaces étaient dans
certains cas localement p-convexes et localement pseudoconvexes dans d’autres. En outre, ce sont
des espaces de Schwartz non nucléaires (pour l’ensemble de ces résultats, voir [1, 2, 3]).

Une nouvelle étape dans l’étude des espaces Sν consisterait à étudier d’éventuels isomorphismes
entre ceux-ci. Bien entendu, si deux de ces espaces ne possèdent pas la même p-convexité locale,
alors ils ne sont pas isomorphes. Néanmoins, on ignore toujours ce qu’il en est au niveau des
espaces Sν ayant la même p-convexité locale.

Dans le contexte de l’étude d’isomorphismes éventuels entre espaces Sν , la notion d’invariants
linéaires topologiques peut s’avérer utile. À ce titre, rappelons deux définitions essentielles ([33]).

Soit E une classe d’espaces vectoriels topologiques et soit E un ensemble quelconque. Une
application

T : E → E

est un invariant linéaire topologique (ou plus simplement un invariant topologique, ou même un
invariant) si, pour tous X,Y ∈ E , l’isomorphie de X et Y (au sens des espaces vectoriels topolo-
giques) implique l’égalité T (X) = T (Y ).
Un tel invariant est, en outre, qualifié de complet si, pour tous X,Y ∈ E , l’égalité

T (X) = T (Y )

implique l’isomorphie de X et de Y .
L’emploi de ces invariants est justifié par leur capacité à prouver la non-isomorphie de certains

espaces vectoriels topologiques : si deux espaces vectoriels topologiques n’ont pas la même image
via l’un de ces invariants, alors ils ne sont pas isomorphes.

C’est dans cette optique que les auteurs de [2] se sont tournés vers le concept de dimension
diamétrale. Celui-ci tire notamment son origine de deux articles, l’un rédigé par Bessaga, Pelczinsky
et Rolewicz ([4]), l’autre par Mityagin ([21]). À la base, il a été introduit parce qu’il constitue
un invariant topologique sur la classe des espaces vectoriels topologiques ([33]). Ensuite, il s’est
avéré que la dimension diamétrale permet également de caractériser les espaces nucléaires et les
espaces de Schwartz ([11, 16, 22]). Enfin, il a été découvert que la dimension diamétrale est un
outil précieux pour étudier certains espaces fonctionnels, à savoir les espaces échelonnés de Köthe
([16, 27, 32, 33]) et même une généralisation de ces espaces, simplement appelés "espaces de suites
de Köthe" ([27]).

Comme les espaces Sν sont des espaces de Schwartz non nucléaires et comme la dimension
diamétrale permet de caractériser les espaces de Schwartz et les espaces nucléaires, il semblait
naturel de déterminer la dimension diamétrale des espaces Sν . C’est ainsi qu’Aubry et Bastin ont
prouvé que tous ces espaces possèdent la même dimension diamétrale lorsqu’ils sont localement
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p-convexes ([2]). Une étude des propriétés essentielles de la dimension diamétrale (notamment le
caractère complet de celle-ci sur certaines classes) s’avére donc utile afin de les appliquer dans le
cadre des espaces Sν . C’est pourquoi cette étude constitue une partie importante de ce mémoire.
De plus, ladite étude est également encouragée par le fait que la notion de dimension diamétrale
bénéficie d’un regain d’intérêt auprès des chercheurs en analyse fonctionnelle ([2, 13, 27, 29]).

Dans ce mémoire, on s’intéresse également à d’autres invariants topologiques, à savoir les
propriétés (DN) et (Ω). Celles-ci ont été à l’origine introduites par D. Vogt ([30]) dans l’objectif
d’étudier des espaces de Fréchet nucléaires et certains liens avec les sous-espaces ou les quotients
de l’espace s des suites à décroissance rapide. Il est apparu que ces invariants étaient également
utiles dans le cadre des espaces de Fréchet non nucléaires, permettant de les caractériser au moyen
de sous-espaces ou de quotients de produits tensoriels faisant intervenir l’espace s ([31]). Notre
objectif est d’étudier ces deux invariants et d’entamer une approche permettant de les appliquer
au niveau des espaces Sν .

Enfin, une importante partie de ce travail est consacrée à l’étude des espaces de suites de
Köthe définis dans [27]. En effet, ceux-ci constituent des exemples très concrets dans les chapitres
consacrés à la dimension diamétrale et aux propriétés (DN) et (Ω). Ils s’avèrent être également
des notions utiles dans le cadre des espaces Sν . De fait, comme nous le verrons, les espaces Sν
peuvent être vus comme des intersections dénombrables d’espaces de suites de Köthe lorsque ν est
une fonction concave.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres.
Dans le premier, on introduit la notion d’espaces de suites de Köthe comme le fait Terzioglu dans
[27] et on démontre leurs propriétés de base. On en profite par la même occasion pour citer quelques
propriétés classiques déjà connues des espaces échelonnés de Köthe et qui sont développées dans
les articles [5, 6].
Dans le deuxième chapitre, on étudie la notion de dimension diamétrale. On commence par définir
le concept général de diamètres de Kolmogorov et on passe en revue leurs propriétés majeures.
Ensuite, on se sert de ces diamètres pour définir la dimension diamétrale d’un espace vectoriel
topologique quelconque. Après quelques propriétés et exemples de base, on applique cette théorie
dans le cadre des espaces de suites de Köthe. On présente également deux importantes classes
d’espaces de suites de Köthe sur lesquelles la dimension diamétrale est un invariant linéaire topo-
logique complet (les espaces de séries de puissances et la classe de Dragilev). De plus, on introduit
et on démontre les caractérisations des espaces de Schwartz et des espaces nucléaires en termes de
dimension diamétrale.
Dans le troisième chapitre, on présente et étudie les propriétés (DN) et (Ω) de Dietmar Vogt. On
applique celles-ci dans le cadre des espaces échelonnés de Köthe.
Enfin, le dernier chapitre est consacré aux espaces Sν , où nous résumons les propriétés déjà connues
de ces espaces et où nous présentons un résultat concernant les invariants (DN) et (Ω).

Signalons aussi qu’une annexe est disponible après ces quatre chapitres, où l’on rappelle divers
résultats d’analyse fonctionnelle utilisés au cours du mémoire.

Terminons cette introduction par installer plusieurs notations qui vont être employées tout
au long de ce travail. Ainsi, nous utiliserons les notations francophones concernant les naturels :
nous désignerons par N l’ensemble des nombres naturels, 0 compris, tandis que N0 représentera
l’ensemble des nombres entiers strictement positifs. Ensuite, nous noterons respectivement c0 et
l∞ l’ensemble des suites de complexes convergeant vers 0 et l’ensemble des suites de complexes
bornées, tous deux munis de la topologie définie par la norme

‖.‖l∞ : ξ 7→ sup
n∈N
|ξn|.
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Enfin, si p > 0, on désignera par lp l’ensemble{
ξ ∈ CN :

+∞∑
n=0

|ξn|p < +∞

}
,

muni de la topologie définie par la min{1, p}-norme

‖.‖lp : lp → [0,+∞[: ξ 7→

(
+∞∑
n=0

|ξn|p
)1/p

.

Faisons néanmoins remarquer au lecteur que l’ensemble des écritures employées dans ce mémoire
est répertorié dans un index situé à la fin du manuscrit.
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Chapitre 1

Les espaces de suites de Köthe

Nous allons passer à une courte introduction des espaces de suites de Köthe. Ceux-ci constituent
un exemple fondamental dans l’étude de la dimension diamétrale et des invariants (DN) et (Ω),
comme nous l’avons déjà expliqué. La définition présentée ici est due à Terzioglu ([27]).

1.1 Les espaces admissibles
Afin de simplifier les écritures, nous allons employer de nouvelles notations. D’abord, si η et ξ

sont deux suites complexes, on notera ηξ la suite (ηnξn)n∈N.
Ensuite, si k ∈ N, on désignera par ek la suite (δk,n)n∈N, où δk,n est le symbole de Kronecker

défini par

δk,n =

{
1 si k = n
0 sinon.

Avant de donner la définition des espaces de suites de Köthe, nous devons commencer par
introduire une notion particulière d’espaces de Banach.

Définition 1.1.1. Un espace de Banach (l, ‖.‖l) de suites de nombres complexes sera dit admissible
s’il vérifie les deux conditions suivantes :
(i) pour tous ξ ∈ l∞, η ∈ l, on a ξη ∈ l et

‖ξη‖l ≤ ‖ξ‖l∞‖η‖l,

(ii) pour tout k ∈ N, la suite ek est un élément de l et ‖ek‖l = 1.

Exemples 1.1.1. Les espaces lp (pour p ≥ 1), l∞ et c0 sont bien sûr des espaces admissibles.

Ces espaces constituent les principaux exemples d’espaces admissibles (comme nous le verrons
par la suite, ils permettent de retrouver la définition des espaces échelonnés de Köthe). Néanmoins,
ils ne sont pas les seuls espaces admissibles. Nous considérons un exemple plus "exotique" dans le
prochain paragraphe (cité dans [27] et tiré de [17, 19]). Cela explique en quoi les espaces de suites
de Köthe définis dans [27] constituent une généralisation des espaces échelonnés de Köthe.

Définition 1.1.2. Une fonctionM : [0,+∞[→ [0,+∞[ est une fonction d’Orlicz siM est convexe,
M(0) = 0 et

lim
x→+∞

M(x) = +∞.

On obtient dès lors un premier lemme.

Lemme 1.1.1. Si M est une fonction d’Orlicz, alors M est continu, croissant et vérifie, lorsque
x ∈ [0,+∞[, {

M(λx) ≤ λM(x) si λ ∈ [0, 1]
C M(x) ≤M(Cx) si C ≥ 1.

1



2 CHAPITRE 1. LES ESPACES DE SUITES DE KÖTHE

Démonstration. Par les propriétés des fonctions convexes, on sait que M est continu. Soit alors
x ∈ [0,+∞[ et λ ∈ [0, 1]. Dans ce cas, on a

M(λx) = M(λx+ (1− λ)0) ≤ λM(x) + (1− λ)M(0) = λM(x)

puisque M est une fonction convexe. Si, maintenant, C ∈ [1,+∞[, alors 1/C ∈ [0, 1] et, par le
point précédent,

C M(x) = C M

(
1

C
(Cx)

)
≤M(Cx).

Enfin, si y ∈ [0,+∞[ est tel que x ≤ y, alors il existe µ ∈ [0, 1] tel que x = µy. Dès lors, il vient

M(x) = M(µy) ≤ µM(y) ≤M(y).

Par conséquent, la fonction M est croissante et le lemme est démontré.

Définition 1.1.3. Au moyen d’une fonction d’Orlicz M , on définit l’espace de suites d’Orlicz
(associé à M) par

lM =

{
ξ ∈ CN : ∃r > 0 tel que

+∞∑
n=0

M(|ξn|/r) < +∞

}
.

On vérifie sans difficulté qu’il s’agit d’un espace vectoriel sur C. On munit alors lM de la norme
‖.‖lM définie par

‖ξ‖lM = inf

{
r > 0 :

+∞∑
n=0

M(|ξn|/r) ≤ 1

}
,

lorsque ξ ∈ lM . L’espace (lM , ‖.‖lM ) est alors un espace de Banach.
Les espaces de suites d’Orlicz sont utilisés dans le cadre de l’étude des espaces de Banach

possédant une base symétrique (voir par exemple [17, 19]). Quant à nous, à partir des définitions
données ci-dessus (tirées de [17, 19]), nous allons montrer que ces espaces constituent des espaces
admissibles sous certaines conditions.

Lemme 1.1.2. Soit M une fonction d’Orlicz. Si ξ ∈ l∞ et si η ∈ lM , alors ξη ∈ lM et on a
‖ξη‖lM ≤ ‖ξ‖l∞‖η‖lM .

Démonstration. Soit r > 0 tel que
+∞∑
n=0

M(|ηn|/r) ≤ 1.

Dans ce cas, on a

+∞∑
n=0

M

(
|ξnηn|
‖ξ‖l∞r

)
≤

+∞∑
n=0

M

(
‖ξ‖l∞ |ηn|
‖ξ‖l∞r

)
≤

+∞∑
n=0

M(|ηn|/r) ≤ 1.

D’où la conclusion.

Lemme 1.1.3. Soit M une fonction d’Orlicz. Pour tout n0 ∈ N, en0 ∈ lM et on a

‖en0
‖lM = inf{r > 0 : M(1/r) ≤ 1}.

Démonstration. Si r > 0, on a bien sûr

+∞∑
n=0

M (|(en0)n| /r) = M(1/r),

donc en0 ∈ lM et ‖en0‖lM = inf{r > 0 : M(1/r) ≤ 1}.
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Lemme 1.1.4. Pour une fonction d’Orlicz M , on a inf{r > 0 : M(1/r) ≤ 1} = 1 si et seulement
si M(1) = 1.

Démonstration. Supposons que inf{r > 0 : M(1/r) ≤ 1} = 1. Comme, pour tout ε ∈ ]0, 1[, on
a M(1/(1 − ε)) > 1, cela implique que M(1) ≥ 1. De plus, M est continu : on doit donc avoir
M(1) ≤ 1. Au total, M(1) = 1.

Passons à la réciproque et supposons que M(1) = 1. Il suffit de prouver que M(1/r0) > 1
lorsque r0 ∈ ]0, 1[ : on conclut alors car 1 ∈ {r > 0 : M(1/r) ≤ 1} ⊂ [1,+∞[.
Or, grâce aux propriétés des fonctions d’Orlicz, on a

1 <
1

r0
=

1

r0
M(1) ≤M(1/r0).

En rassemblant les informations collectées dans les trois lemmes précédents, on obtient la
proposition suivante.

Proposition 1.1.1. Soit M une fonction d’Orlicz. L’espace lM est admissible si et seulement si
M(1) = 1.

Remarque 1.1.1. Il est dès lors possible de définir des espaces admissibles à partir de fonctions
d’Orlicz prenant la valeur 1 en 1, comme par exemple

M : [0,+∞[→ [0,+∞[: x 7→ ex − 1

e− 1
.

Néanmoins, remarquons que nous connaissons déjà de tels espaces. En effet, si p ≥ 1, il est facile
de voir que la fonction d’Orlicz

Mp : [0,+∞[→ [0,+∞[: x 7→ xp

a pour espace de suites d’Orlicz associé l’espace (lp, ‖.‖lp).

Maintenant que nous avons traité ce dernier exemple, nous pouvons entamer une brève étude
des espaces admissibles généraux. La proposition suivante s’obtient directement à partir de la
définition de ces espaces.

Proposition 1.1.2. Soit (l, ‖.‖l) un espace admissible. Si ξ ∈ l et η ∈ CN sont tels que

|ηn| ≤ |ξn|

pour tout n ∈ N, alors η ∈ l et ‖η‖l ≤ ‖ξ‖l.

Proposition 1.1.3. Soit (l, ‖.‖l) un espace admissible. Alors on a les inclusions l1 ⊂ l ⊂ l∞. De
plus, ‖.‖l∞ ≤ ‖.‖l sur l et ‖.‖l ≤ ‖.‖l1 sur l1. En particulier, les injections l1 → l et l → l∞ sont
continues et la topologie de l est plus forte que celle induite par CN.

Démonstration. 1) Commençons par le point concernant le lien entre l et l∞. Soient ξ ∈ l
et n0 ∈ N. La suite ξn0

en0
∈ l est telle que ‖ξn0

en0
‖l = |ξn0

|, par définition des espaces
admissibles. De plus, pour tout n ∈ N, on a évidemment |(ξn0en0)n| ≤ |ξn|, donc, par la
proposition précédente, on a

|ξn0
| ≤ ‖ξ‖l.

D’où la thèse.
2) Passons à l’inclusion de l1 dans l. Soit ξ ∈ l1 et considérons la série

∑+∞
n=0 ξnen de l. Notons

que si p, q ∈ N et si p ≤ q, alors on a∥∥∥∥∥
q∑

n=p

ξnen

∥∥∥∥∥
l

≤
q∑

n=p

|ξn|,
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donc la série
∑+∞
n=0 ξnen est de Cauchy dans l. Puisque l est complet, elle converge dans l.

Cette convergence se faisant également dans CN, on en déduit que la limite en question doit
être égale à ξ. Ainsi, ξ ∈ l et on a

‖ξ‖l =

∥∥∥∥∥
+∞∑
n=0

ξnen

∥∥∥∥∥
l

≤
+∞∑
n=0

|ξn| = ‖ξ‖l1 .

Nous pouvons maintenant passer aux espaces de suites de Köthe.

1.2 Définition et propriétés de base des espaces de suites de
Köthe

Définition 1.2.1. Une partie A de CN est un ensemble de Köthe si
(i) pour tout α ∈ A et tout n ∈ N, αn ≥ 0,
(ii) pour tout n ∈ N, il existe α ∈ A avec αn > 0,
(iii) pour tous α, β ∈ A, il existe γ ∈ A tel que

sup{αn, βn} ≤ γn

quel que soit n ∈ N .

Définition 1.2.2. Étant donné un ensemble de Köthe A et un espace admissible (l, ‖.‖l), on
appelle espace de suites de Köthe associé à l et à A l’ensemble

λl(A) := {ξ ∈ CN : ∀α ∈ A,αξ ∈ l}.

Les espaces échelonnés de Köthe, quant à eux, sont des espaces de suites classiques apparaissant
régulièrement dans la littérature ([5]). Ils peuvent en fait être vus comme des espaces de suites de
Köthe comme définis ci-dessus. Ainsi, à l’avenir, si p ≥ 1, on posera

λp(A) := λlp(A), λ∞(A) := λl∞(A) et λ0(A) := λc0(A)

et ces espaces seront appelés espaces échelonnés (de Köthe) associés à A, respectivement d’ordre
p, d’ordre infini et d’ordre 0. De plus, si A n’est constitué que d’un seul élément a, on écrira plutôt

lp(a) := λlp(A), l∞(a) := λl∞(A) et c0(a) := λc0(A).

Passons à l’étude des propriétés de base des espaces de suites de Köthe. Pour le reste de cette
section, on se fixe un ensemble de Köthe A et un espace admissible (l, ‖.‖l).

Proposition 1.2.1. L’ensemble λl(A) est un sous-espace vectoriel de CN.

Démonstration. C’est trivial.

On peut alors munir λl(A) d’une topologie. Si α ∈ A, il est clair que l’application

plα : λl(A)→ [0,+∞[ : ξ 7→ ‖αξ‖l

est une semi-norme sur λl(A). Nous noterons Bplα la semi-boule ouverte de λl(A) de centre 0 et
de rayon 1 associée à cette semi-norme. Soit alors l’ensemble de semi-normes

P lA = {plα : α ∈ A}.

Grâce à la propriété (iii) des ensembles de Köthe, il est immédiat de noter que P lA est un ensemble
filtrant de semi-normes sur λl(A). Par conséquent, il est licite de munir λl(A) de la topologie
localement convexe définie par P lA.
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Exemples 1.2.1. (i) Si A n’est constitué que de suites constantes positives, alors on a bien sûr

λl(A) = l.

Il est même facile de voir que la topologie de l coïncide avec celle définie par P lA.

(ii) Si A =
{∑k

n=0 en : k ∈ N
}
, alors

λl(A) = CN

et λl(A) a la même topologie que CN.

Passons à une étude topologique de l’espace (λl(A), P lA). La proposition suivante est directe,
vu ce qui précède.

Proposition 1.2.2. La topologie de λl(A) est plus forte que celle que lui induit CN. Qui plus est,
on a

λ1(A) ⊂ λl(A) ⊂ λ∞(A)

et les injections λ1(A)→ λl(A) et λl(A)→ λ∞(A) sont continues.

Proposition 1.2.3. L’espace localement convexe (λl(A), P lA) est séparé.

Démonstration. C’est immédiat, puisque la topologie de λl(A) est plus forte que la topologie
séparée induite par CN.

Proposition 1.2.4. L’espace localement convexe (λl(A), P lA) est complet.

Démonstration. Soit (ξβ)β∈B une suite généralisée de Cauchy de λl(A). On va montrer qu’elle
converge dans λl(A).
Comme la topologie de λl(A) est plus forte que celle induite par CN, la suite généralisée (ξβ)β∈B
est de Cauchy dans CN et converge donc vers une suite ξ dans CN.
Or, bien sûr, si α ∈ A, la suite généralisée (αξβ)β∈B est de Cauchy dans l et ainsi converge vers
une suite ηα ∈ l. La convergence se faisant également dans CN, on en déduit que αξ = ηα.
Par conséquent, ξ ∈ λl(A) et la suite (ξβ)β∈B converge vers ξ dans λl(A), ce qui mène à la
conclusion.

Proposition 1.2.5. Si A est en outre un ensemble dénombrable, alors l’espace localement convexe
(λl(A), P lA) est à semi-normes dénombrables. En particulier, cet espace est de Fréchet.

Démonstration. C’est immédiat, vu les résultats qui précèdent.

Remarque 1.2.1. Certains auteurs définissent directement les espaces de suites de Köthe à partir
d’ensembles de Köthe dénombrables. Ainsi, si l’on considère un ensemble de Köthe de la forme

A = {ak : k ∈ N},

ces auteurs parlent plutôt d’une matrice de Köthe. C’est notamment le cas de Bierstedt et Bonet
([5]), de Grachev ([14]) et de Vogt ([32]). Dans cette situation, nous adopterons, à l’instar de
Bierstedt et de Bonet ([5]), la notation

A = (ak)k∈N

pour désigner une telle matrice de Köthe.

Dès lors, afin de simplifier les écritures, on notera plk la semi-norme plak , si k ∈ N. Dans les cas
particuliers où l = c0, l = lq (q ≥ 1) ou l = l∞, on notera alors respectivement ladite semi-norme
p0
k, p

q
k et p∞k . Lorsque le contexte est clair et que l est sous-entendu, on la notera même pk.

Parmi des exemples classiques d’espaces échelonnés de Köthe, on peut citer l’espace s, qui
jouera un rôle important au sein des espaces nucléaires.
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Définition 1.2.3. Soit la matrice de Köthe

As =
(
((n+ 1)k)n∈N

)
k∈N .

L’espace λ1(As) est appelé l’espace des suites à décroissance rapide. Il est noté s.

Nous allons maintenant voir deux autres exemples d’espaces échelonnés de Köthe au travers
de deux propositions fort intéressantes pour la suite de notre travail.

Proposition 1.2.6. Si l’on considère la matrice de Köthe

O =
(

(e−n/k)n∈N

)
k∈N0

,

alors l’espace échelonné de Köthe λ1(O) est isomorphe (en tant qu’espace localement convexe) à
l’espace O(D(0, 1)) des fonctions holomorphes sur le disque ouvert D(0, 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.

Démonstration. On vérifie sans peine que O est bien une matrice de Köthe.
Si f ∈ O(D(0, 1)), alors

f(z) =

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn

pour tout z ∈ D(0, 1) et la série du membre de droite converge normalement sur tout compact de
D(0, 1). En particulier, si k ∈ N0, la série

+∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
e−n/k

converge absolument. Par conséquent, la suite
(
f(n)(0)
n!

)
n∈N

est un élément de λ1(O). On peut
donc légitimement définir l’application

Φ : O(D(0, 1))→ λ1(O) : f 7→
(
f (n)(0)

n!

)
n∈N

.

Pour conclure, il suffit de montrer que c’est un isomorphisme d’espaces localement convexes. Bien
sûr, l’application Φ est injective et linéaire. Ensuite, elle surjective. De fait, si ξ ∈ λ1(O), il est
facile de vérifier que la série

z 7→
+∞∑
n=0

ξnz
n

converge uniformément sur tout compact de D(0, 1) et définit donc une fonction f holomorphe sur
D(0, 1). Par unicité du développement de Taylor, on a alors Φ(f) = ξ. Dès lors, il ne nous reste
plus qu’à montrer que Φ est un homéomorphisme.
Commençons par montrer que l’application Φ : O(D(0, 1))→ λ1(O) est continue. Rappelons que
si f ∈ O(D(0, 1)), si n ∈ N et si r ∈]0, 1[, la formule de représentation de Cauchy appliquée aux
dérivées d’une fonction holomorphe donne

f (n)(0) =
n!

2iπ

∫ 2π

0

f(reiθ)

rn+1ei(n+1)θ
rieiθdθ =

n!

2π

∫ 2π

0

f(reiθ)

rneinθ
dθ.

Qui plus est, dans les mêmes conditions et si n ≥ 1, remarquons que∫ 2π

0

f(reiθ)einθdθ =
1

irn

∫ 2π

0

f(reiθ)rn−1ei(n−1)θireiθdθ =
1

irn

∫
C(0,r)

f(z)zn−1dz = 0,
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par le théorème de Cauchy (où C(0, r) désigne le cercle de C de centre 0 et de rayon r). Ainsi, si
k ∈ N0, en prenant r = e−1/(2k), on trouve

pk(Φ(f)) =

+∞∑
n=0

∣∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣∣ e−n/k
=

1

2π

+∞∑
n=0

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(reiθ)

rneinθ
dθ

∣∣∣∣ r2n

=
1

2π

+∞∑
n=0

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdθ

∣∣∣∣ rn
≤ 1

2π

(
+∞∑
n=0

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdθ

∣∣∣∣2
)1/2(+∞∑

n=0

r2n

)1/2

=
1

2π(1− r2)1/2

(
+∞∑

n=−∞

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdθ

∣∣∣∣2
)1/2

=
1

2π(1− r2)1/2

(
+∞∑

n=−∞

∣∣< f(rei.), ein. >L2([0,2π])

∣∣2)1/2

=
1

2π(1− r2)1/2
‖f(rei.)‖L2([0,2π])

≤ 1

(2π(1− r2))1/2
sup
|z|≤r

|f(z)|

quel que soit f ∈ O(D(0, 1)), ce qui suffit. Montrons enfin que l’application

Φ−1 : λ1(O)→ O(D(0, 1)) : ξ 7→

(
z 7→

+∞∑
n=0

ξnz
n

)

est continue. Si K est un compact de D(0, 1), alors, pour ξ ∈ λ1(O), on a

sup
K

(Φ−1(ξ)) = sup
z∈K

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ξnz
n

∣∣∣∣∣
≤

+∞∑
n=0

|ξn|
(

sup
z∈K
|z|
)n

≤ pk(ξ),

où k ∈ N0 est tel que e−1/k ≥ supz∈K |z|.
D’où la conclusion.

La proposition suivante se démontre de la même manière.

Proposition 1.2.7. Si l’on considère la matrice de Köthe

O′ =
(
(enk)n∈N

)
k∈N ,

alors l’espace échelonné de Köthe λ1(O′) est isomorphe (en tant qu’espace localement convexe) à
l’espace O(C) des fonctions holomorphes sur C.

Terminons cette section par une caractérisation des égalités entre espaces de suites de Köthe.
Pour ce faire, considérons la définition suivante.
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Définition 1.2.4. Soient A = (ak)k∈N et B = (bk)k∈N deux matrices de Köthe. On dit que A et
B sont des matrices équivalentes si elles vérifient les deux conditions suivantes :
(i) pour tout k ∈ N, il existe C > 0 et j ∈ N tels que ak(n) ≤ Cbj(n) pour tout n ∈ N ;
(ii) pour tout k ∈ N, il existe C > 0 et j ∈ N tels que bk(n) ≤ Caj(n) pour tout n ∈ N.

On obtient la propriété suivante.

Proposition 1.2.8. Soient A = (ak)k∈N et B = (bk)k∈N deux matrices de Köthe et soit (l, ‖.‖l) un
espace admissible. Alors λl(A) = λl(B) algébriquement si et seulement si les matrices A et B sont
équivalentes. En particulier, lorsqu’on a une telle égalité, alors λl

′
(A) = λl

′
(B) algébriquement et

topologiquement, quel que soit l’espace admissible l′.

Démonstration. Avant de démontrer la proposition à proprement parler, remarquons qu’une égalité
algébrique du type λl(A) = λl(B) implique que ces deux espaces ont même topologie. C’est une
simple conséquence du théorème du graphe fermé, puisqu’on a un espace vectoriel pouvant être
muni de deux topologies de Fréchet, toutes deux plus fortes que la topologie séparée induite par
CN. Le cas particulier de l’énoncé deviendra dès lors direct une fois que l’équivalence sera prouvée.

La condition est nécessaire. Supposons que λl(A) = λl(B) algébriquement (et donc topologi-
quement). Cela implique que l’injection λl(A) → λ∞(B) est continue. Ainsi, si k ∈ N, il existe
j ∈ N et C > 0 tels que ‖bkξ‖l∞ ≤ C‖ajξ‖l, quel que soit ξ ∈ λl(A). Dès lors, on a

bk(n) ≤ Caj(n)

pour tout n ∈ N (en prenant ξ = en).
On montre de même que, si k′ ∈ N, il existe j′ ∈ N et C ′ > 0 tels que ak′(n) ≤ C ′bj′(n) pour tout
n ∈ N, ce qui permet de conclure.

La condition est suffisante. Supposons que ξ ∈ λl(B). Fixons k ∈ N. On sait alors qu’il existe
j ∈ N et C > 0 tels que ak(n) ≤ Cbj(n) pour tout n ∈ N. Donc |ak(n)ξn| ≤ C|bj(n)ξn| pour tout
n ∈ N. Dès lors, par la proposition 1.1.2, on en déduit que (ak(n)ξn)n∈N ∈ l. On ainsi prouvé que
λl(B) ⊂ λl(A). L’autre inclusion se démontre de la même manière.

1.3 Les propriétés classiques des espaces échelonnés de Köthe
Comme indiqué dans l’introduction, les espaces de Köthe pourront s’avérer utiles dans l’étude

des espaces Sν . C’est pour cette raison que nous allons maintenant rassembler plusieurs définitions
de propriétés classiques de l’analyse fonctionnelle et que nous allons ensuite citer les résultats déjà
connus dans le cadre des espaces échelonnés de Köthe.

Commençons par la notion d’espaces tonnelés, extraite de [23].

Définition 1.3.1. Soit E un espace localement convexe. Un tonneau de E est une partie fermée,
absolument convexe et absorbante de E. En outre, on dira que E est un espace tonnelé si tout
tonneau de E est un voisinage de 0 dans E.

On peut par exemple montrer que tout espace de Fréchet est tonnelé. Plus généralement, tout
espace ultrabornologique est tonnelé (voir la définition A.1.1 dans l’annexe).

Nous sommes alors amenés à considérer les définitions suivantes, extraites de [5, 12, 20].

Définition 1.3.2. Soit E un espace localement convexe et soit V(E) une base de voisinages
absolument convexes de 0 dans E. Notons également U(E) l’ensemble des voisinages absolument
convexes fermés de 0 dans E. Alors on dira que E est un espace
(i) distingué si son dual fort E′b est tonnelé.
(ii) semi-réflexif si le dual de son dual fort (noté E′′) peut être identifié algébriquement à E (via

le plongement canonique de E dans E′′, à savoir l’application J : E → E′′ : x 7→ J(x), où
J(x)[x′] = x′(x) si x′ ∈ E′) ;
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(iii) réflexif si le dual fort de son dual fort peut être identifié topologiquement à E (via le
plongement canonique de E dans E′′) ;

(iv) semi-Montel si tout ensemble borné de E est relativement compact ;
(v) de Montel si E est semi-Montel et tonnelé ;
(vi) satisfaisant la condition de densité si, pour toute application δ : U(E) → ]0,+∞[ et pour

tout V ∈ U(E), il existe une partie finie F de U(E) et un borné absolument convexe B de
E tels que ⋂

U∈F
δ(U)U ⊂ B + V ;

(vii) quasi-normable si, pour tout V ∈ V(E), il existe U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et tel que, pour
tout δ > 0, il existe un borné B de E tel que U ⊂ δV +B.

Il existe deux autres types d’espaces "classiques" qui peuvent être ajoutés à la liste précédente,
à savoir les espaces de Schwartz et les espaces nucléaires. Comme nous l’avons déjà expliqué, la
dimension diamétrale permet de caractériser ces espaces et c’est pourquoi nous étudierons ceux-ci
dans le chapitre consacré à la dimension diamétrale. Nous renvoyons donc le lecteur à ce chapitre
pour prendre connaissance des définitions de ces espaces (cf. définitions 2.3.1 et 2.7.3). Reprenons
néamoins le graphique présenté dans [12] et représentant les relations entre ces propriétés au niveau
des espaces de Fréchet :

Montel //

$$

Réflexif

))
Nucléaire // Schwartz

66

((

Distingué

Quasi-normable // Condition de densité

55

où la flèche "→" indique une implication.
Introduisons quelques notations utiles dans la suite.

Définition 1.3.3. Soit A = (ak)k∈N une suite de ]0,+∞[N (on parlera, par abus de langage, d’une
matrice) ainsi que p ∈ [1,+∞[. Dans ce cas, on pose

kp(A) :=
⋃
k∈N

lp(ak), k∞(A) :=
⋃
k∈N

l∞(ak) et k0(A) :=
⋃
k∈N

c0(ak).

On parle d’espaces co-échelonnés de Köthe, respectivement d’ordre p, d’ordre ∞ et d’ordre 0.

Remarquons qu’on peut obtenir une propriété similaire à la proposition 1.2.8.

Lemme 1.3.1. Soient A = (ak)k∈N et B = (bk)k∈N deux matrices de Köthe telles que ak(n) > 0
et bk(n) > 0 pour tous k, n ∈ N et soit (l, ‖.‖l) un espace admissible. Notons VA la matrice
((1/ak(n))n∈N)k∈N et VB la matrice ((1/bk(n))n∈N)k∈N. Dès lors, si k∞(VA) = k∞(VB), on a
λl(A) = λl(B) algébriquement et topologiquement.

Démonstration. Par hypothèse, on a⋃
k∈N

{
ξ ∈ CN :

(
ξn

ak(n)

)
n∈N
∈ l∞

}
=
⋃
k∈N

{
ξ ∈ CN :

(
ξn

bk(n)

)
n∈N
∈ l∞

}
.

Ainsi, si k ∈ N, la suite ak est bien sûr un élément de ces deux ensembles et il existe donc un
j ∈ N tel la suite (ak(n)/bj(n))n∈N est un élément de l∞. Donc il existe un C > 0 pour lequel
ak(n) ≤ Cbj(n), quel que soit n ∈ N. Par symétrie, cela implique que les matrices A et B sont
équivalentes et on conclut alors par la proposition 1.2.8.
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Nous allons maintenant citer les résultats développés dans [5] et [6]. Fixons A = (ak)k∈N une
matrice de Köthe telle que ak(n) > 0 et ak(n) ≤ ak+1(n) pour tous k, n ∈ N. Dans cette situation,
de façon similaire à l’énoncé du lemme 1.3.1, nous notons V la matrice de Köthe (vk)k∈N, avec
vk(n) = 1/ak(n) si k, n ∈ N. Nous allons alors considérer les ensembles kp(V ) (p ∈ [1,+∞[),
k∞(V ) et k0(V ) définis ci-dessus, mais nous allons les munir d’une topologie. Formellement, nous
les munissons de la topologie de la limite inductive, c’est-à-dire

kp(V ) = ind
j∈N

lp(vj), k∞(V ) = ind
j∈N

l∞(vj) et k0(V ) = ind
j∈N

c0(vj).

Remarque 1.3.1. Nous donnons ces définitions topologiques juste pour information. Dans les
prochains chapitres, lorsque cela s’avèrera nécessaire, nous adopterons des approches plus clas-
siques sans utiliser les propriétés des limites inductives.

Grâce à cela, nous arrivons à un premier théorème concernant le caractère réflexif et distingué
des espaces échelonnés de Köthe ([5, 6]).

Théorème 1.3.1. (i) Fixons p ∈ ]1,+∞[. Dans ce cas, si q ∈ ]1,+∞[ est tel que
1

p
+

1

q
= 1,

alors (λp(A))′b = kq(V ) et (kq(V ))′b = λp(A). De plus, λp(A) est un espace réflexif.
(ii) On a (λ0(A))′b = k1(V ) et ((λ0(A))′b)

′
b = λ∞(A). De plus, λ0(A) est distingué.

(iii) L’espace λ1(A) est distingué si et seulement si (λ1(A))′b = k∞(A) topologiquement, l’égalité
algébrique étant toujours vraie.

Il est possible d’aller plus loin dans l’étude des conditions permettant à l’espace λ1(A) d’être
distingué. Pour ce faire, nous avons besoin d’une nouvelle définition.

Définition 1.3.4. La matrice V vérifie la condition (D) s’il existe une suite croissante (Pm)m∈N
de parties de N telle que

a) pour tout m ∈ N, il existe k ∈ N avec, pour chaque j ∈ N tel que j > k, infn∈Pm
vj(n)

vk(n)
> 0 ;

b) pour tout k ∈ N et toute partie P de N telle que P ∩ (N \Pm) 6= ∅ quel que soit m ∈ N, on

peut trouver un j ∈ N pour lequel on a j > k et infn∈P
vj(n)

vk(n)
= 0.

On obtient alors le prochain théorème ([5]).

Théorème 1.3.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) la matrice V vérifie la condition (D) ;
(ii) l’espace λ1(A) est distingué ;
(iii) si p ∈ {0} ∪ [1,+∞[, l’espace λp(A) satisfait la condition de densité ;
(iv) l’espace λ∞(A) est distingué.

Continuons notre étude et passons aux espaces échelonnés de Köthe quasinormables. Commen-
çons par une définition.

Définition 1.3.5. La matrice V est dite régulièrement décroissante si, pour tout k ∈ N, il existe
un j ∈ N tel que j ≥ k et tel que, pour toute partie P de N, on a l’implication

inf
n∈P

vj(n)

vk(n)
> 0 =⇒ inf

n∈P

vm(n)

vk(n)
> 0 ∀m ≥ j.

Cela donne alors le théorème suivant ([5, 6]).

Théorème 1.3.3. Soit p ∈ {0} ∪ [1,+∞[ ∪ {∞}. Alors l’espace λp(A) est quasinormable si et
seulement si la matrice V est régulièrement décroissante.
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Il reste alors à traiter le cas des espaces de Montel. Dans ce cas, nous sommes amenés à
considérer la prochaine définition.

Définition 1.3.6. On dit que la matrice V (ou même la matrice A) vérifie la condition (M) si,
pour toute partie infinie P de N et tout k ∈ N, il existe un j ∈ N avec j > k tel que

inf
n∈P

vj(n)

vk(n)
= inf
n∈P

ak(n)

aj(n)
= 0.

Citons une proposition intéressante vis-à-vis de la condition (M) ([6]).

Proposition 1.3.1. La matrice A vérifie la condition (M) si et seulement si λ0(A) = λ∞(A).

Nous obtenons ainsi un nouveau théorème.

Théorème 1.3.4. Soit p ∈ {0}∪ [1,+∞[ ∪{∞}. Alors l’espace λp(A) est un espace de Montel si
et seulement si la matrice A vérifie la condition (M), ou encore si et seulement si λ0(A) = λ∞(A).

Enfin, il est également possible de caractériser les espaces échelonnés de Köthe qui sont de
Schwartz ou nucléaires, comme annoncé précédemment. Grâce à la dimension diamétrale, il est
même possible de le faire dans le cadre général des espaces de suites de Köthe définis par Terzioglu
dans [27]. Nous renvoyons le lecteur au chapitre suivant (cf. les théorèmes 2.4.2 et 2.7.5). Qui plus
est, il est également possible de caractériser les invariants (DN) et (Ω) dans le cadre des espaces
échelonnés de Köthe (cf. les propositions 3.1.3 et 3.2.4).

Remarque 1.3.2. Une question naturelle serait de savoir s’il serait possible d’adapter les pré-
cédentes caractérisations aux espaces de suites de Köthe de Terzioglu ([27]). La réponse à cette
question est toujours inconnue et nous y réfléchissons encore. Une façon de procéder consisterait
à généraliser les preuves développées dans [6] au cas des espaces de suites de Köthe (si possible).
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Chapitre 2

Dimension diamétrale et application
aux espaces de suites de Köthe

Passons maintenant à l’étude détaillée de la notion de dimension diamétrale. Nous montrerons
ainsi qu’il s’agit d’un invariant topologique et nous établirons les liens existant entre la dimension
diamétrale et les notions d’espaces de Schwartz et d’espaces nucléaires. Nous en profiterons pour
appliquer les résultats obtenus dans le cadre des espaces de suites de Köthe et ainsi compléter la
liste des propriétés classiques des espaces échelonnés de Köthe que nous avons présentée dans le
chapitre précédent.

La dimension diamétrale d’un espace vectoriel topologique est en fait un espace vectoriel consti-
tué de suites complexes. Sa définition repose sur la notion de diamètres de Kolmogorov et c’est
pourquoi nous débutons ce chapitre par une étude de ceux-ci.

2.1 Diamètres de Kolmogorov
Dans cette section, on se donne un espace vectoriel E sur C ainsi que deux parties U et V de

E qui sont telles qu’il existe un µ > 0 vérifiant U ⊂ µV .
Dans la suite, si n ∈ N, nous désignerons par Ln(E) l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E
de dimension inférieure ou égale à n.

Définition 2.1.1. Soit n ∈ N. On appelle nème diamètre de Kolmogorov de U par rapport à V le
nombre

δn(U, V ) = inf{δ > 0 : ∃F ∈ Ln(E) tel que U ⊂ δV + F}.

Remarque 2.1.1. Cette définition a un sens. En effet, pour tout n ∈ N, le singleton {0} est un
élément de Ln(E) et vérifie U ⊂ µV + {0}, ce qui implique que l’ensemble

{δ > 0 : ∃F ∈ Ln(E) tel que U ⊂ δV + F}

est non vide. De plus, il est clairement minoré par 0.

Remarque 2.1.2. Dans la définition de δn(U, V ) (pour n ∈ N), on peut remplacer l’expression
Ln(E) par Ln(> V <l), où > V <l désigne l’enveloppe linéaire de V .
En effet, supposons que δ > 0 et F ∈ Ln(E) sont tels que U ⊂ δV + F . Si u ∈ U , alors il existe
v ∈ V et f ∈ F tels que u = δv + f , d’où

f = u− δv ∈ U − δV ⊂ µV − δV ⊂> V <l .

Ainsi, f est un élément de F∩ > V <l et on peut donc bien supposer que F est un sous-espace
vectoriel de > V <l.

Nous pouvons maintenant passer aux propriétés de base des diamètres de Kolmogorov.

13
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Lemme 2.1.1. Pour tout n ∈ N, on a
(1) δn+1(U, V ) ≤ δn(U, V ),

(2) 0 ≤ δn(U, V ) ≤ µ.
En particulier, la suite (δn(U, V ))n∈N converge en décroissant vers un réel positif inférieur ou égal
à µ.

Démonstration. Le point (1) est clair, vu la définition, tandis que le point (2) découle directement
de la remarque 2.1.1.

Le lemme suivant est immédiat.

Lemme 2.1.2. Si U0 et V0 sont deux parties de E vérifiant U0 ⊂ U et V ⊂ V0, alors, pour tout
n ∈ N, on a

δn(U0, V0) ≤ δn(U, V ).

En particulier, on a aussi

δn(U0, V ) ≤ δn(U, V ) et δn(U, V0) ≤ δn(U, V ).

Lemme 2.1.3. Soit W une partie de E pour laquelle il existe un ν > 0 tel que V ⊂ νW et soient
m,n ∈ N. Dans ces conditions, on a

δn+m(U,W ) ≤ δn(U, V )δm(V,W ).

Démonstration. L’expression δn+m(U,W ) a bien un sens, vu que U ⊂ µνW . Fixons alors δ1, δ2 > 0
et F1 ∈ Ln(E), F2 ∈ Lm(E) tels que U ⊂ δ1V + F1 et V ⊂ δ2W + F2. Par conséquent, on a
U ⊂ δ1(δ2W + F2) + F1, ou encore

U ⊂ δ1δ2W + F1 + F2.

Cela mène à la conclusion, vu que F1 + F2 ∈ Ln+m(E).

Lemme 2.1.4. Si λ, ν > 0, alors

λ

ν
δn(U, V ) = δn(λU, νV )

Démonstration. Nous allons procéder en deux étapes.
(i) Soient δ > 0 et F ∈ Ln(E) tels que λU ⊂ δ(νV ) +F . Par conséquent, il vient U ⊂ ν

λδV +F .
On en déduit donc l’inégalité δn(U, V ) ≤ ν

λδ. Cela permet alors d’écrire

λ

ν
δn(U, V ) ≤ δn(λU, νV ).

(ii) Vu le point précédent, on a

ν

λ
δn(λU, νV ) =

1/λ

1/ν
δn(λU, νV ) ≤ δn(U, V ).

Dès lors, on obtient λ
ν δn(U, V ) ≥ δn(λU, νV ). D’où la conclusion.

Lemme 2.1.5. Si U ′ est une partie de E pour laquelle il existe µ′, ν > 0 avec U ′ ⊂ µ′V et
U ⊂ νU ′, alors

δn(U, V ) ≤ νδn(U ′, V ).

Démonstration. Cela découle directement des lemmes 2.1.2 et 2.1.4.
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Le lemme suivant, bien que trivial, s’avèrera très utile lors de l’étude de la dimension diamétrale
des espaces vectoriels topologiques sur C de dimension finie.

Lemme 2.1.6. Si la dimension de E est finie, alors

δn(U, V ) = 0,

pour tout n ∈ N tel que n ≥ dim(E).

Lemme 2.1.7. Si F est un autre espace vectoriel sur C et si

T : E → F

est une application linéaire, alors, on a

δn(T (U), T (V )) ≤ δn(U, V ).

En particulier, si T : E → F est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors

δn(T (U), T (V )) = δn(U, V ).

Démonstration. L’expression δn(T (U), T (V )) a bien sûr un sens, vu que T (U) ⊂ µT (V ). Soient
δ > 0 et G ∈ Ln(E) tels que U ⊂ δV + G. Il est alors clair que T (U) ⊂ δT (V ) + T (G), où
T (G) ∈ Ln(F ). Donc

δn(T (U), T (V )) ≤ δ,

ce qui permet de conclure. Le cas particulier est quant à lui évident.

Lemme 2.1.8. Si V est en outre absolument convexe, on a

δn(U, V ) = δn(< U >ac, V ),

où < U >ac symbolise l’enveloppe absolument convexe de U .

Démonstration. Vu le lemme 2.1.2, il est clair que

δn(U, V ) ≤ δn(< U >ac, V ).

Soient δ > 0 et F ∈ Ln(E) tels que U ⊂ δV + F . Puisque V et F sont absolument convexes, il
vient

< U >ac⊂ δV + F.

D’où la conclusion.

Nous allons maintenant considérer deux résultats liant précompacité et diamètres de Kolmo-
gorov. Ils joueront un rôle crucial par la suite, en particulier au niveau de la caractérisation des
espaces de Schwartz au moyen de la dimension diamétrale. Rappelons d’abord la définition sui-
vante.

Définition 2.1.2. Soit V un sous-ensemble de E. Une partie K de E est précompacte par rapport
à V (dans E) si, pour tout ε > 0, il existe J ∈ N0 et x1, ..., xJ ∈ E tels que K ⊂ {x1, ..., xJ}+ εV .

Commençons par une première proposition, dont la preuve est inspirée de [32].

Proposition 2.1.1. Soient V une partie absolument convexe et absorbante de E et K une partie
de E absorbée par V . Alors K est précompact par rapport à V si et seulement si on a

δn(K,V )→ 0 si n→ +∞.
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Démonstration. Supposons d’abord que K est précompact par rapport à V et fixons un ε > 0. On
sait qu’il existe J ∈ N0 et x1, ..., xJ ∈ K tels que

K ⊂ {x1, ..., xJ}+ εV.

Notons alors par F l’enveloppe linéaire de l’ensemble {x1, ..., xJ}. Il est dès lors immédiat de noter
que F est un élément de Ln(E), pour tout n ∈ N avec n ≥ J . Comme K ⊂ εV + F , on en déduit
que, pour tout naturel n supérieur ou égal à J , on a

δn(K,V ) ≤ ε,

ce qui prouve bien que la suite (δn(K,V ))n∈N converge vers 0.
Passons à la réciproque et supposons que K vérifie la propriété de l’énoncé. Fixons un ε > 0.

On sait qu’il existe un N ∈ N tel que, pour tout n ∈ N avec n ≥ N , on a

δn(K,V ) <
ε

4
.

On en déduit qu’il existe un δ > 0 tel que δ < ε
4 et un F ∈ LN (E) vérifiant K ⊂ δV + F . En

particulier, puisque V est équilibré, on a

K ⊂ ε

4
V + F.

Si l’on désigne par pV la semi-norme de jauge associée à V , il est alors clair que l’ensemble
F1 := F ∩ ker pV est un sous-espace vectoriel de F . Soit F2 un supplémentaire algébrique de F1

dans F . Dans ce cas, on a l’inclusion

K ⊂ ε

2
V + F2,

puisque F1 ⊂ ker pV ⊂ ε
4V . Remarquons aussi que la semi-norme pV est une norme sur F2.

Ensuite, on sait qu’il existe un µ > 0 tel que K ⊂ µV . Ainsi, si x ∈ K, il existe v ∈ V , f ∈ F2

tels que x = ε
2v + f et on en déduit alors que

f = x− ε

2
v ∈ K − ε

2
V ⊂ µV +

ε

2
V.

Comme V est convexe, on a aussi f ∈
(
µ+ ε

2

)
V . Au total, on obtient l’inclusion

K ⊂ ε

2
V + F2 ∩

(
µ+

ε

2

)
V.

Si l’on désigne par G l’ensemble F2 ∩
(
µ+ ε

2

)
V , on en déduit que G est un borné de l’espace

(F2, pV ). Comme ce dernier est normé et de dimension finie, il est isomorphe à l’espace (Cm, |.|)
(où m est la dimension de F2). Par conséquent, G est un précompact de l’espace (F2, pV ) et il
existe J ∈ N0 et x1, ..., xJ ∈ F2 tels que

G ⊂ {x1, ..., xJ}+
ε

2
V.

D’où
K ⊂ {x1, ..., xJ}+ εV,

ce qui mène à la conclusion.

On obtient immédiatement le théorème suivant.

Théorème 2.1.1. Soit E un espace localement convexe et soit K une partie de E. Alors K est
un précompact de E si et seulement si K est borné et si, pour tout voisinage absolument convexe
V de 0 dans E, on a

δn(K,V )→ 0 si n→ +∞.
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Poursuivons par une proposition permettant de réécrire la définition des diamètres de Kolmo-
gorov dans le cas où l’on dispose d’un ensemble absolument convexe absorbant. Ici, E désigne de
nouveau un espace vectoriel sur C quelconque. La prochaine preuve est tirée de [16, 32].

Proposition 2.1.2. Si V est une partie absolument convexe absorbante de E et si U est une
partie de E absorbée par V , alors, pour tout n ∈ N0, on a

δn(U, V ) = inf{δ > 0 : ∃m ∈ N0, x1, ..., xm ∈ E avec m ≤ n et U ⊂ δV+ < {x1, ..., xm} >ac}.

Démonstration. Notons γn(U, V ) le second membre de l’égalité de l’énoncé.
(i) Il est facile de voir que γn(U, V ) ≥ δn(U, V ), car l’enveloppe absolument convexe d’un en-

semble est incluse dans l’enveloppe linéaire de cet ensemble.
(ii) Cette seconde partie de la preuve repose sur des principes totalement similaires à ceux

employés dans la démonstration de la proposition 2.1.1. Nous ne la détaillerons donc pas
complètement. Soient δ > 0 et F ∈ Ln(E) tels que U ⊂ δV + F . Si l’on désigne par F2 un
supplémentaire algébrique de F1 := F ∩ker pV dans F , alors, pour tout ε > 0, on a F1 ⊂ ε

2V
et

U ⊂ (δ + ε/2)V + F2.

De plus, si µ > 0 est tel que U ⊂ µV , on a

U ⊂ (δ + ε/2)V + F2 ∩ (δ + ε/2 + µ)V.

Cette dernière inclusion est valable quel que soit le ε > 0 choisi. Notons Gε l’ensemble
F2 ∩ (δ + ε/2 + µ)V . Dans ce cas, Gε est un borné de l’espace (F2, pV ), qui est normé et de
dimension finie (inférieure ou égale à n). Par conséquent, Gε est un précompact de (F2, pV ) :
dès lors, il existe une partie finie P de F2 telle que Gε ⊂ P + ε

2V . Remarquons que P est
inclus dans l’enveloppe absolument convexe de l’ensemble des vecteurs d’une base de F2 bien
choisie. Dès lors, il existe xε,1, ..., xε,m ∈ F2 ⊂ E, où m est un naturel non nul inférieur ou
égal à n, tels que

Gε ⊂< {xε,1, ..., xε,m} >ac +
ε

2
V.

D’où
U ⊂ (δ + ε)V+ < {xε,1, ..., xε,m} >ac,

ce qui nous prouve que δ + ε ≥ γn(U, V ). En passant à la limite pour ε → 0+, on trouve
δ ≥ γn(U, V ). On conclut alors bien que

δn(U, V ) ≥ γn(U, V ).

Nous pouvons dès lors terminer cette section en considérant le prochain corollaire, valable
lorsque E est un espace vectoriel topologique sur C.

Corollaire 2.1.1. Soit V un ensemble absolument convexe, fermé et absorbant de E et soit U
une partie de E absorbée par V . Dans cette situation, si n ∈ N, on a

δn(U, V ) = δn(U, V ),

où U désigne l’adhérence de U dans E.

Démonstration. Bien sûr, l’expression δn(U, V ) a un sens puisque V est fermé. De plus on sait
déjà que δn(U, V ) ≤ δn(U, V ). Il nous reste à prouver l’autre inégalité.
Si n = 0, l’égalité de l’énoncé est claire car, si δ > 0, on a

(
U ⊂ δV ⇔ U ⊂ δV

)
. On peut donc

supposer n 6= 0.
Puisque V est absolument convexe et absorbant, on peut appliquer la proposition précédente.
Soient alors δ > 0, m ∈ N0 (avec m ≤ n) et x1, ..., xm ∈ E tels que U ⊂ δV+ < {x1, ..., xm} >ac.
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Notons que l’ensemble G :=< {x1, ..., xm} >ac est compact. En effet, il est l’image du sous-
ensemble compact {(λ1, ..., λm) ∈ Cm :

∑m
j=1 |λj | ≤ 1} de Cm par l’application continue

Φ : Cm → E : (λ1, ..., λm) 7→ λ1x1 + ...+ λmxm.

Ainsi, δV +G est un fermé de E et donc

U ⊂ δV+ < {x1, ..., xm} >ac .

Cela implique que δn(U, V ) ≤ δ et, par conséquent, que δn(U, V ) ≤ δn(U, V ).

2.2 Dimension diamétrale : introduction
Dans cette section, on se donne un espace vectoriel topologique E sur C et on désigne par V(E)

une base de voisinages de 0 dans E.

Définition 2.2.1. La dimension diamétrale de E est l’ensemble

∆(E) =
{
ξ ∈ CN : ∀V ∈ V(E) ∃U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et ξnδn(U, V )→ 0 si n→ +∞

}
.

Remarque 2.2.1. Grâce au lemme 2.1.2, il est facile de voir que cette définition est indépendante
de la base de voisinages choisie. Ainsi, la définition a bien un sens.

La proposition suivante est triviale.

Proposition 2.2.1. (1) ∆(E) est un sous-espace vectoriel de CN .

(2) Si ξ ∈ ∆(E) et si η ∈ CN est tel que

|ηn| ≤ |ξn|,

pour tout n ∈ N, alors η ∈ ∆(E).

Nous allons maintenant étudier une proposition qui s’avèrera fort utile pour comparer les
dimensions diamétrales de certains espaces vectoriels topologiques sur C. Pour ce faire, considérons
d’abord la définition suivante.

Définition 2.2.2. Si F est un autre espace vectoriel topologique, alors une application T : E → F
est presqu’ouverte si, pour tout voisinage V de 0 dans E, T (V ) est un voisinage de 0 dans F .

Évidemment, toute application ouverte est presqu’ouverte. La notion d’application presqu’ou-
verte est donc a priori plus faible que celle d’application ouverte. Néanmoins, ces notions sont
équivalentes dans certains cas. Par exemple, Meise et Vogt prouvent que si T : F → G est une
application linéaire, continue et presqu’ouverte, si F et G sont deux espaces vectoriels topologiques
métriques et si F est complet, alors T est une application ouverte (cf. [20], lemme 8.2).

Une fois cette remarque faite, passons à la prochaine proposition.

Proposition 2.2.2. Si F est un espace vectoriel topologique pour lequel il existe une application
T : E → F linéaire, continue et ouverte, alors

∆(E) ⊂ ∆(F ).

Le résultat est encore vrai dans le cas particulier où F est un espace localement convexe et où
T : E → F est une application linéaire, continue et presqu’ouverte.

Démonstration. Pour commencer, supposons que T : E → F est une application linéaire et conti-
nue et que E et F sont deux espaces vectoriels topologiques quelconques.
Soit V(F ) une base de voisinages de 0 dans F et soit ξ ∈ ∆(E). Fixons V ∈ V(F ). Puisque T
est continu, on sait qu’il existe un V0 ∈ V(E) vérifiant T (V0) ⊂ V . Par définition, il existe un
U0 ∈ V(E) inclus dans V0 tel que

ξnδn(U0, V0)→ 0 si n→ +∞.

Nous allons poursuivre notre raisonnement en distinguant les deux situations citées dans l’énoncé.
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(i) Si, en outre, T est une application ouverte, alors il existe U ∈ V(F ) tel que U ⊂ T (U0). Or,
vu les lemmes 2.1.2 et 2.1.7, on a

δn(U, V ) ≤ δn(T (U0), T (V0)) ≤ δn(U0, V0),

d’où
ξnδn(U, V )→ 0 si n→ +∞.

Ainsi, ξ ∈ ∆(F ).
(ii) Supposons que F est un espace localement convexe et que T est une application pres-

qu’ouverte. On peut alors même supposer que V(F ) est constitué de voisinages absolument
convexes fermés de 0 dans F . Dans ce cas, il existe un U ∈ V(F ) tel que U ⊂ T (U0). Comme
V est absolument convexe et fermé, on obtient, grâce au corollaire 2.1.1,

δn(U, V ) ≤ δn(T (U0), V ) = δn(T (U0), V ) ≤ δn(T (U0), T (V0)) ≤ δn(U0, V0),

ce qui implique, comme au point (i), que ξ ∈ ∆(F ). D’où la conclusion.

Passons aux conséquences de cette proposition.

Corollaire 2.2.1. Si (Eα)α∈A est une famille d’espaces vectoriels topologiques sur C, alors

∆

(∏
α∈A

Eα

)
⊂
⋂
α∈A

∆(Eα).

Démonstration. De fait, si α0 ∈ A, il est bien connu que la projection

pα0
:
∏
α∈A

Eα → Eα0
: (xα)α∈A 7→ xα0

est une application linéaire, continue et ouverte.

Corollaire 2.2.2. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors

∆(E) ⊂ ∆(E/F ).

Démonstration. On sait que la projection

πF : E → E/F : x 7→ x+ F

est une application linéaire continue. Si l’on prouve qu’elle est également ouverte, on obtiendra la
conclusion. Or, en se référant à [7], on sait qu’il suffit de montrer que si O est un ouvert de E,
alors l’ensemble π−1

F (πF (O)) est encore un ouvert de E. C’est direct, car

π−1
F (πF (O)) = O + F =

⋃
f∈F

(O + f).

Le théorème suivant, bien que corollaire direct de la proposition 2.2.2, est essentiel. Il est en
effet à l’origine de l’intérêt porté à la dimension diamétrale ([33]).

Théorème 2.2.1. La dimension diamétrale est un invariant linéaire topologique sur la classe des
espaces vectoriels topologiques sur C.

Notons également la propriété suivante.

Proposition 2.2.3. On a
c0 ⊂ ∆(E).

Démonstration. Cela découle directement du fait que si V ∈ V(E), alors la suite (δn(V, V ))n∈N
est un élément de l∞ (lemme 2.1.1).
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2.3 Quelques exemples de calculs de dimensions diamétrales
Nous conservons les notations de la section précédente. Nous allons passer en revue des proprié-

tés qui vont nous permettre d’obtenir directement la dimension diamétrale de plusieurs espaces
localement convexes classiques.

Proposition 2.3.1. Si E est de dimension finie, alors

∆(E) = CN .

Démonstration. C’est immédiat. En effet, si ξ ∈ CN et si V ∈ V(E), alors

δn(V, V ) = 0

si n ∈ N est tel que n ≥ dim(E) (vu le lemme 2.1.6) et donc la suite (ξnδn(V, V ))n∈N converge
trivialement vers 0.

Remarque 2.3.1. La proposition précédente montre que la dimension diamétrale

∆ : Evt → ℘(CN),

où Evt désigne la classe des espaces vectoriels topologiques sur C, est un invariant linéaire topolo-
gique non complet.

Par exemple, les espaces vectoriels C2 et C3, munis de la topologie euclidienne, ne sont bien
sûr pas isomorphes, mais ont tous les deux CN pour dimension diamétrale.

La proposition suivante va également dans ce sens.

Proposition 2.3.2. Si (E, ‖.‖) est un espace normé de dimension infinie, alors

∆(E) = c0.

Démonstration. Vu la proposition 2.2.3, il suffit de prouver l’inclusion

∆(E) ⊂ c0.

Dans la suite, on note B(r) la boule ouverte de E associée à la norme ‖.‖, de centre 0 et de rayon
r > 0. On peut donc prendre pour base de voisinages de 0 dans E l’ensemble

V(E) = {B(r) : r > 0}.

Soit maintenant ξ ∈ ∆(E). Par définition, il existe un r > 0 tel que (ξnδn(B(r), B(1)))n∈N ∈ c0.
Puisque B(r) = rB(1), on a, par le lemme 2.1.4, (ξnδn(B(1), B(1)))n∈N ∈ c0 La suite ξ doit dès
lors converger vers 0 dans C, car la suite (δn(B(1), B(1)))n∈N ne peut être un élément de c0.
Sinon, B(1) serait un voisinage précompact de 0 dans E, par le théorème 2.1.1, alors que E est de
dimension infinie.

Grâce à ces deux propositions, nous obtenons les exemples suivants.

Exemples 2.3.1. (1) Si K est un compact de Rn, si A est une partie non vide de Rn et si
p ≥ 1, alors les espaces

C0(K), Lp(A), L∞(A), lp, l∞ et c0

admettent tous c0 comme dimension diamétrale.
(2) Pour tout n ∈ N, on a

∆(Cn) = CN .

On peut encore donner un autre exemple.



2.3. QUELQUES EXEMPLES DE CALCULS DE DIMENSIONS DIAMÉTRALES 21

Exemple 2.3.1. On a
∆(CN) = CN .

Démonstration. Il suffit de prouver l’inclusion

CN ⊂ ∆(CN).

On sait qu’un système fondamental de semi-normes de CN est donné par l’ensemble {qk : k ∈ N},
où, pour k ∈ N, qk désigne la semi-norme qk : CN → [0,+∞[: ξ 7→ sup{|ξ0|, ..., |ξk|}. En notant Bk
la semi-boule ouverte de centre 0, de rayon 1 et associée à qk (pour un k ∈ N fixé), on va montrer
que δn(Bk, Bk) est nul lorsque n ∈ N est supérieur ou égal à k + 1, ce qui suffit.
Or, quel que soit δ > 0, on a évidemment

Bk ⊂ δBk+ > {e0, ..., ek} <l

et comme dim(> {e0, ..., ek} <l) = k + 1, on en déduit que

δn(Bk, Bk) ≤ δ

si n ∈ N est tel que n ≥ k + 1. D’où la thèse.

Un autre exemple fondamental concerne les espaces de Schwartz. En effet, la dimension dia-
métrale, comme nous l’avons déjà annoncé, permet de caractériser ces espaces.

Définition 2.3.1. Soit E un espace localement convexe et soit V(E) une base de voisinages
absolument convexes de 0 dans E. On dit que E est un espace de Schwartz si, pour tout V ∈ V(E),
il existe un U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et tel que U est précompact par rapport à V dans E.

On vérifie sans difficulté que cette définition est indépendante de la base de voisinages absolu-
ment convexes de 0 choisie.

Remarque 2.3.2. Il est également possible d’étendre la définition des espaces de Schwartz au
niveau des espaces vectoriels topologiques en considérant un base de voisinages de 0 quelconque.

Cela étant fait, nous obtenons le théorème suivant. Il permet de caractériser les espaces de
Schwartz dans le cadre classique des espaces localement convexes.

Théorème 2.3.1. Soit E un espace vectoriel topologique et soit V(E) une base de voisinages de
0 dans E. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout V ∈ V(E), il existe U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et (δn(U, V ))n∈N ∈ c0 ;
(ii) l∞ ⊂ ∆(E) ;
(iii) c0 ( ∆(E).
Si, en outre, E est un espace localement convexe et si V(E) une base de voisinages absolument
convexes de 0 dans E, alors les trois conditions précédentes sont équivalentes au fait que E est un
espace de Schwartz.

Démonstration. D’abord, le point (i) implique trivialement le point (ii) et le point (iii) est un
corollaire direct du point (ii). Montrons que le point (iii) implique le point (i).
Par hypothèse, il existe ξ ∈ ∆(E) \ c0. Dès lors, cela signifie en particulier qu’il existe un C > 0
et une sous-suite

(
ξk(n)

)
n∈N de ξ tels que |ξk(n)| ≥ C pour tout n ∈ N.

Soit alors V ∈ V(E). On sait qu’il existe un U ∈ V(E) inclus dans V pour lequel la suite
(ξnδn(U, V ))n∈N est un élément de c0. Or, comme

δk(n)(U, V ) ≤ 1

C
|ξk(n)δk(n)(U, V )|

pour tout n ∈ N, cela implique bien sûr que (δk(n)(U, V ))n∈N ∈ c0. Dès lors, la suite (δn(U, V ))n∈N
appartient à c0, vu qu’elle converge dans C.

Dans le cas où E est un espace localement convexe et où V(E) est une base de voisinages
absolument convexes de 0 dans E, on vérifie directement que le point (i) est équivalent au fait que
E est un espace de Schwartz, au vu de la proposition 2.1.1. D’où la conclusion.
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Ainsi, on vient de prouver que, parmi les espaces localement convexes, seuls ceux qui ne sont pas
de Schwartz admettent c0 comme dimension diamétrale (par la proposition 2.2.3). En particulier,
on retrouve la propriété suivante, bien connue dans la théorie des espaces de Schwartz.

Corollaire 2.3.1. Si E est un espace normé, alors E est un espace de Schwartz si et seulement
s’il est de dimension finie.

Remarquons également qu’on a démontré qu’il n’existe pas d’espace vectoriel topologique E
tel que c0 ( ∆(E) ( l∞ ([16]).

2.4 Espaces de suites de Köthe et dimension diamétrale
Dans cette section, nous fixons un espace admissible (l, ‖.‖l) et un ensemble de Köthe A. En

reprenant les développements de Terzioglu dans [27], nous allons obtenir la forme exacte de la
dimension diamétrale de l’espace de suites de Köthe λl(A), en utilisant notamment la caractérisa-
tion des espaces de Schwartz vue précédemment. Dans la suite, nous aurons besoin d’une nouvelle
notation. Si α, β ∈ A, nous désignerons par α/β la suite dont la nème composante (n ∈ N) vaut
αn/βn si βn > 0 et 0 si βn = 0 .

Commençons par une proposition de base indispensable pour poursuivre.

Proposition 2.4.1. Soit n ∈ N et soient K,M deux parties de N dont les cardinaux vérifient
#K ≤ n et #M = n + 1. Soient également α, β ∈ A tels que αj ≤ βj quel que soit j ∈ N et
αm > 0 si m ∈M . Dans ce cas, on a

inf

{(
α

β

)
m

: m ∈M
}
≤ δn

(
Bplβ , Bplα

)
≤ sup

{(
α

β

)
k

: k /∈ K
}
.

Démonstration. (1) Pour prouver la première inégalité de l’énoncé, on va procéder par l’absurde
et supposer l’existence d’un δ > 0 avec δ < inf

{(
α
β

)
m

: m ∈M
}

et d’un F ∈ Ln
(
λl(A)

)
vérifiant Bplβ ⊂ δBplα + F . Considérons l’application

S : λl(A)→ λl(A) : ξ 7→
∑
m∈M

ξmem

et posons G := {ξ ∈ λl(A) : S(ξ) = ξ}. Notons également δ0 le réel strictement positif
inf
{(

α
β

)
m

: m ∈M
}
. Soit ξ ∈ G. Alors, si m ∈M , on a

|βmξm| =
βm
αm
|αmξm| ≤

1

δ0
|αmξm| et plβ(ξ) ≤ 1

δ0
plα(ξ).

On en déduit donc que Bplα ∩ G ⊂
1
δ0
Bplβ ∩ G. Or, en appliquant S aux deux membres de

l’inclusion Bplβ ⊂ δBplα + F , on obtient Bplβ ∩G ⊂ δBplα ∩G+ S(F ). D’où

Bplα ∩G ⊂
δ

δ0
Bplα ∩G+ S(F ).

Fixons ξ ∈ Bplα ∩ G. On sait qu’il existe f0 ∈ S(F ) tel que plα(ξ − f0) < δ
δ0

et ξ − f0 ∈ G.

Or, vu ce qui précède, on a δ
δ0
Bplα ∩G ⊂

(
δ
δ0

)2

Bplα ∩G+ S(F ) et, par conséquent, il existe

f1 ∈ S(F ) avec plα(ξ − f0 − f1) <
(
δ
δ0

)2

et ξ − f0 − f1 ∈ G.
Par récurrence, on trouve une suite (fj)j∈N de S(F ) telle que, pour tout j0 ∈ N,

plα(ξ − f0 − ...− fj0) <

(
δ

δ0

)j0+1
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et ξ − f0 − ... − fj0 ∈ G. Remarquons également que plα est une norme sur G car αm > 0
pour tout m ∈M . Or S(F ) est un sous-espace vectoriel de G de dimension finie, donc c’est
un fermé de l’espace normé (G, plα). Par conséquent, comme la série

∑+∞
j=0 fj converge vers

ξ dans (G, plα), on en déduit que ξ ∈ S(F ).
On a ainsi montré que Bplα∩G ⊂ S(F ), ce qui implique que G ⊂ S(F ) et donc que G = S(F ).
D’où une absurdité, car dim(G) = n+ 1 > dim(S(F )).

(2) Soit l’application linéaire

T : λl(A)→ λl(A) : ξ →
{ ∑

k∈K ξkek si K 6= ∅
0 si K = ∅.

Notons que si ξ ∈ λl(A) et si j ∈ N, alors

|αj(ξ − T (ξ))j | =
(
α

β

)
j

|βj(ξ − T (ξ))j | ≤ sup

{(
α

β

)
k

: k /∈ K
}
|βj(ξ − T (ξ))j |,

ce qui implique l’inégalité plα(ξ − T (ξ)) ≤ sup
{(

α
β

)
k

: k /∈ K
}
plβ(ξ − T (ξ)). De plus, si

ξ ∈ Bplβ , on a ξ − T (ξ) ∈ Bplβ puisque |(ξ − T (ξ))j | ≤ |ξj | si j ∈ N. Dès lors, pour un tel ξ,
il vient

ξ = ξ − T (ξ) + T (ξ) ∈ sup

{(
α

β

)
k

: k /∈ K
}
Bplα + T (λl(A)).

Cela donne la deuxième inégalité de l’énoncé.

Remarque 2.4.1. Nous avons également montré dans la preuve précédente que si ξ ∈ λl(A),
alors

plα(ξ − T (ξ)) ≤ sup

{(
α

β

)
k

: k /∈ K
}
plβ(ξ − T (ξ))

où T : λl(A)→ λl(A) : ξ →
{ ∑

k∈K ξkek si K 6= ∅
0 si K = ∅.

Avant de considérer le corollaire suivant, rappelons qu’une suite ξ de nombres complexes est
qualifiée de suite à support fini si elle ne comporte qu’un nombre fini de composantes non nulles.
Dans le cas contraire, on parle de suite à support infini.

Corollaire 2.4.1. Soit n ∈ N et soient α, β ∈ A tels que αj ≤ βj quel que soit j ∈ N.
a) Si la suite α/β est à support fini, alors

δn

(
Bplβ , Bplα

)
= 0

lorsque n est supérieur ou égal au nombre de composantes non nulles de α/β.

b) Si la suite α/β est décroissante, alors

δn

(
Bplβ , Bplα

)
=

{
αn/βn si βn > 0
0 si βn = 0.

Démonstration. a) Il s’agit d’une simple conséquence de la proposition 2.4.1, en considérant K
l’ensemble des indices correspondant aux composantes non nulles de α/β (ou l’ensemble vide
si α est la suite nulle).

b) Supposons d’abord que αm > 0 (et donc que βm > 0) si m ∈ {0, ..., n}. Dans cette situation,
il suffit d’appliquer la proposition 2.4.1 en prenant les ensembles K = {0, ..., n− 1} si n > 0
et K = ∅ si n = 0 ainsi que M = {0, ..., n}.
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Si l’hypothèse précédente n’est pas vérifiée, par décroissance de la suite α/β, celle-ci est né-
cessairement à support fini. Dans ce cas, elle ne possède même qu’un nombre de composantes
non nulles inférieur ou égal à n. On conclut alors par le point a). Notons qu’on obtient bien
l’égalité de l’énoncé, car (α/β)n = 0, donc αn = 0.

Le résultat précédent permet d’obtenir directement la dimension diamétrale de certains espaces
de suites de Köthe. Afin d’atteindre cet objectif, considérons la définition suivante.

Définition 2.4.1. L’ensemble de Köthe A est qualifié de matrice de Köthe régulière s’il est dé-
nombrable et si, lorsqu’on l’écrit A = (ak)k∈N,

(i) pour tous k, n ∈ N, on a
ak(n) > 0,

(ii) pour tous k, n ∈ N, on a
ak(n) ≤ ak+1(n),

(iii) pour tout k ∈ N, la suite (
ak(n)

ak+1(n)

)
n∈N

est décroissante.

On dit aussi que l’espace λl(A) est régulier.

Remarquons que cette définition implique bien entendu que, pour tous k,m ∈ N, la suite(
ak(n)

ak+m(n)

)
n∈N

est décroissante. En effet,

a) si m = 0, cette suite se réduit à la suite constante (1)n∈N.

b) si m > 0, alors, pour n ∈ N, on a

ak(n+ 1)

ak+m(n+ 1)
=
ak+m−1(n+ 1)

ak+m(n+ 1)

ak+m−2(n+ 1)

ak+m−1(n+ 1)
· · · ak(n+ 1)

ak+1(n+ 1)

≤ ak+m−1(n)

ak+m(n)

ak+m−2(n)

ak+m−1(n)
· · · ak(n)

ak+1(n)

=
ak(n)

ak+m(n)
.

Qui plus est, notons que ladite définition impose également que les normes de l’espace λl(A)
vérifient

plk ≤ plk+m

lorsque k,m ∈ N.

Proposition 2.4.2. Si A est une matrice de Köthe régulière et s’écrit (ak)k∈N, alors pour tous
k,m, n ∈ N, on a

δn

(
Bplk+m , Bplk

)
=

ak(n)

ak+m(n)
.

Démonstration. Cela découle directement du point (b) du corollaire 2.4.1

En appliquant ce résultat, on obtient immédiatement la forme de la dimension diamétrale de
λl(A) lorsque A est une matrice de Köthe régulière.
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Théorème 2.4.1. Si A est une matrice de Köthe régulière et s’écrit (ak)k∈N, on a

∆(λl(A)) =

{
ξ ∈ CN : ∀k ∈ N ∃m ∈ N tel que

(
ak(n)

ak+m(n)
ξn

)
n∈N
∈ c0

}
.

Lorsque λl(A) n’est pas régulier, il est plus compliqué d’obtenir sa dimension diamétrale.
Néanmoins, cela est réalisable au vu des prochaines considérations.

À partir d’une suite de nombres réels positifs, à support infini et convergeant vers 0 dans R, il
est possible de construire une suite décroissante de nombres réels strictement positifs.
En effet, soit x une telle suite. Il est clair que la borne supérieure sup{xn : n ∈ N} est réalisée.
Notons-la y0 et soit ϕ(0) l’indice dont la valeur est donnée par inf{n ∈ N : xn = y0}.
Ensuite, on désigne par y1 la borne supérieure (réalisée) de l’ensemble {xn : n ∈ N \{ϕ(0)}} et
par ϕ(1) l’indice inf{n ∈ N \{ϕ(0)} : xn = y1}.
Et on continue de la même façon pour définir la suite y. En reprenant les notations précédentes,
on peut même écrire yn = xϕ(n) lorsque n ∈ N. Cette suite y est bien évidemment décroissante vu
la construction effectuée. Par conséquent, sur l’ensemble des suites à support infini appartenant à
c0 ∩ [0,+∞[N, on peut définir une application

π : x 7→ π(x),

où π(x) désigne la suite décroissante obtenue par la construction présentée ci-dessus. Grâce à cette
application, on peut dès maintenant considérer une proposition très importante.

Proposition 2.4.3. Soit n ∈ N et soient α, β ∈ A tels que αj ≤ βj quel que soit j ∈ N. Si α/β
est une suite à support infini convergeant vers 0, alors

δn

(
Bplβ , Bplα

)
= (π (α/β))n .

Autrement dit, le nombre δn
(
Bplβ , Bplα

)
représente la (n + 1)ème plus grande composante de la

suite α/β.

Démonstration. Pour plus de simplicité, si j ∈ N, reprenons la notation ϕ(j) présentée dans
la construction de l’application π donnée ci-dessus. Cela signifie que ϕ(j) désigne l’indice de la
composante de α/β correspondant à la jème composante de π (α/β).
Il suffit alors d’appliquer la proposition 2.4.1, en considérant d’une part M = {ϕ(0), ..., ϕ(n)} et
d’autre part K = {ϕ(0), ..., ϕ(n− 1)} si n > 0 et K = ∅ si n = 0.

Pour continuer, nous avons besoin de la caractérisation des espaces de Schwartz dans le cadre
des espaces de suites de Köthe. Dans cet objectif, introduisons une nouvelle notation : si m ∈ N,
nous désignerons par Pm l’application linéaire continue

Pm : λl(A)→ λl(A) : ξ 7→
m∑
n=0

ξnen.

Théorème 2.4.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) λl(A) est un espace de Schwartz ;

(ii) ∀α ∈ A, ∃β ∈ A tel que αn ≤ βn ∀n ∈ N et tel que α/β ∈ c0 ;
(iii) ∀α ∈ A, ∃β ∈ A tel que αn ≤ βn ∀n ∈ N et tel que, ∀C > 0, ∃m0 ∈ N avec

plα(ξ − Pm(ξ)) ≤ Cplβ(ξ)

∀ξ ∈ λl(A), ∀m ∈ N tel que m ≥ m0.
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Démonstration. Le point (i) implique le point (ii). Étant donné un α ∈ A, on peut trouver un
β ∈ A tel que αn ≤ βn quel que soit n ∈ N et tel que

(
δn

(
Bplβ , Bplα

))
n∈N
∈ c0, vu que λl(A) est

de Schwartz (par le théorème 2.3.1).
Cela implique alors que α/β ∈ c0. En effet : procédons par l’absurde et supposons que ce n’est
pas le cas. Dès lors, il existe C > 0 et une sous-suite

(
(α/β)k(n)

)
n∈N

de α/β telle que que, pour

tout n ∈ N, on a (α/β)k(n) ≥ C. Fixons n ∈ N et posons M := {k(0), ..., k(n)}. En appliquant la
proposition 2.4.1, on obtient

C ≤ inf

{(
α

β

)
m

: m ∈M
}
≤ δn

(
Bplβ , Bplα

)
.

Cela implique que la suite
(
δn

(
Bplβ , Bplα

))
n∈N

ne converge pas vers 0, ce qui est absurde.

Le point (ii) implique le point (iii). Fixons α ∈ A et prenons β ∈ A tel que αn ≤ βn quel que
soit n ∈ N et tel que α/β ∈ c0. Vu la remarque 2.4.1, si m ∈ N, on a

plα(ξ − Pm(ξ)) ≤ sup

{(
α

β

)
k

: k ≥ m+ 1

}
plβ(ξ)

pour tout ξ ∈ λl(A). Si l’on se donne un C > 0 et si on prend m0 ∈ N tel que (α/β)n ≤ C si
n ≥ m0 + 1, alors on a

plα(ξ − Pm(ξ)) ≤ Cplβ(ξ)

pour tout ξ ∈ λl(A) et pour tout m ∈ N avec m ≥ m0.
Le point (iii) implique le point (i). Prenons α et β comme dans l’énoncé et fixons C > 0. On

peut alors trouver m0 ∈ N tel que plα(ξ − Pm(ξ)) ≤ Cplβ(ξ) pour tout ξ ∈ λl(A) et tout m ∈ N
avec m ≥ m0. Si ξ ∈ Bplβ et m ≥ m0, alors

ξ = ξ − Pm(ξ) + Pm(ξ) ∈ CBplα + Pm(λl(A)).

Par conséquent, comme Pm
(
λl(A)

)
∈ Lm+1

(
λl(A)

)
, on a δm+1

(
Bplβ , Bplα

)
≤ C. D’où la conclu-

sion.

Nous sommes désormais en mesure d’obtenir la dimension diamétrale de λl(A) de façon géné-
rale.

Théorème 2.4.3. 1) Si λl(A) n’est pas un espace de Schwartz, alors ∆(λl(A)) = c0.

2) Si λl(A) est un espace de Schwartz, alors

∆(λl(A)) =
{
ξ ∈ CN : ∀α ∈ A à support infini ∃β ∈ A avec αn ≤ βn∀n ∈ N,

α/β ∈ c0 et (ξn (π (α/β))n)
n∈N ∈ c0

}
.

Démonstration. Le point 1) est connu, passons donc au point 2). Notons G le second membre
de l’égalité de l’énoncé. Si ξ ∈ G et si α ∈ A, alors on a deux possibilités. Si α est à support
fini, alors

(
ξnδn

(
Bplα , Bplα

))
n∈N converge bien sûr vers 0 dans C, vu le corollaire 2.4.1. Si α est

à support infini, alors on peut trouver un β ∈ A, avec αn ≤ βn quel que soit n ∈ N, vérifiant(
ξnδn

(
Bplβ , Bplα

))
n∈N

∈ c0, vu la forme de G et la proposition 2.4.3. Au total, ξ est bien un

élément de ∆(λl(A)).
Il ne nous reste plus qu’à prouver l’inclusion ∆(λl(A)) ⊂ G. Pour ce faire, fixons ξ ∈ ∆(λl(A))

et α ∈ A une suite à support infini. On sait qu’il existe β ∈ A tel que αn ≤ βn quel que soit n ∈ N
et tel que

(
ξnδn

(
Bplβ , Bplα

))
n∈N
∈ c0.
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Puisque λl(A) est de Schwartz, il existe γ ∈ A tel que βn ≤ γn si n ∈ N et tel que β/γ ∈ c0. Il est
alors clair que la suite α/γ est à support infini et vérifie(

α

γ

)
n

=

(
α

β

)
n

(
β

γ

)
n

≤
(
β

γ

)
n

si n ∈ N. Par conséquent, α/γ ∈ c0. De plus, on a bien sûr∣∣∣ξnδn (Bplγ , Bplα)∣∣∣ ≤ ∣∣∣ξnδn (Bplβ , Bplα)∣∣∣
si n ∈ N. Dès lors, la suite

(
ξnδn

(
Bplγ , Bplα

))
n∈N
∈ c0 et on conclut par la proposition 2.4.3.

Corollaire 2.4.2. La dimension diamétrale de λl(A) est indépendante de l.

Démonstration. Cela découle du théorème précédent, puisque le caractère de Schwartz de λl(A)
est lui-même indépendant de l.

Le théorème 2.4.2, outre le fait qu’il mène à la forme exacte de la dimension diamétrale de
λl(A), permet également d’obtenir une proposition fort intéressante des espaces de suites de Köthe
réguliers.

Proposition 2.4.4. Si λl(A) est régulier, alors cet espace est soit de Schwartz, soit isomorphe à
l (mais pas les deux).

Démonstration. Notons (ak)k∈N la matrice A. Supposons que λl(A) n’est pas de Schwartz. Cela
signifie qu’il existe un k0 ∈ N tel que, pour tout m ∈ N, la suite

(
δn

(
Bplk0+m

, Bplk0

))
n∈N

ne
converge pas vers 0 dans R. Comme cette suite est décroissante et vu la proposition 2.4.2, cela
signifie que, pour tout m ∈ N, il existe Cm > 0 tel que ak0+m(n) ≤ Cmak0(n) pour tout n ∈ N.
De plus, par définition des matrices de Köthe régulières, si k ∈ N est tel que k ≤ k0, alors on a
aussi ak(n) ≤ ak0(n) pour tout n ∈ N. Dès lors, les matrices A et {ak0} sont équivalentes. Par
conséquent, les espaces λl(A) et λl({ak0}) coïncident algébriquement et topologiquement par la
proposition 1.2.8.
Soit alors l’application S : λl(A)→ l : ξ 7→ ak0ξ. Comme les composantes de ak0 sont strictement
positives, on vérifie sans peine que S est un isomorphisme d’espaces localement convexes.
Notons que λl(A) ne peut être simultanément de Schwartz et isomorphe à l. En effet, comme l est
normé et de dimension infinie (il contient l1), il n’est pas de Schwartz.

2.5 Calcul de la dimension diamétrale des espaces de séries
de puissances

Les espaces de séries de puissances sont des espaces de suites de Köthe particuliers, qui ont
une utilité dans la théorie des espaces de Fréchet nucléaires (voir par exemple [28]).
Nous allons généraliser la définition de ces espaces de séries de puissances donnée par Jarchow
dans [16]. Dans ce livre, l’auteur considère des espaces échelonnés de Köthe de type 1 pour obtenir
ladite définition mais, au vu des résultats de la précédente section, il est possible de la généraliser
au niveau d’espaces de suites de Köthe de Terzioglu ([27]).
Comme annoncé dans l’introduction de ce mémoire, nous allons prouver que la dimension diamé-
trale est un invariant topologique complet sur la classe des espaces de séries de puissances (associée
à un espace admissible donné).

Dans cette section, on fixe une suite α de réels positifs qui est à la fois croissante et non majorée.
On fixe également un espace admissible (l, ‖.‖l). On considère alors les matrices de Köthe

A =
(

(e−αn/k)n∈N

)
k∈N0

et A′ =
(
(ekαn)n∈N

)
k∈N .
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Définition 2.5.1. Les espaces de séries de puissances (relatifs à la suite α et à l’espace admissible
l) sont les espaces de suites de Köthe

λl(A) et λl(A′),

qualifiés respectivement d’espace de séries de puissances de type fini (relatif à α et l) et d’espace
de séries de puissances de type infini (relatif à α et l).

Au vu de la définition 1.2.3 et des propositions 1.2.6 et 1.2.7, on obtient directement le prochain
résultat.

Proposition 2.5.1. On a les trois propriétés suivantes.
1) L’espace O(D(0, 1)) est isomorphe à l’espace de séries de puissances de type fini associé à

la suite (n)n∈N et à l’espace l1.
2) L’espace O(C) est isomorphe à l’espace de séries de puissances de type infini associé à la

suite (n)n∈N et à l’espace l1.
3) L’espace s des suites à décroissance rapide est égal à l’espace de séries de puissances de type

infini associé à la suite (ln(n+ 1))n∈N et à l’espace l1.

Nous allons maintenant calculer la dimension diamétrale des espaces de séries de puissances
grâce aux résultats obtenus dans le cadre des espaces de Köthe réguliers.

Proposition 2.5.2. Les espaces des séries de puissances λl(A) et λl(A′) sont réguliers et sont
des espaces de Schwartz.

Démonstration. Commençons par le type fini. Vérifions si la matrice de Köthe A associée est
régulière.

a) Pour tous k ∈ N0, n ∈ N, on a bien sûr e−αn/k > 0 et e−αn/k ≤ e−αn/(k+1).
b) Fixons k ∈ N0. Si n ∈ N,

e−αn/k

e−αn/(k+1)
= e

−αn
k(k+1)

et la suite
(
e
−αn
k(k+1)

)
n∈N

est décroissante. Comme elle converge même vers 0 dans R, cela

prouve simultanément que λl(A) est de Schwartz.
Passons au type infini, avec pour matrice de Köthe associée A′. On procède de même.

a) Pour tous k ∈ N, il vient ekαn > 0 et ekαn ≤ e(k+1)αn .
b) Fixons k ∈ N. Si n ∈ N,

ekαn

e(k+1)αn
= e−αn

et la suite (e−αn)n∈N est décroissante. Une nouvelle fois, cette suite converge même vers 0
dans R, donc λl(A′) est de Schwartz.

On peut donc dès maintenant déterminer la dimension diamétrale des espaces de séries de
puissances.

Proposition 2.5.3. On a

∆(λl(A)) =

{
ξ ∈ CN : ∀k ∈ N0 ∃m ∈ N tel que

(
eαn( 1

k+m−
1
k )ξn

)
n∈N
∈ c0

}
et

∆(λl(A′)) =
{
ξ ∈ CN : ∃m ∈ N tel que

(
e−mαnξn

)
n∈N ∈ c0

}
.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 2.4.1 aux matrices de Köthe régulières A et A′.
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Nous allons simplifier quelque peu les deux expressions de la proposition précédente.

Théorème 2.5.1. On a

∆(λl(A)) =
⋂
k∈N0

{
ξ ∈ CN : (ξne

−αn/k)n∈N ∈ c0
}

=
⋂
k∈N0

{
ξ ∈ CN : (ξne

−αn/k)n∈N ∈ l∞
}
.

Démonstration. Soient ξ ∈ ∆(λl(A)) et k ∈ N0. Alors il existe m ∈ N tel que(
eαn( 1

k+m−
1
k )ξn

)
n∈N
∈ c0.

Comme α est une suite croissante de réels positifs non bornée, la suite
(
eαn/(k+m)

)
n∈N converge

vers l’infini, donc on doit avoir
(ξne

−αn/k)n∈N ∈ c0.
Ainsi, on trouve

∆(λl(A)) ⊂
⋂
k∈N0

{
ξ ∈ CN : (ξne

−αn/k)n∈N ∈ c0
}
⊂
⋂
k∈N0

{
ξ ∈ CN : (ξne

−αn/k)n∈N ∈ l∞
}
.

Pour conclure, il suffit de montrer l’inclusion⋂
k∈N0

{
ξ ∈ CN : (ξne

−αn/k)n∈N ∈ l∞
}
⊂ ∆(λl(A)).

Soit ξ ∈ CN tel que, pour tout k ∈ N0,

(ξne
−αn/k)n∈N ∈ l∞.

Fixons k0 ∈ N0. Si l’on pose m = 2k0, alors, pour n ∈ N,

ξne
αn

(
1

k0+m−
1
k0

)
= ξne

−2
3k0

αn =
(
ξne

−αn
3k0

)
e
−αn
3k0 .

Comme le premier facteur (entre parenthèses) de ce produit est le terme général d’une suite
appartenant à l∞ et comme le second est le terme général d’une suite appartenant à c0, on en
déduit que (

ξne
αn

(
1

k0+m−
1
k0

))
∈ c0,

donc ξ ∈ ∆(λl(A)).

Le résultat précédent peut être réécrit sous une forme très intéressante.

Corollaire 2.5.1. On a
∆(λl(A)) = λ0(A) = λ∞(A).

Quant au type infini, on a le théorème suivant.

Théorème 2.5.2. On a

∆(λl(A′)) =
⋃
k∈N

{
ξ ∈ CN :

(
ξne
−kαn

)
n∈N ∈ l∞

}
.

Démonstration. a) Soit ξ ∈ CN pour lequel il existe k ∈ N tel que(
ξne
−kαn

)
n∈N ∈ l∞.

Dans ce cas, (
ξne
−(k+1)αn

)
n∈N
∈ c0

et ξ ∈ ∆(λl(A′)).
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b) Si ξ ∈ ∆(λl(A′)), il existe m ∈ N tel que(
ξne
−mαn

)
n∈N ∈ c0 ⊂ l∞,

d’où la conclusion.

Ce résultat peut lui aussi être réécrit plus simplement.

Corollaire 2.5.2. On a
∆(λl(A′)) = k∞

[(
(e−kαn)n∈N

)
k∈N

]
.

Dès lors, on obtient directement le corollaire suivant.

Corollaire 2.5.3. On a
1) ∆(O(D(0, 1))) =

⋂
k∈N0

{
ξ ∈ CN : (ξne

−n/k)n∈N ∈ l∞
}
,

2) ∆(O(C)) =
⋃
k∈N

{
ξ ∈ CN :

(
ξne
−kn)

n∈N ∈ l∞
}
,

3) ∆(s) =
⋃
k∈N

{
ξ ∈ CN :

(
ξn

(n+1)k

)
n∈N
∈ l∞

}
.

Nous allons terminer cette section par étudier le rôle important que joue la dimension diamé-
trale au niveau des espaces de séries de puissances. Pour ce faire, nous avons d’abord besoin d’un
lemme.

Lemme 2.5.1. Soient A = (ak)k∈N une suite de ]0,+∞[N et B = (bk)k∈N une matrice de Köthe.
Supposons que λl(B) est un espace de Schwartz. Alors, on a

k∞(A) 6= λl(B).

Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons au contraire que k∞(A) = λl(B). Dès lors,
par hypothèse, on a ⋃

k∈N
l∞(ak) = λl(B).

Premièrement, l’espace λl(B) n’est pas normé. En effet, c’est un espace de Schwartz.
Deuxièmement, en appliquant la théorème de localisation de De Wilde (voir l’annexe, corollaire
A.1.1) on sait qu’il existe un k0 ∈ N pour lequel l∞(ak0) = λl(B).
Troisièmement, en appliquant le théorème du graphe fermé, on en déduit également que les espaces
λl(B) et l∞(ak0) sont munis de la même topologie, ce qui est absurde, vu que le premier espace
n’est pas normé et que le second est de Banach.

Proposition 2.5.4. Si Π1 et Π2 sont deux espaces de séries de puissances associés à l et s’ils
ont des dimensions diamétrales égales, alors ils sont isomorphes. Plus précisément, ils coïncident
algébriquement et topologiquement. En outre, ils ont le même type.

Démonstration. On sait qu’il existe une suite α de réels positifs croissante et non majorée telle
que

Π1 = λl(A) ou Π1 = λl(A′),

où
A =

(
(e−αn/k)n∈N

)
k∈N0

et A′ =
(
(ekαn)n∈N

)
k∈N ,

selon que Π1 est de type fini ou infini. De même, il existe une suite β de réels positifs croissante
et non majorée telle que

Π2 = λl(B) ou Π2 = λl(B′),

où
B =

(
(e−βn/k)n∈N

)
k∈N0

et B′ =
(
(ekβn)n∈N

)
k∈N .
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(i) Supposons d’abord que Π1 et Π2 sont de type fini, i.e.

Π1 = λl(A) et Π2 = λl(B).

Par hypothèse, on a aussi
λ∞(A) = λ∞(B).

Par la proposition 1.2.8, cela implique que λl(A) = λl(B) algébriquement et topologique-
ment.

(ii) Supposons ensuite que Π1 et Π2 sont de type infini, i.e.

Π1 = λl(A′) et Π2 = λl(B′).

Vu la forme des dimensions diamétrales de Π1 et Π2, on a

k∞

[(
(e−kαn)n∈N

)
k∈N

]
= k∞

[(
(e−kβn)n∈N

)
k∈N

]
.

Par le lemme 1.3.1, on en déduit que λl(A′) = λl(B′) et que ces deux ensembles ont la même
topologie.

(iii) Supposons enfin que Π1 et Π2 ne sont pas du même type, c’est-à-dire, par exemple,

Π1 = λl(A′) et Π2 = λl(B).

Dans ce cas, cela donne k∞
[(

(e−kαn)n∈N
)
k∈N

]
= λ∞(B). Ainsi, on obtient une absurdité

au vu du lemme 2.5.1.
Donc, si Π1 et Π2 ont même dimension diamétrale, ils doivent être du même type.

En particulier, le résultat précédent implique bien sûr le théorème suivant.

Théorème 2.5.3. Si l’on désigne par E lsp la classe des espaces de séries de puissances associées
à l, alors la dimension diamétrale

∆ : E lsp → ℘(CN)

est un invariant linéaire topologique complet.

Mais la proposition 2.5.4 est en fait plus forte que le théorème venant d’être énoncé, comme le
montre le résultat suivant.

Proposition 2.5.5. Deux espaces de séries de puissances associés à l et de types différents ne
sont pas isomorphes.

Démonstration. Sinon, si deux espaces de séries de puissances associés à l n’ayant pas le même
type étaient isomorphes, ils auraient en particulier la même dimension diamétrale, puisque celle-
ci est un invariant topologique sur la classe des espaces vectoriels topologiques sur C. Cela est
absurde au vu de la proposition 2.5.4.

Remarque 2.5.1. L’énoncé précédent peut en fait être légèrement amélioré. En effet, au vu de la
preuve de la proposition 2.5.4, on peut même dire que deux espaces de séries de puissances de types
différents (non nécessairement associés à un même espace admissible) ne sont pas isomorphes.

Enfin, on peut considérer un corollaire du résultat précédent, illustrant l’intérêt de la dimension
diamétral en analyse fonctionnelle.

Corollaire 2.5.4. Les espaces O(D(0, 1)) et O(C) ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Cela découle directement des propositions 2.5.1 et 2.5.5.
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2.6 La classe de Dragilev
Nous allons améliorer le résultat majeur présenté dans la section précédente en considérant le

travail réalisé par Dragilev dans l’article [9]. Dans celui-ci, l’auteur construit une classe d’espaces
échelonnés de Köthe de type 1 sur laquelle la dimension diamétrale est un invariant complet.
Il s’agit (comme annoncé) d’une généralisation du résultat concernant les espaces de séries de
puissances. Néanmoins, le résultat au niveau des espaces de séries de puissances conserve son
propre intérêt, comme nous l’expliquerons à la fin de cette section.

Au vu des développements de Terzioglu ([27]), nous allons généraliser cette classe aux espaces
de Köthe associés à un espace admissible quelconque.

Ainsi, pour le reste de cette section, on fixe (l, ‖.‖l) un espace admissible. Nous allons considérer
essentiellement des espaces de Köthe réguliers et de Schwartz. Par abus de langage, on parlera de
matrices de Köthe régulières de Schwartz.

Enfin, nous désignerons par N l’ensemble des sous-suites de (n)n∈N. Autrement dit, N est
l’ensemble des suites strictement croissantes de naturels. Considérons alors la définition suivante.

Définition 2.6.1. Soit A = (ak)k∈N une matrice de Köthe telle que ak(n) > 0 pour tous k, n ∈ N.
Si j, k,m ∈ N, on pose

N1
j,k,m(A) :=

{
η ∈ N : lim inf

n→+∞

am(ηn)aj(ηn)

a2
k(ηn)

> 0

}
et

N2
j,k,m(A) :=

{
η ∈ N : lim sup

n→+∞

am(ηn)aj(ηn)

a2
k(ηn)

< +∞
}
.

Enfin, on pose

N1(A) :=
⋃
j∈N

⋂
k∈N

⋃
m∈N

N1
j,k,m(A) et N2(A) :=

⋂
j∈N

⋃
k∈N

⋂
m∈N

N2
j,k,m(A).

Ces deux ensembles, de par leurs propriétés, vont permettre de définir la classe de Dragilev.
Par conséquent, penchons-nous sur ces propriétés dans un premier temps.

Proposition 2.6.1. Soit A = (Ak)k∈N une matrice de Köthe et de Schwartz telle que ak(n) > 0
pour tous k, n ∈ N. Alors

N1(A) ∩N2(A) = ∅.

Démonstration. Soit η ∈ N1(A). Par définition, il existe donc j ∈ N tel que, pour tout k ∈ N, il
existe m ∈ N vérifiant

lim inf
n→+∞

am(ηn)aj(ηn)

a2
k(ηn)

> 0.

De plus, pour un tel m, il existe m0 ∈ N tel que limn→+∞
am(n)

am0(n)
= 0. Dès lors, on a bien sûr

lim
n→+∞

am0
(ηn)aj(ηn)

a2
k(ηn)

= lim
n→+∞

am(ηn)aj(ηn)

a2
k(ηn)

am0
(ηn)

am(ηn)
= +∞.

Donc η /∈ N2
j,k,m0

(A). Au total, on a

η ∈
⋃
j∈N

⋂
k∈N

⋃
m0∈N

(
N \N2

j,k,m0
(A)
)

= N \

⋂
j∈N

⋃
k∈N

⋂
m0∈N

N2
j,k,m0

(A)

 = N \N2(A).

D’où la conclusion.

Prouvons également la proposition suivante, énoncée dans [9].
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Proposition 2.6.2. Si λl(A) et λl(B) sont deux espaces de Köthe réguliers isomorphes, alors
N1(A) = N1(B) et N2(A) = N2(B).

Démonstration. Soit T : λl(A) → λl(B) un isomorphisme. Nous allons écrire A = (ak)k∈N et
B = (bk)k∈N. Pour plus de simplicité, si k ∈ N, on va noter dans cette preuve Bak la semi-boule
ouverte de λl(A) de centre 0 et de rayon 1 associée à la semi-norme plak . De même, Bbk désignera
la semi-boule ouverte de λl(B) de centre 0 et de rayon 1 associée à la semi-norme plbk . On va alors
distinguer les deux égalités de l’énoncé.
(1) Prenons η ∈ N1(B) et montrons qu’il appartient à N1(A). Par définition, il existe j0 ∈ N tel

que, pour tout k0 ∈ N, on peut trouver m0 ∈ N avec η ∈ N1
j0,k0,m0

(B). Dans ce cas, on sait
qu’il existe j ∈ N tel que T (Baj ) ⊂ Bbj0 . Ensuite, fixons k ∈ N. Nous avons deux possibilités.
(i) Si k ≤ j, alors, il vient

aj(n)aj(n)

a2
k(n)

≥ 1.

pour tout n ∈ N. Donc lim infn→+∞
aj(ηn)aj(ηn)

a2
k(ηn)

> 0.

(ii) Si k ≥ j, alors Bak ⊂ Baj . Prenons k0 ∈ N tel que Bbk0 ⊂ T (Bak). On peut bien sûr
supposer k0 ≥ j0. Ainsi, on a

Bbk0 ⊂ T (Bak) ⊂ T (Baj ) ⊂ Bbj0 .

En utilisant les propriétés de base des diamètres de Kolmogorov et la proposition 2.4.2,
il vient

bj0(n)

bk0(n)
= δn

(
Bbk0 , Bbj0

)
≤ δn

(
T (Bak), T (Baj )

)
= δn

(
Bak , Baj

)
=
aj(n)

ak(n)

pour tout n ∈ N. Enfin, fixons m0 ∈ N tel que η ∈ N1
j0,k0,m0

(B). On peut bien entendu
supposer sans restriction que m0 ≥ k0. Dans ce cas, prenons m ∈ N tel que m ≥ k et
T (Bam) ⊂ Bbm0

. On a dès lors T (Bam) ⊂ Bbm0
⊂ Bbk0 ⊂ T (Bak). Ainsi, en procédant

comme ci-dessus, on a ak(n)
am(n) ≤

bk0 (n)

bm0 (n) pour tout n ∈ N. Au total, on obtient

am(n)aj(n)

a2
k(n)

≥ bm0
(n)bj0(n)

b2k0(n)
,

ce qui prouve que η ∈ N1
j,k,m(A).

Ainsi, on a η ∈ N1(A). Par symétrie, on conclut donc que N1(A) = N2(A).
(2) Supposons que η ∈ N2(B) et montrons que c’est un élément de N2(A). On va procéder

comme dans le point (1). Fixons j ∈ N. On peut trouver j0 ∈ N tel que Bbj0 ⊂ T (Baj ).
Ensuite, choisissons k0 ∈ N tel que, pour tout m0 ∈ N, η ∈ N2

j0,k0,m0
(B). On peut bien sûr

supposer sans restriction que k0 ≥ j0. On sait également qu’il existe k ∈ N tel que k ≥ j et
tel que T (Bak) ⊂ Bbk0 . Ainsi, on a

T (Bak) ⊂ Bbk0 ⊂ Bbj0 ⊂ T (Baj ).

Comme précédemment, cela implique que aj(n)
ak(n) ≤

bj0 (n)

bk0 (n) pour tout n ∈ N. Soit enfin m ∈ N.
On a deux possibilités.
(i) Si m ≤ k, alors il vient

aj(n)am(n)

a2
k(n)

≤ aj(n)

ak(n)
≤ bj0(n)bk0(n)

b2k0(n)
,

d’où lim supn→+∞
am(ηn)aj(ηn)

a2
k(ηn)

< +∞.
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(ii) Si m > k, alors prenons m0 ∈ N tel que m0 ≥ k0 et tel que Bbm0
⊂ T (Bam). On a donc

Bbm0
⊂ T (Bam) ⊂ T (Bak) ⊂ Bbk0 ,

ce qui implique que bk0 (n)

bm0
(n) ≤

ak(n)
am(n) pour tout n ∈ N. Au total, on a

am(n)aj(n)

a2
k(n)

≤ bm0
(n)bj0(n)

b2k0(n)
,

donc η ∈ N2
j,k,m(A), vu que η ∈ N2

j0,k0,m0
(B).

Nous avons ainsi prouvé que η ∈ N2(A). Par symétrie, on a donc N2(A) = N2(B).

Pour continuer à étudier les propriétés des ensembles N1(A) et N2(A) définis plus haut, on va
munir l’ensemble N d’un préordre. Si η1, η2 ∈ N , alors on écrira

η1 � η2

s’il existe un N ∈ N tel que {(η1)n : n ∈ N, n ≥ N} ⊂ {(η2)n : n ∈ N}.
Cette relation est en particulier vérifiée lorsque η1 est une sous-suite η2. Insistons également

sur le fait que � n’est pas antisymétrique.

Remarques 2.6.1. (i) Dans la suite, la notion de maximum pour � va être employée. Cette
notion est la même que celle déjà connue dans le cadre des relations d’ordre, mais il faut
remarquer que l’absence de l’antisymétrie a pour conséquence qu’un tel maximum n’est pas
unique.

(ii) Mettons en exergue une propriété directe, mais fort pratique, de �. Soit A est une matrice
de Köthe telle que ak(n) > 0 pour tous k, n ∈ N. Si η ∈ N j(A) (j ∈ {1, 2}), alors toute suite
ξ ∈ N telle que ξ � η est elle-même un élément de N j(A).

Proposition 2.6.3. Soit A = (ak)k∈N une matrice de Köthe telle que 0 < ak(n) ≤ ak+1(n) pour
tous k, n ∈ N. Si N1(A) est vide ou admet un élément maximum pour � et si η ∈ N \ N1(A),
alors η admet une sous-suite η0 appartenant à N2(A). En particulier, on a η0 � η.

Démonstration. Dans un premier temps, distinguons les deux situations de l’énoncé.

1) Supposons que µ0 est un maximum de N1(A). Dans ce cas, η possède un nombre infini de
composantes n’appartenant pas à µ0, sinon η � µ0 et η ∈ N1(A). On peut donc définir la
suite µ ∈ N dont les composantes sont exactement celles appartenant à η mais pas à µ0. En
particulier, aucune sous-suite ξ de µ n’appartient à N1(A) (sinon, ξ � µ0, ce qui est absurde
vu la construction de µ).

2) Supposons que N1(A) = ∅. Dans ce cas, on pose µ := η et, bien entendu, aucune sous-suite
de µ n’appartient à N1(A).

Ainsi, dans les deux cas, on obtient une sous-suite µ de η dont aucune sous-suite n’appartient à
N1(A). Par conséquent, µ est tel qu’il existe k0 ∈ N vérifiant, pour tout m ∈ N,

lim inf
n→+∞

a0(µn)am(µn)

a2
k0

(µn)
= 0.

Dès lors, on peut extraire une sous-suite µ(0) de µ telle que

a0

(
µ

(0)
n

)
an

(
µ

(0)
n

)
a2
k0

(
µ

(0)
n

) < 1
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pour tout n ∈ N. Or on sait que µ(0) /∈ N1(A) donc, en procédant comme au paragraphe précédent,

on peut extraire une sous-suite µ(1) de µ(0) telle que, pour un k1 ∈ N, a1(µ
(1)
n )an(µ(1)

n )
a2k1

(
µ
(1)
n

) < 1 quel que

soit n ∈ N. On procède de la sorte de proche en proche. On obtient ainsi une suite
(
µ(j)

)
j∈N de N

telle que µ(j+1) est une sous-suite de µ(j) lorsque j ∈ N et une suite (kj)j∈N de naturels vérifiant

aj

(
µ

(j)
n

)
an

(
µ

(j)
n

)
a2
kj

(
µ

(j)
n

) < 1

pour tous j, n ∈ N. Cela implique en particulier que
aj(µ(j)

n )am(µ(j)
n )

a2kj

(
µ
(j)
n

) < 1 pour tous j,m, n ∈ N tels

que m ≤ n. Qui plus est, vu notre construction, on sait que µ(n)
n est une composante de µ(j) si

n ≥ j. Cela donne donc

aj

(
µ

(n)
n

)
am

(
µ

(n)
n

)
a2
kj

(
µ

(n)
n

) < 1

pour tous j,m, n ∈ N tels que n ≥ j et n ≥ m. Dès lors, on a

lim sup
n→+∞

aj
(
µ

(n)
n

)
am

(
µ

(n)
n

)
a2
kj

(
µ

(n)
n

)
 ≤ 1

pour tous j,m ∈ N. Posons η0 :=
(
µ

(n)
n

)
n∈N

. Par construction, η0 est une sous-suite de µ et
donc de η. Ensuite, on vient de montrer que pour tout j ∈ N, alors, pour tout m ∈ N, on a
η0 ∈ N2

j,kj ,m
(A). Cela prouve que η0 ∈ N2(A).

Une propriété totalement similaire peut être obtenue au niveau des ensembles N2(A).

Proposition 2.6.4. Soit A = (ak)k∈N une matrice de Köthe telle que 0 < ak(n) ≤ ak+1(n) pour
tous k, n ∈ N. Si N2(A) est vide ou admet un élément maximum pour � et si η ∈ N \ N2(A),
alors η admet une sous-suite η0 appartenant à N1(A). En particulier, on a η0 � η.

Démonstration. On définit la sous-suite µ de η de la même façon que dans la preuve de la pro-
position précédente (en considérant N2(A) plutôt que dans N1(A)). Dans cette situation, aucune
sous-suite de µ n’appartient à N2(A). Cela implique qu’il existe j0 ∈ N tel que, pour tout k ∈ N,
il existe m ∈ N vérifiant

lim sup
n→+∞

am(µn)aj0(µn)

a2
k(µn)

= +∞.

Nous avons alors deux possibilités. Si, pour tout k ∈ N, il existe m ∈ N avec

lim inf
n→+∞

am(µn)aj0(µn)

a2
k(µn)

> 0,

alors µ ∈ N1(A) et on conclut. Sinon, il existe k0 ∈ N tel que, pour tout m ∈ N, on a
lim infn→+∞

am(µn)aj0 (µn)

a2k0
(µn)

= 0. On extrait alors une sous-suite µ(0) de µ telle que

an

(
µ

(0)
n

)
aj0

(
µ

(0)
n

)
a2
k0

(
µ

(0)
n

) < 1
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pour tout n ∈ N. En particulier, cela donne lim supn→+∞

(
am(µ(0)

n )aj0(µ(0)
n )

a2k0

(
µ
(0)
n

) )
≤ 1 pour toutm ∈ N.

Néanmoins, comme µ(0) est une sous-suite de µ, il n’appartient pas à N2(A). Il existe donc j1 ∈ N
tel que, pour tout k ∈ N, il existe m ∈ N vérifiant

lim sup
n→+∞

am
(
µ

(0)
n

)
aj1

(
µ

(0)
n

)
a2
k

(
µ

(0)
n

)
 = +∞.

Remarquons qu’on peut bien sûr supposer j1 > j0.
De nouveau, on a deux possibilités. Si, pour tout k ∈ N, il existe m ∈ N tel que

lim inf
n→+∞

am
(
µ

(0)
n

)
aj1

(
µ

(0)
n

)
a2
k

(
µ

(0)
n

)
 > 0,

alors µ(0) ∈ N1(A) et cela achève la démonstration. Sinon, il existe k1 ∈ N tel que, pour tout

m ∈ N, on a lim infn→+∞

(
am(µ(0)

n )aj1(µ(0)
n )

a2k1

(
µ
(0)
n

) )
= 0. Comme précédemment, on extrait une sous-

suite µ(1) de µ(0) telle que
an

(
µ

(1)
n

)
aj1

(
µ

(1)
n

)
a2
k1

(
µ

(1)
n

) < 1,

pour tout n ∈ N. Et on continue ainsi de suite. On va montrer que la procédure ainsi décrite doit
s’arrêter, ce qui permettra de conclure. Pour ce faire, procédons par l’absurde et supposons au
contraire que cette procédure ne s’arrête pas. On construit ainsi une suite

(
µ(n)

)
n∈N de N (telle

que µ(n+1) est une sous-suite de µ(n) si n ∈ N), une suite strictement croissante (jn)n∈N de N et
une suite (kn)n∈N de N vérifiant la propriété suivante : pour tous n, t ∈ N, on a

an

(
µ

(t)
n

)
ajt

(
µ

(t)
n

)
a2
kt

(
µ

(t)
n

) < 1.

Par conséquent, cela implique que, pour tout j ∈ N, il existe k ∈ N tel que, pour tout m ∈ N, on a

lim sup
n→+∞

am
(
µ

(n)
n

)
aj

(
µ

(n)
n

)
a2
k

(
µ

(n)
n

)
 < +∞.

En effet, étant donné j ∈ N, il existe t0 ∈ N tel que j ≤ jt0 . De plus, µ(n)
n est une composante de

µ(t0) si n ≥ t0. Dès lors, pour tout m ∈ N tel que m ≤ n, on a

am

(
µ

(n)
n

)
aj

(
µ

(n)
n

)
a2
kt0

(
µ

(n)
n

) ≤
an

(
µ

(n)
n

)
ajt0

(
µ

(n)
n

)
a2
kt0

(
µ

(n)
n

) < 1

si n ≥ t0.
Cela prouve que la suite

(
µ

(n)
n

)
n∈N
∈ N2(A). C’est absurde car il s’agit d’une sous-suite de µ.

Faisons remarquer que si A = (ak)k∈N est une matrice de Köthe telle que ak(n) > 0 pour
tous k, n ∈ N, alors N1(A) peut avoir un maximum (pour �), être non vide mais n’avoir aucun
maximum ou encore être vide. Il en est de même pour N2(A). Cela donne donc a priori neuf
situations possibles.
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Désignons par KRS la classe des espaces de Köthe réguliers et de Schwartz. Pour continuer,
nous sommes amenés à définir les neuf classes suivantes :

Kl1,1 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) et N2(A) admettent un maximum

}
,

Kl1,2 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) admet un maximum et N2(A) 6= ∅ n’admet pas de maximum

}
,

Kl1,3 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) admet un maximum et N2(A) = ∅

}
,

Kl2,1 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) 6= ∅ n’admet pas de maximum et N2(A) admet un maximum

}
,

Kl2,2 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) et N2(A) sont non vides mais n’admettent pas de maximum

}
,

Kl2,3 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) 6= ∅ n’admet pas de maximum et N2(A) = ∅

}
,

Kl3,1 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) = ∅ et N2(A) admet un maximum

}
,

Kl3,2 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) = ∅ et N2(A) 6= ∅ n’admet pas de maximum

}
,

Kl3,3 =
{
λl(A) ∈ KRS : N1(A) = N2(A) = ∅

}
.

Comme le lecteur l’aura compris, dans la définition de ces neuf classes, le premier indice correspond
à l’ensemble N1(A) et le second à N2(A). Quand l’un de ces indices vaut 1, cela signifie que
l’ensemble qui lui est associé admet un maximum ; quand il vaut 2, l’ensemble associé est non vide
et n’admet aucun maximum ; enfin, l’indice 3 correspond à un ensemble vide.

Une fois cette considération faite, nous pouvons enfin passer à la définition de la classe de
Dragilev.

Définition 2.6.2. La classe de Dragilev associée à l est l’ensemble

Dl := Kl3,1 ∪ Kl1,1 ∪ Kl1,3.

Passons à quelques propriétés des classes présentées ci-dessus.

Proposition 2.6.5. Deux espaces appartenant à deux classes Klj,k différentes (j, k ∈ {1, 2, 3}) ne
sont pas isomorphes.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition 2.6.2.

Proposition 2.6.6. La classe Kl3,3 est vide.

Démonstration. En effet, supposons que λl(A) ∈ Kl3,3. En particulier, on a N1(A) = ∅ et donc
(n)n∈N /∈ N1(A). Vu les résultats précédents, cela implique qu’il existe une sous-suite η0 de (n)n∈N
appartenant à N2(A), ce qui est absurde car N2(A) = ∅.

Il n’y a donc en réalité que huit classes parmi celles que nous avons présentées ci-dessus. Dans
[9], Dragilev montre que ces huit classes sont en fait toutes non vides. Nous ne démontrerons pas
ce résultat.

Il est maintenant possible de caractériser les trois classes constituant la classe de Dragilev.

Proposition 2.6.7. Soit λl(A) ∈ KRS. Alors λl(A) appartient à Kl1,3 si et seulement si on a
l’égalité N1(A) = N .

Démonstration. Supposons que N1(A) admet un maximum pour � et que N2(A) = ∅. Si jamais
il existait η ∈ N \ N1(A), alors η admettrait une sous-suite η0 appartenant N2(A), ce qui est
absurde.
Supposons maintenant que N1(A) = N . Comme N1(A) ∩N2(A) = ∅, alors N2(A) = ∅. Qui plus
est, la suite (n)n∈N est un maximum de N1(A).

Proposition 2.6.8. Soit λl(A) ∈ KRS. Alors λl(A) appartient à Kl3,1 si et seulement si on a
l’égalité N2(A) = N .

Démonstration. Il suffit de procéder comme dans la preuve de la proposition précédente.
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En utilisant les définitions de N1(A) et N2(A), on obtient alors les corollaires suivants, qui
sont des caractérisations fort utiles en pratique pour déterminer si un espace est dans la classe
Kl1,3 ou Kl3,1.

Corollaire 2.6.1. Soit λl(A) ∈ KRS. Notons A = (ak)k∈N. Alors
(i) λl(A) ∈ Kl1,3 si et seulement s’il existe j ∈ N tel que, pour tout k ∈ N, il existe m ∈ N

vérifiant

lim
n→+∞

a2
k(n)

am(n)aj(n)
= 0;

(ii) λl(A) ∈ Kl3,1 si et seulement si, pour tout j ∈ N, il existe k ∈ N tel que, pour tout m ∈ N,

lim
n→+∞

am(n)aj(n)

a2
k(n)

= 0.

Démonstration. (i) Par la proposition précédente, il est clair que λl(A) ∈ Kl1,3 si et seulement
s’il existe j ∈ N tel que, pour tout k ∈ N, il existe m ∈ N vérifiant

lim inf
n→+∞

am(n)aj(n)

a2
k(n)

> 0.

Si on a une telle limite, il existe m0 ∈ N tel que limn→+∞
am(n)

am0
(n)

= 0. D’où

lim
n→+∞

(
am0

(n)aj(n)

a2
k(n)

)
= lim
n→+∞

(
am(n)aj(n)

a2
k(n)

am0
(n)

am(n)

)
= +∞,

soit limn→+∞

(
a2k(n)

am0 (n)aj(n)

)
= 0. Donc la condition est nécessaire. De plus, elle est triviale-

ment suffisante.
(ii) Supposons que λl(A) ∈ Kl3,1. Dès lors, pour tout j ∈ N, il existe k ∈ N tel que, pour tout

m ∈ N,

lim sup
n→+∞

am(n)aj(n)

a2
k(n)

< +∞.

Dans une telle situation, on sait qu’on peut trouver m0 ∈ N tel que limn→+∞
am(n)

am0
(n)

= 0.

On a donc
lim

n→+∞

(
am(n)aj(n)

a2
k(n)

)
= lim
n→+∞

(
am0

(n)aj(n)

a2
k(n)

am(n)

am0(n)

)
= 0.

Nous venons donc de prouver que la condition est nécessaire. On conclut dans ce cas car elle
est bien sûr suffisante.

Remarquons qu’il est alors possible de faire un lien à ce niveau avec les espaces de séries de
puissances.

Proposition 2.6.9. Tout espace de séries de puissances de type fini associé à l est un élément de
Kl3,1 et tout espace de séries de puissances de type infini associé à l est un élément de Kl1,3.

Démonstration. Comme de coutume, fixons α une suite croissante et non bornée de réels positifs
et considérons les matrices de Köthe A =

(
(e−αn/k)n∈N

)
k∈N0

(type fini) et A′ =
(
(eαnk)n∈N

)
k∈N

(type infini).
(i) Montrons que l’espace λl(A) est un élément de Kl3,1. Cela découle du corollaire précédent :

pour tout j ∈ N0, le naturel k := 2j est tel que, pour tout m ∈ N0,

lim
n→+∞

e−αn/me−αn/j

(e−αn/k)2
= lim
n→+∞

e−αn/m = 0.
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(ii) Passons à l’espace λl(A′) et prouvons qu’il appartient à la classe Kl1,3. En effet, le naturel
j := 0 est tel que, pour tout k ∈ N, le naturel m := 2k + 1 vérifie

lim
n→+∞

(eαnk)2

eαnmeαnj
= lim
n→+∞

e−αn = 0.

D’où la conclusion.

Cette proposition explique donc pourquoi le résultat selon lequel la dimension diamétrale est un
invariant complet sur la classe de Dragilev associée à l (cf. théorème 2.6.1) est une généralisation
de ce même résultat au niveau des espaces de séries de puissances. Nous expliquerons plus loin
en quoi le caractère complet de la dimension diamétrale sur les différentes classes de séries de
puissances garde malgré tout son intérêt.

Passons maintenant à une caractérisation des éléments de la classe Kl1,1.

Proposition 2.6.10. Soit λl(A) ∈ KRS. Alors λl(A) appartient à Kl1,1 si et seulement s’il existe
η ∈ N1(A) et ξ ∈ N2(A) telles que

N = {ηn : n ∈ N} ·∪ {ξn : n ∈ N}.

Démonstration. La condition est nécessaire. Soient η un maximum de N1(A) et ξ un maximum
de N2(A). Montrons dans un premier temps que le nombre de naturels m tels que

m /∈ A := {ηn : n ∈ N} ∪ {ξn : n ∈ N}

est fini. Pour ce faire, procédons par l’absurde et supposons que l’ensemble N \A est infini. Il existe
donc une suite γ ∈ N dont les composantes sont exactement les éléments de N \A. En particulier,
γ /∈ N1(A) (sinon γ � η, ce qui est impossible par construction). Il existe donc une sous-suite
γ0 de γ telle que γ0 ∈ N2(A). Cela implique que γ0 � ξ, ce qui est absurde car γ0 n’a aucune
composante commune avec ξ. Ainsi, quitte à redéfinir la suite η en lui adjoignant les éléments de
N \A , on peut supposer que A = N. Qui plus est, cette opération n’altère en rien le caractère
maximum de η dans N1(A).
Ensuite, on peut montrer que B := {ηn : n ∈ N} ∩ {ξn : n ∈ N} est aussi un ensemble fini. Si ce
n’était pas le cas, alors il existerait un γ ∈ N qui serait à la fois sous-suite de η et de ξ, ce qui
impliquerait que γ ∈ N1(A) ∩N2(A), d’où absurdité. Dès lors, on peut redéfinir la suite ξ en lui
retirant les composantes appartenant à B (ξ reste maximum dans N2(A)). Par conséquent, les
suites η et ξ ainsi obtenues répondent aux conditions de l’énoncé.
La condition est suffisante. Supposons que η ∈ N1(A) et ξ ∈ N2(A) vérifient

N = {ηn : n ∈ N} ·∪ {ξn : n ∈ N}.

Montrons que η est maximum dans N1(A). On prouve alors de manière similaire que ξ est un
élément maximum de N2(A). Soit γ ∈ N1(A). Nous devons prouver que γ � η : on peut se
contenter de montrer que C := {γn : n ∈ N} ∩ {ξn : n ∈ N} est un ensemble fini. Si ce n’est
pas le cas, une nouvelle fois, cela implique qu’il existe un γ0 ∈ N qui est sous-suite de γ et ξ
simultanément : dès lors, γ0 ∈ N1(A) ∩N2(A), ce qui est absurde.

Avant d’arriver au résultat qui nous intéresse au niveau de la classe de Dragilev, nous avons
encore besoin de deux caractérisations concernant la dimension diamétrale elle-même (qui repo-
seront donc essentiellement sur le théorème 2.4.1). Commençons par celle concernant la classe
Kl1,3.

Proposition 2.6.11. Soit λl(A) ∈ KRS, avec A = (ak)k∈N. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) λl(A) ∈ Kl1,3 ;
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(ii) il existe une suite (αn)n∈N de ]0,+∞[ telle que

∆
(
λl(A)

)
= k∞

[((
αn
ak(n)

)
n∈N

)
k∈N

]
;

(iii) il existe j0 ∈ N tel que

∆
(
λl(A)

)
= k∞

[((
aj0(n)

ak(n)

)
n∈N

)
k∈N

]
.

Démonstration. Le point (i) implique le point (iii). Si λl(A) ∈ Kl1,3, alors il existe un j0 ∈ N tel
que, pour tout k ∈ N, on peut trouver un m ∈ N pour lequel on a

lim
n→+∞

a2
k(n)

am(n)aj0(n)
= 0.

Prouvons l’égalité du point (iii). Pour simplifier les notations, on va poser

A′ :=

((
aj0(n)

ak(n)

)
n∈N

)
k∈N

.

Soit ξ ∈ k∞(A′). Par définition, cela signifie qu’il existe un k0 ∈ N vérifiant

C := sup
n∈N

∣∣∣∣ aj0(n)

ak0(n)
ξn

∣∣∣∣ < +∞.

Fixons ensuite k ∈ N. Or, pour k′ := sup{k, k0}, on sait qu’il existe m ∈ N tel que m ≥ k et tel
que limn→+∞

(
a2
k′ (n)

am(n)aj0 (n)

)
= 0. Dès lors, pour tout n ∈ N, on a

ak(n)

am(n)
|ξn| =

ak(n)ak0(n)

am(n)aj0(n)

(
aj0(n)

ak0(n)
|ξn|
)
≤ C a2

k′(n)

am(n)aj0(n)
.

Cela prouve que ξ ∈ ∆(λl(A)).
Supposons maintenant que ξ ∈ ∆(λl(A)). Par conséquent, il existe k ∈ N (k ≥ j0) tel que

lim
n→+∞

(
aj0(n)

ak(n)
ξn

)
= 0.

Donc supn∈N

∣∣∣∣aj0(n)

ak(n)
ξn

∣∣∣∣ < +∞. Cela prouve ainsi que ξ ∈ k∞(A′).

Le point (iii) implique le point (ii). C’est direct.
Le point (ii) implique le point (i). Supposons qu’il existe une suite (αn)n∈N de ]0,+∞[ vérifiant

∆
(
λl(A)

)
= k∞

[((
αn
ak(n)

)
n∈N

)
k∈N

]
.

Comme λl(A) est un espace de Schwartz, la suite constante (1)n∈N est un élément de ∆(λl(A)).
Cela signifie donc qu’il existe un j ∈ N tel que supn∈N(αn/aj(n)) < +∞. Notons C cette borne
supérieure. Alors, on a αn ≤ Caj(n) pour tout n ∈ N.
Ensuite, fixons k ∈ N. On sait, vu notre hypothèse, que la suite (ak(n)/αn)n∈N appartient à
∆(λl(A)). Par conséquent, on peut trouver un m ∈ N (avec m ≥ k) tel que

lim
n→+∞

(
ak(n)

αn

ak(n)

am(n)

)
= 0.

Cela implique dès lors que

lim
n→+∞

a2
k(n)

aj(n)am(n)
= 0.

On a ainsi montré que λl(A) ∈ Kl1,3, ce qui mène à la conclusion.
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On obtient ensuite la caractérisation au niveau de la classe Kl3,1. Cette caractérisation est bien
plus complexe à obtenir que la précédente, malgré leur similitude. Nous avons besoin de théories
plus sophistiquées, et c’est pourquoi nous renvoyons le lecteur intéressé à [8] (théorème 4’) et [9]
(lemme 6).

Proposition 2.6.12. Soit λl(A) ∈ KRS, avec A = (ak)k∈N. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) λl(A) ∈ Kl3,1 ;
(ii) il existe une suite (αn)n∈N de ]0,+∞[ telle que

∆
(
λl(A)

)
= λ0

[((
ak(n)

αn

)
n∈N

)
k∈N

]
;

(iii) il existe une suite (jn)n∈N ∈ N telle que

∆
(
λl(A)

)
= λ0

[((
ak(n)

ajn(n)

)
n∈N

)
k∈N

]
.

Démonstration. Résultat admis.

Nous pouvons enfin passer au théorème qui nous intéresse. La démonstration associée est basée
sur celle développée dans [9].

Théorème 2.6.1. La dimension diamétrale est un invariant linéaire topologique complet sur la
classe de Dragilev Dl.

Démonstration. Comme la classe de Dragilev est constituée de trois classes disjointes, nous allons
devoir passer en revue six situations différentes. Dans cet objectif, fixons λl(A) et λl(B) deux
éléments de Dl, avec A = (ak)k∈N et B = (bk)k∈N.
(i) Si λl(A), λl(B) ∈ Kl1,3, alors il existe des suites (αn)n∈N et (βn)n∈N de ]0,+∞[ telles que

∆
(
λl(A)

)
= k∞

[((
αn
ak(n)

)
n∈N

)
k∈N

]
et ∆

(
λl(B)

)
= k∞

[((
βn
bk(n)

)
n∈N

)
k∈N

]

par la proposition 2.6.11. Notons respectivement par A′ et B′ les matrices((
ak(n)

αn

)
n∈N

)
k∈N

et
((

bk(n)

βn

)
n∈N

)
k∈N

.

Supposons maintenant que ∆(λl(A)) = ∆(λl(B)). Dès lors, λl(A′) = λl(B′) algébriquement
et topologiquement par le lemme 1.3.1. Comme on vérifie aisément que les espaces λl(A) et
λl(A′) sont isomorphes, tout comme les espaces λl(B) et λl(B′), on en déduit que les espaces
λl(A) et λl(B) sont eux-mêmes isomorphes.

(ii) Supposons que λl(A), λl(B) ∈ Kl3,1 et qu’ils ont la même dimension diamétrale. En utilisant
la propriété 2.6.12 et en procédant comme au point précédent, on montre que ces deux
espaces sont isomorphes.

(iii) Supposons que λl(A) ∈ Kl1,3 et que λl(B) ∈ Kl3,1. Dans ce cas, on sait que ces deux espaces
ne sont pas isomorphes. De plus, il ne peuvent pas posséder la même dimension diamétrale
au vu du lemme 2.5.1.

(iv) Supposons que λl(A) ∈ Kl1,3 et que λl(B) ∈ Kl1,1 et montrons qu’ils ne peuvent pas posséder
la même dimension diamétrale. Procédons par l’absurde et supposons au contraire qu’ils
ont même dimension diamétrale. Au vu de la proposition 2.6.10, il existe η ∈ N1(B) et
µ ∈ N2(B) vérifiant

N = {ηn : n ∈ N} ·∪ {µn : n ∈ N}.
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Considérons les deux matrices de Köthe régulières définies par A′ := ((ak(µn))n∈N)k∈N et
B′ := ((bk(µn))n∈N)k∈N. Montrons alors que ∆(λl(A′)) = ∆(λl(B′)). Soit ξ′ ∈ ∆(λl(A′)).
Dès lors, on définit la suite ξ par

ξn :=

{
ξ′m si n = µm pour m ∈ N
0 si n /∈ {µm : m ∈ N}

lorsque n ∈ N. On vérifie sans difficulté que ξ ∈ ∆(λl(A)). Par hypothèse, cela implique que
ξ ∈ ∆(λl(B)), donc ξ′ ∈ ∆(λl(B′)). On a par conséquent ∆(λl(A′)) ⊂ ∆(λl(B′)), l’autre
inclusion s’obtenant de manière totalement similaire.
On arrive dès lors à une contradiction, car λl(A′) ∈ Kl1,3 et λl(B′) ∈ Kl3,1 (voir le point (iii)).

(v) Si λl(A) ∈ Kl1,1 et que λl(B) ∈ Kl3,1, on montre comme au point précédent que ces deux
espaces ne peuvent pas avoir la même dimension diamétrale.

(vi) Considérons enfin le cas où λl(A), λl(B) ∈ Kl1,1 et où ces espaces ont même dimension
diamétrale. On va procéder d’une manière similaire au point (iv). Par la proposition 2.6.10,
on peut trouver des suites η(A) ∈ N1(A), µ(A) ∈ N2(A) ainsi que des suites η(B) ∈ N1(B),
µ(B) ∈ N2(B) vérifiant

N = {η(A)
n : n ∈ N} ·∪ {µ(A)

n : n ∈ N} et N = {η(B)
n : n ∈ N} ·∪ {µ(B)

n : n ∈ N}.

Posons

C1,1 := {η(A)
n : n ∈ N} ∩ {η(B)

n : n ∈ N}, C1,2 := {η(A)
n : n ∈ N} ∩ {µ(B)

n : n ∈ N},

C2,1 := {µ(A)
n : n ∈ N} ∩ {η(B)

n : n ∈ N} et C2,2 := {µ(A)
n : n ∈ N} ∩ {µ(B)

n : n ∈ N}.

Montrons d’abord que les ensembles C1,2 et C2,1 sont finis. En effet, si C1,2 n’est pas un
ensemble fini, alors il existe γ ∈ N tel que C1,2 = {γn : n ∈ N}. Dans ce cas, posons
Aγ := ((ak(γn))n∈N)k∈N et Bγ := ((bk(γn))n∈N)k∈N. Comme les dimensions diamétrales de
λl(A) et λl(B) sont égales par hypothèse, alors on obtient ∆(λl(Aγ)) = ∆(λl(Bγ)) par le
même raisonnement que celui employé au point (iv). D’où une absurdité car λl(Aγ) ∈ Kl1,3
et λl(Bγ) ∈ Kl3,1.
On montre de même que C2,1 est un ensemble fini. Ainsi, quitte à redéfinir les suites η(A),
µ(A), η(B) et µ(B), on peut supposer C1,2 = C2,1 = ∅. Cela implique donc que N = C1,1∪C2,2.
Dès lors, on a

{
η

(A)
n : n ∈ N

}
⊂ C1,1∪C2,2 et, comme

{
η

(A)
n : n ∈ N

}
∩C2,2 = ∅, cela prouve

que
{
η

(A)
n : n ∈ N

}
⊂ C1,1 et donc que η(A) est une sous-suite de η(B). Par symétrie, η(B)

est une sous-suite de η(A) et donc η(A) = η(B). Notons η cette dernière suite. Ensuite, on
montre de façon identique que µ(A) = µ(B) et on note cette suite µ. Posons

Aη := ((ak(ηn))n∈N)k∈N et Bη := ((bk(ηn))n∈N)k∈N .

De même, on écrit

Aµ := ((ak(µn))n∈N)k∈N et Bµ := ((bk(µn))n∈N)k∈N .

Comme au point (iv), on prouve que ∆(λl(Aη)) = ∆(λl(Bη)) et ∆(λl(Aµ)) = ∆(λl(Bµ)). Or,
il est clair que λl(Aη), λl(Bη) ∈ Kl1,3 et que λl(Aµ), λl(Bµ) ∈ Kl3,1. Dès lors, en appliquant les
propositions 2.6.11 et 2.6.12 et en raisonnant comme aux points (i) et (ii), on peut trouver
des suites α(η), β(η), α(µ) et β(µ) de ]0,+∞[ telles que

λl

[((
ak(ηn)

α
(η)
n

)
n∈N

)
k∈N

]
= λl

((bk(ηn)

β
(η)
n

)
n∈N

)
k∈N


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et

λl

[((
ak(µn)

α
(µ)
n

)
n∈N

)
k∈N

]
= λl

((bk(µn)

β
(µ)
n

)
n∈N

)
k∈N

 .
Cela implique ainsi que les matrices

((
ak(ηn)

α
(η)
n

)
n∈N

)
k∈N

et
((

bk(ηn)

β
(η)
n

)
n∈N

)
k∈N

sont équiva-

lentes, tout comme les matrices
((

ak(µn)

α
(µ)
n

)
n∈N

)
k∈N

et
((

bk(µn)

β
(µ)
n

)
n∈N

)
k∈N

. En définissant

les suites α et β par

αn :=

{
α

(η)
m si n = ηm pour un m ∈ N
α

(µ)
m si n = µm pour un m ∈ N

et

βn :=

{
β

(η)
m si n = ηm pour un m ∈ N
β

(µ)
m si n = µm pour un m ∈ N,

alors on obtient

λl

[((
ak(n)

αn

)
n∈N

)
k∈N

]
= λl

[((
bk(n)

βn

)
n∈N

)
k∈N

]

algébriquement et topologiquement. Comme au point (i), cela prouve que λl(A) et λl(B)
sont isomorphes. D’où la conclusion.

Remarque 2.6.1. Il est également possible de montrer que la classe de Dragilev est en quelque
sorte une classe maximale sur laquelle la dimension diamétrale est complète, en ce sens que si
(j, k) ∈ {1, 2, 3} × {1, 2, 3} \ {(1, 1), (1, 3), (3, 1)} alors la dimension diamétrale n’est pas complète
sur Dl ∪ Klj,k. Nous renvoyons le lecteur intéressé à [9].

Enfin, comparons les résultats obtenus au niveau des espaces de séries de puissances et de la
classe de Dragilev. On a vu que deux espaces de séries de puissances (associés à l) possédant la
même dimension diamétrale coïncident topologiquement et algébriquement. Or, dans le théorème
concernant la classe de Dragilev associée à l, on vient de voir que deux espaces de cette classe
possédant la même dimension diamétrale sont isomorphes. Ainsi, il est plus intéressant d’employer
le résultat concernant les espaces de séries de puissances lorsque cela est possible plutôt que celui
de Dragilev.

2.7 Espaces nucléaires et dimension diamétrale
Nous allons terminer le chapitre concernant la dimension diamétrale en considérant le cas des

espaces nucléaires. Ces derniers peuvent également être caractérisés par leur dimension diamétrale.
Pour ce faire, nous adopterons l’approche de Pietsch ([22]).

Dans la suite, si (E, ‖.‖E) est un espace normé, on notera ‖.‖E′ la norme du dual fort de E :

‖.‖E′ : E′ → [0,+∞[ : e′ 7→ sup {|e′(x)| : x ∈ E, ‖x‖E ≤ 1} .

Plus généralement, si (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) sont deux espaces normés, on notera ‖.‖L(E,F ) la norme

‖.‖L(E,F ) : L(E,F )→ [0,+∞[ : T 7→ sup {‖T (x)‖F : x ∈ E, ‖x‖E ≤ 1}

sur l’espace L(E,F ) des applications linéaires et continues de E dans F .
Nous allons commencer par rappeler la notion d’applications nucléaires. La définition suivante
est celle employée par Pietsch dans [22]. Pour une définition plus "classique", le lecteur peut par
exemple consulter [16].
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Définition 2.7.1. Soient deux espaces normés (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ). Une application linéaire
T : E → F est une application nucléaire s’il existe une suite (an)n∈N de E′ et une suite (yn)n∈N
de F vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) la série

∑+∞
n=0 ‖an‖E′‖yn‖F converge dans C ;

(ii) pour tout x ∈ E, la série
∑+∞
n=0 an(x)yn converge dans F et on a

T (x) =

+∞∑
n=0

an(x)yn.

On désigne par R(T ) l’ensemble des couples (a, y) de (E′)N × (F )N vérifiant les conditions de
la définition. On pose alors

νE,F (T ) = inf
(a,y)∈R(T )

{
+∞∑
n=0

‖an‖E′‖yn‖F

}
.

Lorsque E et F sont fixés et contextuellement connus, on écrira simplement ce nombre ν(T ). En
outre, on désignera par N (E,F ) l’ensemble des applications nucléaires de E dans F . On vérifie
sans difficulté que N (E,F ) est un sous-espace vectoriel de L(E,F ) et que ν est une norme sur
N (E,F ) telle que, pour tout T ∈ N (E,F ), on a

‖T‖L(E,F ) ≤ ν(T ).

Nous ne passerons pas en revue toutes les propriétés des applications nucléaires. Notons néanmoins
la propriété suivante.

Proposition 2.7.1. Soient (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) et (G, ‖.‖G) trois espaces normés.
(i) Si T ∈ N (E,F ) et si S ∈ L(F,G), alors S ◦ T ∈ N (E,G) et on a

νE,G(S ◦ T ) ≤ ‖S‖L(F,G) νE,F (T ).

(ii) Si T ∈ L(E,F ) et si S ∈ N (F,G), alors S ◦ T ∈ N (E,G) et on a

νE,G(S ◦ T ) ≤ νF,G(S) ‖T‖L(E,F ).

Démonstration. (i) Soit (a, y) ∈ R(T ). Alors on a (S ◦ T )(x) =
∑+∞
n=0 an(x)S(yn) si x ∈ E et il

vient
+∞∑
n=0

‖an‖E′‖S(yn)‖G ≤ ‖S‖L(F,G)

+∞∑
n=0

‖an‖E′‖yn‖F .

(ii) Soit (a, y) ∈ R(S). Dès lors, il est clair que (S ◦ T )(x) =
∑+∞
n=0(an ◦ T )(x)yn si x ∈ E et on

obtient
+∞∑
n=0

‖an ◦ T‖E′‖yn‖G ≤ ‖T‖L(E,F )

+∞∑
n=0

‖an‖F ′‖yn‖G.

Dans la suite, nous aurons besoin de certains autres outils pour étudier les espaces nucléaires.
Nous allons les considérer maintenant.

Fixons (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces normés. Si n ∈ N, on note Fn(E,F ) l’ensemble des
applications linéaires et continues de E dans F dont l’image est de dimension inférieure ou égale
à n.
Soit n ∈ N. On définit alors l’application

σn : L(E,F )→ [0,+∞[ : T 7→ inf
{
‖T − T0‖L(E,F ) : T0 ∈ Fn(E,F )

}
.
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On vérifie sans peine que, si T ∈ L(E,F ), alors σ0(T ) = ‖T‖L(E,F ) et que σn(T ) ≥ σn+1(T ) pour
tout n ∈ N.

Parmi les grands résultats concernant ces applications de rang fini (i.e. dont l’image est de
dimension finie), on peut citer le lemme d’Auerbach. Ce dernier s’avèrera utile pour borner le
nombre σn(T ) défini ci-dessus au moyen de diamètres de Kolmogorov (cf. le lemme 2.7.2).

La démonstration de ce lemme est extraite de [16] et [22].

Théorème 2.7.1 (Lemme d’Auerbach). Soit G un sous-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N0

de l’espace normé E. Dans ce cas, il existe a1, ..., an ∈ E′ et y1, ..., yn ∈ G tels que, pour tout
j ∈ {1, ..., n}, on a ‖aj‖E′ = ‖yj‖E = 1 et tels que, pour tous j, k ∈ {1, ..., n} et tout x ∈ G, on a

aj(yk) = δj,k et x =

n∑
m=1

am(x)ym.

Démonstration. Soit {z1, ..., zn} une base de G et notons B la boule fermée de centre 0 et de rayon
1 de (E′)

n, pour la norme ‖.‖(E′)n : (E′)
n → [0,+∞[ : (x1, ..., xn) 7→ sup {‖x1‖E′ , ..., ‖xn‖E′}.

Considérons également l’application continue

f : (E′)
n → [0,+∞[ : (b1, ..., bn) 7→

∣∣∣det
(

(bj (zk))j,k∈{1,...,n}

) ∣∣∣ .
Comme B est compact, l’application f admet un maximum (a1, ..., an) sur B. En particulier, on a
f(a1, ..., an) > 0. Sinon, cela signifie que f est nul sur B. Dès lors, pour j ∈ {1, ..., n}, considérons
l’application linéaire continue cj : G → C : λ1z1 + ... + λnzn 7→ λj et prenons Cj : E → C une
extension linéaire continue de cj à E (par le théorème de Hahn-Banach). Par conséquent, on a

0 = f

(
C1

‖C1‖E′
, ...,

Cn
‖Cn‖E′

)
=

n∏
j=1

1

‖Cj‖E′
,

d’où une contradiction.
Cela implique que le système

n∑
j=1

aj(zk)yj = zk (k ∈ {1, ..., n})

admet des solutions uniques y1, ..., yn ∈ G.
En particulier, si k,m ∈ {1, ..., n}, on a

∑n
j=1 aj(zk)am(yj) = am(zk), ou encore

n∑
j=1

aj(zk) (am(yj)− δj,m) = 0.

Dès lors, am(yj) = δj,m lorsque j,m ∈ {1, ..., n}.
En outre, si (b1, ..., bn) ∈ B, on a

∑n
j=1 aj(zk)bm(yj) = bm(zk) pour tous k,m ∈ {1, ..., n}, ce qui

nous donne
f(a1, ..., an)

∣∣∣det
(

(bj (yk))j,k∈{1,...,n}

) ∣∣∣ = f(b1, ..., bn).

Dès lors, on a
∣∣∣det

(
(bj (yk))j,k∈{1,...,n}

) ∣∣∣ ≤ 1. Par conséquent, si k ∈ {1, ..., n} et si b ∈ E′ est de
norme inférieure ou égale à 1, l’inégalité précédente implique que |b(yk)| ≤ 1 (il suffit de prendre
bj = aj si j ∈ {1, ..., n} \ {k} et bk = b).
Fixons k ∈ {1, ..., n} et considérons l’application c : > yk <l → C : λyk 7→ λ‖yk‖E . Il est facile de
voir que cette application est linéaire, continue et vérifie |c(.)| = ‖.‖E sur > yk <l. Par le théorème
de Hahn-Banach, on peut trouver une extension linéaire et continue C de c à E tout entier telle
que |C(.)| ≤ ‖.‖E sur E (i.e. ‖C‖E′ ≤ 1). Dès lors, vu ce qui précède, ‖yk‖E = |C(yk)| ≤ 1.
Or, on sait que ‖ak‖E′ ≤ 1. Puisque

1 = |ak(yk)| ≤ ‖ak‖E′‖yk‖E ≤ 1,
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on doit avoir ‖ak‖E′ = ‖yk‖E = 1.
Pour terminer cette preuve, montrons que les vecteurs y1, ..., yn sont linéairement indépendants.
C’est clair : en effet, si λ1, ..., λn ∈ C sont tels que λ1y1 + ...+λnyn = 0, alors, pour k ∈ {1, ..., n},
il vient 0 = ak(λ1y1 + ...+ λnyn) = λk.
Ainsi, si x ∈ G, il peut s’écrire sous la forme x = µ1y1 + ... + µnyn (µ1, ..., µn ∈ C) et on obtient
ak(x) = µk si k ∈ {1, ..., n}, ce qui mène à la conclusion.

Considérons enfin la définition suivante.

Définition 2.7.2. Soit p un réel strictement positif. Une application T ∈ L(E,F ) est une applica-
tion de type lp (ou une application p-approximable, en reprenant la terminologie de Jarchow [16])
si la série

+∞∑
n=0

(σn(T ))
p

converge dans R.
L’ensemble des applications de E dans F de type lp est noté lp(E,F ).

Nous pouvons maintenant passer à la définition des espaces nucléaires. Dans la suite de cette
section, on désignera par E un espace localement convexe sur C quelconque et par V(E) une base
de voisinages absolument convexes de 0 dans E.
Nous allons commencer par introduire une nouvelle notation. Supposons que V est un voisinage
absolument convexe de 0 dans E. On pose alors

E(V ) := E/ ker pV .

On munit alors l’ensemble E(V ) de la topologie définie par la norme

‖.‖V : E(V )→ [0,+∞[: [x]V 7→ pV (x),

où [x]V désigne la classe de x ∈ E dans E(V ). On notera en outre πV : E → E(V ) la projection
associée à E(V ). Enfin, on emploiera le symbole BV pour parler de la boule ouverte de centre 0
et de rayon 1 de E(V ).

Si U désigne un autre voisinage absolument convexe de 0 dans E pour lequel il existe un µ > 0
tel que U ⊂ µV , on peut alors bien sûr définir l’application linéaire et continue

TU,V : E(U)→ E(V ) : [x]U 7→ [x]V .

À propos de ces notations, remarquons qu’on a la propriété suivante. Celle-ci, bien qu’immé-
diate, sera très pratique par après.

Lemme 2.7.1. Soient U et V deux voisinages absolument convexes de 0 dans E pour lesquels il
existe un µ > 0 tel que U ⊂ µV . Dans ce cas, on a
(i) BU = πU (BpU ) ;
(ii) TU,V (BU ) = πV (BpU ),

où BpU désigne la semi-boule ouverte de E de centre 0 et de rayon 1 associée à la semi-norme pU .

Définition 2.7.3. L’espace localement convexe E est qualifié d’espace nucléaire si, pour tout
V ∈ V(E), il existe U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et tel que l’application TU,V : E(U) → E(V ) est
nucléaire.

Remarque 2.7.1. On vérifie que cette définition est indépendante de la base de voisinages de 0
choisie. En effet, soit U(E) une autre base de voisinages absolument convexes de 0 dans E et soit
V0 ∈ U(E). On sait qu’il existe V ∈ V(E) tel que V ⊂ V0. De plus, il existe U ∈ V(E) tel que
l’application TU,V est nucléaire. Enfin, prenons U0 ∈ U(E) tel que U0 ⊂ U .
Comme bien sûr TU0,V0 = TV,V0 ◦TU,V ◦TU0,U sur E(U0), on en déduit que l’application TU0,V0 est
elle-même nucléaire par la proposition 2.7.1.
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Notons au passage le lien existant entre espaces nucléaires et espaces de Schwartz.

Proposition 2.7.2. Tout espace nucléaire est de Schwartz.

Démonstration. Supposons que E est un espace nucléaire et soit V ∈ V(E). On sait qu’il existe
U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et tel que l’application TU,V : E(U) → E(V ) est nucléaire. Par
conséquent, il existe une suite (an)n∈N de (E(U))′ ainsi qu’une suite (yn)n∈N de E telles que la
série

∑+∞
n=0 ‖an‖(E(U))′ pV (yn) converge dans R et telles que, pour tout x ∈ E,

TU,V ([x]U ) =

+∞∑
n=0

an ([x]U ) [yn]V .

Fixons ε > 0 et choisissons N ∈ N tel que

+∞∑
n=N+1

‖an‖(E(U))′ pV (yn) <
ε

2
.

Comme TU,V ([x]U ) =
∑N
n=0 an ([x]U ) [yn]V +

∑+∞
n=N+1 an ([x]U ) [yn]V , on peut alors écrire grâce

au lemme 2.7.1
πV (BpU ) ⊂ ε

2
πV (BpV ) + πV (F ),

où on a posé F :=> y0, ..., yN <l. Cela implique que

BpU ⊂
ε

2
BpV + F + ker pV ⊂

ε

2
BpV + F ⊂ ε

2
V + F.

Donc, on a δN (BpU , V ) ≤ ε/2 et δN (U, V ) ≤ δN (2BpU , V ) ≤ ε.
Ainsi, par décroissance, la suite (δn(U, V ))n∈N converge vers 0, ce qui donne la conclusion par le
théorème 2.3.1.

Pietsch ([22]) démontre alors la caractérisation suivante, qui s’avère très utile pour la suite.

Théorème 2.7.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E est nucléaire ;

(ii) pour tout p > 0 et tout V ∈ V(E), il existe U ∈ V(E) avec U ⊂ V et pour lequel l’application
TU,V : E(U)→ E(V ) est de type lp ;

(iii) il existe p > 0 tel que, pour tout V ∈ V(E), il existe U ∈ V(E) avec U ⊂ V et pour lequel
l’application TU,V : E(U)→ E(V ) est de type lp.

Démonstration. Résultat admis.

Nous avons besoin de plusieurs résultats pour obtenir la caractérisation des espaces nucléaires
en fonction de leur dimension diamétrale. Voici un premier lemme.

Lemme 2.7.2. Soient (F, ‖.‖F ) et (G, ‖.‖G) deux espaces normés et soient respectivement BF et
BG les boules ouvertes de centre 0 et de rayon 1 de F et de G. Soient également T ∈ L(F,G) et
n ∈ N. Dans ce cas, on a

δn(T (BF ), BG) ≤ σn(T ) ≤ (n+ 1)δn(T (BF ), BG).

Démonstration. a) Montrons la première inégalité. Prenons un T0 ∈ Fn(F,G) quelconque.
Comme bien sûr T (BF ) ⊂ ‖T −T0‖L(F,G)BG+T0(F ), on a δn(T (BF ), BG) ≤ ‖T −T0‖L(F,G),
ce qui mène à la conclusion.
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b) Prouvons la seconde inégalité. Fixons δ > 0 ainsi que H ∈ Ln(G) tels que T (BF ) ⊂ δBG+H.
Désignons par m la dimension de H.
Supposons dans un premier temps que m = 0. Si x ∈ BF , alors T (x) = δz pour un z ∈ BG
et alors ‖T (x)‖G < δ ≤ (n+ 1)δ. D’où σn(T ) ≤ (n+ 1)δ.
Supposons ensuite que m > 0. Par le lemme d’Auerbach (théorème 2.7.1), on peut trouver
a1, ..., am ∈ G′, y1, ..., ym ∈ H tels que, pour tout j ∈ {1, ...,m}, on a ‖aj‖G′ = ‖yj‖G = 1 et
tels que, pour tous j, k ∈ {1, ...,m} et tout x ∈ H, on a

aj(yk) = δj,k et x =

m∑
l=1

al(x)yl.

Soit l’application P : G → H : x 7→
∑m
l=1 al(x)yl et posons S := P ◦ T . Bien sûr, on a

S ∈ Fn(F,G). Qui plus est, si x ∈ BF , alors il existe z ∈ BG et h ∈ H tel que T (x) = δz+h.
En appliquant P aux deux membres de cette égalité, on obtient S(x) = δP (z) + h (car
P (h) = h), ce qui nous donne

‖T (x)− S(x)‖G = δ‖z − P (z)‖G

= δ

∥∥∥∥∥z −
m∑
l=1

al(z)yl

∥∥∥∥∥
G

≤ δ

(
‖z‖G +

m∑
l=1

‖al‖G′‖z‖G‖yl‖G

)
≤ δ(n+ 1).

Dans tous les cas, on a σn(T ) ≤ (n+ 1)δ. D’où la conclusion.

Reprenons l’étude de l’espace localement convexe E.

Lemme 2.7.3. Si U et V sont deux voisinages absolument convexes de 0 dans E tels que U ⊂ µV
(pour un µ > 0), alors, pour tout n ∈ N,

δn (TU,V (BU ), BV ) = δn(U, V ).

Démonstration. Fixons ε > 0. Dès lors, on a, grâce au lemme 2.7.1,

δn(TU,V (BU ), BV ) = δn(πV (BpU ), πV (BpV ))

≤ δn(BpU , BpV )

≤ δn
(
U,

1

1 + ε
V

)
≤ (1 + ε)δn(U, V ).

Ainsi, en passant à la limite pour ε → 0+, on a δn(TU,V (BU ), BV ) ≤ δn(U, V ). Il ne nous reste
plus qu’à prouver l’inégalité inverse. Prenons δ > 0 et F ∈ Ln(E) tels que

TU,V (BU ) ⊂ δBV + πV (F ).

En appliquant de nouveau le lemme 2.7.1, on trouve πV (BpU ) ⊂ πV (δBpV + F ), ou encore

BpU ⊂ δBpV + F + ker pV ⊂ δBpV + F.

Dès lors, on a l’inégalité δn(BpU , V ) ≤ δ.
Soit ε > 0. On a évidemment δn(U, V ) ≤ δn((1 +ε)BpU , V ) ≤ (1 +ε)δ. En passant à la limite pour
ε→ 0+, on obtient la conclusion.
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En rassemblant les informations collectées dans les deux lemmes précédents, on obtient le
résultat suivant.

Corollaire 2.7.1. Si U et V sont deux voisinages absolument convexes de 0 dans E tels que
U ⊂ µV (pour un µ > 0), alors, pour tout n ∈ N,

δn(U, V ) ≤ σn(TU,V ) ≤ (n+ 1)δn(U, V ).

On peut désormais considérer la caractérisation des espaces nucléaires en fonction de leur
dimension diamétrale ([16],[22]).

Théorème 2.7.3. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l’espace localement convexe E est nucléaire ;

(ii) pour tout p > 0, on a
((n+ 1)p)n∈N ∈ ∆(E);

(iii) il existe p > 0 tel que
((n+ 1)p)n∈N ∈ ∆(E).

Démonstration. Le point (i) implique le point (ii). Supposons que E est un espace nucléaire et
fixons p > 0 ainsi que V ∈ V(E). Par le théorème 2.7.2, on peut trouver U ∈ V(E) tel que U ⊂ V
et tel que l’application TU,V : E(U) → E(V ) est de type 1/(2p). Vu le corollaire précédent, si
n ∈ N, on obtient

(n+ 1)δn(U, V )
1
2p ≤

n∑
k=0

δk(U, V )
1
2p ≤

n∑
k=0

σk(TU,V )
1
2p ≤ C,

où l’on a posé C :=
∑+∞
k=0 σk(TU,V )

1
2p . Cela implique que (n+ 1)2pδn(U, V ) ≤ C2p. Ainsi, on vient

de montrer que
(
(n+ 1)2pδn(U, V )

)
n∈N ∈ l∞, donc

((n+ 1)pδn(U, V ))n∈N ∈ c0,

et ((n+ 1)p)n∈N ∈ ∆(E).
Le point (ii) implique trivialement le point (iii).
Le point (iii) implique le point (i). Prenons p > 0 tel ((n+ 1)p)n∈N ∈ ∆(E). Fixons V ∈ V(E)

et m ∈ N tel que mp ≥ 3. On pose alors V0 := V et on définit V1, ..., Vm ∈ V(E) tels que
Vm ⊂ Vm−1 ⊂ ... ⊂ V1 ⊂ V0 et ((n+ 1)pδn(Vk+1, Vk))n∈N ∈ c0 si k ∈ {0, ...,m− 1}. On peut alors
bien sûr supposer que, pour un tel k, on a

δn(Vk+1, Vk) ≤ 1

(n+ 1)p

pour tout n ∈ N. Par le lemme 2.1.3, on a dès lors

δmn(Vm, V0) ≤
m∏
k=1

δn(Vk, Vk−1) ≤ 1

(n+ 1)mp
≤ 1

(n+ 1)3

quel que soit n ∈ N.
Soit n ∈ N tel que n ≥ m et prenons k ∈ N vérifiant mk < n+ 1 ≤ m(k+ 1). Dans cette situation,

on a bien sûr δn(Vm, V ) ≤ δmk(Vm, V ) ≤ 1
(k+1)3 ≤

(
m
n+1

)3

.
En posant U := Vm et en tenant compte des informations que nous venons de rassembler, on



50 CHAPITRE 2. DIMENSION DIAMÉTRALE ET ESPACES DE SUITES

obtient

+∞∑
n=0

σn(TU,V ) =

m−1∑
n=0

σn(TU,V ) +

+∞∑
n=m

σn(TU,V )

≤
m−1∑
n=0

σn(TU,V ) +

+∞∑
n=m

(n+ 1)δn(U, V )

≤
m−1∑
n=0

σn(TU,V ) +m3
+∞∑
n=m

1

(n+ 1)2

< +∞,

en vertu du corollaire précédent. Par conséquent, TU,V est une application de type l1 et, par le
théorème 2.7.2, on conclut que E est un espace nucléaire.

Comme le fait remarquer Vogt ([32]), ce résultat peut être réécrit de la façon suivante.

Corollaire 2.7.2. L’espace localement convexe E est nucléaire si et seulement si ∆(s) ⊂ ∆(E).
En particulier, l’espace s des suites à décroissance rapide est nucléaire et de dimension diamétrale
minimale pour l’inclusion parmi la classe des dimensions diamétrales des espaces nucléaires.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théorème précédent et du corollaire 2.5.3.

En appliquant ces résultats, il est par exemple facile de voir les espaces O(D(0, 1)) et O(C)
sont nucléaires.
Il est également possible d’exprimer la nucléarité d’un espace localement convexe grâce aux dia-
mètres de Kolmogorov.

Théorème 2.7.4. L’espace localement convexe E est nucléaire si et seulement si, pour tout V ∈
V(E), il existe U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et tel que la série

+∞∑
n=0

δn(U, V )

converge dans R.

Démonstration. La condition est nécessaire. Si E est nucléaire et si V ∈ V(E), alors on peut
trouver U ∈ V(E) tel que U ⊂ V et pour lequel l’application TU,V : E(U)→ E(V ) est de type l1,
vu le théorème 2.7.2. Dès lors, par le corollaire 2.7.1, on a

+∞∑
n=0

δn(U, V ) ≤
+∞∑
n=0

σn(TU,V ) < +∞.

La condition est suffisante. On peut se contenter de montrer que la suite
(
(n+ 1)1/2

)
n∈N est un

élément de ∆(E). Fixons V ∈ V(E). On peut trouver un U ∈ V(E) inclus dans V tel que la série∑+∞
n=0 δn(U, V ) converge dans R. Notons L la limite de cette série. Dans ce cas, il vient

(n+ 1)δn(U, V ) ≤
n∑

m=0

δm(U, V ) ≤ L

lorsque n ∈ N, ce qui implique que (n+1)1/2δn(U, V ) ≤ L/(n+1)1/2. Cela mène à la conclusion.

On peut appliquer la théorie précédente à l’étude des espaces de suites de Köthe nucléaires.
Comme de coutume, nous fixons un ensemble de Köthe A et un espace admissible (l, ‖.‖l).
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Théorème 2.7.5. L’espace λl(A) est nucléaire si et seulement si, pour tout α ∈ A, il existe β ∈ A
avec αn ≤ βn tel que la suite α/β est un élément de l1.

Démonstration. La condition est nécessaire. Supposons que λl(A) est nucléaire et fixons α ∈ A.
Si α est à support fini, alors la suite α/α appartient à l1. Si α est à support infini, alors, par le
théorème précédent, on peut trouver β ∈ A, avec αn ≤ βn pour tout n ∈ N, tel que la série

+∞∑
n=0

δn

(
Bplβ , Bplα

)
converge dans R. Remarquons que cela implique que

(
δn

(
Bplβ , Bplα

))
n∈N
∈ c0 et par conséquent

que α/β ∈ c0 (voir la démonstration du théorème 2.4.2). On conclut en remarquant que

+∞∑
n=0

(
α

β

)
n

=

+∞∑
n=0

(π(α/β))n =

+∞∑
n=0

δn(Bplβ , Bplα)

grâce à la proposition 2.4.3.
La condition est suffisante. On va prouver que si λl(A) vérifie la propriété de l’énoncé, alors il est
nucléaire. Fixons α ∈ A. Si α est à support fini, alors bien sûr la série

∑+∞
n=0 δn(Bplα , Bplα) converge

dans R. Si α est à support infini, prenons β ∈ A tel que αn ≤ βn quel que soit n ∈ N et tel que la
série

∑+∞
n=0(α/β)n converge dans R. Comme au point précédent, on conclut en notant que

+∞∑
n=0

δn(Bplβ , Bplα) =

+∞∑
n=0

(π(α/β))n =

+∞∑
n=0

(
α

β

)
n

.

Remarquons que cette propriété est indépendante de l. En outre, on peut donner le résultat
suivant, dû à Terzioglu ([27]).

Proposition 2.7.3. Si λl(A) est un espace nucléaire, alors cet espace et sa topologie sont indé-
pendants de l.

Démonstration. Grâce à la proposition 1.2.2, on sait que

λ1(A) ⊂ λl(A) ⊂ λ∞(A)

et que les injections λ1(A) → λl(A) et λl(A) → λ∞(A) sont continues. Pour conclure, il suffit de
montrer que λ∞(A) ⊂ λ1(A) et que l’injection λ∞(A)→ λ1(A) est continue.
Fixons α ∈ A et prenons β ∈ A tel que αn ≤ βn et tel que la série

∑+∞
n=0 (α/β)n converge dans R.

Dès lors, si ξ ∈ λ∞(A), on a

p1
α(ξ) =

+∞∑
n=0

αn|ξn| =
+∞∑
n=0

(
α

β

)
n

βn|ξn| ≤

(
+∞∑
n=0

(
α

β

)
n

)
p∞β (ξ),

d’où ξ ∈ λ1(A). Cela nous donne la thèse.

On peut appliquer le théorème 2.7.5 au cas des espaces de séries de puissances. Cela donne la
propriété suivante.

Proposition 2.7.4. Soit α une suite croissante et non majorée de réels positifs et soient les
matrices de Köthe

A =

((
e−αn/k

)
n∈N

)
k∈N0

et A′ =
((
ekαn

)
n∈N

)
k∈N0

.

Alors
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(i) l’espace λl(A) est nucléaire si et seulement si, pour tout k ∈ N0, on a
(
e−αn/k

)
n∈N ∈ l1 ;

(ii) l’espace λl(A′) est nucléaire si et seulement s’il existe m ∈ N tel que (e−mαn)n∈N ∈ l1.

Démonstration. (i) Supposons que λl(A) est nucléaire et soit k ∈ N0. Il existe alors m ∈ N tel
que

(
eαn(1/(k+m)−1/k)

)
n∈N ∈ l1, vu la proposition 2.4.2. Donc

(
e−αn/k

)
n∈N ∈ l1.

Passons à la réciproque. Soit k0 ∈ N0 et posons m0 = k0. Comme

e
αn

(
1

k0+m0
− 1
k0

)
= e

−αn
2k0

pour tout n ∈ N, alors, par hypothèse,
(
eαn(1/(k0+m0)−1/k0

)
n∈N ∈ l1. Donc λl(A) est nucléaire

par la proposition 2.4.2.
(ii) Cela découle directement de la proposition 2.4.2.

Terminons cette section par la construction d’un espace de Schwartz non nucléaire.

Exemple 2.7.1. Soit la matrice de Köthe

A =

((
(n+ 1)−1/k

)
n∈N

)
k∈N0

.

On va considérer l’espace λ1(A). Le lecteur aura compris qu’il ne s’agit en fait que de l’espace de
séries de puissances de type fini associé à la suite (ln(n+ 1))n∈N et à l’espace admissible l1.
Cet espace est par conséquent de Schwartz. Par contre, il n’est pas nucléaire vu la proposition
précédente. Il est en effet connu que la série

+∞∑
n=0

e− ln(n+1) =

+∞∑
n=0

1

n+ 1

ne converge pas dans R.



Chapitre 3

Les invariants (DN) et (Ω)

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux invariants (DN) et (Ω), dus à Vogt. Ceux-
ci ont été définis dans le cadre des espaces de Fréchet. Après avoir introduit leurs définitions,
nous donnerons quelques-unes de leurs propriétés et nous appliquerons les résultats au niveau des
espaces de suites de Köthe.

Les développements suivants sont tirés de [20].

3.1 La propriété (DN)

Définition 3.1.1. Soit (E, (pk)k∈N) un espace de Fréchet. On dit que E possède la propriété
(DN) s’il existe un K ∈ N tel que, pour tout k ∈ N, il existe un m ∈ N et un C > 0 tels que

p2
k ≤ CpKpm

sur E. En conséquence, la semi-norme pK est même une norme sur E. Elle est qualifiée de norme
dominante de E.

En fait, l’appellation (DN) est l’acronyme de l’expression "norme dominante" (dominating
norm en anglais).

Bien sûr, il faut vérifier si la définition présentée ci-dessus est bien indépendante du choix du
système fondamental de semi-normes. En réalité, ce fait découle directement du premier point de
la proposition suivante.

Proposition 3.1.1.
(i) La propriété (DN) est un invariant topologique, en ce sens que si (E, (pk)k∈N) et (F, (qk)k∈N)

sont deux espaces de Fréchet isomorphes et si E vérifie la propriété (DN), alors F vérifie
également la propriété (DN).

(ii) Tout sous-espace fermé d’un espace de Fréchet possédant la propriété (DN) possède lui-même
la propriété (DN).

Démonstration. Le point (ii) est immédiat. Considérons donc le point (i). Supposons que

Φ : E → F

est un isomorphisme d’espaces de Fréchet. Prenons pK une norme dominante de E. Dès lors, on
sait qu’il existe K0 ∈ N et C > 0 tels que

pK ◦ Φ−1 ≤ CqK0

sur F . Pour conclure, il suffit de montrer que qK0 constitue une norme dominante de F .
Soit k ∈ N. Il existe Ck > 0 et k0 ∈ N tels que qk ◦ Φ ≤ Ckpk0 sur E. Prenons m0 ∈ N et D > 0

53
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tels que p2
k0
≤ DpKpm0 sur E. Enfin, prenons m ∈ N et D0 > 0 tels que pm0 ◦ Φ−1 ≤ D0qm sur

F . En rassemblant toutes les informations ainsi présentées, on obtient

q2
k =

(
qk ◦ Φ ◦ Φ−1

)2
≤ C2

k

(
pk0 ◦ Φ−1

)2
≤ DC2

k

(
pK ◦ Φ−1

) (
pm0
◦ Φ−1

)
≤ DC2

k(CqK0)(D0qm)

≤
(
C2
kCDD0

)
qK0

qm

≤ C ′qK0
qm

sur F , où C ′ := C2
kCDD0. D’où la conclusion.

Nous allons maintenant considérer différents exemples d’espaces possédant ou non la propriété
(DN). Le premier est tout à fait direct.

Exemple 3.1.1. Tout espace de Banach vérifie la propriété (DN).

On peut aussi s’intéresser aux espaces de suites de Köthe. On obtient ainsi la proposition
suivante.

Proposition 3.1.2. Soit (l, ‖.‖l) un espace admissible et soit A = (ak)k∈N une matrice de Köthe.
Si l’espace λl(A) possède la propriété (DN), alors il existe un K ∈ N tel que, pour tout k ∈ N, il
existe un m ∈ N et un C > 0 vérifiant

a2
k(n) ≤ CaK(n)am(n)

pour tout n ∈ N.

Démonstration. Cela découle directement de la définition de la propriété (DN), en appliquant les
semi-normes de λl(A) aux différents vecteurs en (n ∈ N).

En général, on ne sait pas si la réciproque de cette propriété est vraie. Par contre, elle est
connue dans le cas des espaces échelonnés de Köthe.

Proposition 3.1.3. Soit A = (ak)k∈N une matrice de Köthe et soit p ∈ [1,+∞[. Notons E l’un
des trois espaces de Fréchet suivants : λp(A), λ0(A) et λ∞(A). Alors E possède la propriété (DN)
si et seulement s’il existe un K ∈ N tel que, pour tout k ∈ N, il existe un m ∈ N et un C > 0
vérifiant

a2
k(n) ≤ CaK(n)am(n)

pour tout n ∈ N.

Démonstration. La condition est nécessaire au vu de la proposition précédente. Il ne reste plus
qu’à montrer qu’elle est suffisante. Supposons que k,K,m ∈ N ainsi que C > 0 vérifient l’inégalité
a2
k(n) ≤ CaK(n)am(n) pour tout n ∈ N. On va procéder au cas par cas.
(1) Supposons que E = λp(A). Dès lors, si ξ ∈ E, on a

+∞∑
n=0

(ak(n)|ξn|)p ≤
√
C

+∞∑
n=0

(aK(n)|ξn|)p/2 (am(n)|ξn|)p/2

≤
√
C

(
+∞∑
n=0

(aK(n)|ξn|)p
)1/2(+∞∑

n=0

(am(n)|ξn|)p
)1/2

,

grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwartz. Donc pk(ξ)2 ≤ CpK(ξ)pm(ξ), ce qui mène à la
conclusion.
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(2) Supposons que E = λ∞(A). Si ξ ∈ E, on obtient

sup
n∈N

(ak(n)|ξn|) ≤
√
C sup
n∈N

(
(aK(n)|ξn|)1/2(am(n)|ξn|)1/2

)
≤
√
C

(
sup
n∈N

(aK(n)|ξn|)
)1/2(

sup
n∈N

(am(n)|ξn|)
)1/2

,

ce qui mène une nouvelle fois à la conclusion.

(3) Supposons que E = λ0(A). Comme λ0(A) est un sous-espace fermé de λ∞(A) et comme
λ∞(A) vérifie la propriété (DN) par le point (2), on sait qu’il en est de même pour λ0(A).

Le lecteur a peut-être discerné une certaine ressemblance entre cette caractérisation et la
caractérisation de la classe Kl1,3 définie dans la section consacrée à la classe de Dragilev. Plus
précisément, on a le résultat précédent.

Corollaire 3.1.1. Désignons par l l’un des trois espaces admissibles suivants : lp (p ≥ 1), l∞ ou
c0. Alors tout espace de la classe Kl1,3 vérifie la propriété (DN).

Démonstration. Cela découle directement de la proposition précédente et du corollaire 2.6.1.

On peut également regarder ce qui se passe au niveau des espaces de séries de puissances.

Corollaire 3.1.2. Un espace de séries de puissances de type fini ne possède jamais la propriété
(DN). Par contre, un espace de séries de puissances de type infini associé à lp (p ≥ 1), à l∞ ou
à c0 vérifie la propriété (DN).

Démonstration. La propriété concernant les espaces de séries de puissances de type infini découle
du corollaire précédent et de la proposition 2.6.9. On peut donc passer au type fini.

Soit α une suite croissante et non majorée de réels positifs. Considérons la matrice de Köthe

A =

((
e−αn/k

)
n∈N

)
k∈N0

ainsi que l’espace λl(A) (pour un espace admissible l quelconque). Montrons qu’il ne possède pas
la propriété (DN). Procédons par l’absurde et supposons qu’il existe un K ∈ N0 tel que, pour
tout k ∈ N0, il existe un mk ∈ N0 et un C > 0 vérifiant(

e−αn/k
)2

≤ Ce−αn/Ke−αn/mk

pour tout n ∈ N. En particulier, on obtient e−αn/K ≤ Ce−αn/Ke−αn/m2K pour tout n ∈ N en
prenant k = 2K, ou encore

1 ≤ Ce−αn/m2K

pour tout n ∈ N. D’où une absurdité car le second membre de cette inégalité converge vers 0
lorsque n→ +∞.

Grâce à différents résultats obtenus dans le précédent chapitre, on obtient les exemples suivants.

Exemples 3.1.1. Les espaces de Fréchet O(C) et s possèdent la propriété (DN), mais pas l’espace
O(D(0, 1)).

Terminons cette section par une caractérisation. Celle-ci permet de créer un parallélisme entre
la propriété (DN) et la propriété (Ω) développée plus bas.
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Proposition 3.1.4. Soit (E, (pk)k∈N) un espace de Fréchet. Alors E possède la propriété (DN)
si et seulement s’il existe K ∈ N tel que, pour tout k ∈ N et tout θ ∈]0, 1[, il existe m ∈ N et C > 0
tels que

pk ≤ Cp1−θ
K pθm

sur E.

Démonstration. Cette propriété étant clairement suffisante, on va simplement montrer qu’elle est
nécessaire. On peut alors supposer sans restriction que la suite (pk)k∈N de semi-normes sur E est
croissante sur E. Comme E vérifie la propriété (DN), on peut se donner une norme dominante
pK de E. Prenons également un k ∈ N. On a alors deux possibilités.
(1) Si k ≥ K, on va définir une suite d’indices (mn)n∈N comme suit. On pose m0 := K et

m1 := k. On sait qu’il existe m ∈ N et C > 0 tel que

p2
k ≤ CpKpm

sur E. On peux même supposer m ≥ k. Dans ce cas, on pose m2 := m et C1 := C. Par
récurrence, on obtient la suite (mn)n∈N ainsi qu’une suite (Cn)n∈N0

de ]0,+∞[ vérifiant
a) mn+1 ≥ mn pour tout n ∈ N
b) p2

mn ≤ CnpKpmn+1 sur E pour tout n ∈ N0.
Ainsi, si x ∈ E \ {0} et si n ∈ N0, il vient(
pk(x)

pK(x)

)n
≤

n∏
j=1

pmj (x)

pK(x)
≤

n∏
j=1

Cj
pmj+1

(x)

pmj (x)
=

 n∏
j=1

Cj

 pmn+1(x)

pk(x)
≤

 n∏
j=1

Cj

 pmn+1(x)

pK(x)
.

Posons Dn :=
(∏n

j=1 Cj

)1/n

. Par conséquent, sur E, on a

pk ≤ Dnp
1−1/n
K p1/n

mn+1
.

Ainsi, étant donné un θ ∈]0, 1[, on prend n ∈ N0 tel que 1/n ≤ θ. Dès lors, si x ∈ E \ {0}, il
vient

p
1−1/n
K (x) p1/n

mn+1
(x) = pK(x)

(
pmn+1

(x)

pK(x)

)1/n

≤ pK(x)

(
pmn+1

(x)

pK(x)

)θ
.

Ainsi, on a pk ≤ Dnp
1−θ
K pθmn+1

sur E.
(2) Si k < K et si θ ∈]0, 1[, alors on a bien sûr

pk ≤ p1−θ
K pθK

sur E.
D’où la conclusion.

Nous pouvons maintenant passer à la propriété (Ω).

3.2 La propriété (Ω)

Nous avons besoin dans la suite de la notion de polaire. Rappelons donc que si E est un espace
localement convexe et si A est une partie non vide de E, on définit le polaire de A par

A4 = {e′ ∈ E′ : |e′(x)| ≤ 1 ∀x ∈ A}.

Dans le cas où A est un sous-espace vectoriel F de E, on a même

F4 = {e′ ∈ E′ : e′|F = 0}.
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Ainsi, nous allons considérer les polaires de certains ensembles particuliers. Plus précisément,
si (E, (pk)k∈N) est un espace de Fréchet, nous allons considérer le polaire de

Uk := {x ∈ E : x ∈ E, pk(x) ≤ 1}

si k ∈ N. Afin de simplifier les écritures, nous conserverons la notation Uk dans cette section pour
désigner la semi-boule fermée de E de centre 0 et de rayon 1 associée à la semi-norme pk.

Définition 3.2.1. Soit (E, (pk)k∈N) un espace de Fréchet. Cet espace vérifie la propriété (Ω) si,
pour tout K ∈ N, il existe k ∈ N tel que, pour tout m ∈ N, il existe C > 0 et θ ∈]0, 1[ vérifiant

pU4k
≤ C

(
pU4K

)1−θ
(pU4m )θ

sur E′, où, lorsque n ∈ N, pU4n est la semi-norme de jauge du polaire U4n .

Insistons sur le fait que cette application pU4n peut éventuellement prendre des valeurs infinies.
De plus, si e′ ∈ E′, on a

pU4n (e′) = inf{µ > 0 : e′ ∈ µU4n } = inf{µ > 0 : |e′|(Un) ⊂ [0, µ]} = sup{|e′(x)| : x ∈ Un}.

Comme pour la propriété (DN), on vérifie que cette définition a bien un sens grâce à la
proposition suivante.

Proposition 3.2.1. La propriété (Ω) est un invariant topologique.

Démonstration. Soit (E, (pk)k∈N) un espace de Fréchet possédant la propriété (Ω). Comme an-
noncé, on reprend la notation Uk au niveau de E. Supposons que (F, (qk)k∈N) est un espace de
Fréchet et que

Φ : E → F

est un isomorphisme d’espaces de Fréchet. Pour F , on va noter Vk la semi-boule fermée de centre
0 et de rayon 1 associée à la semi-norme qk, pour k ∈ N.

Fixons K ∈ N. On sait qu’il existe D > 0 et K0 ∈ N tels que qK ◦ Φ ≤ DpK0
sur E. Prenons

alors k0 ∈ N tel que, pour tout m0 ∈ N, il existe C > 0 et θ ∈]0, 1[ avec

pU4k0
≤ C

(
pU4K0

)1−θ
(pU4m0

)θ

sur E′. Ensuite, choisissons k ∈ N tel que pk0 ◦Φ−1 ≤ Ckqk sur F , pour un Ck > 0. Or, si f ′ ∈ F ′,
on a

pV4k
(f ′) = sup{|f ′(y)| : y ∈ F, qk(y) ≤ 1}

≤ sup{|f ′(y)| : y ∈ F, (pk0 ◦ Φ−1)(y) ≤ Ck}
= sup{|(f ′ ◦ Φ)(x)| : x ∈ E, pk0(x) ≤ Ck}
= CkpU4k0

(f ′ ◦ Φ).

Enfin, fixons m ∈ N et prenons m0 ∈ N et D′ > 0 tels que qm ◦ Φ ≤ D′pm0 sur E. Par définition

de la propriété (Ω), on peut trouver C > 0 et θ ∈]0, 1[ tels que pU4k0
≤ C

(
pU4K0

)1−θ
(pU4m0

)θ sur

E′. Au total, si f ′ ∈ F ′,

pV4k
(f ′) ≤ CkpU4k0

(f ′ ◦ Φ)

≤ CkC
(
pU4K0

(f ′ ◦ Φ)
)1−θ

(pU4m0
(f ′ ◦ Φ))θ

≤ CkCD1−θD′θ(pV4K
(f ′))1−θ(pV4m (f ′))θ

≤ C ′(pV4K (f ′))1−θ(pV4m (f ′))θ,

où C ′ = CkCD
1−θD′θ.
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En outre, à l’instar de la propriété (DN), la propriété (Ω) présente une stabilité vis-à-vis
d’une structure particulière. Il s’agit ici du quotient. Pour démontrer ce fait, on va commencer par
prouver un lemme, tiré de [20].

Lemme 3.2.1. Soient E et G deux espaces localement convexes et soit F un sous-espace vectoriel
de E. Notons πE/F : E → E/F le passage au quotient. Si T ∈ L(E,G) est tel que F ⊂ ker(T ),
alors il existe un unique T ∈ L(E/F,G) tel que T = T ◦ πE/F sur E.

Démonstration. Il est clair qu’une telle application T est définie si et seulement si T est nul sur
F . Dans cette situation, elle est nécessairement unique. De plus, il est évident que T est linéaire.
Il ne reste plus qu’à prouver que T est continu sur E/F .

Soient P et Q des systèmes fondamentaux de semi-normes de E et G respectivement. Si p ∈ P ,
notons p/F la semi-norme

p/F : E/F → [0,+∞[ : x+ F 7→ inf{p(y) : y ∈ (x+ F )}.

Il est bien connu que ces semi-normes forment un système fondamental de semi-normes de E/F .
De plus, si q ∈ Q, il existe une semi-norme p0 ∈ P et C > 0 tels que q ◦ T ≤ Cp0 sur E. Ainsi, si
x ∈ E et si πE/F (x) = πE/F (y), on a(

q ◦ T
)

(πE/F (x)) = q(T (y)) ≤ Cp0(y).

Donc
(
q ◦ T

)
(πE/F (x)) ≤ C (p0/F ) (πE/F (x)), ce qui mène à la conclusion.

Corollaire 3.2.1. Soit (E,P ) un espace localement convexe et soit F un sous-espace vectoriel de
E. Alors l’application

φ : F4 → (E/F )′ : f ′ 7→ f ′

est un isomorphisme d’espaces vectoriels, où f ′ est l’application définie dans le lemme précédent.
En particulier, si q ∈ P , on a

pU4F
◦ φ = (pU4)|F4

où U est la semi-boule fermée de E associée à q et UF est la semi-boule fermée de E/F associée
à q/F .

Démonstration. Par le lemme précédent, l’application φ est clairement définie, linéaire et injective.
Elle est aussi surjective, car si g′ ∈ (E/F )′, en posant f ′ = g′ ◦ πE/F sur E, alors, on a bien sûr
f ′ = g′ sur E/F (par unicité de l’application f ′) et f ′ ∈ F4.

Il ne reste plus qu’à prouver l’égalité des semi-normes apparaissant dans l’énoncé. Pour ce faire,
prenons q ∈ P et reprenons les notations U et UF de l’énoncé. Si f ′ ∈ F4, on a

pU4F

(
f ′
)

= sup
{∣∣f ′ (πE/F (x)

)∣∣ : x ∈ E, q/F
(
πE/F (x)

)
≤ 1
}
.

Par conséquent, si on suppose que x ∈ E est tel que q/F
(
πE/F (x)

)
≤ 1 et si on choisit y ∈ x+ F

tel que q(y) ≤ 1 + ε (pour un ε > 0 quelconque), il vient∣∣f ′ (πE/F (x)
)∣∣ = |f ′(y)| ≤ sup{|f ′(z)| : z ∈ E, q(z) ≤ (1 + ε)} = (1 + ε) pU4(f ′).

Donc, en passant à la limite pour ε→ 0+, il vient pU4F
(
f ′
)
≤ pU4(f ′). Inversement, si x ∈ E est

tel que q(x) ≤ 1, alors q/F
(
πE/F (x)

)
≤ 1 et

|f ′(x)| =
∣∣f ′ (πE/F (x)

)∣∣ ,
ce qui prouve que pU4(f ′) ≤ pU4F

(
f ′
)
. Cela mène à la conclusion.

Grâce à ce corollaire, on peut lier propriété (Ω) et passage au quotient. En effet, l’expression
des semi-normes obtenue dans ce corollaire rend la proposition suivante directe.
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Proposition 3.2.2. Soit (E, (pk)k∈N) un espace de Fréchet et soit F un sous-espace vectoriel fermé
de E. Si E posséde la propriété (Ω), alors l’espace quotient E/F vérifie lui-même la propriété (Ω).

Passons à différents exemples. Le premier est, comme dans le cadre de l’étude de la propriété
(DN), direct.

Exemple 3.2.1. Tout espace de Banach possède la propriété (Ω).

Une nouvelle fois, une caractérisation des espaces de suites de Köthe généraux par rapport à
la propriété (Ω) n’est pas connue. Néanmoins, on a malgré tout une condition nécessaire. Com-
mençons par un lemme.

Lemme 3.2.2. Soient (l, ‖.‖l) un espace admissible et A = (ak)k∈N une matrice de Köthe. Soit
j ∈ N et soit l’application linéaire continue

εj : λl(A)→ C : ξ 7→ ξj .

Alors, si k ∈ N, on a

pU4k
(εj) =

{
1/ak(j) si ak(j) > 0
+∞ si ak(j) = 0.

Démonstration. Par définition, on a pU4k (εj) = sup{|ξj | : ξ ∈ λl(A) et plk(ξ) ≤ 1}. On a deux
possibilités.

a) Supposons que ak(j) > 0. Si ξ ∈ λl(A) est tel que plk(ξ) ≤ 1, alors |ak(j)ξj | ≤ 1, donc

|ξj | ≤
1

ak(j)
.

Ainsi, pU4k (εj) ≤ 1/ak(j). Or la suite η := (1/ak(j))ej est telle que plk(η) = 1 et telle que
εj(η) = 1/ak(j). Par conséquent, on a

pU4k
(εj) =

1

ak(j)
.

b) Si ak(j) = 0, alors, pour tout N ∈ N, la suite γN = Nej est telle que plk(γN ) = 0 et
εj(γN ) = N . Cela prouve que pU4k (εj) = +∞.

Proposition 3.2.3. Soient (l, ‖.‖l) un espace admissible et A = (ak)k∈N une matrice de Köthe.
Si l’espace λl(A) vérifie la propriété (Ω), alors pour tout K ∈ N, il existe k ∈ N tel que, pour tout
m ∈ N, il existe C > 0 et θ ∈]0, 1[ vérifiant

ak(n) ≥ C(aK(n))1−θ(am(n))θ

pour tout n ∈ N.

Démonstration. Supposons que K, k,m ∈ N, C > 0 et θ ∈]0, 1[ sont tels que

pU4k
≤ C

(
pU4K

)1−θ
(pU4m )θ

sur
(
λl(A)

)′. Si n ∈ N, on a en particulier

pU4k
(εn) ≤ C

(
pU4K

(εn)
)1−θ

(pU4m (εn))θ

en reprenant les écritures de l’énoncé précédent. On va procéder au cas par cas en appliquant le
lemme précédent.
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(i) Si ak(n)aK(n)am(n) 6= 0, alors, on a 1/ak(n) ≤ C(1/aK(n))1−θ(1/am(n))θ, ou encore

ak(n) ≥ 1

C
(aK(n))1−θ(am(n))θ.

(ii) Si ak(n) = 0, alors pU4k (εn) = +∞. Cela impose que pU4K (εn) = +∞ ou pU4m (εn) = +∞.
Dès lors, aK(n) = 0 ou am(n) = 0. Dans tous les cas, on arrive à

ak(n) =
1

C
(aK(n))1−θ(am(n))θ.

(iii) Si ak(n) > 0 et si aK(n)am(n) = 0, alors on a toujours

ak(n) >
1

C
(aK(n))1−θ(am(n))θ.

D’où la conclusion.

Nous allons maintenant étudier le cas des espaces échelonnés de Köthe. Pour ce faire, considé-
rons dans un premier temps le lemme suivant, tiré lui aussi de [20] (lemme 27.12).

Lemme 3.2.3. Soit A = (ak)k∈N une matrice de Köthe et soit p ∈ [1,+∞[. On note E l’un des
trois espaces suivants : λp(A), λ∞(A) et λ0(A). Soient x′ ∈ E′ et k ∈ N. Considérons également
l’ensemble Nk := {n ∈ N : ak(n) > 0}. Alors, s’il existe n0 ∈ N \Nk tel que x′(en0) 6= 0, on a
pU4k

(x′) = +∞ dans tous les cas. Sinon, on a

(i) pU4k (x′) =
(∑

n∈Nk |x
′(en)/ak(n)|q

)1/q si E = λp(A) et si p > 1, avec
1

p
+

1

q
= 1 ;

(ii) pU4k (x′) = supn∈Nk (|x′(en)|/ak(n)) si E = λ1(A) (p = 1) ;

(iii) pU4k (x′) =
∑
n∈Nk(|x′(en)|/ak(n)) si E = λ∞(A) ou E = λ0(A).

Démonstration. Dans un premier temps, supposons qu’il existe n0 ∈ N \Nk tel que x′(en0) 6= 0. Si
N ∈ N, prenons la suite γN = N

x′(en0
)en0

. Dès lors, pk(γN ) = 0 et |x′(γN )| = N . Cela prouve que
pU4k

(x′) = +∞.
Supposons maintenant que x′(en0

) = 0 si n0 ∈ N \Nk. On peut bien sûr supposer x′ non nul, sans
quoi le résultat est trivial. On va alors procéder au cas par cas.
(i) Supposons que E = λp(A) avec p > 1. Dans ce cas, si ξ ∈ E, il vient

|x′(ξ)| =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ξnx
′(en)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈Nk

ξnx
′(en)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈Nk

(ξnak(n))

(
x′(en)

ak(n)

)∣∣∣∣∣
≤ pk(ξ)

(∑
n∈Nk

|x′(en)/ak(n)|q
)1/q

par l’inégalité de Hölder, où 1/p + 1/q = 1. D’où pU4k
(x′) ≤

(∑
n∈Nk |x

′(en)/ak(n)|q
)1/q.

Passons à l’autre inégalité. Prenons µ ∈ CN tel que |µn| = 1 et µnx′(en) = |x′(en)| pour tout
n ∈ N. Comme x′ est non nul, le nombre

LN =

 ∑
n∈Nk∩[0,N ]

|x′(en)/ak(n)|q
−1/p
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est bien défini pour N ∈ N suffisament grand. Enfin, définissons la suite η(N) comme suit :

η(N)
n =

 LNµn
|x′(en)|q/p

ak(n)q
si n ≤ N et n ∈ Nk,

0 sinon.

Dans ce cas, on a

pk

(
η(N)

)
=

 ∑
n∈Nk∩[0,N ]

ak(n)pLpN |µn|
p |x′(en)|q

ak(n)pq

1/p

= LN

 ∑
n∈Nk∩[0,N ]

|x′(en)/ak(n)|q
1/p

= 1

car pq = p+ q. De plus, vu que q = 1 + q/p,

x′
(
η(N)

)
=

N∑
n=0

η(N)
n x′(en)

=
∑

n∈Nk∩[0,N ]

LN
|x′(en)|1+q/p

ak(n)q

=

 ∑
n∈Nk∩[0,N ]

|x′(en)/ak(n)|q
1−1/p

=

 ∑
n∈Nk∩[0,N ]

|x′(en)/ak(n)|q
1/q

.

Cela implique que
(∑

n∈Nk∩[0,N ] |x′(en)/ak(n)|q
)1/q

≤ pU4k (x′). Par conséquent, en passant
à la limite pour N → +∞, on conclut que

pU4k
(x′) =

(∑
n∈Nk

|x′(en)/ak(n)|q
)1/q

.

(ii) Supposons que E = λ1(A). Dès lors, si ξ ∈ E,

|x′(ξ)| =

∣∣∣∣∣ ∑
n∈Nk

(ξnak(n))

(
x′(en)

ak(n)

)∣∣∣∣∣
≤ pk(ξ)

(
sup
n∈Nk

|x′(en)/ak(n)|
)
.

Qui plus est, si N ∈ Nk, notons η(N) la suite (1/ak(N))eN . Bien sûr, on a pk
(
η(N)

)
= 1 et

|x′
(
η(N)

)
| = |x′(eN )|/ak(N). Donc |x′(eN )|/ak(N) ≤ pU4k (x′). Ainsi, il vient

pU4k
(x′) =

(
sup
n∈Nk

|x′(en)/ak(n)|
)
.
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(iii) Supposons que E = λ0(A) ou que E = λ∞(A). Si ξ ∈ E, on a

|x′(ξ)| ≤ pk(ξ)
∑
n∈Nk

(|x′(en)|/ak(n)).

Ensuite, si N ∈ Nk, soit la suite η(N) donnée par

η(N)
n =

{
µn/ak(n) si n ≤ N et n ∈ Nk,
0 sinon,

où la suite µ est définie comme au point (i). De nouveau, on vérifie que pk
(
η(N)

)
≤ 1 et que

x′
(
η(N)

)
=
∑
n∈NK∩[0,N ] |x′(en)|/ak(n). En passant à la limite pour N → +∞, cela permet

de dire que

pU4k
(x′) =

∑
n∈NK

|x′(en)|/ak(n),

ce qui mène à la conclusion.

Nous pouvons désormais considérer la caractérisation à proprement parler.

Proposition 3.2.4. Soit A = (ak)k∈N une matrice de Köthe et soit p ∈ [1,+∞[. On note E
l’un des trois espaces suivants : λp(A), λ∞(A) et λ0(A). Alors E possède la propriété (Ω) si et
seulement si, pour tout K ∈ N, il existe k ∈ N tel que, pour tout m ∈ N, il existe C > 0 et θ ∈]0, 1[
avec

ak(n) ≥ C(aK(n))1−θ(am(n))θ

pour tout n ∈ N.

Démonstration. Nous savons déjà que la condition est nécessaire. Il ne reste donc plus qu’à montrer
qu’elle est suffisante. On suppose ainsi que K, k,m ∈ N, C > 0 et θ ∈]0, 1[ sont tels que

ak(n) ≥ C(aK(n))1−θ(am(n))θ

pour tout n ∈ N. Soit x′ ∈ E′. On va montrer que pU4k (x′) ≤ (1/C)
(
pU4K

(x′)
)1−θ (

pU4m (x′)
)θ

,
ce qui permettra de conclure. On va procéder au cas par cas. Comme dans le lemme précédent, si
j ∈ N, notons Nj l’ensemble {n ∈ N : aj(n) > 0}. En particulier, on a

NK ∩Nm ⊂ Nk.

Supposons d’abord qu’il existe n0 ∈ N \(NK ∩Nm) tel que x′(en0) 6= 0. Dans ce cas, vu le lemme

précédent, pU4k (x′) ≤ (1/C)
(
pU4K

(x′)
)1−θ (

pU4m (x′)
)θ

= +∞, ce qui rend la thèse.
Dès lors, supposons que x′(en) = 0 pour tout n ∈ N \(NK ∩Nm). On va maintenant différencier
les espaces échelonnés de Köthe considérés.

(i) Supposons que E = λp(A), avec p > 1. Prenons q ∈]1,+∞[ tel que 1/p + 1/q = 1. Alors, il
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vient

pU4k
(x′) =

(∑
n∈Nk

|x′(en)/ak(n)|q
)1/q

=

( ∑
n∈NK∩Nm

|x′(en)/ak(n)|q
)1/q

≤ 1

C

( ∑
n∈NK∩Nm

|x′(en)|q

(aK(n))(1−θ)q(am(n))θq

)1/q

=
1

C

( ∑
n∈NK∩Nm

(
|x′(en)|
aK(n)

)(1−θ)q ( |x′(en)|
am(n)

)θq)1/q

Pour continuer, l’idée est d’appliquer l’inégalité de Hölder. Le réel p′ := 1/(1− θ) est stric-
tement supérieur à 1 et son conjugué q′ (i.e. le réel tel que 1/p′ + 1/q′ = 1) vaut 1/θ. Dès
lors, on a

pU4k
(x′) ≤ 1

C

( ∑
n∈NK∩Nm

(
|x′(en)|
aK(n)

)q)1−θ
1/q ( ∑

n∈NK∩Nm

(
|x′(en)|
am(n)

)q)θ1/q

=
1

C

( ∑
n∈NK

(
|x′(en)|
aK(n)

)q)1/q
1−θ ( ∑

n∈Nm

(
|x′(en)|
am(n)

)q)1/q
θ

=
1

C

(
pU4K

(x′)
)1−θ (

pU4m (x′)
)θ
.

(ii) Supposons que E = λ1(A). On a

pU4k
(x′) = sup

n∈Nk
(|x′(en)|/ak(n))

≤ 1

C
sup

n∈NK∩Nm

(
|x′(en)|

(aK(n))1−θ(am(n))θ

)
≤ 1

C

[
sup
n∈NK

(
|x′(en)|
aK(n)

)]1−θ [
sup
n∈Nm

(
|x′(en)|
am(n)

)]θ
=

1

C

(
pU4K

(x′)
)1−θ (

pU4m (x′)
)θ
.

(iii) Supposons que E = λ∞(A) ou E = λ0(A). Il vient alors

pU4k
(x′) =

∑
n∈Nk

|x′(en)|/ak(n)

≤ 1

C

∑
n∈NK∩Nm

|x′(en)|
(aK(n))1−θ(am(n))θ

=
1

C

∑
n∈NK∩Nm

(
|x′(en)|
aK(n)

)1−θ ( |x′(en)|
am(n)

)θ

≤ 1

C

( ∑
n∈NK

|x′(en)|
aK(n)

)1−θ ( ∑
n∈Nm

|x′(en)|
am(n)

)θ

=
1

C

(
pU4K

(x′)
)1−θ (

pU4m (x′)
)θ
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par l’inégalité de Hölder.
D’où la conclusion.

Comme dans le cas de la propriété (DN), on peut faire un rapprochement vis-à-vis d’une classe
définie dans la section concernant la classe de Dragilev. Plus précisément, on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2. Soit l l’un des trois admissibles suivants : lp, (p ≥ 1), l∞ et c0. Alors tout
espace de la classe Kl3,1 vérifie la propriété (Ω).

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente et du corollaire 2.6.1.

Au niveau des espaces de séries de puissances, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.3. Tout espace de séries de puissances associé à lp (p ≥ 1), l∞ ou à c0 vérifie la
propriété (Ω).

Démonstration. Au vu de la proposition 2.6.9 et du corollaire précédent, on sait déjà que le résultat
concernant le type fini est vrai. Il ne nous reste plus qu’à considérer le type infini.

Prenons α une suite croissante et non majorée de réels positifs et considérons la matrice de
Köthe

A′ =
((
ekαn

)
n∈N

)
k∈N

.

Fixons K ∈ N et posons k := K + 1. Soit m ∈ N. Si m = 0 ou m = 1, on a

ekαn ≥
(
eKαn

)1/2
(emαn)

1/2

pour tout n ∈ N. Par contre, si m > 1, on prend θ := 1/m. Dans ce cas, on a

ekαn ≥
(
eKαn

)1−θ
(emαn)

θ

pour tout n ∈ N.

Nous obtenons dès lors de nouveaux exemples.

Exemples 3.2.1. Les espaces O(D(0, 1)), O(C) et s vérifient la propriété (Ω).



Chapitre 4

Poursuite de l’étude des espaces Sν

Passons enfin à un résumé concernant les espaces Sν , comme annoncé dans l’introduction.

4.1 Définition générale
Commençons par rappeler la définition et les propriétés générales des espaces Sν (pour plus

de précisions, voir par exemple [1, 2, 3, 12, 15]).

Définition 4.1.1. Un profil admissible est une application ν : R → {−∞} ∪ [0, 1] à la fois
croissante, continue à droite et non identiquement égale à −∞.

Pour une telle application ν, on définit

αmin = inf{α ∈ R : ν(α) ≥ 0}

et
αmax = inf{α ∈ R : ν(α) = 1},

avec la convention selon laquelle inf ∅ = +∞.
Pour le reste de ce chapitre, nous fixons une fois pour toutes la notation ν pour désigner un

profil admissible quelconque. Un tel profil va ainsi permettre de définir un espace de suites qui lui
est associé, appelé Sν .

L’espace Sν est en réalité constitué de suites de nombres complexes indicées non pas par un
naturel, mais par un couple de naturels. Nous reprenons dès lors les notations employées dans
[1, 2, 12]. Plus précisément, on pose

Λ :=
⋃
j∈N
{j} × {0, ..., 2j−1}

et
Ω := CΛ .

On ordonne Λ de la façon suivante : (j, k) ≤ (j′, k′) dans Λ si (j ≤ j′) ou si (j = j′ et k ≤ k′).
Afin de faciliter une distinction entre les suites "classiques" (indicées par N) et les suites indicées

par Λ, on emploiera une minuscule fléchée pour désigner un élément de Ω, comme par exemple ~c.
Enfin, si ~c ∈ Ω, on pose

Ej(C,α)(~c) :=
{
k ∈ {0, ..., 2j − 1} : |cj,k| ≥ C2−αj

}
pour α ∈ R, C ∈ [0,+∞[ et j ∈ N.

Définition 4.1.2. L’espace Sν est l’ensemble des suites ~c ∈ Ω telles

∀α ∈ R, ∀ε > 0, ∀C > 0 ∃J ∈ N : #Ej(C,α)(~c) ≤ 2(ν(α)+ε)j ∀j ≥ J,

où le symbole #A désigne le cardinal de l’ensemble A.

65
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Cet ensemble est un espace vectoriel complexe. De plus, il est possible d’adopter une autre
approche pour définir l’espace Sν . Ainsi, si ~c ∈ Ω, on définit

ν~c(α) = lim
ε→0+

(
lim sup
j→+∞

(
ln(#Ej(1, α+ ε)(~c))

ln(2j)

))
quel que soit α ∈ R. Dès lors, on obtient la caractérisation suivante.

Proposition 4.1.1. Une suite ~c ∈ Ω est un élément de Sν si et seulement si, pour tout α ∈ R,

ν~c(α) ≤ ν(α).

Maintenant que nous avons défini l’espace Sν , nous allons le munir d’une topologie naturelle.
Pour ce faire, considérons les espaces définis ci-dessous.

Définition 4.1.3. Soient α ∈ R et β ∈ [0,+∞[∪{−∞}. L’espace auxiliaire E(α, β) est l’ensemble

E(α, β) =
{
~c ∈ Ω : ∃C,C ′ ≥ 0 tels que #Ej(C,α)(~c) ≤ C ′2βj ∀j ∈ N

}
.

Il est alors possible de munir un tel ensemble E(α, β) d’une topologie métrique.

Lemme 4.1.1. Fixons α ∈ R et β ∈ [0,+∞[∪{−∞}. Si ~c, ~d ∈ E(α, β), posons

dα,β(~c, ~d) := inf{C + C ′ : C,C ′ ≥ 0 et #{k : |cj,k − dj,k| ≥ C2−αj} ≤ C ′2βj ∀j ∈ N}.

Dans ce cas, l’application dα,β : E(α, β) × E(α, β) → [0,+∞[: (~c, ~d) 7→ dα,β(~c, ~d) définit une
distance sur E(α, β).

On munit ainsi E(α, β) de la topologie métrique définie par la distance dα,β . On peut alors
montrer que cet espace est un espace métrique complet dont la topologie est plus forte que celle
de la convergence ponctuelle.

Passons ensuite aux liens existant entre l’espace Sν et les espaces auxiliaires définis ci-dessus.

Théorème 4.1.1. On a

Sν =
⋂
ε>0

⋂
α∈R

E(α, ν(α) + ε) =
⋂
m∈N

⋂
n∈N

E(αn, ν(αn) + εm),

pour toute suite (αn)n∈N dense dans R et toute suite (εm)m∈N de ]0,+∞[ convergeant vers 0.

Grâce à ce résultat, on va pouvoir définir une topologie sur l’espace Sν au moyen de celles
venant d’être définies sur les espaces auxiliaires E(α, β).

Proposition 4.1.2. Soient (αn)n∈N une suite dense dans R et (εm)m∈N une suite de ]0,+∞[
convergeant vers 0. Si m,n ∈ N, alors on pose

dm,n := dαn,ν(αn)+εm et E(m,n) := E(αn, ν(αn) + εm).

Dans ce cas, l’application

d :=

+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

2−m−n
dm,n

1 + dm,n

définit une distance sur Sν . Si on munit Sν de la topologie métrique associée à d, alors on obtient
un espace vectoriel topologique complet et séparable. De plus, on a les propriétés suivantes.
(i) La topologie définie par d sur Sν est la plus faible topologie sur Sν rendant les inclusions

Sν → E(m,n) continues ; en particulier, elle est plus forte que la topologie de la convergence
ponctuelle.

(ii) Une suite est convergente (respectivement de Cauchy) dans (Sν , d) si et seulement si elle est
convergente (respectivement de Cauchy) dans E(m,n) pour tous m,n ∈ N.
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Il serait utile de savoir si la topologie définie dans la proposition précédente est indépendante
du choix des suites (αn)n∈N et (εm)m∈N. C’est bien le cas et on a même le résultat suivant.

Proposition 4.1.3. Toutes les topologies de Sν à la fois métriques, complètes et plus fortes que
la topologie de la convergence ponctuelle sont équivalentes.

Dès lors, à partir de maintenant, on suppose que Sν est muni de la topologie définie dans la
proposition 4.1.2.

4.2 Le cas concave

Il existe certains profils pour lesquels les espaces Sν associés ont une forme bien particulière,
à savoir le cas où ces profils sont concaves. Des liens apparaissent alors avec les espaces dits de
Besov. Rappelons la définition suivante.

Définition 4.2.1. Soient s ∈ R, p ∈ ]0,+∞[ et q ∈ ]0,+∞[∪{∞}. L’espace de Besov bsp,q est
l’ensemble des suites ~c ∈ Ω telles que2(s− 1

p )j

2j−1∑
k=0

|cj,k|p
1/p


j∈N

∈ lq.

On considèrera uniquement des espaces de Besov du type bsp,∞. On munit alors l’espace bsp,∞
de la min{1, p}-norme définie par

‖.‖bsp,∞ : bsp,∞ → [0,+∞[ : ~c 7→ sup
j∈N

2(s− 1
p )j

2j−1∑
k=0

|cj,k|p
1/p

 .

Citons au passage deux propriétés importantes de ces espaces.

Proposition 4.2.1. Soient s, s′ ∈ R et p, p′ ∈]0,+∞[. Alors

(i) si p′ ≥ p et s− 1

p
≥ s′ − 1

p′
, on a bsp,∞ ⊂ bs

′

p′,∞ continûment ;

(ii) si p′ ≥ p, on a bsp′,∞ ⊂ bsp,∞ continûment.

Nous avons également besoin de la définition suivante.

Définition 4.2.2. Le conjugué concave de ν est la fonction

η : ]0,+∞[→ R : p 7→ inf
α≥αmin

(αp− ν(α) + 1).

En conservant la notation η pour désigner le conjugué concave de ν, on obtient le théorème
suivant.

Théorème 4.2.1. Soient (pn)n∈N une suite dense de ]0,+∞[ et (εm)m∈N une suite de ]0,+∞[
convergeant vers 0. Alors on a

Sν ⊂
⋂
p>0

⋂
ε>0

b
η(p)
p −ε

p,∞ =
⋂
n∈N

⋂
m∈N

b
η(pn)
pn
−εm

pn,∞

et l’égalité a lieu si et seulement si ν est concave.
De plus, si ν est concave, la topologie de Sν est la plus faible topologie rendant les inclusions

Sν → b
η(pn)/pn−εm
pn,∞ continue, pour tous m,n ∈ N.
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Exemple 4.2.1. Nous allons considérer un exemple simple d’espaces Sν , correspondant à un
profil ν bien particulier. Plus précisément, considérons νq le profil admissible défini par

νq : α ∈ R 7→

 −∞ si α < α0

q(α− α0) si α ∈ [α0, α1]
1 si α > α1,

où q ∈ ]0,+∞[ et où α0, α1 ∈ R sont tels que α1 = 1/q + α0. Dans ce cas, on a

Sνq =
⋂
m∈N

bα1−εm
q,∞

et la topologie de Sνq est défini par le système filtrant de min(1, q)-normes
{
‖.‖

b
α1−εm
q,∞

: m ∈ N
}
.

Démonstration. On vérifie sans difficulté que νq est une fonction concave : on peut donc déterminer
l’espace Sνq en employant le théorème précédent. Si on note ηq le conjugué concave de νq, alors,
pour p > 0,

ηq(p) = inf
α0≤α≤α1

((p− q)α+ qα0 + 1) =

{
pα0 + 1 si p ≥ q
(p− q)α1 + qα0 + 1 = pα1 si p ≤ q.

Soit ε > 0. Par le point (ii) de la proposition 4.2.1, on sait dès lors que

b
ηq(q)

q −ε
q,∞ ⊂ b

ηq(p)

p −ε
p,∞

continûment, si p ≤ q. Maintenant, si p ≥ q, alors

b
ηq(q)

q −ε
q,∞ = bα1−ε

q,∞ ⊂ bα0+ 1
p−ε

p,∞ = b
ηq(p)

p −ε
p,∞

continûment car (α0 + 1/p− ε)− 1/p = α0 − ε = (α1 − ε)− 1/q et on conclut par le point (i) de
la proposition 4.2.1.

Par le théorème précédent, cela prouve que si (εm)m∈N est une suite de ]0,+∞[ convergeant
vers 0, alors

Sνq =
⋂
m∈N

bα1−εm
q,∞

et la topologie de Sνq est la plus faible topologie rendant les injections Sνq → bα1−εm
q,∞ continues,

quel que soit m ∈ N. Or, comme la suite (εm)m∈N converge vers 0 dans ]0,+∞[, cela implique le
fait suivant : étant donné m0,m1 ∈ N, on peut trouver M ∈ N tel que εM ≤ inf{εm0 , εm1}, d’où

sup
{
‖.‖

b
α1−εm0
q,∞

, ‖.‖
b
α1−εm1
q,∞

}
≤ ‖.‖

b
α1−εM
q,∞

.

Cela a pour conséquence que la topologie de Sνq est la topologie définie par l’ensemble filtrant de
min{1, q}-normes donné par {

‖.‖
b
α1−εm
q,∞

: m ∈ N
}
.

L’espace Sνq est de premier intérêt pour nous : il peut en effet être vu comme un espace de
suites de Köthe lorsque q ≥ 1. De fait, si q ≥ 1, alors on considère l’ensemble

lνq =

~c ∈ Ω : sup
j∈N

2j−1∑
k=0

|cj,k|q
 < +∞


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muni de la norme

‖.‖lνq : lνq → [0,+∞[ : ~c 7→ sup
j∈N


2j−1∑
k=0

|cj,k|q
1/q

 .

Cet espace normé est un espace admissible généralisé, en ce sens qu’il est consitué de suites indicées
par Λ et non par N. On vérifie ainsi que si ~c ∈ Ω est tel qu’il existe C > 0 avec |cj,k| ≤ C pour
tous (j, k) ∈ Λ et si ~d ∈ lνq , alors la suite ~c~d := (cj,kdj,k)(j,k)∈Λ est un élément de lνq et∥∥∥~c~d∥∥∥

lνq

≤ C
∥∥∥~d∥∥∥

lνq

.

Qui plus est, si on désigne par −→ej,k l’élément de Ω dont toutes les composantes sont nulles, à
l’exception de celle d’indice (j, k) valant 1 (pour (j, k) ∈ Λ), alors −→ej,k ∈ lνq et ‖−→ej,k‖lνq = 1.

Nous retrouvons bien les conditions de la définition des espaces admissibles (adaptée à Ω).
Ensuite, si nous recherchons les liens existant entre les espaces Sνq et lνq , alors nous pouvons
voir apparaître une idée de pondération, comme au niveau des espaces de suites de Köthe. Plus
précisément, considérons la matrice de Köthe (adaptée à Ω)

Aνq =

((
2(α1−1/q−εm)j

)
(j,k)∈Λ

)
m∈N

.

On voit dès lors que Sνq = λlνq (Aνq ) algébriquement et topologiquement (en reprenant les nota-
tions déjà utilisées au niveau des espaces de Köthe, mais bien sûr adaptées à Ω).

Ainsi, les résultats connus au niveau des espaces de suites de Köthe peuvent se généraliser au
niveau de l’espace Sνq .

On peut également s’autoriser à conserver ces notations dans le cas où q < 1 (on considère
alors des espaces de suites de Köthe localement q-convexes, i.e. associés à des espaces admissibles
non pas normés, mais q-normés).

Grâce au théorème 4.2.1, on peut remarquer que si ν est concave, alors Sν peut être vu comme
une intersection dénombrable d’espaces Sνq (où q > 0 varie et prend pour différentes valeurs les
composantes d’une suite dense dans ]0,+∞[). Comme on vient de constater que les espaces Sνq
peuvent être vus comme des espaces de suites de Köthe, on obtient le prochain résultat.

Théorème 4.2.2. Si le profil ν est concave, alors l’espace Sν est une intersection dénombrable
d’espaces de suites de Köthe (généralisés à Ω) associés à des espaces admissibles différents. De
plus, la topologie de Sν est la plus faible topologie rendant les inclusions de Sν dans ces espaces
de Köthe continues.

4.3 Indice de convexité locale et p-convexité locale
On peut également essayer de déterminer la p-convexité locale de l’espace Sν . Pour ce faire,

on introduit la prochaine définition.

Définition 4.3.1. La "right-inf derivative" de ν est définie par

∂+ν(α) := lim inf
h→0+

ν(α+ h)− ν(α)

h

pour chaque α ∈ [αmin,+∞[. L’indice de convexité locale de ν est le nombre donné par

p0 := inf

{
1, inf
αmin≤α≤αmax

∂+ν(α)

}
.

L’idée de cette définition tire son origine d’un constat donné dans le prochain énoncé.
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Proposition 4.3.1. Si p0 > 0, alors bη(p0)/p0−ε
p0,∞ ⊂ b

η(p)/p−ε
p,∞ continûment pour tout p ∈ ]0, p0] et

tout ε > 0.

Par conséquent, au vu du théorème 4.2.1, cela implique que si ν est concave et si p0 > 0, alors

Sν =
⋂
ε>0

⋂
p≥p0

b
η(p)
p −ε

p,∞ .

Donc, dans une telle situation, cela prouve que ν est l’intersection d’espaces au moins localement
p0-convexe. Ce constat peut en fait être affiné et même étendu au cas où ν n’est pas nécessairement
concave.

Théorème 4.3.1. L’espace Sν n’est pas un espace p-normé, quel que soit p ∈ ]0, 1]. De plus,

(i) si p0 > 0, alors l’espace Sν est un espace localement p0-convexe ;

(ii) si p0 < 1, alors l’espace Sν n’est pas un espace localement p-convexe, quel que soit p ∈ ]p0, 1].

En particulier, Sν est un espace de Fréchet si et seulement si p0 = 1.

On peut alors obtenir davantage de précisions au niveau de la topologie de l’espace Sν . Dans
ce but, nous introduisons une nouvelle notation, similaire à celle des espaces de Besov. Si s ∈ R,
on définit l’ensemble bs∞,∞ comme l’ensemble des suites ~c ∈ Ω telles que

‖~c‖bs∞,∞ := sup
j∈N

sup
k∈{0,...,2j−1}

(
2js|cj,k|

)
< +∞.

On note encore cet ensemble Cs et on parle d’espace de suites de Hölder. On le munit de la
topologie définie par la norme ‖.‖bs∞,∞ .

Théorème 4.3.2. Supposons que p0 > 0. La topologie de Sν est induite par la famille des normes
‖.‖

b
αmin−ε
∞,∞

et des p0-normes données par

‖~c‖α,ε := inf

{∥∥∥~c′∥∥∥
bsp0,∞

+
∥∥∥~c′′∥∥∥

bα∞,∞

: ~c = ~c′ + ~c′′
}
,

où α ∈ [αmin, αmax[, ε > 0 et s := α + 1−ν(α)
p0

− ε. On peut rendre dénombrable cette famille
de p0-normes en considérant une suite (αn)n∈N dense dans [αmin, αmax[ et une suite (εm)m∈N de
]0,+∞[ convergeant vers 0.

Si jamais p0 est nul, un autre phénomène se produit.

Théorème 4.3.3. Supposons que p0 = 0 et que αmin > −∞. Dans ce cas, l’espace Sν est lo-
calement pseudoconvexe. Plus précisément, pour toute suite (pn)n∈N de ]0, 1] convergeant 0, la
topologie de Sν peut être définie par une suite de pn-semi-normes.

Remarque 4.3.1. Si p0 = 0, αmin = −∞, alors l’espace Sν n’est pas localement pseudoconvexe
lorsque ν n’est pas identiquement égal à 1. Néanmoins, il s’agit d’un cas dégénéré non considéré
en pratique (voir [12] pour plus de précisions).

Par contre, si ν est identiquement égal à 1, alors Sν = Ω.

4.4 Dimension diamétrale et invariants (DN) et (Ω)

Grâce à l’exemple 4.2.1, on sait que certains espaces Sν peuvent être vus comme des espaces
de suites de Köthe. En reprenant les notations de cet exemple, on sait que si p > 0, alors

Sνp = λlνp (Aνp),
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avec

Aνp =

((
2(α1−1/p−εm)j

)
(j,k)∈Λ

)
m∈N

,

où α1 ∈ R et où (εm)m∈N est une suite quelconque de ]0,+∞[ convergeant vers 0.
Dans le reste de cette section, pour simplifier les calculs, on va supposer que la suite (εm)m∈N

est en fait la suite (1/m)m∈N0 (puisque le résultat est valable quel que soit (εm)m∈N). Enfin, pour
alléger les notations, on va écrire p′ = α1 − 1/p.

On montre alors que, sous ces hypothèses, la matrice Aνp est régulière (en généralisant la
définition des matrices régulières à Ω et en tenant compte de l’ordre de Λ).

En adaptant les raisonnements menant à la proposition 2.4.1 et le théorème 2.4.1, on peut
obtenir la dimension diamétrale de l’espace Sνp . Néanmoins, pour appliquer le théorème 2.4.1,
il faut obtenir la forme exacte de la nème composante de la suite

(
2(p′−1/m)j

)
(j,k)∈Λ

en suivant

l’ordre de Λ, pour tous m ∈ N0, n ∈ N. C’est ce que donne le prochain lemme.

Lemme 4.4.1. Soient m ∈ N0 et n ∈ N. Alors la nème composante de la suite
(

2(p′−1/m)j
)

(j,k)∈Λ

s’écrit
2(p′−1/m)j(n),

où j(n) est l’unique naturel tel que 2j(n) − 1 ≤ n ≤ 2j(n)+1 − 2.

Démonstration. Soit (j0, k0) ∈ Λ. Dans ce cas, on sait que la composante associée à (j0, k0) de la
suite

(
2(p′−1/m)j

)
(j,k)∈Λ

vaut 2(p′−1/m)j0 . Autrement dit, cette composante ne dépend que de j0
et non de k0. Cela est résumé dans le tableau suivant.

Indices (0,0) (1, k) (2, k) (3, k) ...
Poids 1 2(p′−1/m) 2(p′−1/m)2 2(p′−1/m)3 etc.

Tout revient donc à compter le nombre de couples (j0, k) ∈ Λ à j0 fixé.

a) j0 = 0 : Il n’y a qu’un seul couple, à savoir (0, 0). Il correspond au couple numéro 0 de Λ.

b) j0 = 1 : Il y a deux couples : (1, 0) et (1, 1). Ils correspondent aux couples numérotés par 1
et 2.

c) j0 = 2 : Il y a quatre couples : (2, 0), (2, 1), (2, 2) et (2, 3). Ils correspondent aux couples
numérotés par les indices allant de 3 à 6.

En procédant par récurrence, on montre qu’étant donné j0 ∈ N0, les couples (j0, k) ∈ Λ sont
numérotés par les indices naturels allant de 1 + 2 + ...+ 2j0−1 à 2 + ...+ 2j0 , ou encore de

2j0 − 1

2− 1
= 2j0 − 1 à 2

2j0 − 1

2− 1
= 2j0+1 − 2.

Notons que cette formule est valable pour tout j0 ∈ N (i.e. même si j0 = 0). De plus, on sait que
pour les éléments de Λ numérotés par des naturels allant de 2j0 − 1 à 2j0+1 − 2, la composante de
la suite

(
2(p′−1/m)j

)
(j,k)∈Λ

qui leur est associée vaut 2(p′−1/m)j0 . D’où la conclusion.

Nous sommes donc en mesure d’obtenir la dimension diamétrale de l’espace Sνp lorsque p ≥ 1.
Ce résultat peut en fait même s’étendre au cas où p > 0.

Proposition 4.4.1. On a

∆(Sνp) =

{
ξ ∈ CN :

(
ξn(n+ 1)−1/m

)
n∈N
∈ c0 ∀m ∈ N0

}
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Démonstration. Par une adaptation de la proposition 2.4.1 et du théorème 2.4.1, on prouve que

∆(Sνp) =

{
ξ ∈ CN : ∀k ∈ N0 ∃m ∈ N0 tel que

(
ξn2(1/(k+m)−1/k)j(n)

)
n∈N
∈ c0

}
,

en reprenant les écritures du lemme précédent. Il reste à simplifier cette expression pour obtenir
celle de l’énoncé. D’abord, on montre que

∆(Sνp) =

{
ξ ∈ CN :

(
ξn2−j(n)/m

)
n∈N
∈ c0 ∀m ∈ N0

}
.

Si ξ ∈ CN et si k,m ∈ N0 sont tels que
(
ξn2(1/(k+m)−1/k)j(n)

)
n∈N ∈ c0, alors, comme j(n)→ +∞

si n→ +∞, on doit avoir
(
ξn2−j(n)/k

)
n∈N ∈ c0. D’où

∆(Sνp) ⊂
{
ξ ∈ CN :

(
ξn2−j(n)/m

)
n∈N
∈ c0 ∀m ∈ N0

}
.

L’inclusion inverse est également vraie. De fait, soit ξ ∈ CN est tel que
(
ξn2−j(n)/m

)
n∈N ∈ c0 pour

tout m ∈ N0. Prenons k0 ∈ N0. Alors, si on pose m0 := 2k0, il vient

ξn2(1/(k0+m0)−1/k0)j(n) =
(
ξn2

−j(n)
3k0

)
2
−j(n)
3k0

pour tout n ∈ N. Donc
(
ξn2(1/(k0+m0)−1/k0)j(n)

)
n∈N ∈ c0.

On va maintenant prouver l’égalité de l’énoncé. Prenons ξ ∈ CN tel que
(
ξn2−j(n)/m

)
n∈N ∈ c0

pour un m ∈ N0. Or, vu le lemme précédent, on sait que 2j(n) − 1 ≤ n pour tout n ∈ N, donc
j(n) ≤ log2(n+ 1) pour tout n ∈ N. Par conséquent,(

ξn(n+ 1)−1/m
)
n∈N
∈ c0.

Cela démontre que ∆(Sνp) ⊂
{
ξ ∈ CN :

(
ξn(n+ 1)−1/m

)
n∈N ∈ c0 ∀m ∈ N0

}
. Prouvons l’autre

inclusion pour conclure.
Supposons que ξ ∈ CN est tel que

(
ξn(n+ 1)−1/m

)
n∈N ∈ c0 pour tout m ∈ N0. Or, si n ∈ N, on a

vu que n ≤ 2j(n)+1 − 2, donc j(n) ≥ log2(n+ 2)− 1. Dès lors, si m ∈ N0, on a

ξn2−j(n)/m ≤ 21/mξn(n+ 2)−1/m ≤ 21/mξn(n+ 1)−1/m

pour tout n ∈ N. Cela implique que ξ ∈ ∆(Sνq ).

On peut également réécrire le résultat précédent sous une autre forme.

Corollaire 4.4.1. On a

∆(Sνp) =
{
ξ ∈ CN :

(
ξn(n+ 1)−s

)
n∈N ∈ l∞ ∀s > 0

}
.

Démonstration. Prenons ξ ∈ CN tel que (ξn(n+ 1)−s)n∈N ∈ l∞ pour tout s > 0. Fixons m ∈ N0.

Comme
(
ξn(n+ 1)

−1
2m

)
n∈N
∈ l∞ et comme

ξn(n+ 1)−1/m =
(
ξn(n+ 1)

−1
2m

)
(n+ 1)

−1
2m

pour tout n ∈ N, cela implique que
(
ξn(n+ 1)−1/m

)
n∈N ∈ c0. Donc ξ ∈ ∆(Sνp).

Prouvons l’autre inclusion. Fixons ξ ∈ ∆(Sνp) et s > 0. Prouvons que (ξn(n+ 1)−s)n∈N ∈ l∞.
On sait qu’il existe m ∈ N0 tel que 1/m < s. On conclut en remarquant que

ξn(n+ 1)−s =
(
ξn(n+ 1)

−1
m

)
(n+ 1)

1
m−s

pour tout n ∈ N.
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Nous avons déterminé la dimension diamétrale d’un certain type d’espaces Sν . Dans [2], Aubry
et Bastin ont montré que ce résultat est en fait bien plus général.

Théorème 4.4.1. Si le profil admissible ν est tel que son indice de convexité locale p0 est non
nul, alors

∆(Sν) =
{
ξ ∈ CN :

(
ξn(n+ 1)−s

)
n∈N ∈ c0 ∀s > 0

}
.

Comme annoncé dans l’introduction, tous les espaces Sν ont la même dimension diamétrale
(lorsqu’ils ont un indice de convexité locale non nul). Lors de futures recherches, il serait donc
utile de voir si cela implique ou non l’existence d’isomorphismes entre certains Sν .

Néanmoins, ce résultat confirme ce qui a été affirmé dans l’introduction, comme en témoigne
le prochain résultat.

Proposition 4.4.2. Si p0 = 1 (i.e. si Sν est un espace de Fréchet), alors Sν est un espace de
Schwartz non nucléaire.

Démonstration. Comme l∞ ⊂ ∆(Sν), cela prouve que Sν est un espace de Schwartz. Par contre,
on vérifie facilement que (n+ 1)n∈N /∈ ∆(Sν)

En fait, on peut même montrer que les espaces Sν sont tous de Schwartz, quel que soit le profil
admissible ν considéré (pour plus de précisions, voir par exemple [12]).

Par contre, il n’y a pas d’extension connue de la notion d’espaces nucléaires dans le cadre
d’espaces localement p-convexes. En effet, en adaptant la définition des espaces nucléaires (par
exemple, en prenant une base de voisinages absolument p-convexes de 0 dans la définition 2.7.3) ou
en prenant la caractérisation des espaces nucléaires au moyen de la dimension diamétrale comme
nouvelle définition, alors de tels espaces localement p-convexes nucléaires sont nécessairement
localement convexes (voir [2, 18]).

Enfin, nous allons terminer cette section par quelques considérations au niveau des invariants
(DN) et (Ω). À l’heure actuelle, il n’existe pas de résultat connu au sujet de ces invariants dans
le cadre des espaces Sν . Néanmoins, au vu des résultats et développements effectués vis-à-vis des
espaces de suites de Köthe, nous sommes en mesure d’appliquer ces invariants à l’espace Sνp . Lors
de futures recherches, il serait alors intéressant de tenter d’adapter ces raisonnements au niveau
d’espaces Sν plus généraux.

Comme les invariants (DN) et (Ω) sont normalement définis pour les espaces de Fréchet, on
va supposer p ≥ 1. Pour (DN), on a le résultat suivant.

Théorème 4.4.2. L’espace Sνp ne possède pas la propriété (DN).

Démonstration. Procédons par l’absurde et supposons au contraire que Sνp possède la propriété
(DN). Ainsi, en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 3.1.2, cela implique qu’il existe
un K ∈ N0 tel que, pour tout k ∈ N0, il existe un mk ∈ N0 et un C > 0 vérifiant(

2(p′−1/k)j
)2

≤ C2(p′−1/K)j2(p′−1/mk)j

pour tout j ∈ N. À partir d’une telle relation, en prenant k = 2K, on obtient même l’inégalité
2(2p′−1/K)j ≤ C2(p′−1/K)j2(p′−1/m2K)j . Donc

1 ≤ C2−j/m2K

pour tout j ∈ N. En passant à la limite pour j → +∞, on obtient 1 ≤ 0, d’où une contradiction.

Pour la propriété (Ω), on a le prochain théorème.

Théorème 4.4.3. L’espace Sνp possède la propriété (Ω).
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Démonstration. Pour plus de simplicités, notons pour cette démonstration pm (m ∈ N0) les dif-
férentes normes de l’espace étudié et nous emploierons la notation Um comme dans la section
consacrée à l’étude de la propriété (Ω). Fixons x′ ∈ (Sνp)′. Si ~c ∈ Sνp et si m ∈ N0, on a alors

|x′(~c)| =

∣∣∣∣∣∣
+∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

cj,k x
′ (−→ej,k)

∣∣∣∣∣∣
≤

+∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

(
2(p′−1/m)j |cj,k|

|x′ (−→ej,k) |
2(p′−1/m)j

)

≤


pm(~c)

(∑+∞
j=0

(
2(1/m−p′)j supk∈{0,...,2j−1} |x′ (−→ej,k) |

))
si p = 1;

pm(~c)

(∑+∞
j=0

(
2(1/m−p′)j

(∑2j−1
k=0 |x′ (

−→ej,k) |q
)1/q

))
si p > 1 et 1

p + 1
q = 1.

En procédant comme dans la démonstration du lemme 3.2.3, on arrive alors à

pU4m (x′) =


∑+∞
j=0

(
2(1/m−p′)j supk∈{0,...,2j−1} |x′ (−→ej,k) |

)
si p = 1;∑+∞

j=0

(
2(1/m−p′)j

(∑2j−1
k=0 |x′ (

−→ej,k) |q
)1/q

)
si p > 1.

Ensuite, remarquons que, pour tout K ∈ N0, le naturel 2K est tel que, pour tout m ∈ N0,

2(p′−1/(2K))j ≥
(

2(p′−1/K)j
)1/2 (

2(p′−1/m)j
)1/2

pour tout j ∈ N. Ainsi, par un raisonnement similaire à celui de la preuve de la proposition 3.2.4,
on trouve que, pour tout K ∈ N0, le naturel 2K est tel que, pour tout m ∈ N0,

pU42K
≤
(
pU4K

)1/2 (
pU4m

)1/2

sur E′, ce qui mène à la conclusion.



Annexe A

Quelques rappels d’analyse
fonctionnelle

A.1 Les théorèmes du graphe fermé et de localisation

Les résultats énoncés dans cette partie sont directement tirées du cours de J. Schmets. Pour
plus de précisions, nous renvoyons le lecteur intéressé à [23].

Définition A.1.1. Un espace localement convexe séparé est ultrabornologique si toute partie
absolument convexe de E absorbant les compacts absolument convexes de E est un voisinage de
0 dans E.

Par exemple, tout espace de Fréchet est ultrabornologique.

Définition A.1.2. Soit E un espace localement convexe. Un réseau sur E est un ensemble de
parties de E

R = {An1,...,nk : k, n1, ..., nk ∈ N0}

vérifiant les trois propriétés suivantes :

(i) tout élément de R est absolument convexe ;

(ii) on a

E =

+∞⋃
n=1

An

et, pour tous k, n1, ..., nk ∈ N0,

An1,...,nk =

+∞⋃
n=1

An1,...,nk,n;

(iii) pour toute suite (nk)k∈N0
de naturels non nuls, il existe une suite (rk)k∈N0

de réels strictement
positifs telle que, pour toute suite (xk)k∈N0

avec xk ∈ An1,...,nk si k ∈ N0, la série
∑+∞
k=1 rkxk

converge dans E et vérifie, pour tout k0 ∈ N0,

+∞∑
k=k0

rkxk ∈ An1,...,nk0
.

Lorsque E admet un tel réseau, on dit que E est un espace à réseau.

On peut montrer, par exemple, que tout espace de Fréchet est à réseau.
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Proposition A.1.1. Soit (Em)m∈N0 une suite d’espaces localement convexes à réseau et soit E
un espace localement convexe. Si E =

⋃+∞
m=1Em et si, pour tout m ∈ N0, la topologie de Em est

plus forte que celle induite par E, alors E est à réseau. Plus précisément, E admet un réseau de
la forme

R = {An1,...,nk : k, n1, ..., nk ∈ N0}

avec, pour n ∈ N0, An = En.

Passons maintenant au premier des deux grands théorèmes qui nous intéressent.

Théorème A.1.1 (Localisation, de Wilde). Soit E un espace de Fréchet et soit F un espace à
réseau, de réseau R = {An1,...,nk : k, n1, ..., nk ∈ N0}. Si T : E → F est un opérateur linéaire à
graphe séquentiellement fermé, alors il existe une semi-boule B de E ainsi qu’un n ∈ N0 tels que
T (B) ⊂ An.

En combinant le théorème de localisation avec la proposition A.1.1, on obtient un nouveau
résultat, fort intéressant.

Corollaire A.1.1. Soit E un espace de Fréchet et soit (Em)m∈N une suite d’espaces de Fréchet
telle que E =

⋃
m∈NEm. Si la topologie de Em est plus forte que celle induite par E, pour tout

m ∈ N, alors il existe un n ∈ N tel que E = En.

Passons au dernier théorème.

Théorème A.1.2 (Graphe fermé, de Wilde). Tout opérateur linéaire à graphe séquentiellement
fermé d’un espace ultrabornologique dans un espace à réseau est continu.

On obtient alors les corollaires suivants, bien connus au niveau des espaces de Fréchet.

Corollaire A.1.2. Toute surjection linéaire continue entre espaces de Fréchet est ouverte. En
particulier, toute bijection linéaire continue entre espaces de Fréchet est un isomorphisme d’espaces
localement convexes.

Corollaire A.1.3. Si E est un espace vectoriel et si T1 et T2 sont deux topologies de Fréchet sur
E dont l’une est plus forte que l’autre, alors T1 = T2.
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