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NOTE SUR LES SERIES DIVERGENTES ;
Par M. E. CATALAN.

I. En rédigeant, I'année derniére, un Traité élémen-
taire des séries, je remarquai cette proposition trés-simple,
qui infirme la plupart des théorics imprimées et ensei-
gnées :

La somme d’un nombre indéfiniment grand (*) de

(*x) .Indéﬁnimem grand signifie ici : qui croft indéfiniment.

13.
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termes consécutifs peut avoir pour limite zéro , sans que
la série soit convergente.

Pour vérifier ce théoréme, il suffit de considérer la série
divergente
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et de prendre la somme des n termes qui suivent le n*™,
On obtient ainsi

I I

San_bnz(n+2)l(n+2)+'"+(2ﬂ+l)l(2ll+l).

. I
Tous les termes du second membre sont moindres que —=
nin

donc
L

SM—S"<E’

et, conséquemment ,
lim (Sz,,—— Sn) — 0.

II. Si, dans une série divergente, la somme d’un nom-
bre indéfiniment grand de termes a quelquefois pour li-
mite zéro, cette somme peut, a plus forte raison, tendre
wers une limite finie, s’il existe, entre le nombre n de
ces termes et le rang a du premier d’entre eux, une re-
lation convenablement choisie. Par exemple,

1 I 1
i .. — ) = l2.
(1) lim (n+‘+"+2+ +2”> 2

Cette formule (1) est devenue la question 458. Généra-
lement , les solutions m’ont paru, ou inexactes, ou trop
compliquées : j’espére que la démonstration suivante
sera jugée simple et rigoureuse :

III. TrtoriMmE (évident au moyen d’une figure). Soit
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f (x) une fonction positive et indéfiniment décroissante,
dumoins & partir de x = a— 13 soit F (x) la fonction
primitive de f(x). On a

(2) Sfla)+Sfla+1)+flat2)+...+f(a+nr—1)
>F(a+nr)—F(a),

(3) % Sla)+fla+1)+...+fla+n—1)
<F(a+nr)—F(a)— fla+nr)+f(a).

IV. Cororrare. Sile nombre entier n est une fonc-
tion donnée du nombre entier a, qui devienne infinie en
méme temps que a, et si la différence F (a+ n) —F (a)
tend vers une limite A lorsque a croit indéfiniment,

im[ f(a)+f(a+1)+...4 fla+nr—1)]=2

V. AprricATIONS. 1°. Soient

Sfla)==> n=(p—1)a+y,

I
a
p et q étant deux nombres entiers donnés. On aura

F(a)=la+C,
F(a—{-n)—-F(a):l(p—}-‘%), r=Ip;
donc,
I ) 1 I
li - - e — | = Ip.
(4) lnl[zz_*—cz—}—l_|_zz+2+ +pa+q—l] p

En particulier,

1 1
a-+1 a-+ 2

1
o a R e ————;—}:lz.
2a—1

. I
(1) lim [;-}—
2°, Soient
1

f(ﬂ):a—,a; n=a’;
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d’ou
F(a)=1!lla+C,
1
4114 —
ata) (+3)
F —F =1 3
(@ +n) (a) 7 -l T 5
puis A =12 et
N I 1

a—z+(a+1)l(a+1) +
1
+ (a+a—1)l(a*+a—)

lim =12.

3°. Soient, enfin,

1
flz)y=—=> a=¥b, n=25b+1,

Vz
b étant un nombre entier.
Ces hypothéses donnent
F(z)=ayz+C, F(a+n)—F(a)=2;

donc

. I 1 1 1
im| —-—4+—+—m—m—+...+—— | = 2.
[«Z’v Vo1 b2 ¢bz+gb] >
VI. Remarque. A cause des inégalités (2), (3), ona
) § 1 1
e e s e
Vb b \/b’+2b>2,
I

I 1
e i R
Voi Vo1 \oxab

ce qui est assez curieux.
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