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TRIGONOMETRIE SPHERIQUE. — THEOREME DE LEGENDRE;

Par M. E. CATALAN.

Dans le cours que j’ai fait cette année au lycée Saint-
Louis, j’ai donné & mes éléves la démonstration suivante
du célébre théoréme a I'aide duquel on rameéne la réso-
lution d’un triangle sphérique, ayant ses cotés fort petits,
a la résolution d’un triangle rectiligne. Cette démonstra-
tion me paraissant assez simple, j’ai pensé qu’elle pour-
rait peut-étre intéresser les lecteurs des 4nnales.

Soit un triangle sphérique dont les cotés sont supposés
trés-petits relativement au rayon R de la sphére. Soient
a, b, cles longueurs de ces cotés, exprimées en métres.
Nous aurons, par la formule fondamentale de la trigono-
métrie sphérique,

a b c b . ¢
(1) cosﬁzcos—cos——!—sm—sml—‘cosA,

R R R
A étant I'angle opposé au coté a.
Soit un triangle rectiligne ayant les cotés égaux a ceux
du triangle sphérique rectifié; nous aurons aussi

(2) at= b*+4 ' — 2 bc cos A/,

en appelant A’ 'angle opposé au coté a.

Posons
A=A+ =z,



( 4o07)
¥ x sera un trés-petit angle, et nous aurons, a fort peu prés,
(3) cos A =cos A’ — xsin A,
Cette formule suppose, bien entendu, que I'on a me-

suré les angles par les arcs correspondants, dans le cercle
dont le rayon est 1.

Développons les sinus et cosinus qui entrent dans I'équa-

tion (1); nous aurons, en nous bornant aux termes du
quatriéme ordre, ’

a a’ at b b* bt
COSR:l‘Z_R’—i_m’ COSﬁzl——z—ﬁ—f—mv
c c? c!
COSE:‘_[-—Z—N-F;(E;,

b b b3 . c c c
sml—{:ﬁ—ﬁa smﬁ:ﬁ———m-

La substitution de ccs valeurs et de la valeur (3), dans
I'équation (1), donne

a@ a b: bt ¢! ” ¢t
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b b 2 .
+R—c1<1"—€f{a> <1_6LR’> (cos A’ — xzsinA’);

d’ou, en effectuant et en négligeant des termes d’un ordre
supérieur au quatriéme,

a? at b? c? b b*¢?
) AR AR T AR R AR AR
(4) ct be b? c? , bec .
+2’4T‘+1?("§E"W> cos A —ﬁxsmA.
Mais, en vertu de la formule (2),
R
(5) 2R’+24R‘—" 2R* 2R ' 24R' ' 12R‘

ct be b? c osA'+bgc" LAY
FarmttR TR TR N Ter A
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Retranchons membre 4 membre les équations (4) et (5) A
nous aurons

b be . b,
ozg—ﬁ-—l—‘-’-a‘sm;\ — 6—Wcos-A;

d’ou

be .
T =g sin A

Soit maintenant T’ I'aire du triangle rectiligne .
/ 1 4
T/ = —bc sin A;
2

par suite,

'+
T = 3“RA2.
On a donc, a fort peu prés,
T T T
A=A =B + =— T=C 4 5=
+3R,_,7 B B+3R‘, C+3R7,
d'ou

!
A+B+4+C—n= N

Le premier membre de cette formule est ce quon

nomme Vexcés sphérigue. En le désignant par ¢, nous
aurons donc

1 1 1

A=A+ 36 B:B’+3s, C:C'—l—-gs-

Ainsi, chacun des angles du triangle sphérique se com-

pose de Uangle correspondant du triangle rectiligne,

augmenté du tiers de Uexcés sphérique. Cest 1a le théo-
réme de Legendre.



