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M. Fugéne CATALAN

Ancien Eltve de VEcole Polytechnique, Professcur émérile i FUniversité de Lidge,

DIVERSES NOTES D'ARITHMETIQUE

o = Séance du 19 seplembre 1891 —
|
COMPLEMENT A LA FORMULE DE M. LE LASSEUR

1. — Cetle formule est -

Pt = (@ ot (2 — oM ) ()

- 2. — Si 2k 4-1 n'est pas premier, ce nombre dgale nn’, 7 et n’ éant -
“ - - . : . . o . ' . ni' .
impairs. Le premier membre dé 1’égalité (1), savoir, 2*™* 4 1 est divi-
. . ! . . , '

sible par 2** 4 1 et par'2® - 1. Le premier quolient ¢gale :

- 4 [
Le second :

g2n'(n—1) __ Q2 (n—2) + 9 (—3) __ -1

k

Ainsi, dans ce cas,

A I [ e T

OI y f = (90 )= g 1], 3
3. — Apptication'.',—; Soit 4k + 2 = 66, ou 2k 4 1 = 33.

On a: n=23, n = 11;

*} Au Congrés de Reims, jai fait observer qu'elle résulte, immddiatement, de Pidentité :
s J ]

ot + opa? + q2 = (2 + ofaq — p) + ¢J[e2 — a2t — p) - ¢,

connue depuis 1848. (Voir les Meélanges mathématiques, tome 1, p, 266.)
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puis : 266 + 1 = (25 4 1)[2e0 — 25+ _l_'gss — 2L 236. — 930

4 22— 18 4 Q12 . 98 | 1],
00 1 = (2 D)2t — 2 4 1],
0% 4 = (29 27 )25 — 27 1)

4. — Remarques I. — Chacun des (rindmes

9u | 914 4, 29— 41

est la somme de deuz carrés; etc. (¥). |
II. — Le cube de 31" — 1, augmenté de 1, est décomposable en trois
facteurs entiers; etc. (*). ' |
I1I. — Dans application précédente, les bindmes 2° 41, 222 -1, sont
divisibles par 2* -4~ 1 = 5. Supprimant ce facteur commun, on a done:

(@4 — 92 1 1)(200 — @58 L 248 — ;. — 20 | f)
= (@0 — 28 4 20— L — 2 )@ — 2 1) (),

I
SUR DES SOMMES DE TROIS CARRES
5. — On a, identiquement,

6[1+3(a'+db+b‘*‘——a—-b}]:

(Ba—1) @b — 1) +Ba+ 36— (@)

ou, en posant:

/

A=3a—1, B=3%-—1, C=A4B: @
B[l 3atab b —a— O] =A LB (6)

Cette relation peut étre remplacée par une autre, plus simple.
.- En effet, '

A? -+ Bt C* = 18a* 4 18ab 4 180* — 48a — 18 & + 6
— 3[6a* -} 6ab + 6b* — 6a — 6b 2],
ou :

A B G = 3[(@ 20— 4)* + (b + 22 — 1) + (¢ — ). ()

¢*) Loc. cit., p. 267, o _
(**) 11 est clair que l'on pourrait généraliser ces résullats,
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Donc, si nous faisons :
N=ag%—1, B=b+%—1, C=B—A4, @
nous aurons, au lieu de I'identité (4):
21+ 3(a> 4-ab + b0* —a—0b)] =A2+ B>+ C=: (9

St a, bsont des quaritités numériques, entiéres, le second membre de
cette égalité (9) est, ordingirement, la somme de trois carrés.

6. — Remargue. — 1l y a exceplion si ¢ = b, & cause.de C' = 0.

11y aexceplion, encore, sie =1, b = 0, ou inversement. On a donc ce
théoréme d’arithmétique :
- 8i a, b sont des nombres entiers, inégauz (et dont aucun n'est nul), la
quantité 2[1 + 3(a? + ab -+ b* — a — b)] est la somme de trois carrés.
En méme temps, le triple de cette somme de trois carrés est la somme de
trois carrés (%), '

7. — Application. — Soient ¢ = 5, b =.T. ‘Alors

A=14 B=20, C=34 A =18 B =16, ' =—29;
puis:  2[3(25 + 35449 — 5 —T) 1] = 18* - 16* - 2¢,
6[3(25 - 85 4+ 49 — B — 7) 4 4] = 14>+ 20° 4 343;
ou: 2. 292 = 324 - 256 - 4,
o 6. 202 = 196 - 400 4 1156
ce qui est exact. -
8. — Dans I'égalité (6), supposons que a, b soient des nombres entiers

“quelconques (méme nuls). Nous avons cet autre théoréme :
Le sextuple du nombre entier

3(a2+ab—}—bﬂ——a—;—b)—}—1

est toujours la somme de trois carrés. _
9. — Remarque. — Des tgalités précédentes, on en conclut une autre,
que Ton peut écrire ainsi:

3[at + 1 + (@ + )] = (@ + %) -+ @&+ ) & (@ — g)7, (10)

/

-

ou sous cefle autre form_d : (1)

(22 Ly @) 1 1) = (@ +- 2 + (22 + 9)* + (@ — y)3;

x, y ttant des quantités quelconques (¥*),

(*} A cause des égalilés (), (9). Ce petit théoréme paraitra, peut-8tre, digne de remarque, si Fon
se rappelle que le produit d’une somme de trois carrés, par une somme de trois carrés, n'est pas tou-
Jours une somme de [rots carres.

{**) Voici donc unc suile de produits, ¢gaux, chacun, 4 Ia somme de trois carrés, ¢t dans lesquels
les deux facteurs sont, chacun aussi, égaux i la somme de trois carrés.
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10. — Autre identité. Dans le tome T des Mélanges mathematzques -Jai
démontré que, st Uon suppose: :

v'z” 4 yy" + 55"

o= @@ by o 5,
y=y —y'@*+y* -+, . (13
3 =5 —3"(@?* 4 y* + 3'); .

(@ + y* + #)(a™ F y* + 57).= (14)
((ys" — ay")* + (2" — 23")* -+ (2y" — y3")?]

II

on a.

Ainsi, dans ce cas, le produit d'une somme de trois carrés, par une
somme de trois carrés, est une somme de lrois carrés L5
11. — Au lieu de la démonstration donnée & I'endroit cité: (laquelle

laisse & désirer), on peut employer celle qui suit:
Soient, pour abréger : :

@byt st = A, ()
2" - y"? + 5" ::: B. . (16)

Les formules (13) deviennent : | | |
z=a —Az", y=1y —Ay’, 5 =15 — A3". (A7)

11 résulte, de celles-ci: . L

L v = — AJ")--'” — (& — A" =y — 5y
" Y/ ;-’ " L I/ B N I (18)
538" — 5" = 2" — 2’5" zy" —yx' = a2y’ — y'z".

L'identite (14), qu’il s’ag;‘it d’établir, est donc, & cause deé formules
('19), ('13) . A — 2A + AQB — AZ (:?/’,5" _ Z':I/”)‘z, ) -.

ou: _ | . 1 + ‘\B — E(yf " ,J”)g,
ou, par la condmon (12) :
@ty @ ) e by )

JE— z(yf r__ ! ff ’

1dent1te évidente et connue.

(*) Les trois bin6mes sont supposés différenis de zéro.- - .
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12. — Application, — Solent:

valeurs qui satisfont 4 Ja condition énoncée.

Il en résulte: =~ A =16 25 1} 36 ="TT;
puis :
p=h—"T1 .18 =—997, y5" — 5y = — B 4 5Lk = 49,
y=54+T1.9 = 698, za’ —a5" =6.13-44 =282,
F=64+71 = 83, ay —ya"'=—36—63 — —101.

On doit done ,t.rouver :
(& + 5 - 62)(40° - 82¢ 4 1013) = 977 - 698 -+ 837, .
ou: T1(2401 4~ 6724 + 10201) = 994009 - 487204 —.6889,
ou encore: 77 >< 19326 :li 488 102,

ou enfin : : 11 9663 = 106293 ;
ce qui est exact.
11

SOLUTION D'UN PROBLEME
N +1
)

ay -
e

soit la somme

43. — Trowver un nombre impair, N, tel que: 1°
NJ-1 |
2

Il suffit de prendre N = 8a* -}- 5, de maniére que lous les facteurs pre-
miers, de N, aient la forme 4u ~4-1. |
On a, identiquement,

: 2 . .
de qualre carrés; 2° ( ) soit la somme de trois carrés,

8at + 8 = (4a* 4- 3)* — (4a* 4 2)%. (19)
Par suite, et d’aprés une propri¢té connue,
(da* + 3 = (4o - 2)* — B — % (20)

b et ¢* étant les carrés dont la somime est N,
Cette égalité est la méme chose que

‘ 2
(Ng_i)—_—(lka?—{—m“—]—bﬂ—}—c?. @1)
D’un autre c6té, " '

I e 3= @ i1 @
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Le nombre N, choisi comme il a été dit, satisfait done aux conditions:

données. _ : :
14.— Applications. —1°a—=1; Pou N=13 = 2* 4 32, De la résullent :

LﬂzTiﬂz+12+iﬁ+lﬂ,

(\I—H) _ J——62—|—°>"-]-32

P a=12; N=8.144 -} 5 = 1157 --1‘3><89_14ﬁ+31

A - — 34 1 12;
. puis': -\—-;Ei — 579 = 24 412 4 12 - 1)

2

15. — Remarques. 1. — L.e nombre 1‘ égal & (!m" 4+ 3)2 — (4@‘-‘ -+ 2)
est donc la différence de deux carrés conséculifs.

II. — N = 8a? + 8 == (2a)* -} (2a)* + 22 | 12, est la somme de quazre
carrés. .
Il — De N == b -} 02 ou N - 1 1)2 + c? + 1 on conclut par un
théoréme connu (*), que (N - 1)? est la somme de trois carrés. ‘

IV. — N 4 3 est un multiple de-8.. Donc, par un autre théoréme
connu (* ), N+ 3 est la somme de huit carrés impairs.

16. — TatoriMe (***), — Si 8a* + 3 est un nombre premier, p:

1° p, somme de quatre carrés, est une somme de deux 'car're’s;

(M—i) = 318 4 14 4 31> = 578 + 342 - 1.

{
20 2——(—;——— est une somme de qualre carrés;

3° ( p-t1 ) est une somme de tmw carres;

4 (p —]— 1)% est une somme de trois carrés;

9% p -4 3 est la somme de huwit carrés impairs.

17. — Exemple. — Soit @ = 1. ,

Alots  ° 8a*+53=8.495=2397T=np.

On trouve : o . ‘
p=18 4 Ui 2 4 12 =39 6,

p—ulz—‘l- ,21992__142+12+12+-,12;

(*) Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p. 9. Du reste, cettc propriété résulte de
Pégalité (29). ) -

(**) Recherches sur quelques prodmts mdéﬁms p. 100.

(***) Résumé de ce qui pru:éde
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(~’°’—'—JF2---1—)2 — 30601 = 198" +- 20 -} 6;

(p 4+ 1)* = 158 404 = 396* - 382 - 122;
P43= 400 =10 4 5 4 3 f 42 L 42 p 12 10 1

1AY

RAPPEL D ANCIENS THEOREMES ,

-

18, — 1. — Si un nombre impair, N, est la somme de deux carrés,
N—1. ' o, : .
=z est la somme de deux nombres lriangulaires ; el réciproguement.
(Recherches ..., p. 94.)

II. — Le quadruple de tout nombre impar est la somme de quatre carrés
impairs (*). (Recherches. ..., p. 93.)

II. — Tout muitiple de 8 est la somme de huit carrés impairs. (Recher-
' ches ..., p. 100.) |

1V, — Le triple de tout carré impair est lg somme de trois carrés; a Jcmt
la forme (6. 2= 1) Recherches ..., p. 108.) (**). .

V. — Le sextuple de tout carré impair est la somme de trois carrés. (Re-
" cherches ..., p. 108.) :

VI. — Si un cripmbre premier, p, n'est pas la somme de deux carrés, p*
égale la somme de .trois carrés. (Recherches, ..., p. 111.)

VIL..— n étant un nombre entier, autre que-zéro, 12 n -1 estla somme
de deux " carrés (%), _ '

VIII. —'Si le carré d'un nombre entier est la somme de deux carrés
consécutifs, ce nombre enlier, égal @ la somme de deux carrés, est egal,
aussi, a. la somme de trois carrés, dont deuz, au moins, sont consécu-
tifs (FEFE), _ ‘ .

IX. . — a, b, ¢. n étant des mmbres entiers, le nombre

taf(a + o1 (0 — "]

est la somme de quatre carrés, dont deux sont égaux, et dont les deu qutres
sont divisibles par b®. (Notes sur la Théorie ..., p. 33.)
X. — Toute puissance, entiére et positive, d'une somme de trois carrés,

{*) Cette proposition est énoncée, par Legendre, d’'une maniére un peu différente.
_(**) Onlit, dans la Théorie des Nombres, de Legendre (tome I, p. 383): e Tout nombre impair,
e\cepté seulement les nombres 8n--7, est la somme de (rofg carrés »; mais cet énoncd suppose
qu'une partie des carrés peut étre nulle. Dans le petit Mémoire actuel, nous n’ a(loplons pas ce sous~-
entende.

(***) Cet énoncé suppose que 12 n - 1 n'est pas carre. ( Mélanges mathématigues, t, III p. 247,

(****) Noles sur la théorie des fractwns continues ... (p. 29). Ici, contrairement & la supposilion
faite précédemment, quelqu’un des nombres consulérés peut étre nul.
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est la somme de irois carrés. (Mémoire sur certaines décomposilions en

carrés, p. 9.) -
XI. — a, b étant des nombres entiers; soient )

«=a 4 ya* 4 b2, B = — a-+var + b2..
La quantité - - '
: . an—i{ 2n—1 : ,
"+ B ’ |
, @
dans laguelle n est un nombre entier, supérieur a 1, est la somme de deu

carrés. (Méemotre ..., p. 21.)
XII, — x, y étant. des nombres entiers, premiers entre euz, le nombre

An

‘,L,t . m/;?l—"gyg + m’(ﬂ'—!ly,; - . + yf;n

‘ est la somme de deufr; carrés et la stJmme de -trois carrés (n >1) (’*‘)

deu:c sont égaux. (Mémotire ..., p. 30.)

 XIV. — La somme des puissances 4n, de deux nombres entiers, z'nég‘au:z;

est la sommé de quatre carvés, dont dewx sont égaux. (Mémoire. .., p. 31.)
XV, — Chaque fualem* entiere de 'y, satisfaisant Z’equatwn

(a2—]—l)aﬁ:y — 1,

est la somme de trois carrds (*¥%). (Mémoire. .oy P ATD).

XVI. — Fe nombre (2, 4, 6 ... 2n)® est la somme de 4 carrés impawrs.
(Mémoire. .., p. 61.) | '

XVIL. — Leproduit de quatre nombres entiers, augmenté de deux um!es
- nlest jamais une puissance exacte. (Mathesis, tome VI, p. 102) (***%).

XVIIL. — Le triple de la somme de quatre carrés est toujours la somme
de quatre carrés. (Mélanges math., tome I, p. 211.) |

XIX. — Le quintuple de la somme de quatre carrés est toujours la
somme de qualre carrés. (1bid.) . '

XX. — Si p est un nombre premier ayant la forme 4p 41, le produit
d'une 'somme de qualre carrés, par p, est toujours la somme de quatre
carrés (FEFEEY,

4 B : ' . ’ "

v

4

NOMBRES TRIANGULAIRES, ET NOMBRES PENTAGONAUX

19. — TutoriME. — Tout nombre triangulaire, supérieur a 1, s'il n’est
pas pentagonal, est la somme de deux ow de plusieurs nombres pentagonaw.

(*) Mémoire sur_certaines décompositions..., p. 24.
(**) Voir ci-dessus.
*** L ya exception pour y =1. Bien entendu, a est un nomb:e entier.
(™***} Yignore si le¢ mot conséeulifs a ét€ oublic.
.. (*****) Le théoréme XIX est complet dans celui-ci.
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La formule (3:93)' des Recherches sur quelques produits indéfinis cst:

6(2n + 1) = (6z o= 1) - (By = 1) + 4(6s = ). (23)

On peut I'écrire ainsi :

n{n - 1) _“3.%“:_‘3:_331 +’/+!
92

s i -i
»

(24)

- >

ol
Ly

et cette égalité démontre le théoréme.
20. — Remarques. 1. — Le nombre f;uanﬁu]alre rlonne résulte, tout au
plus, de l'addition de siz nombres pentagonaux.’ '
H. — Quand il en est ainsi, quaire de ces nombres pentagonaux sont
égaux entre eux. (*).
" 21. — En cherchant les nombres qui peuvent étre, i la fois, triangu-
laires ¢f penlagonaux, on est conduit & I'équation

Sur —v*=19. . | _ (25)

Si I'on fait : _ . )
2 =243,  p=2=3, (26)
P —_— c(n + ?a;z.—l _]_ ﬁga—n—E + o __I_ @n’ . (27)

les solutions, en nombres entiers, de lequatlon (25) sont données par les
formules :

— ' g 5 . )
U, = 3[)11-—2 '# Pn—-3’ U t)pn---‘) —1 n—3? (98)
ou par celles-ci :
— Ly — A ¢
U, = 4“’::—-1 - u»p—‘.i’ Up =Wy — Uy (2])
dans lesquelles :
u, =1, u, = 3, v, =1, v, = 85, + (30)

Ainsi :
=1, u, =3, w, =M1, v, =4, u, =183, ...

22. — Remarque. — A cause de © = v- ‘9" '1, don 4 1 = u —2|— 1

les nombres triangulo-pentagonaux sont donnés par la formule :
_ (ay)(ea 1)
n R
Ces nombres sont donc :

T,=0, T,=2 T,=15 T,=210, .T, =292, ...

y

T

(31)

7 (n41)

-

est la somme de quatre ou cing nombres pentagonaux.

(*) La méme remarque subsiste, si
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VI
THEOREMES EMPIRIQUES ()

23. — . — Le sextuple de lout nombre impair est la somme de trois
carrés.

II. — Soit N ce sefz,tuple St N— 35 n'est pas carré, \ somme de rois
carrés, est aussi la somme de quatre carvés.

HI. —n étant un nombre entier, aulre que séro, la quantité 6n*~-6n—3 -
est la somme de trois carrés. )

IV. — Cette méme quantité est, suivant la grandeur de n : 1° la somme

de siw carrés; 2° la somme deneuf carrés; .. .; n° la somme de 6n*4-6n—3 -
carres.
- 24&. — Applications du Théoréme | :

6. 1= 6= 44 1+
6. 3= 18= 16 1
6 . 30= 951 44 -

e

D
IlI I

{
1
1
: 42 = 25 16+ 1
6. 9= Bhi= 494+ A+ 1
A= 66= 684+ 14 1
M3 = 8= 494251 4
1

1

1

1

1

4

I

AT =102 =100+ 14 -
L9 =114 = 64—}—49—{— 1.
6 .21 =126 =121 | 4—[—-
6.2“}:438=121—[—’16—|—
5 =150 =121 4- 25 +

6
6
6.15= 90 = 64&--25-L
6
6

ks

e
l\‘D

---------------

6 .97 =582 =23 - T+ 4+

25, — Applications du Théoréme 11-:

18 = 164 1 41 9+ 4+44+1
2= 254164+1= 364+ 4+1-+1
66— 644+ 1+1= 36+25+4+1
8= 492 L h= Gh-+ 9+ 411
90 = 64+25+1= 6416191
102 =100 + 14-1 = 81 +16 L4141
e = 64449 4+1=1004 9+ 441
138 =120 16 +-1 =121 + 944+ 4
150 = 124 + 925 - 4 =121 + 16 + 9 4 4

}

(*) Les démonstrations viendront plus lard ; du moins je I'espare.

L4
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. 26. — Applications du Théoréme T (*) :

n - C 6ut 4 6n—3

1 0= % %4 g2
.2 (3= B 224 2
3 69 = 84 224 1
4 M7= 104 42} 42
5 1TT= 1324 224 2°
6 49 = 14* + 32 L 9
T 333 = 14t 142+ 4
8 420 = 20054
9 537 = 2324 2. 2
10 68T = W} k2 4t
11 789 = 28 L 2} 11
12 |+ 933 0= 28 110t 4 T

13 1089 = 322 J-10% < 72
14 4287 = 33 £+ &
15 1437 = 371> 4 8 - 2°
16 |- 10629= 4024 352 2
17 1833 = 40} 134+ &
18 - 2049 = 43 4 10% L 102
19 2217 = 47"+ 8 22
2432 - 122 4 1922

99 | 59049 = 2 ’
T = 244 - 34% - 10

100 60 51

[t

27. — Applications du Théoréme 1V :

9:22+92+12:4+1+1+1;§-1'+_1 —
{ R [ Ry (R T A Y

83 =B =16 b h A b=
b dddg b h4d+ 41 =etc

69 =8 F 2 f 4 =6h+ 141 41+1+41=
Bt 30430 9 92 1 90 L 42l {2 {2 = elc.

M= R =0 L B =
B R SR SRt R CE

- f . .
(*) Nouvelle Correspondance mmalhématique, tome IV, p. 533,




