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1. Formule de Gauss :

I'(y) T (y—a—p) RN LN B(B+1) (1)
I(y—) T (y—p) Ty 1.2 y(y+1)
Dans cette célébre formule, et dans celles dont nous-allons parler, les
arguments y, y—o, y—@, y— a—f sont positifs.
2. Formule de Binet. — Ce savant Géometre ’a donnée sous la forme
suivante (*):

4o (A)

B(p—a,q)_H_ e ale+1)g(q+1) +a(a+ﬂ(a+2)q(q+i)<q+2)+
Bp,9 — "p+q  20+9l+e+1 " 23 @+@p+e+lp+e+2) T

Si I'on suppose:

g=«, a=B, p+q=r,
le second membre devient la série de Gauss. Quant au premier membre,
il a pour valeur (**) '
B(y—a—Bo) Blh—eu—py) FHLl—e—F,
B(y—a,a  B(y—ay—p) TF—o)T(y—p)
Ainsi, la formule de Binet ne différe pas de celle de Gauss.

(*) Journal de PEcole polytechnique, 27¢ Cahier, p. 150.
(**) bar un théoréme d'Euler.
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3. Autre formule. —Dans les Comptes rendus (1838), et ensuite dans les
Mélanges mathématiques, j'ai démontré la relation

Blp,m) _, mp—q_l_m(m—i)(P Np—g+1).
Blg.m)™ " 1 p(p+1)
que I'on peut déduire de la formule de Binet, au moyen dn théoréme
d’Euler (¥).
Soient: m=«, ¢ =y —«,p =y — «—5. Nous aurons:

LTy —a—8) afe—1 =1 "
e e A Foad i R

4. Remarque. — D’aprés ce que nous venons de rappeler, la formule (B)
est une simple transformation de (A). Néanmoins, dans laplupart des cas,
elle est préférable 4 celle-ci. Voici les motifs de cette ppréciation :

1° Si a et B sont des nombres entiers, le second membre de (B) est com-
posé d’un nombre limité de termes, tandis que le second membre de (A)
est une série;

2° La série (B) est plus convergente que la série (A), au moins si « + ¢
est positif.

Soient, en effet, u,, U, les termes généraux des deux séries; savoir:

w _BEED ... G+n—2a(et1)...(a4n—2)
"T1.2 ... (n—1) Y(Y—I-i)---(y—i—n—Q)-

a(a—’l . (a—n4-2) (E—1)... (p—n-+2)
o o (—1) (v

De 14 résultent:
un+| §+n—1a.—|-n—1

, n y+n—1
U”+‘_m+’n—|-i B—n-+1
U, n y—o—f+n—1

n

Ces fractions tendent vers l'unité. Donc la proposition énoncée sera
établie si nous vérifions que, @ partir d'une certaine valewr de n, on a
constamment

Un+-|< un+'.'

U u,,

n

Or, au moyen d’un calcul fort simple, cette inégalité se transforme en
(@+6) [(0—1)7+ 2y —«—p) (p—1)—« ] > 0.

"(*) Mélanges machématiques, p. 151.
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Si done « +-p est positif, laséric (B) est plus convergente que la série (A).
Le contraire aurait lieu si «+-f était négatif. Et si cette quantité est
nulle, les deux developpements sont identiques.

3. Décomposition d'une fraction. — Si « est un nombre entier, égal ou
inférieur & v, on a

L)
P(Y_u)—(Y-l)(Y—Q)'--(Y—0‘);

Py—a—p _ 1 .
Ply—8)  q—p—DhHiy—B—2...(r—a=—8)’

et égalité (B) se réduit a:

(Y—'U(Y—2)---(Y“‘°t) '
Y—B—Hy—B—2).y—B—a)

T .
+a<a—1> BEBEY ©
L 2 (y—a—B)ly—a—p+1
u(a—i) B—1...8—a+41 .
ot P (Y—u—B)(Y—a—ﬁ-é-l)u-(Y—B—“

Ainsi, la fraction rationnelle formant le premier membre est décomposée
en 1 plus la somme de « fractions rationnelles.

6. Décomposition d’un produit. — Remplacons y par a, « par n, et
chassons les dénominateurs ; nous aurons

(—1)(£—2) ... @—m)=(@—p—1) ...(2—p—n)

+— p.lxe—p—1) ... x—Bp—n-+1)
" (0)
BB —1). (@—p—1)... @ —p—n+2) + ..
+EE—1).. (B —n+1).
7. Remar ques. — L. Dans cette relation, n est un nombr e entier, p est
une quantité quelconque.

n(n

+

1. Le second membre est z’ndépendant de B.

III. La formule (D) est analogue & celle du binome des factorielles,
mais plus générale.

IV. Si I’on désigne par f(x) le second membre, les racines de flx)y =0
sont1,2,3,.,n
8. Application. — Soient n =35, = 6. On doit trouver:
(g—1)(@—2)(x—3)(@—4)(x—5)=(x—1T) (x—8) (x— 9) (x — 10) (x — 11)
+30(2—T)(@—8)(@—9)(x—10)+300 (x —T) z—8)x—9)
1200 (o — T) (& — 8) - 1800 (o — 7) - 7200.
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Le premier membre, développé, devient
o' —18xt + 88a® — 228x* + 2Tha— 120.

Si I'on retranche 720, et que I'on supprime le facteur x— 7, I’égalité se
réduit :

xt — 88 202 — 21~ 120= (@ — 8) (@ — 9) (&~ 10) (& —11) - 30 (w—8) (& — 9 (£ — 10
—+ 300 iz — 8) (@ — 9) + 1200 (x — 8) -+ 1800.

Retranchant 1800, et supprimant «—3:
@8 4292 + 210 = (& —9) (r — 10) (x — 11)4-30 (& —9) ( — 10) + 300 (z — 9) - 1200.
Retranchant 1200 et supprimant x —9:
@ + 92+ 110 = (c — 10) (c —11) 4 30 \. — 10) - 30.
Retranchant 300, et supprimant & —10:

xc+ 19 =x — 11 + 30.

PARIS, IMPRIMERIE CHAIX (5.-0.). — 4146-5.



