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M. CATALAX

Professeur & I'Université de Lidge,

NOTES D'ALGEBRE ET D'ARITHMETIQUE

(RESUNR *)

— Séance du 17 aott 1883 —

|

Sur Uéquation a® - y* — u® 4 v? + w?t.

Soient «, § deux entiers premiers entre eux.
Soient p, q deux autres entiers, satisfaisant & la condition

fg—ap=1. -
Toutes les solutions de la proposte sont données, sans ré}aétc’tdon,
les formules

=~ («* 4 £ L+ wp + o,

-

i
)
y %(a"-%@”-%-wz)q +af,

}

U=—r—+a, V=y—7>;

A étant un entier arbitraire.

||

Sur une série récurrente.

Soient a, b deux nombres entiers, satisfaisant & la condition
a* — 20* = 1.
Supposons
P,=1, P,=—2%;
ct, & partirde n=—=3:
P,.—=2P,_ --P

1] n—232-

(*) Les démonstrations seront données autre part.

par
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On trouve, par la méthode connue,

*——1—-0, u"——-a-—-“ﬂ.
P, = %@[(Hn/ﬂ) (a—ov2) |

Si P'on fait
0,=g[(a+02)" +(a—0@)"],
I'équation
Q=g —1,
a laquelle satisfont o = b, y = a, est vérifiée par
€L == bP" , Y= Qn .
ReMARQUES. I. — Dans la suite

P, P, P, ...P P,...

n—1? n
deuax termes conséculifs sonl premiers entre eux.

II. — Si n est pair, P, est divisible par 2a.

II. — On a
P,=(20)""—C,_, , @)  +C_y @0 —...
IV. — Plus généralement,
(a-Vo +8) —(a—Vor + )"
Wa? |- b?
=20 G, , , )" 4C,, , 20T

111

Sur une suzle de nombres entiers.

Dans la relation de récurrence :
P —=2P,  —P

1 n—g,
supposons ¢ =17, d'ou b = 12. Nous aurons:
P,=1, P,=2.17, P, =3.5.7.11, P, =20.11.571,
P,—=19.70151,... P,=2.17.19.241.70 151.5 521.
En général, pour toute valeur entiére de a, P, est divisible par P, et
par P,. Cette propriété s’accorde avec des théoremes dus & M. Edouard
Lucas (*).

(*) Nouvelle Correspondance mathémalique, tome IL
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IV

Sur une décomposition en dewx carrés.

1l est évident que
(az + b‘..‘.) (ak __I_ bi) (as +b8) (aiﬁ _!_ btﬁ) — Pi ___l_ Q!’
P, Q étant des polyndmes entiers, homogenes (*). Je trouve
P — ot — mizys _ wmys _ (C’y‘ L wsyo . :I;5y1° — mayiz + y15 ’
Q _— a:“y +- misyz + .’1;“31"‘ _ msy-z -+ w‘iyﬂ _ :r-‘y“ — mgy“’ — a:y“ ;

ot sept autres systémes de valeurs, distincts de celui-ci.
‘T
Décomposition en deux et en lrois carrés.

TutoriMe. — a, b élant des nombres entiers, soient

a:d-—l—\’ﬂ?—l—b”, 6= — a - Var + b
La quantité '
m—1__ gn—t

o -+ B

dans laquelle n est un nombre entier, supéricur a 1, est : 1° la somme de
deux: carrés; 2° la somme de trois carrés.

COROLLAIRE. — X, Y étant deux nombres entiers, premiers entre eux, el
supérieurs a1; le nombre

&x
'

:L,An_ a;&n-—?.yz _}_mm-!‘y& —_.. + ym

. est la somme de dewx carrés et la sommede trows carrés.
Relation avec un théoréme de Gauss (**). Ce théoréme est exprimé par
Pégalité

p étant un nombre premier, de la forme 4y +-1. Cela posé :

Si, dans le polynéme Y?, on remplace x par — 2%, et que Y? soit le résul-
lat de la substitution; ce nouveau polynéme est: 1° la somme de quatre
carrés; 2° la somme de cing carrés.

(*) Pour lixer les idées, et simplifier I'écriture, nous prenons seulenient quatre facleurs bindmes;
mais la methode est générale.
(**) Trouvde apres le Congrés.
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Vi
Sur Uéquation Ax* =y +1.
Soit d’abord le cas particulier de
(@' + 1w =y, +1,

a étant un nombre entier, égal ou supérieur & 1. On a ce théoréme :

A partir de n =3, chaque valeur de x,,, égale a la somme de deux car-
rés, est égale, aussi, a la somme de trois carrés.

Soit maintenant I'équation générale :

Axt =y 41,
dans laquelle
A =a* 4 b2
Solent
T=p, ¥—1

les valeurs les plus simples qui la vérifient. On a

B € ) M ) )
n Q\/K

Le second membre est divisible par p. Posant & = ps, on trouve, au lieu
de la proposée,

(r +1)st=y* 1.
De cette remarque, peut-étre nouvelle, résulte la décomposition de x,,

en une somme de quatre carrés (*).

(*) Tréy probablement, «,, est aussi une somme de ¢rois carrés. Jusqu'a présent, je n'ai pu démon-
trer cette proposition. *




