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NOTE
SUR UNE FORMULE D’EULER,

Par E. CATALAN.

Cette formule est ia suivante:

iﬁl+x')”:1+fa:—t—”(n_') =y rtyafr—n) =
Y 1 1.2 14 1.2,3 1+ 0x
Vo
(r+1)n(n—1)(n—2) =
+ i.2.3.4 (I—I—.r)’+°“'

Elle se trouve dans un Mémoire d’Euler, inséré parmi ceux de Saint-
Pétersbourg, pour année 1811. Jai essayé de la démontrer d’une
maniere qui it 4 la fois élémentaire et rigoureuse; j ai cherché ensuite
quelques conséquences de cette formule.

I.

Afin de mettre plus d’ordre dans la discussion relative 4 la conver-
gence, jétablirai des a présent une série qui est, pour ainsi dire, con-
juguce de celle d’Euler, et qui est telle, que Pexistence de Pune des
deux entraine P'existence de 'autre. Posons [*]

x? Py
2 =

—_— b

14+ I— 7

-

nous obtiendrons

x=py, et x=—-L_

I+ y

[*) Vavais redigé cette Note d’une maniére un peu différente, et je n'avais démontré
I'équation (1) que pour les valeurs de x inférieures & I'unité. M., Liouville, qui m’a in-
dique la transformation (2), m’a ainsi permis de compléter mon travail.

Tome IX, — Mar 1844. 21
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Cette derniere valenr, substituée dans I’équation (1), donne

S P N N k) B S e L LA N SO
(3) L= fTy 12 147 1.2.3 (1)
T (]2—[—]))’3(1?—1)(”_2) .,7'{_\77 B
‘\ 1234 (+yr
H.

En représentant par C,, , le nombre des combinaisons de m iettres,
prises ¢ & ¢, nous pourrons, dans le cas de n entier positif, mettre
Péquation (1) sous la forme abrégée

, . N xiP xip+!
& s ar =3 [Copan = ]

+p—4, Ip (I+.Z')P —+ (‘n+p,2p+l (I—I——a‘)f’

p étant une variable qui doit recevoir les valeurs o, 1, 2,..., (n—1).

Cette formule se vérifie aisément pour » — 0, n =1, n = 2: sup-
posons qu’clle ait été démontrée pour le cas ou 2 est un entier positif
quelconque, et prouvons qu'elle subsiste quand on y remplace n
par z + 1.

Si nous multiplicns les deux membres par 1 + x, les termes en

P T xpre+l . . -
PGl , donneront, étant multipliés,
(14 x)r—=7 v+ 2)P’ (14 x)P

. 2P x?P {1+ x) . 2P (1 4 )
Crrapt,2p—1 e ~+ Copv, 2 mﬁ"‘i— Coi g, 2p e
2P+ PRLESE:
~}- Cn-l—p, 2p + 4 "—"‘—(l T z)r +Cn+p,2p+1 (;_—T——_Fx),v'
. . ‘s . . xV :
Le premier terme et le cinquiéme ne contiennent, ni ———, ni
(oL

E;%_%; en les négligeant, nous aurons, pour la somme des trois
autres,
C’H‘P"‘is 2p—1 x*F + Cf?+p——l, 2p—1 __.r’l"*“_r
+ Corporap |0+ 2 4+ Cuppyzp | (0 T z)P
+ Churpozprs |

Mais , d’apres la théorie des combinaisons,

|
O

1
(-‘n+p—4,2p-1+ Gn+p—l, 2p n—+p, 2p?

|

"y
Cn +p, 2p —+ Cn+p, 2p+1 (—‘n+p-—r-l.2p-+-47
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donc

(1 4+ a)y+! :2 [C LG ‘ e
, R 2P (U VR P AP () 4 gy
et comme cette equation ne differe de ’équation (4) que par le chan-
gement de z en 2 + 1, il résulte de ce qui précede que la formule (1)
est vérifiée pour toutes les valeurs entiéres et positives de n. Il en est
de méme pour la formule (3).

Remarque. Lorsque, n étant entier positif, on suppose x = — 1,
tous les termes du second membre de I’équation (1) deviennent infinis,
a I'exception des deux premiers ; mais si, avant de donner 4 x cette

valeur particuliére, on multiplie les deux membres par {1 +x)', et
quon fasse ensuite x = — 1, on trouve o = o.

111

Dans le cas de n entier positif, Péquation (3) peut étre représen-
tée par

. . _ yie yier
R , no_.. 2: . _ L X
P ¥ +f) — [Crz ~p—4,2p m C" +p, 2p+ (; —+ )f)F‘H_

Afin de ramener la quantité entre parenthéses 4 la forme de celle qui
entre dans I'équation (4), je remplace

J-?P_i J-'.’P—*l lT2P
C+7 P e T
et
J-zp+1 J,.:lp—i-l P 42
- ar e i - —
(e PR T e
J'obtiens ainsi ‘
: C . ? ¥y P yip i
D e | I e P S I
\ J. 2 +Cn+p——|, . J(I NRpaY. n+p,2p+1 (1 _1_3,),, 3
O

. . - yiP . e
S 71' T — 2 CIZ-+- 9 et () R S ——
. FL p {(I ‘4__ 1}[’ Hn - P 2p+ 1 (I '_{_ J")P

al.,



164 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
ou enfin, en développant,

(r41)n  y? (r+1)n{n ——__1) ¥
1.2 1-}y 1.2.3 I+y

(1+ )= I-——-;f]'—l-

(n+ 2) (rz+1)n(n-—-—1) yt .
1.2.3.4 (1)

—+

Cette equation ne différe de I'équation (1) que par le changement de
o en y, et de nen — n; donc celle-ci est vraie dans le cas de n entier
négatif. Observons que dans ce dernier cas, aussi bien que dans celui
de I'exposant entier positif, le second membre de P'équation (1) n’a
gu'un nombre limité de termes.

IVv.

. . . x! y'l
Représentons par z la fraction —— = -2—; nous pourrons,
b} 42 14y ’

etant quelconque, écrire ainsi les équations (1) et (3):

6) (1 +ax)" =M + Nx,

e M — N -
(7) (1+7"=M— N o7

en posant, pour abréger,

M:I—}—ﬂ(n_l‘)z (fz—_—flll_)n(ﬂ—l)(ﬂ*?.;iz2+...,
1.2.3.4
N—?y aknae—n)  (ta)nryrp—xn—s_,
1 1.2.3 1.2.3.4.5
T 3 n f —1 ﬂ+—2 cas -1 .
Le terme général de M est de la forme (-t I)(Q lfm_g (r-i) z'; son
2.
i , (n+i—1)(n—71 "y :
rapport an terme qui le précede est = 1) Z, quantite¢ qui

(20 —1)(27)
deviendra évidemment négative a4 partir d'une certaine valeur de /.
Donc, si 'on peut, abstraction faite du signe, rendre ce rapport « plus
petit que l'unité, la série représentée par M sera convergente. Afin
de déterminer les valeurs pour lesquelles cette convergence subsiste,
posons

(i4+n—1){i—n)

(2¢ — 1) (24}

o ==

2=1;

[ . L ! : T4 [ Toppta e RN NN R Vs -
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d’ou |
4 — 2)i*—(6 — 2i+nn—1)z + 2= o.

t°. Si 'on a 2> 4, le premier membre de cette équation deviendra
négatif a partir d'une certaine valeur de i; on aura donc, pour de
grandes valeurs de cette quantité, « > 1, etla série M sera divergente.

2°, Dans le cas de z =4, le premier membre de I’équation sera
pareillement négatif pour de grandes valeurs de i, et la série M sera
encore divergente.

3°. Maission a z < 4, lerapport a deviendra inférieur i I'unité,
et 11olre série sera convergente.

La meme discussion, appliquée a la série N, fait voir qu’elle est con-

vergente pour z__

<

tions (6) et {7) seront convergents pour toutes les valeurs de a et de
.y comprises entre les racines des équations

4. Conséquemiment, les seconds membres des équa-

x? y? .
:47 :47

1+ x I 47

savolr,

X =2 T 2ay2, ¥ =2} 2y2;
o, en séparant les racines,

x!

+ 4,828..., ¥y’ = — 0,828...,
x'= —0,828..., y"= + 4,828....

V.

Développons, suivant les puissances ascendantes de o, et par la for-
mule du bindme, les deux membres de I'équation (1). Tant que la
variable x sera comprise entre x” et -+ 1, ces deux développements
seront convergents; et comme cette équation est démontrée lorsque #
est entier, les coefficients des ménes puissances de x seront égaux dans
ce cas; donc, d’apres un raisonnemeut connu, ils le seront encore
lorsque I'exposant 2 sera quelconque. Ainsi, la formule (1) est vraie
pour toutes les valeurs de 7, et pour les valeurs de 2 comprises entre
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x” et 4 1. Donc aussi 'équation (3) est démontrée pour un exposant
quelconque, et pour les valeurs de y comprises entre y” et — L.

De méme, si nous développons les deux membres de cette derniére
équation, nous reconnaitrons qu’elle est vraie pour les valeurs de y
comprises enfre — et y’; d’ou il résulte que I’équation subsiste pour
les valeurs de x comprises entre + 1 et x'.

En résumé, les équations (1) et (3) sont vraies pour toutes les valeurs
de lexposant n, et pour les valeurs de x et de y comprises entre

2 (1— ya) el a (14 ya2).
V1.

Si, dans I’équation (7), nous remplacons y par x, les équations (6}
et {7) donneront

M + Nx = (I -+ J.l.,'/',", I\I(I —+ .I'j'} — Na = ([ - x)‘*“”;

d’ou
Mo Ul T o e e
2z (2 -+ x)
Ansi,
- n{n— l)z N (1) (n-1){(n-2) ot {n+:‘a) (7—1) 72 (r-1) (re - 2){n-3) Pr
g 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6
L ( __(1+.r)rz+(l+x)l-—ﬂ
— 2 4+ x ?
zypndn(r—) L ot 2)ehnar—1)n—a)
N B 1.2.3 1.2.3.4.5
9! {1 @)t — (1 2)

Ces deux résultats, indiqués dans le Mémoire d’Eunler, donnent en par-

ticulier, en prenant z = 1, dou a =1 (14 y5):

n(n —1) (r+1)n({n—1)(n _‘,?)—1— —-—<3+\/§)n+2{\3“\/§)h

10) 1 P g B (B4 45
. n (r-1)r (R -1) @ft?),,(n”{_l)”(”‘l)(”'{) Ik§+‘/§>n+:_4(3 \/5)"i
) -+ r.2.3 1.2.3.4.5 e (5 1 3vE) _



PURES ET APPLIQUEES. r6-

Ces deux dernieres formules donneront encore, par Paddition et la
soustraction ,

L n L ni—y)  adne(—n)  (ept)e(n—1)(n—2)

L+ P 1.2.3 1.2.3.4
L12] = = I rat
| 545 (3+¢5)"+5_2\/5 (3—yBY
T 10 2 10 n—* ’
TR el ) (ﬂ+1)ﬂ(’;—') 4 "*r__‘.)_ﬁ(""')_\(’?—z) _
13) 1 e 1.2 ) N 1.2.3.4
‘ 5—3y5 (3 + \/5)" VE(3— 51
S el (SRl B L R St S
10 2 s 10 b Ll
VII.

Apres avoir mis Iéquation (1) sous la forme {4), cherchons, dans le
développement du second membre, ordonné suivant les puissances as-
cendantes de x, le coefficient de x*.

En représentant toujours par C,. , le coefficient de x? dans (1-+a ™,
nous aurons :

Pour le coefficient de x*~*?, dans (1 + x)-?,

(-__ ])k—2p Ck—-pal, pr—i >

. k—2p ’ D
et pour le coefficient de x*=27~1 dans (1 + x) 7,

(___ I)k-—ﬁp—l (;k—;)—~2, Pt

Ainsi, le coefficient de x*, provenant de

\ x’r - pip
(J’H‘ P—d, 2pt + ("‘Il—-{- gy TPl T
f (I ~+ x)? P21 (1 —+—.3:)P
sCrd
; \E—2p . . . ‘
|\—'1_J (Cn+p—~l.2p><-ck~hﬁl,p~—i —(-Jn+p,2p+| ><(Jﬁ-__p__2,p_i)_

8i donc nous donnons a p les valeurs 1, 2, 3,..., Nous aurons

B Z ((Jer--h ap X ("‘“P‘"‘sﬂ'—“* "_' CR+P»2P+* < Cﬁ—p—%pﬂ??
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c'est-d=dire ,

4 ra—1)(r—2)...(n—k+1) _ n(n—1) [ — (n+1)n(n—1) .
— 1.2.3 ceriiiiaenns 2 1.2 1.2.3
e (n+1)r(n—1)(n—2) 4 —3 (n+2)(n+1)n{n—1)(n—2) k — 4
{19} 1+ W Saraaie Tad4s =
N (zit_z] (n4-1)n(n—1)(n—2)(n—3) k— 4 & -—5_ -
x 1.2.3.4.5.6 1 2 e

Dans ces deux derniéres formules, & est un nombre entier positif ;
. . . k41 .
la variable p doit étre, dans tous les cas, moindre que —:—:—, et si n

est entier positif, elle doit étre moindre que n. Enfin, on doit prendre
le signe -+ ou lesigne —, et le nombre des termes doit étre impair ou
pair, selon que & est pair ou impair.

VIII.

Dans ce qui précéde, nous avons supposé la variable z positive.
Admettons maintenant qu’'on lui attribue des valeurs négatives, et exa-
minons dans quel cas les séries M et N seront convergentes.

Nous avons trouvé, dans le § 1V, pour l'expression du rapport

d’un terme de M 4 celui qui le précede, % (_:::3 gz)_ ‘) %z Si le fac-

teur z est négatif, il est clair que, pour de grandes valeurs de 7, ce
rapport sera constamment positif. Donc, a partir d’'un certain rang,
tous les termes de la série M seront de méme signe; et comme le coeffi-

. ) ) . . , L it —i—n(rn—1
cient de z est, abstraction faite du signe, égal a — (_ >_\) , quan-

4=

2

tité inférieure & L lorsque { sera suffisamment grand, il s’ensuit que
si la variable z est comprise entre o et — 4, la série M sera con-
vergente. L’application de la regle de M. Raabe ferait voir que cette
série devient divergente a partir de z = — 4.

Les mémes considérations, appliquées a la série N, conduisent aux
mémes conseqences. -

Actuellement , I'équation

]
x 2

= Z, ou Xt — X — & = 0,
1+ x ’

o : ti Lttt Jrpp: e o AR R o . Yo
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donne

Ces deux racines sont imaginaires tant que z est comprise entre o et
— 4; nous pourrons donc les représenter sous cette forme

x=—(1—0a)=By—r1,
e¢n posant
a=31z+ 1, {2 = — ;2% — 2.
Ces deux dernieres équations donnent
a® + B2 =13
ainsi nous pouvons prendre

o = COS w, ff = sinw;
d’ou
2= —2(1 —COSw) = — 4 sin® $w,
et

Jrem——————

I + X =cosw £ \—1I simuo.

Ces valeurs, substituées dans I'équation (6), donnent

/ T nirn—Iij .
(cosw = y—1sinw) =1 —4 %—zsm‘*{;m—f-...
+ [{:»——-[;(n +:):-(.§_I}sin2—;-m+...] (—gzsinz%mt\/-—lsinm).

Mais,

——— e

! ’.’ - mn . ] "
(cosw &=\ —1 sIn c.)) = cosnw = \—1 sinnw, sinw=2 sintw cos!n;

donc, en égalant les parties réelles et les coefficients de y — 1,

—TI}] . nirn—i1){n—2)y .
COS Nl — | — 4?__(172 I) 31112%0)—‘}— 43 (rz—l—l)lfz'?"i(ﬂ ) sm"—;-wm—,..
n (n»-i—-l)n(n-—-—l]
- 2 —l_ +2l4 1.2.3_.*7-—-—”" ( —.-o,

Tome IX — Mar 1844. 29
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n 4 (n+1)n{n—1)

‘sin® 1 LW

1 1.2.3

(16) sinnon—sinw o (n42)(no4 )n(n—1){n—2)
1.2.3.4.5

sin* L —...

On réduit aisément les coefficients des puissances de sin L dans
I'avant-derniére équation, et on la raméne alors 4 la forme

Cosnm:I-~—4~n—dsin21w+[}2.(n+l) (R_I)Sm Lo
(17) 2 1.2, 3 4

? — 4%, (n 1-2)(n + 1) @:ﬂ-(’vzmzjsm * Lo+ .

‘ 1.2.3.4.5 2

Dans ces deux formules, I'arc w doit étre compris entre o ef 7.

IX.

Les séries (16) et (17) conduisent 2 un grand nombre de résuliats
plus ou moins remarquables.
D’abord, si nous SUpposons successivemernt

am

y C'J:“3‘7

nous obtiendrons

e __ v ogfnr  (re1)n(n—i) (2+2)(n4-1)n{n—1)(n—2)
(18)  sin 3 __.2\/3 e 1.2.3. + T1.2.3.4.5 Tl
\ s 722 (fa—l—-l)fz?(fszl)__(rz—f—z)( ) ’(rz-—ﬂ(n—-—z)
19) cos = e N
(20) sin 2T =f_,rnle— "+22_(fﬁ??')_(f‘.*_ifﬁ_)i(’f"'_l_-:’_‘i.i{j?)m
2, I I. 23 1.2.3.4-5 tevn
a1 G P S i YLl )
(21) cos g — 172 —= + 2 T 3.4 T
. onm o gln :z—i—x)rt (12— g (n4-2)(n+1)n( n—-—x)m—-))
(22)  SIN—— =gy 3[ —— |3 S ¥ ],
(23) cosor=1—3 7 4 e e unin—1)

3 5.2 1.2.3
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S1, dans les équations (18) et {19), nous faisons

n — %& n — %: n — %:

il viendra
u i 1 1.3 1.3.5 1.3.5.1
o/ = e
\24) Vi o 2 MR 4 > 2.4.6.2‘—+-2.4.6.8.29 RERA

K 3 _ I 1 1.3 . 1.3.5 .
> Vo 2T s TG 5465 54685 0
. ﬁ—__ 3 7.3.1 1r.7.3.1.5 15.11.7.3.1.5.¢g
(20 378 V238 V234548 T 12345604
o 2 - 4 3 7.3 _11.7.3.1.5 o
2T 3V T3 T L T Tes4f ia3456.4
, 2 5 3 5 7.1 9.1.3 11.1.3.5
( V3= 2__ 7' _ 915 . _—
28) 3\/3 2 2.9 2.4 .28 2.4.6.2 2 4.6.8.2¢ ’
oa) _ 2 3 5 4 7.l g.1.3 +
>9) =37 337153 4.o° 2.4.6 > T3 4.6.8.2

n = %J n =4, n=3,
nous aurons de méme
. 11 4.2 s 4.%f? .3 10.7.4.2 §;§_
30 T3TTREE T 03455 T2 15345653 T
S 33— t . b . 1425
1) SVI =3 oy et ey =t ey ’
/% - L 1.3 i 1.3.5 "
i\ 2 Vg——-l+4 1“-_'8 4_8 12 .
Cy oy S 5 7.1 9.1.3 11.1.3.5
(33) v2 =3 — §7 48 48> [ 8126

Les équations (22} et (23) conduiraient 4 des résultats du méme genre.

22 .,
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X.

Dans Péquation (16), divisons les deux membres par no, puis
supposons que 7 diminue indéfiniment; a la limite, nous pourrons

SllppOSE‘-l’
sinzm
P10 __ ?

d’ou

5 0-) -
' sin o
(34) @
\ . [ [l __I_ SiIl f!) + 42 I. 5111 &) + 43 I .2;—%“ Sille _j_ .

' 2.3 3. 4 5 4 56.7 3
Cette série donnera, par les hypotheses » = T =T =T
’ - | 3" 27 3 >

o T Lo I 1.2 1.2.3
(35 3u2,/3[f+2_3+3.4.5+4_506.7+...J,

2.4 2.4 246

36 Ty kb g 4 +
VL 3~ 35 5.9 b9 7.9.11  7.9.11. 3
3'6 3.6'9 3‘6.9'12 .
1 _ R i v A Ry A ]
37 5 = 3[‘ + 53345 15675 56989 ‘

La comparaison des équations { 35) et (37) donne encore

oo 3 3.6 3.6.9 . 1 H,.I_'_:_Z__ _j_/'t J
(38) v+ s+ E 456, '“‘2[ >373.48 556 T

XI.
Si, dans I’équation (17), nous retranchons les deux membres de 1,

nous aurons
5 ( (n41)n*{n—1 )

nt .
N | —_ 3
A Lpw=— n®4w— sin* < m -+ ...
1— cosnw =2 Sin*fRw=4 —sIn"y 4 r.2.3.4 ’

d’ou

2 4 1 /2 (r 1) (—1) . 44 1.
———— = ——— i —_— T el e f ]n ry s 4 =
2 = = L[; sin® 5 4 — sin® 5 @ 4 ... |
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puis, en supposant 7 = 0.
39) % — 4 ;]9 sin® L w4 ;-%—-4— sin’ 4w+ 4° 3—;’;;6 sin®, w—+...[*|.

Les équations (34) et (3g) permettent, comme on le voit, de déve-
lopper un arc ou son carre suivant les puissances du sinus de cet arc:
elles supposent, ainsi que les précédentes, < T

Si, dans I’équation (3g), nous supposons successivement

w=1im, w=4T, »=3n,

nous amnrons
4o = N Co 2 " 1.2.3 n

18 ) 2.3.4 3.4.5.0 4.5.6.7 e

> f )
A LI — ! 1 - 2 2% — 4--- -
3 16 2T .4+3.5.6 578+5.7 g.10  7.Q.T1.12 :
| ) I 3 3.6 3.6.9 3.6.9.12
(ho) e L :
42) o > 2,3,4+3.4.5 6+f 5.6.7.8+5.6.7.8.9.10 -
XI1.

Revenant & I'équation (1), je la mets sous la forme

(142} —1 i n—1 x? in+1){n—1 3
(a1 on—t @ inyin—y) 2
n Y 1.2 1-+x 1.2.3 142
n41)(r—1)(n—2} x°
1.2.3.4 (14 )

Si exposant » diminue indéfiniment, nous aurons

PR k) SO S L A
. n B 2" 1 2.3 1+x
1 x4 1.2 r
Y3 e 345 ihay

I.a fraction

(1 -t — 1
n

se présente sous la forme { quand on y fail

[*] La formule (3g) est duc a de Stainville ; elle se trouve dans le Coury & Analyse
de M. Cauchy. Au reste, la plupart des résuitals contenus dans ces dernicrs paragraphes
sont probablement connus: si je les al rapporics, ce n’'a ei¢ que pour monfrer ¢om-
hien la formule d’Euler est fertile en consequences.
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n = o; mais, en appliquant la régle ordinaire, on trouve que sa li-
mite est égale au logarithine népérien de 1 + 23 donc

L+ x) = 'z‘_li _ L =

» e T ' - 2 1+x 2.3 14+x
43) |
' I x4 1.2 X

R VAN (o Tl W/ N rerays

Cette serie est convergente, aussi bien que les précédentes, entre
x=2(1—ya) et x=a2(1+ya)
Elle donne, par exemple,

I 1 I I.2
Lo =1 — — — L

2.2 2.3.2 3.4.2? 3.4.5.2




