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NOTE
SUR UNE FORMULE DE COMBINAISONS;

Pir E. CATALAN.

Ayant remarqué, dans I'un des derniers numéros de ce Journal
(page 16g), I'énoncé d'un iniéressant probléme de probabilités, je
cherchai 4 comprendre les calculs de auteur, et a refaire ces calculs.
Mais je m’apercus bientot qu’il s’y est glissé des erreurs, lesquelles
en s’accumulant, rendent fausse la formule principale. Comme il ne
m’a pas été possible de saisir parfaitement la marche suivie par lau-
teur, J’ai cherché a remplacer sa formule par une autre ["]-

Rappelons d’abord deux formules fréquemment employées dans ia
théorie des combinaisons.

1. En représentant par C,, , le nombre des combinaisons de m
lettres, prises p 4 p, la formule du bind6me donne

m m{m —1 \ -
(1+x)’“ — +*I—-1'—|— —-(—1—2——)415'2++ Cm'ix‘ —+ ...

: m'’ m' (m'—1 y
(1—|—x)m = T + ]—--22'—i— _%—E-J,xﬂ i Gy Y 4.

Si 'on multiplie les deux développements, et que Pon ordonne le
résultat par rapport & &, le terme contenant x?, dans (v +
sera égal & la somme des produits deux 2 deux des termes tels que
Cr, i xfy G, o x*, dans lesquels la somme i + i des exposants est égale
a p. Donc

™
(-‘m+m’, p— 2 C‘m,i = Cm’, i

{*] Ma Note a été lue & la Société Philomatique au mois de juillet dernier. Depuis,
et sans qu’ll ait eu connaissance de cette lecture, M. le capitaine Coste a rectifié les er-
reurs dont je parle ci-dessus,



313 TOURNAL DE MATHEMATIQUES

R . F o “
R (-‘m-+-m’,p — Zo (‘m.i Pt (--Jm', p—i-
Cette formule suppose p < m. p < m’.

9  TLa formnle du binéme donne aussi

—_ j 2 ~ .}
{"_1-_—-_.2',‘-_)”‘_&_1_}_ —I-x+ T‘"—;‘“.I' o I, o (_,-,H_,.,_i_,,,'uﬁ' ey

1 m’ m'm'-1 . R

(I_ ,_‘}‘_)_m..r =1 + .I X + [___ ; - Tt L+ L‘a _H,,_"!_,x‘

On aura donc, en faisant le produit. et en supposant 1+ = p.

5 p N )
2 (‘m-i-m’-i-})-i e 20 ("rn-t-i-—-hm—‘l > (’"1’+P—""" mi—4

3. En prenant successivement m' = 1,2, 3,..., on obtient, & I'aide
de cette derniére formule, celles qui suivent:

e
n-=p, p 20 Mepi—4, m—1"

e
I

~ .p ~ I
C:n+p+|,p -— 20 (Jm+i—1,m—-1 > (-‘p~—c'+4,1e
3 " N :
’) C‘m-g—p-g-z, p ZO C:n+z’—l, -4 Pad Cp-—i-q-?, 2

P

r \
m-=p=+3, p — 20 Cm+£—1,m—1 et (‘p—i+3,3e

\

4. Proposons-nous actuellement de transformer la quantite

At i, m—p X Cm'—.- | 4p'+cm——| Jm—p P Cm’+2,p’ + . Cm-—p.m——p > (Jpn’+p+| p -
ou

P g
fi A= 20 Cm——i.m—p pad (—‘Jn’+i+1,p"

Pour comprendre le but de la transformation cherchée, il faut sup-
poser que m, m' et p soient de grands nombres, et que p’ soit un
petit nombre. 1l est bien évident que le calcul numérique de A serait
impraticable; or nous voulons remplacer cette quantité par une
autre éguivalente, mais composée de p’ -+ 1 termes seulement.

" [ L | . Fy g
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A Taide des formules (3), le facteur C,,,;,, » peut se transformer
€1l une somme. Supposons successivement i=—o, 1, 2,..., p; nous aurons

!
| - v (‘
“m/ A, p' — Zo an'—t, m'—p'y
PF
(Jm’+2,p’ — 20 Cm’—.l, m'—p’ Pad Cl+1, i
pf
(‘m’-[-a,p’ — 20 Cm’-.i, m'—p' X C£+2, 24

E L] - L] - L} L - - a " . - - - - -

. 7
(Jm’-j-p-}-{,p’ — 20 Cm,’—-[, m! —p' pad Cl—{-p, p*

Substituons ces valeurs dans la formule (4); elle deviendra

. P P N
A = C'm, m—p 20 Cm’—l, m—p C‘m—!,m—p o C‘m’—l, m/—pt X (-'Z-H, e R
Pf
\
—+ (Jm—p, m—p 20 Cm,f_l, m'—p' > CZ-]-p,P.

Avec un peu d’attention, on verra que cette quantité peut se mettre
sous la forme

A =
7'
. : . .
20 ((—‘m,m—p —+ Cm—1 yth—p < Cl+1,4 e Cm—p,m—p > C:.’+p,p) (‘m'—l, m'p’

D’apres 'équation (2), la quantité entre parenthéses équivaut i
Cm-H+hp‘ Donc

~~

pf
A}
5) A = Zo Gm’-a’, m'—p' > C‘m-—}-i+1,p'

Telie est 1a formule i laquelle nous voulions arriver.

5. En rapprochant les valeurs (4) et (5), on a cette équation tres-
symetrique,

‘ F al p" N
6) Zo Conivimp X Crgigr, p = 20 Conr—tym—pr < i, -

6. Comme application et vérification , prenons m = 10, p = 5,
m' = 10, p' = 4; nous devrons avoir

7 4
20 Cm—e‘,s bt CH—H‘,:‘ — 20 C‘m—z‘,s Pt CH+1',’I'

Pome VI — Decewpre 1842, 65
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L.e premier membre , étant développé, devient

i0.g.811 10.9.8 N 9.8.712.11.10.9 8.7.613 12 11.10
1.2.3" 1.2.3.4 1.2.3° 1.2.3.4 T T3 1.2.3 4

7.6.514.13 . 12. 11 6.5.415.14.13.12 5.4.316 15.14.13
—— A -
r.2.3" 1.2.3.4 T3 1.2.3.4 T2 1.2.3.4

4.3.217.16.15.14 18.17.16.15
4 7 7 —
R S W - 23 120.330 + 84.495

— 56.715 + 35.1001 + 20.1365 + 10.1820 + 4.2380 - 3060

= 39600 + 41580 + 4oofo + 35035 + 27300 + 18200
+ 9520 + 3060 = 214 335.

I.e second membre a pour valeur

10.9.8.7 11.10.4.8 n 9.8.712.11.10 ¢.8 8.7 13 12.11.19_._9_@
(234 1.23.4  1.23 1.2.34.5 1.2 1.2.34.56

14.13.12 11.10.9.8 15.14.13.12.11 10.9.8 N
T 234564, 3345698 210.330

+ 84.792 + 28.1716 + 7.3432 + 6435 = 69300 + 66528
-+ 48048 + 2fo24 + 6435 = 214335 [*.

7. La formule (6) démontre une propriété remarquable des puis-
sances negatives entieres d’un binéme (1 — x.

Remplaconsm — p +1 par g, et m’— p’ + 1 par ¢'. Cette formule
pourra d’abord étre mise sous la forme

}) 1 Al pf ] Al
N (‘p-}-q-i-{-i,p-—i X ("p’+f?"+i. e 20 (‘p'+q'-—l—i,p’_£ =< (-‘p+r,r+i, tfhi

1*| La formule citee auv commencement de cette Note donnerait, au lieu du second
membre que nous venons de caiculer, la quantite

11.10.9.8[8.g.10.11  128.9.10 12.138.9 12.13.14 12.13.14.15°
234 | 1.2.3 4 TE .23 56712 5.6.7 8-+ 56.7.8

- PR
= 330 330—1*288—{—926—!—*;.6—!—379]:_—330.618+66.1352+ 165 . 3¢

= 103 940 + 89232 + 6435 = 19gbo7.

N T . RN B!
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Posons ensuite
I
(1— )¢

=1+ a 2+ ayx? +.,.+ a, XF +, .,

I ,
m — I + bl i A _l_ 52 JC'2 +...+ bq!.xq+

0-.,

I 2 t
T —— —_— p
e 1L+ G X+ 6 X 4.+ ey o,

I
e — 2 2
(T = ! +~dix +dy x* .+ d, 2%+ ...,
Nous aurons, an moyen de I'équation ci-dessus ,

L’?J ;dp bq" - ap—..' bf}"'}" —+.. , == a‘ bp_*_qf.._{ —+ bp+qf p— Cpf dq -+ Cpf_l dq+1 ...

+ Oy + dy,,

Cette équation exprime la propriété annoncée.

8. Afin d’arriver 4 un résultat symétrique , nous avons transformé
lefacteur G, ; ., » dela formule(4). Or, comme ce facteur peut, de dif-
térentes maniéres, étre égalé & une somme de produits, la formule (6)
peut également étre remplacée par d’autres formules que nous n’indi-
querons pasici. parce qu’elles sont plus compliquées que cette derniére.



