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PROBLEMES

DE CALCUL INTEGRAL,

Psr E. CATALAN.

I.

Un céne a pour base un petit cercle dune sphére donnée, et pour
sommet un point de la surface sphérigue. On demande la mesure de
langle conique.

PREMIERE SOLUTION.

Je prends pour origine le sommet du cone; pour plan des zx, le plan
diamétral principal commun aux deux surfaces; je suppose I'axe des z
perpendiculaire au plan de la base du cone. Enfin, les trois axes seront

rectangulaires.
Cela étant, I’équation de la sphére peut s’écrire

(x—a+ y*+(z -y =1,
sous la condition

a? 4 ¢t = 1.
On trouve facilement que I’équation du céne est de la forme

@+ ) (g + O — 22 (R? — a?) — 20 (7 + &) 52 = o,

en pt‘enant
¢ 4+ R? = 1.
53..
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Mais

R? — o? = y* — 07%;

ce (ui donne plus simplement
(v + d) (** + ") —2* (y — d) — 2022 = 0.

Maintenant, pour avoir la mesure de I'angle conique , je coupe le cone

par une sphére concentrique, ayant pour rayon 'unité. Son équation
sera

x4 P4 2t = 1.

La courbe d’intersection des deux surfaces se projettera sur le plan
des zx, suivant une courbe du second degré, dont I’équation est

2z2(yz2 4 ax) =7y + o

Si 'on construit hyperbole représentée par cette équation, et le
cercle qui a pour rayon 'unité, la portion de surface sphérique qu’il
s’agitd’évaluer se trouvera projetée sur ’espace compris entre ces deux.
courbes. D'ailleurs , comme cette surface est partagée en deux parties
symétriques par le plan zx, on aura, en représentant son aire par A :

dzdz
A= —_—
fo\/l——:c'-——z’

En prenant des coordonnées polaires, cette formule devient

Pdpdm

A=2a .
yi—p

Avant d’aller plus loin, il convient, pour simplifier I'intégration, de
transformer les axes.

L’équation polaire de la courbe est

2% [7 8in @ -+ a cos ®]sin o =7 4 d.
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Je déplace I’axe polaire d’un angle indéterminé m, en prenant
w = m 4 §.
En méme temps, je fais
YT = cosk, a = sin).
L’'équation devient

2p% sin(m +- 6 4 X)sin (m+ 0) = v + ¢,
ou

o? [cosl—cos(2m+29+l)]= ¥ + 9.

Je vais disposer de m, de fagon que p* ne change pas, quand on
remplace & par — 6. 11 est clair qu’il suffit de poser

2m + A = 75

d’ou

L’équation polaire est actuellement

2 v+
= cos )\ - cos 2§’

et nous aurons

A"“"f'ff;f?”%-

On devra intégrer, par rapport ap, de

__\/ 7+ 39
P = cos A + cos 2.

P = x;

Jusqu’a
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et par rapporta ¢, de

¢ = o ald = 0
ce dernier arc étant déterminé par I’équation

__y+d
" cos A+ cos28,’

qui donne

cos 26, = ©.

En intégrant par rapport a p, I'on obtient

I ' '
— _ _1+74
A=4 fo a6 \/I cos  ~+ cos 26’

cos 20 — &
f d9 cos 20 «

Pour réduire en fonctions elliptiques, je pose

ou

tang @ = psin ¢;
d’ ou
t — p*sin’ g
1 + p*sing’

— P —
di = - T premry S5 9 dg, cos2§ =

cos28 — 3 (1 — 8) — p*(1 + d)sin*g
cos 26 +9 (1 -+7)— p* (1 —7)sin*e

Prenons pour valeur de I'indéterminée,

_ i
P = 1 4+ &

| 1 — 34
tang @, =V|+3;

> 1 » [y ™
donc l’arc 6 croissant de 0 a §,, ¢ croitrade o a .

ceci est permis, car
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L’intégrale qu’il s’agit de réduire devient

T

. —x 2 cos? ¢ de I
A=4py1—¢ P —— e :
0 \/(1 + ) — 71 sin? ¢

]+3k1

En posant

1t —d8 1 —y

2
= I+ 8 1 4 o’

et remplacant p par sa valeur, elle se transforme facilement en

T

A — 8 2 do
VO +1) (1+9) fo (1 +'I——:—i—~3 c? sin“-‘cp)\/’l — c?sin®o

, T
4 t+8f2 dy
1+9 Jo Vi—cisinrg

Donc

A= - 8 I ([+7C2 C)_[I\/l_f-a‘F((;\
Vi+9)(r+8 " \t—a el FRCE

Si 'on suppose

ce qui donne

H

I,

la formule générale peut s’exprimer sous forme finie, et I’on trouve

f=an (s -y,

ainsi qu'on peut le vérifier directement.

Pour exprimer A, seulement par des fonctions de premiere et de se-
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conde espece, je pose

n = cot’u;

et je prends la formule de Legendre (Exercices, tome I*, page 137),

Aap) m, (ne)=4m + msﬁ A, p)F,(c)+F,(c) F (b, )

sinp cosu co

~F, (c)E(b,p}—E, (c)F (b, ).

On a
2 t — ¢ i L t + 46 . 1t — o
cot k=T sun = e cosp =\ ——>
o+ T \/l—ff
2 —p? — T __h2 2, — i
b* =1 —¢ 2 TR0 ) v1—0b%sin?u 1+7’etc’
et enfin,

A=2m+4[F,(0)F(b,p) — F (@ E (b, &) — E, (©)F (b, ) -

SECONDE SOLUTION.

Le probléme dont nous venons de développer la solution peut en-
core s’énoncer en ces termes :

Un cone obligue a base circulaire étant donné, on le coupe par une
sphére concentrique, et Lon demande de calculer la portion de surface

sphe.'rique interceptee.

Dans une précédente Note [}, nous avonsrésolu la méme question pour
le cas d’un céne droit @ base elliptique ; mais comme un cone oblique a
base circulaire peut toujours étre regardé comme étant droit et 2 base el-
liptique, il est évident que la question actuelle rentre daus l'autre. Il

[*} Page 340 de ce volume (cahier de septembre).
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résulte de cette observation, que la valeur de A, que nous venons de
calculer directement, doit pouvoir se conclure de celle qui se trouvait
dans la Note précitée.

N

Soit ABDC la section faite dans la sphere par un plan diamétral ,
passant par le sommet du cone, perpendiculairement & sa base. La
trace du plan de cette base sur celui de la figure, ou le diametre du
petit cercle de la sphére, sera BC. Soient BA et AG les arétes minimum et
maximum du cone. Représentons par Al’angle AOD' que forme le rayon
AO mené au sommet du cone avec le diamétre DD’ perpendiculaire a

sa base, et par p I'angle ABC.

Si nous joignons AD, cette droite, bissectrice de I'angle BAC, sera
I’axe du cone. Prenons AG = OD = 1, et par le point G, menons un
plan perpendiculaire 3 AG : la section faite dans ce cone sera une el-
lipse ayant FH pour petit axe et G pour centre. Si le lecteur se reporte
a la Note déja citée, il verra que FG = b. Lautre demi-axe, qui se
projette en G, est celui que nous avions représenté par a. Calculons ces
deux quantités.

L’inspection de la figure donne facilement

A=mna4+)— 20,

AC = asing, BC =asin(ap — %), AB = asin{g — 2
54

Tome VI. — Novexnar 134,
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Ensuite, AED étant la bissectrice de I'angle BAC, ona

(»—3)
cOS y.—';

BE — AR _ SPi(rti—ap

. ( w_!_l_zp)_—:zsm(l—pa) >
sin p.—l—-—-——z—*— COS;
A
COS(F—'—';)
CE = asinp. 3 ;
cos —
2
et ensuite
. ) —
AE =zsmps—19—(f—1—).
cos —
2

En nommant Y I'ordonnée du petit cercle pour le point E,
Y? = BE.CE,

S

2 2
— A
cos —
2

donc

Vsinp. sin (1 — ).

La geénératrice projetée sur AE coupe les droites projetées en G, E, de
maniere que

Y _ AR

a  AG’
ce qui donne

cos 2
a = i 2

- \/sin p.8in (p —1) ] _

On a

cosk — cos (2 — })
2 ?

or(e-) = VB,

sinp. sin (p —2) =
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427
donc
4 — 1 +cos(2p —2) \/ I—cosA
— V¥V cos)h —cos(2p—2) ~ V cosh+cosA
ot
4 = 1—d
=V
et
I—cCcos A
b=FG = tang z A \/l +cosA’
ou

b=/

Dans la premiere Note, nous avions pour le carré du module

a* — b?
I+ a*’

6'2:—_"

En remplacant @ et & par les valeurs qui précédent, on trouve

o — I—d 1—y
146 149

Cette valeur est précisément celle que nous avons employée ci-dessus
S1 nous prenons encore

. b* (14 a?)
2 7 — T\ /
sin? @ a1+ 67)’

nous trouverons

[-r--
sinf’ = \/-———;, cos §' = 7

A P'aide de ces différentes valeurs, et en employant la formule
trouvée dans la Note dont il s’agit, on trouve, pour la mesure de

54..
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l’angle conique,

g+
=4 [E‘(c) (¢/,0")+F, (©E(¢,6) —F (c)F(c!, 6 — ‘/(.-:.ax..b.-,)F'(C\J'

Dans cétte formule, ¢’ représente le module complémentaire.

Nous avons trouvé ci-dessus, en posant

] i+4¢
sin = \/ 57

COS | — 1_6
H= 2

A =zar+ 4[F,(€)F(c,p) — F.(c)E(c,p) — E,(c)F(c,p)].

¢m pourrait vérifier 'identité de ces valeurs en partant des relations
qui existent entre les fonctions de méme module ; mais cette recherche
étant longue et peu utile, je ne m’y arréterai pas.

Dans la premiere solution, nous avons dit qu’en supposant y = 1, -
y /

on trouve
d cos 20— I \/1-{—3
€08 20 + 7 2 )

Nous allons développer le calcul, qui nous conduira a4 I'évaluation
d’une partie remarquable de la surface sphérique.

Désignons par B P'intégrale prise de 0 4 &; nous aurons d’abord, en
remplacant ¢ par 2sin’p — 1,

cosQ

6
B =f 49 Vcos?§ — sin® .
(1]
Posons

08 § = \/ L awe.
-.,059_\/y,+] ;
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oS aiurons

: d
sinf = ——t_  df = — cosu. A A
Vri+ 1+ x>y +sin*p
Vcos?d —sin? g = LE2E
Vit
D’ailleurs § = o donne y = oo; donc
© yedy

— 2
B=coost), GrEoreen

On aiden tiquement

r? L !
{y* +1)(y >+ sin? p) Yy 4-sin? p (r*+1)(r*+sin* g

Y I i I
T y*4sinip cos?p (yz—l—siﬁ;; - y"—!—l)'

B = f — sin? —_—
y y? —-!—1 ( r? ~}—51n2

ce qui donne immédiatement

Donc

B = (1 —sin p.) - sin p.. arc tang ———F — arc tang y.

On a

. fcos? & — sin? p
J = sinz 0 ?

donc

cos? f — sin® p
sin? §

arc tangy = arc tang

Si la tangente est

\/cos= 8 — sin? p
sin? § ?
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le cosinus sera
sin 6
cos g’

De méme pour lesecond arc, la tangente étant

\/cos*d — sin*
sind, sinp

¥

le cosinus sera
sin § s1n g

cos 0 cosp”

f.a formule précédente devient donc

B={(1 —siny) Z—-}-sinp.arc (cos = tang Gtang p) — arc (cos = iﬁi).

Considérons une sphére dont le rayon est pris pour unite.

D

A
%

Soit AB laprojection d’un petit cercle, et soient CD, CF les traces de
deux plans passant par le diamétre perpendiculaire 4 la figure, CD
étant perpendiculaire a AB.

D’aprés ce que nous avons vu dans la premiere solution, si I'on
suppose

CAE=p et DCF =26,

I'intégrale B représente I'aire de 1 portion de la sphere projetée suivant
DEGF. Cette portion se compose du triangle birectangle projeté sur
CDF, et formé par trois arcs de grands cercles, diminué du triangle
rectangle projeté sur CEG, et formé de deux grands arcs et d’un petit.
Yignore si cette évalution avait déja été faite.
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. A y @ 13
Du point F comme pole, avec un rayon sphérique = AD = e

tracons un arc de petit cercle; il rencontrera I'arc de grand cercle pro-
jeté sur CD en un point I. Si alors nous tracons 'arc de grand cercle
IF, nous aurons dans Vespace un triangle sphérique TFD, rectangle
en D. Représentons par F et I les angles aigus de ce triangle. Les for-
mules de la trigonométrie sphérique donnent

cosF = tang DF cot IT' = tang § tang p.,

sin DF = sin I. sin IF,
d’on
sin 0

sinl — .
cOoS H

Alors la formule précédente devient

B={(r—sinyu)- +Fsmp.—(7—r——l),

ou

B—'I—-smp.(_ -—F)

et comme 'airedun triangle DIF serait exprimée par 1 — (g — F) , 1l

s ensuit qu’en la représentant par T, I'on a

B — T.-.-(l—smp.)(——f‘)

ce qui est assez simple.

II.

Probleme. Déterminer le volume de la partie commune a un ell:p-
soide et a une sphére concentriques ?
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Prenons pour axes des coordonnées, les axes principaux de ellip-
soide : les équations des deux surfaces seront

x* + y* + 22 = R?, ":—,+‘Z—,+

—
o
pRS—

c

Ia sphére et Pellipsoide peuvent se couper de denx maniéres: ou bien
I'ellipsoide a quatre sommets extérieurs a la sphére, ou bien il n'en a
que deux. Si, pour fixer les idées, on suppose

a > b > c,

le premier cas se présentera lorsque R sera compris entre b et ¢; etle
second, lorsque R sera compris entre a et b. Je vais développer les
calculs velatifs 2 la premiére hypothése.

Y

Soit OABC la portion de Iellipsoide déterminée par les parties posi-
tives des trois plans coordonnes, et soit OA’B’' C’ la portion correspon-

dante de la sphere.
Les deux surfaces se coupent suivant une ligne DE, ayant pour
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projection sur le plan des xy la courbe D'E". Il s’agit de trouver
Pexpression du volume limité par les trois plans coordonnés,. la
portion CDE de surface ellipsoidale, et la partie B'DEA’ de surface

sphérique.

Soit V ce volume, et soit ¢ le volume C'DEC; nous aurons
d’abord

{2) V::%RR?'-—V.

En second lieu, si z’ et 3” représentent respectivement I’ordonnée de la
surface sphérique et celle de la surface ellipsoidale, répondant & un
méme systéme de valeurs de x et y, nous avons

v=[[f(2"— z")dxdy,

ou

0 = [T e E ety

I’intégration doit étre étendue 4 tout I'espace ODYE'.

I’élimination de z entre les équations (1) donne, pour équation de
D'E’ -

(4) x"(l—g)-{-j‘(l-;):m—-c’.
Afin d'intégrer z'dxdy, je pose

X = pcosw, y = psinw,

ce q donne

'dxdy = gdpdw \R* — 2.

Tome V1. — Novexcre 18§1. 55
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En méme temps, I’équation (4) devient

(5) o = ab bl

a*b*— c* (b*cos®* v + a*sin’ w)’

De méme, dans z’dx dy, je pose

%:psinm;

CRR.

= p COsS®,
d’on

2"dxdy = abe.pdpdw 1 — p.

L’équation (4) donne, par le méme changement de variables,

v o R: —_— 3
(6) p= \/a°cos‘m 4 b2sin?w — ¢

Au moyen de cette double transformation, la formule (3) devient

() v = [[odedo VB¢ — abcffpdpdm Vg

Dans la premiére intégrale, on devra intégrer parrapport a g, de

p=o0ap = p, et par rapporti w, deo a E; dans la seconde, les li-

mites de p seront o et p”, et celles de », o et E

On trouve immédiatement

. T _ i ms 4 s [@ 0 =R (P cose + atsine) ]
fo pdp\/]{ g _‘SR . 3c_[a"b‘——c‘(b’cos’m+a’sin’m) ?

3

N T34 1 a*cos’e + b2sin*e — R ?
fOPdP\“ P =73 'ﬁ[mcos’&ﬁ—b’sin’m—-c’ ’

La formule (7) se change maintenant en celle-ci :

(8) v =1n{R*—abc)—+c* A+ LalcB;
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€en posant
[ - 3
A — gdt-) —a’b’—-——R’(b’cos‘w—%—a’si.n’w) :
0 | a? b* — ¢* (b*cos?w 4 a*sin o)
T ) . i
2 L 08* b: in? ____R:.' T
B — dﬁ) a* cos* o + sin w :
0 | a*cos® w + bPsin*e — ¢*
Ot |
T ’ 3
2 b (a* — R? a* (6 — R?)tang? T
A — do \ )+ a*( ) tang’ o ,
‘o) o | b2 (a* — )+ a*(b* — ¢ )tang’ o
9 ¢ -

3

l R "—“f?(f&) (a* — R*) + (b —R?) tang’m]T.

| (a* — ¢*) +-(b* — c*) tang*w

Nous allons ramener ces deux intégrales aux fonctions elliptiques.
Pour opérer cette réduction, je pose, dans A, tango = p tangd,
p étant une indéterminée.

Cette transformation donne

dw L d6
cos® o P cos? 6’
ou
8
do =P cos e + p*sin® 6’
et

dA.-_'-—P d6 [b’(al_R=)+a’p2(b’———R’)tang‘e]-}‘

cos* 6 + p*sinif | b (a* — )+ a*p? (b* — ¢*)tang? b
Je dispose de p, de maniere que

b2 (a? — R?) =a® p* (b* — R*);

ce qui donne

s d
A:pb’(a’—-—R’)’f - s

o (€0s?6 4 psin® B1[b*(a*—c?jcos* 9 +-a* p* (6*—c*)sin* 6]
55..

[ER 1Ty
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Par le changement de§ en ; — @, cette expression devient d’abord

A=ph*(a*—R?)* i ;.
o [P~ (p=1)sine 6)[@p? (b2- ) (a p2 bo- a2p 2= bo-t- b sim 6]

D’apres la valeur de p?, on a

a* (6 —c*)—b3{aP—c*) = o] (a3 — RY)(b*—¢*) — (a® —c*) (b — R

bz__Rz
= ol — B (B =),
azpa (b:__ c:) — b* (a> —R?) (6> —¢?) 9 _R(a— )

(b:__Ra) ’ P — 1= a? (b:_ R:J ?
donc

A=

‘ o [6%(@-RY)- Ro(a- ) sin ][ (a* - R)(B-*) - (a - b7)(R - s ]

En remplagant p par sa valeur

et posant, pour abréger,

2 a* — 5*) (R* — ¢ g _ R (02— c*)
(IO) €” = %a:_ R:))((b:_c:;’ ﬁ T ha (Ra —_— cz) )

on réduit la formule précédente 2

(II) A.‘:-g- —R’ f
(a* —R?) (b’ e3)? l—ﬁ’c‘sm’ﬂ(l—c‘sm’e)’

Des calculs de méme nature, exécutés sur la seconde formule (g), con-
duisent a

T

(13) B = (b!.i_l[:): 3f2 ’ ' db -,
o (a> —R2)* (b2 —e*)* | o (1— P2 € sin0) (1 — e*sin* §)°
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/

en prenant

bz ot
3
(I 3‘) {3 R — e

Substituant ces valeurs de A et B dans la formule (8), ) obtiens

svz-];n(l%“—abc)
(14) 4 : |

1ae  (b*—R2 2 2 14
' -+ 3% ( T b2 -- 5 — - — 2 L — |
B (a*-R*)* (6>~ ) o (1-B"2e*sin?6) {1-¢7sin24)* o (1=Brsincg) 1?5’ ©

On a identiquement

I 52 ( 1 b
—en(—Fen B i—Fes 1o

done

T
Do

z
dé . p? 2 db
j (!—@’e’sm’e)(l——e‘smzﬂ) —! o (‘“pzﬁzsinz JWi— ¢ sin? 5

{4
w

On a encore identiquement .

sin & cos 9 I— ¢ {6 i ' —
d : e S ~+ —dfyi1—e?sin?g;
Vi— e sin? 9 e* T °

2 dB 1 5 -
1T T d y1— e?sin?6;
o (1— e*sin* 0}’ o

et par conséquent

donc

T
2

' db P ® i )
/ . (l-—ﬁ‘e’sinze)(l-—_eisin*e)% Br—1 jo (:-—p=e=sin=e)\/n—p'i§{?{“é

— (& ___-” |——e=]f dfy1—esin? 6’
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Les formules (10) donnent facilement

@, =08k _RE—e)
* T B R*— 2’ 1 (*—R2)’

_(@—c)(b>—R?)
([@—R)(b—¢)’

I'équation précédente devient donc, en employant les notations de
l.egendre :

4 T

3 df R:(6* — ¢?)
— II,(— F* e e
’\15) ﬁ 3 c:(b:_R:) '( ﬁ ? )

(1— B*e*sin® 6) (1 — ¢?sin?B)’
b3 (b:__ C’) (aa —_— Rz) (R:_ C"_‘i

{
c? (ﬂ’ —_ C’) (bz _R:J: E’l ‘.e\'
On tro uve d la méme mamere
2 db b __ o ,
a —_— c' ]‘-'I'l t_— ﬁlz ea, B)
. 3 b: — R? ;
(16) o (1—pB*e*sin* ) (1—e¢*sin?g)?
_ oo Re—s)

(a* — ¢2) (b* — Ry

La substitution de ces valeurs dans I'équation (14) donne ensuite

<

= %n (R®* — abc)
(17) ac 6* —R® 27y - ,. 2 3
T,/(a:‘__na) (b*— %) l-b (—pf% ,e)—R H'('—'ﬁ e ’e)]'

-4

W =~

Enfin, introduisant cette nouvelle valeur dans I’équation (2), et mul-
tipliant le résultat par 8, on obtient définitivement, pour le volume
commun a I'ellipsoide et a la sphére,

8V =

4 Bac b* —R? a3 , s 2
grabe — 55 V'(m_li’)(ba__ca)[bnn'(_ﬁ ¢ e)— BRI, (—f2e )]

On voit donc que I’évaluation de ce volume dépend de deux fonctions
elliptiques complétes de troisiéme espece. Ces fonctions ont pour mo-
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dule commun

e — (a*— b*) (R*—¢?)
— ?
(a*—R*)(b* —c?)

et leurs paramétres sont respectivement

-1 2___?1_'—_2 T 2____R’(a’——b{)
ﬁ e” = aa__Rz’ [" € bt(a:___Rz)'

Une fonction compléte de troisieme espece peut s'exprimer par des
fonctions de premiére et de seconde espece ; la derniére formule peut
donc aussi étre écrite d'une autre maniére, mais alorselle moins si mple.

Cette formule convient'au cas ou V'on suppose

a>b>R > c.
Admettons maintenant que Pon ait
a >R > 56> c.

Voici une considération qui permettra d’arriver au nouveau resultal
sans que I’on soit obligé de refaire le caleul,

Je pose, dans les équations (1),

ax’, y = by’,

o, S=14,

[

R 8
e
S w

ce qui donne

x4yt 4 3 =, (f—)a —+ (’—;—,)2 -+ (i;)z = I.

En meme temps nous aurons

¢’ <1, b > 1, a > i, ¢ < b < a,
on

a’>b;'>l>c’.

On voit donc que ces équations représentent une sphére et un el-
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lipsoide ayant entre eux la méme relation que les surfaces considérées
plus haut. Si donc on veut obtenir le volume de la partie commune a
celle sphere et a cet ellipsoide , il suffira d’employer la valeurde 8V

en v faisant
a =a’, b=20>0, ¢c =1¢y R =13
ou plutot en prenant,

R
2 R

|

R
A = —
[

R
9b="ga ¢ =

On obtient ainsi, en multpliant le résultat par abc, attendu que

dx.dy.ds = abc.dx’. dy’. dz':

Fv =

{pe B R=F papy aagn f) BN (— g S
L & (= L A E

Dans cette formule

b — ¢*

) {bz_ca;'. (aa___Rz‘) s L3 Rz!\b: _c:} 1
R f —— 2
-;! - I_rR’——L") (d’ — b:)’ 7 f - b:(Rz__ C’}, 7 j —

R — cz'



