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THEORIE ANALYTIQUE

DES

LIGNES A DOUBLE COURBURE;

PAR

EUGENE CATALAN,

PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE LIEGE.






THEORIE ANALYTIQUE

DES

LIGNES A DOUBLE COURBURE.

I. Formules préliminaires.

4. Tueoreme. S¢ neuf quantités a, b, ¢, a', b’, ¢', a”, b”, ¢”
salisfont aux six équations

e+ a? -+ a'? =1, ab +a'h' +a''b"' =0,
02 -6 - b"2=1, ) (1) bec-+bc +b'c"=0, } - -(2)
€ c” ¥ =1, ca +c'a' -+c’'a"=0;

elles satisfont également :

1° Aux six équations

g +0 +é& —=1, aeg’ +0b" + cc’ =0,
g e b2 e = L (3) eld £ hH e’ =0, ) . .(4)
a'” - b'* 4 ¢"" =1, a'a +b0'b + ¢’¢c =0

2° Aux neuf équations

be"—eb'—Fu, co’'—dcd'==Lb, abd'—ba'==ec¢,
ble—cb—==Fta ca—ac==Lb,"ab —-b"a==xc¢, )(5)
bee — bt — -t a’, ea —ac —Eb!, abi—ba —+ic;



(%)

2° A Péquation

a(bc” —c'b’)+ a' (b'c— c'"'b) 4+ a” (be' —eb') =21 (7). (6)

2. Remarque. Si l'on prend un systéeme de valeurs de a, o,
a’, b, b, b" satisfaisant aux eéquations

@+ a”?+a=1, P+ 02 +0"?*=1, ab+a'b + a''bV’ = 0;

Kig: ot : ces six quantités dé-
Z ' terminent compléte-
ment deux directions

/ OA, OB (fig. 1), per-

pendiculaires entre
elles : en effet, a, a’,
a’ sont les cosinus
directifs de OA; et
b, b, 0" les cosinus
directifs de OB (™).

Cela posé, les équa-

tions

cc4+c?+c¢"?=1, be+bc +b'c"=0, ca +c'd +c'a’ = 0;

ou, ce qui est équivalent, les formules
®

c— -+ (ﬂ-’h” e b'rﬂ‘,”}, ﬂ’ - :I'___ (f-!',”b Aoy b”ﬂ)j I"f” = ﬂ: (ﬂ{’}f = hﬂr)

déterminent une droite COC’, perpendiculaire aux lignes OA,

(") Voir, par exemple, les Lecons de Géomélrie analylique, par LEFEBURE

pE Fourcy.

' 1

* % . L, 1 e - - rr
(") Supposons : ¢ = 30 @ = -, b=-.Ontrouve, pour a”, b

systemes de valcurs, parmi lesquels on peut choisir celui-ci :

r

, 0", divers

; 1 1 =,
u’=+1\/ﬁ, b = (14 1/255), b”=-1—(b/ﬂ-"-—\/11)-

18 13

Les directions OA, OB sont done connues.



(5 )

OB, et composée de deux segments OC, OC': si les valeurs pré-
cédentes, prises avec les signes supérieurs, sont les cosinus
directifs de OC, ces mémes expressions, prises avec des signes
conltraires, sont les cosinus directifs de OC'. En outre, comme
le premier membre de I'égalité (6) change de signe avee les quan-
lités c, ¢', ¢”, il est égal & + 1 pour I'une des directions OC, OC,
et égal A —1 pour la direction opposée. Enfin, ce premier membre
étant le déterminant A des quantités

g, a5 d
! rr
b!‘ b? b 2

rr

4 .
€, €, C

nous convenons, une fois pour toutes, de choisir la direction OC
pour laquelle A = —+ 1. Cette direction est alors déterminee,
sans ambiguité, par les formules

c=ab'—ba", ¢! =a"b—0b'a, c¢'=ab — ba,

comprises dans les relations

ble —¢cbl=—a, ca' —ac'=b, ab'—ba"=¢€;
blle"— ¢'b —a', c'a —a'e=0b, a'b—bla=c, )(7)
eer—cb —au', ca —ac' =b", ab.—ba =¢.

De plus,

A — E{L (b'c¢'' —c'b’) = E (b’ —cb')a" = +1() . (8)

(*) On trouve ainsi, en partant des valcurs ci-dessus :

| 1 2t 5 1
e s Lor— VM ) e =— — (4 - [ /%55);
6 5{F 20

puis-

<)
-

1 1 1 ,
be'—ct!— ——a, b'c— -::”b::i —=a’, b’ — CD’ZZVH=EL’;

ecle.



B 3. THEOREME. Soient deux
droites OA, OA, (fig. 2) fai-
s sant, avec trois axes rectan-
A, qulaires, des angles ayant
o pour cosinus : a, b, ¢;
a;, by, ¢;. Soient OB la
- o commune perpendiculaire a
/ . ces droites, et OC la com-
mune perpendiculaire ¢ OA,
OB. S¢ V est Uangle des
droites donnees, les cosinus

directifs de OB sont

bc, — cb, cay— acy - ab, — ba,
e sl S el Gl
sin V sin V sin V

et les cosinus directifs de OC :

« cos V— a, beosV—b, ccosV— ¢
2 ) -

sin V sin vV sin V

En eftet :

1° sin? V == (be, — ¢b))?* + (ca, — ac,)® + (aby — bay)*;
90 sin? V= (a cos V— a,)* + (b cos V. — 0,)* + (e cos V. — ¢,)’;

3° E(hﬂ{ - ¢b)a=0; 4° E(bﬁi—cb,)m:{}; 7 E(mm}sV—ﬂl)u:{].

4. Supposons que les quantités e, b, ¢, a,, by, ¢; soient fone-
tions d'une variable indépendante ¢, et que les droites OA, OA,
forment entre elles un angle ¢, infiniment petit. Alors, si [, m, n
sont les cosinus directifs de OB, et f, ¢, h les cosinus direetifs
de OC :

[ ! le
f:::f—{{a g=:!:ﬂ? h::ﬁ;zu

E: & 5

bde — edb cda — adc adb — bda
J — == 3 m—= == ? n — = .
& & e




{438

5. Remarque. La droite OC est contenue dans un plan paral-
lele aux lignes OA, OA, : I'intervention de OB est done inutile.

En outre, le cosinus de I'angle BOA, est infiniment petit, et
égal a .

rr
3 s

6. Dorénavant, nous représenterons par a', b, ¢’, a’, b”, c
les dérivées successives de a, b, c. Au moyen de cette notation,

les derni¢res formules deviennent

lé di )
f’=:l:m'{—= g—==E=0 ==,
E & &
dt It It
| ==+ (bc' —cb') — m==(ca’ — m;’)i—, n — == (ab’ -——bﬂ,’)i—-i
& £ 3
ou, sous une forme plus simple :
i g dt O
— — e S e e 8
i st - (9)
{ m n EN dt o
b’ —cb’ ca’ —ac’  ab’ — ba’ Bt ()

4. Remarque. La propric¢té exprimée par les proportions (9)
peut étre énoneeée ainsi :

Soient deux droites consecutives A, A, faisant entre elles un
angle infiniment petit c. Soit D une perpendiculaire a A, situce
dans un plan paralléle a A, A,. Soient enfin a, b, ¢ les cosinus
directifs de A, et f, g, h les cosinus directifs de D. On a
g “h di

6.; E :I:-E—: =4 TR e A (ll)

Ez_f pm—
a', b', ¢' étant les derivees de a, b, ¢, relativement a la variable
indépendante t (*).

(") Si les cosinus directifs de A, au lieu d’étre @, b, ¢, sont simplement
proportionnels a ces quantités, 'on a toujours

- =sgc iR




(8)

1I. Tangente, normale principale, Binormale, ete.

Fig. 3.

8. Soient, en un point
quelconque M d’une courbe
AMB (fig. 5) : MT la tan-
gente; MC le rayon de cowr-
bure, ou la normale princi-
pale; MN la perpendiculaire
a MT et MC, ou la binor-
male (%).
On peut convenir que :
1° MT est la direction de la
¢ vitesse dont est anime le
point décrivant M; 2° MC est dirigée du point M vers le centre C
de courbure; 3° le rayon de courbure, p, est positif; 4° MN est
le segment de la binormale pour lequel A = + 1 (2).

En vertu de ces conventions et des notations ci-dessus, les
¢galités (7) deviennent

¢ =gn —hm, [f=cm —bn, =bh — cg,
b=h —fn, g=an—cl, m=cf —ah, ; - (12)
¢c=fm—gl, h= bl —am, n=ag—bf.

9. Le plan normal NMCG, le plan osculateur TMC et le plan
rectifiant (**) ont pour équations, respectivement :

a(X—x)+b(Y—y)+¢c(Z—z2)=0, . . . (13)

[ X—x)+m(Y—y)+n(Z—2)=0, . . . (14)

[X—2)+g(Y —y)+h(Z—2z)=0. . . . (15)

|

|

10. Désignons par ¢ l'angle de contingence; par y Pangle de
torsion ; enfin par o 'angle de deux normales principales consé-
culives ; de maniere que

e=da’+db*+dc*, y=dP-+dm*+dn?, *=df*+dg*+ dh’. (16)

(") SaiNnt-VENANT (Journal de PEcole polylechnique, 50¢ Cahicr).
(") On verra, plus loin, la raison de cette dénomination, due a Lancret:



(9)

Soient encore : p le rayon de courbure; r le rayon de torsion;
s Parc AM, A étant un point fixe. On a

ds ds
(17)

ol — :?‘_—'_'.'-—-- - . . . » '

P i
De meme, on peut faire

ds
Sl ettt e
L étant une certaine longueur, affectée d’un signe convenable.

11. On tire, des équations (16), (17), (18) :

1
Se=bpWaBteitngdt o . 2 d9)
P

= et Ve mE (20)
=

=g e (2

| =

s elant la variable independante.

12. Au moyen de la valeur de ¢ (17), les proportions (9)

et (10) deviennent

gy Tl
R e
[ m n

= = p.

be' — ¢l ca’ — ac' ab' — ba'

13. Revaroues. I. On doit prendre les signes supérieurs
ensemble, sans quoi, comme on le reconnait facilement, ces

proportions ne s’accorderaicnt pas avee les formules (12).



(10)

/; I1. Considérons le cas parti-

culierde a =0, b=1, ¢ = 0.

/f D aprés la figure 4, a augmente;

N

~ done a’ est positif. De plus, fest
¥ 27 egalement positif. Par conséquent,
les relations précédentes doivent

/ étre écrites ainsi :

[ m 1"

bc’ — cb’ ca' — ac' ab' — ba’ g

I11. De I'équation
al -+ bm + ¢cn — Euﬂ — (),
on conelut Eﬂgr L Egjﬂr 0

La seconde somme est nulle, en verta des proportions (22); done

ali b iep =107 o e e ()

Cette relation prouve

N ' que la tangente MT (fig.5)
\ £ _est perpendiculaire a dewx
; / " binormales consécutives(*);

2 A ou, ce qui est équivalent :

\ e la tangente M'T' est lin-
tersection de deux plans

M P
osculateurs consécutifs(™™).
| IV. Conséquemment(4),
,ig les proportions (9) et (10)

(*) Cette propriété, assez évidente, est pour ainsi dire conjuguce de
celle-ci : la binormale MN est perpendiculaire a deux tangentes conscculives
MT, M'T’; laquelle définit la binormale.

("*) On vérifie cette proposition en prenant la dérivee de

IX—o2)+mY =y +n(Z—z=0;. . . . . (14



(11 )

sont applicables aux droites MN, M'N’, a leur perpendiculaire MT,
et a la droite MG, perpendiculaire & MN, MT. Ainsi (v rem-
placant ¢) :

e — o — o= T IS TR 11

a b C | 20)
— — —— e ol - '
mn' — nm' nlt—==dn’ 0 Il — il (

14. Tutoreme. Si les tangentes d'une courbe G, sont paral-
leles aux binormales d’une courbe G : 1° réciproquement, les
tangentes de C sont paralléles aux binormales de C;; 2° les nor-
males principales des deux courbes sont, respectivement, paral-
léles; 5° Pangle de torsion de chacune des courbes est égal a
Vangle de contingence de Uautre.

Ces diverses proprictes sont des conséquences immédiates de
la Remarque 111, et de la symétrie des équations (22), (25). En
effet :

1° La binormale M;N,, au point M; conjugué de M, est per-
pendiculaire a deux tangentes consccutives de C, ; celles-ci sont
paralléles, respectivement, a deux binormales consécutives de C;
done (Remarque III), M,;N,; est parallele & MT.

2° Les angles droits TMN, N,M,T, ayant leurs cotés respec-
tivement paralléles, les perpendiculaires MG, M,C, aux plans de
ces angles, sont paralléles (*).

9° L’angle de contingence de (, a les cotés paralléles a4 deux
binormales de C, conséeutives; done ¢; = ». De méme ¢ = y,.

saveir
VX =x)+m' (Y =—y)+n'(Z —3)=0.

D’aprés la relation (24), le plan représenté par cette équation contient MT.
De plus, a cause des égalités (25), ce plan coincide avec le plan rectifiant,
ou encore : fout plan, langent a une surface développable, est osculateur
relativement a Paréle de rebroussement.

(") Ceeci résulte aussi, nous venons de le dire, des équations (22), (25).
Pour passer de la courbe C a la courbe C,, il suffit de changer a, b, ¢ en
l, m, n, et vice versa. Mais, d’apres les équations citces, les cosinus f, g, h
sont les mcmes fonctions, soit de a’, b, ¢’, soit de I’, m’, n’'; donc, ete.



(12)

45. Revarque. Les derniéres égalités peuvent étre éerites
ainsi :

ds; dss o uds N ds,

e
—— 5 —

P1 t P Ty
Par conséquent,

ppy — 1Ty

Ainsi, les courbes G, G, jouissent encore de cette propriété : en
deux points correspondants , le rectangle des rayons de courbure
est equivalent au rectangle des rayons de torsion (™).

III. Formules de Frenet (™).

16. Il résulte, des relations (22), (25) :

[ m’ n' p
-ﬂ.'—rz-b—!a'__ﬂr_..__jl__?ﬁ . . - . ' (27)

(*) On verra plus loin que la courbe C, est, si Pon veut , Penveloppe des
droiles polaires de C. En attendant, nous eroyons pouvoir faire remarquer
'importance des relations (22), (25), corollaires du théoreme démontre
dans le § I (3). Ces relations ne sont pas nouvelles ; mais I'on n'y avait pas
fait, croyons-nous, suffisamment attention.

Ajoutons que, pour les établir de la maniére la plus directe et la plus
simple, on peut procéder comme 1l suit :

fo D’apres la définition de la binormale, les quantités @, b, ¢, qui satis-
font a I'équalion Eaa’ — (), satisfont aussi a la condition Em’ = (0,

D’un autre coté, les cosinus f, g, i sont déterminés ( a un facteur pres ),
par les égaliléssz: 0,2!{”: 0, qui ne différent pas des premiéres; donc

[ g

2° La condition Em':l) conduit, comme on l'a déja vu, a celle-ci :
Em’ = (. On a done, simultanément

Eﬂiﬂ’mﬂ., EEF:DE 2"1{: ) 2.’{": 3

: G h 1
et, par conscquent, .’i = m=

/ m’ n’ ]

(**) Ces remarquables formules, conséquences des égalités (21), (24) sont
souvent , mais a tort, attribuées a M. Serret.
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Ainsi : 1° les dérivées I, m’, n' sont dans un rapport constant
avee les derivées a', b', ¢'; 2° abstraction faite du signe, ce rap-
port commun est celui de la seconde courbure a la premiere.

27. Pour un motif qui sera indiqué plus loin, nous prendrons
le dernier rapport (27) égal & —=. Au moyen de cette conven-
tion, les égalités (26), (25), (27) deviennent

a b c (28)
D1 rede o F =9, . .
mn' —nm' ol —In’ Iml—ml
f q h
e e R e SR A (29)
S e p =
- = = - P R AT (;j.(})
En outre (22), (29) :
f = ﬂ'p — — Z’i', q = brp = — m’i'j h = {!’P = — N'r. (5])

8. Les dernieres relations permettent de transformer utile-
ment quelques-unes des egalités (12). Par exemple,

a=gn—hm=p(b'n —c'm)= —r(m'n — n'm).
Ainsi :
@ b C
bn—cem=- cl—an=-, am—bl=-;. (52
P P P
r ! a ] f f‘} ’ / C =
mn'—nm'=—, nl' —ln'=—> Im'—nl'=-.. (35)
r r r
De méme :
r r ! F :?TI F “ -
be! — ¢b' =-, ca'—ac'=—> ab'—ba'=—; . (34)
P P P
, , [ : ; m , ; n
bn'—em'— — -, el' — an’ = > am’ — bl' = — — . (3D)

Ty r r

9. Les valeurs de f, ¢, & (12) donnent encore lieu a des
formules simples, trouvées aussi par M. Frenet. On a, en prenant
la derivée, -
['=(em'— bn') + (mc’'— nb).
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Dapms les relalmns (32), (55), le premier binome égale
-, le second, —. Done

Al m b e
f't:——_"':r QF_“ = h———-. . 3 7 (56)

r e r p r o

20. Autres formules. 1° A cause des valeurs de f, ¢, h (1),
les derniéres relations peuvent étre ¢erites des deux maniéres

suivantes :
5o m b , n e ! e
———=a"p+a'p, =5 ;__b’p+ﬂ’p', ;-—-————-——“{:”p+ﬂp{; (57)
" 0 r

i
disd b e G X
———={"r+ U7, — —m'r+mr', -— —=n"r+na'r. (38)
r r p T £ 7

2° Si I'on élimine g’ entre les deux derniéres des équations
(57), on trouve

1 1
o(b'c’ — b)) == (nb" — me') + — (b’ — ¢eb');
r p .
u, par les formules (52), (54) :

| i ) C N
be'—c'bh'=-|=+=|, ca’"—alc'==|-+—], al'—ba"=|—+—|- (39)

AT p AT p Pt

3° Les équations (38) donnent, semblablement :

1({a [\ 1{b m 1/e n
”!JHH___ ’H"}H”=_ﬂ "“I"""'"}, ?’EFZH*—JI?I:”:—' .-_I..._ : FTHH——?HTHZ—‘E __+___ (}“‘})
-

\-I:E'l '
FaNTR D g AR

4° Différenciant la premiére des formules (54), on a

U'— lp
h(’;”-—--ﬂh”_—f} : e ;
_ P
¢’est-a-dire (29) : |
o el g
be''— e’ — et
?'P
Ainsi
fetlnll S pg--mrpl oh +nrp’
be"—cb'=—"——, ca’'—ac"=—"——, ab’'—ba"'= — = (A1)

rp rp rp



I(‘lﬁ)

5° En vertu des valeurs (31), les relations (59), (40) sont
comprises dans celles-ci :

a4 (
g!},".—.- hg——+ -, fﬂf’_—fﬁ,':j +Tg fg’_. qf":f- -I—-?_I. - (42)
R £ 0 g

IV. Théoréeme de Lancret.

21. Des formules (56) on conclut, a cause de I'égalité (21) :

1 1 ] -

I-Té e ;:_é + ;é s ] : . . . . . (zi,g)
ou, ce qui est équivalent,

t:-JE= :v;g -+ Eﬂ. . . g M ; o (44-)

Ainsi, les trois angles infiniment petits o, y, = sont tels, que
le carré de la mesure du premier est égal a la somme des carrés
des mesures des deux aufres. Ge théoréme est du a Lancret (*).

22. RevarQues. 1. 8¢ les petits cotés d’un triangle rectangle
sont AB=p, AC =, la hauteur AH, perpendiculaire a I’hypo-
tenuse (fig. 7), représente L (abstraction faite du signe). En effet,

E — B

H®. BC’= AB>. A,

ou
e

AH (* + p*) = r?p?;
ete.

I1. Soit un angle triedre, infiniment petit, dont les faces sont

o~ - Eig6 C Fig. 7. o, ¥, & Soit A'B'(

- H (fig. 6) le triangle sphé-

W3 rique correspondant :

4 A ce triangle sphérique est
A 2 ? 5 semblable au triangle

rectiligne ABC (fig. 7).

(") Mémoires des savants étrangers , t. I, p. 430.



(FAGE)

En premier lieu, I'égalité (44) prouve que I'angle A" est droit
De plus, on a simultanément :

sin A sin B sin C

=

1 ] 1

I r 0

SimALY tsimB v sinC
?

&) Y £
done

L] L J -
sin A’=1=sin A, sin B= - —=sin B, sin €' = —= sin C.
r
g

V. Valeur de 2+, p, L.

23. Valeur du rayon de torsion. D'apris 'égalité Yla'= 0 (24),
on a:

El’m':-—-zlu”; SIS B LA )
ou, par les formules (253) :

Vla=—pY(be—cb)a'=—pA. . . . (k6)

n = P ! f__ fi.
D’un autre coté (51), l'a s done
1
Eg”__ TR S e SR S
‘PP

Conséquemment,

E (ab’— ba')c”
A= : 48) (*
il Vo (48) (°)

24. Revarque. On voit que le rayon de torsion a le signe du

déterminant A. C'est pour obtenir cette concordance de signes

' l’
(que nous avons supposé (16) - — — o5

T

(") Cette démonstration est plus simple que celle dont j’ai fait usage dans
le Cours d’ Analyse de I’ Université de Liége.
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25. Conditions pour qu’'une courbe soit plane. Elle est, tout
simplement ,

A— Nfabi = belle!=—0.00 0. . . (49)

En effet, s¢, en chaque point de la ligne donnée, l'angle de
torsion est nul, la ligne est plane; et réciproquement.

26. Expression nouvelle du rayon de courbure. Si 'on part
P Y

de la relation Yal’ = 0 (25), on trouve, par un calcul semblable
au precedent :

Swt— — St — v Sun'— ') '= — L

pr

puis, a cause de la formule (20) :

Im'— ml'\n''
1 X I i

F EJJE
Cette expression, comparée a la valeur de - (48), achéve de

justifier nos remarques sur la réciprocite enlre la tangente et la
binormale.

27. RemarQuE. Si 'on éerit ainsi les formules (48), (50) :
1 i
»(ab'—ba')c'=—> ¥(Im'— ml')n"'=—
(a a’)c" =~ (lm'— ml')n" o

et que l'on ait égard a I'équation (47), on trouve cette identité :
E(ﬂb’— bu"){:”XE(!m‘— ml")n' =—_[Eu'i’] (b))

28. Aulres expressions de - =2 ; Elles résultent, immédiate-
ment, des égalités (52) a (56) En effet, il est visible que

— = Ya(b'n — c'm) =¥ (ab'— ba)n, . . . (52)
1
;=E(¢nn’—ﬂ.in’)ﬂ, e s (55
1 1 .
E:—Eﬂf’= ;=Ez/f.. i SRR 7 )
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29. Remarque. Les relations (39), (40) donnent celles-ci :

1 T Y l L P 1!

Ezz(bc — c'b")l, E:E(mﬂ. —a'm")a;. . (b))
d’ou I'on coneclut, par la comparaison avee (52), (53), ces nou-
velles identités :

e (56)

2(&’6” — b'a")n= [E(ub’ — ba’)ﬂ]
E(m'ﬂ.”— n'm')a— [E(inﬂ’-—— mn’)af

80. Valeurs de +5- Des relations (39), (40), on conclut, en
ayant égard au Théoréme de Lancret :

1

3

2(&'6”-—- ba')? = 2 (I'm"'—m'l")*= iy

Conséquemment,
E(a’b”—— ba'’ )? E(E'm”— 7 |

— =0 a s ABT)
(a”+ b+ ¢ (I* + m"+ n?)? L

31. Revaroue. D’aprés cette double égalité, la longueur L
est une meme fonction, soit des quantités qui se rapportent a la
tangente, soit de celles qui se rapportent a la binormale. Cette
proposition, a peu pres évidente par la considération des courbes
conjuguces G, C; (14) (*), est une confirmation nouvelle des
Remarques précédentes (13, 14, 26).

VI. Quelques sommations (*¥),

32. A cause deYa == Yaa'=0, il est d'abord visible
que

rr 1
2 ae — PE 20 SN R S o S (1
(i e B S D
a0 —=— — — A B
E ) : E{HL 3 (59)

() Elle exprime que les angles , «, sont ¢gaux.
(") La plupart sont tirées, soit du Mémoire de M, Saint-Venant, soit des
Recherches sur les surfaces gauches (MEMOIRES DE L’ACADEMIE DR BeLG1QUE).
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De méme,
t!l 4
Ezz_.ﬁ,... SRR 0]

1

al

1
Sir=—JU——=. - .. e1)

33. On vient de voir que

Lt o ) 1 (e 1 rRrng ‘I
E(ﬂb’— b'a ]E—_Pi[ﬁ: E(J m''— m’l )-—ri.Lﬂ‘

(62)

34. Les équations (37), (58), combinées avee (59), (61),
donnent aisément :

. L das oia\e) - i G o
PEETLRC L WETINCA

o I

35. D'aprés les formules (41) :

r rr i /
E(Hb — ba )E=EE(PE+TEP E). st eivel (64-)

De méme,

]
E(im"# mi”)?-_:lﬂ—gﬁ{rgrl—pgr’ﬂ). S eliino e Gh)

26. Si l'on écrit ainsi la premiére des égalités (39) :

Pﬂtbrcn_ Erb”) =; e (bﬂ‘!— Cbr)j

on conclut

FEE (b'c”"—c'b")a'""= -} E ae’"' + 2 (be'— ¢b')a'"".

Mais (23, 32) :

1 ,
S b B3

(*) Cette relation, attribuée a M. Hermite, par M. de Saint-Germain, se
trouve déja dans le Mémoire sur les courbes non planes.
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done, en négligeant des sommes nulles,

1Y\ (?" p’)
— b Ya' = ——[—+2—]]; . . (606
Sbe— ab)ar= (o) =— [+ 2 s - - o0
puis
1 '
E(brﬂu_ ﬂ'b”]ﬂ-”f= E (;Fi-) A SR B (67)

Un simple changement de lettres donne ensuite :

: o 2 5
E("ﬂﬂ-—ﬂmll ﬂ—(?,gp)— (?.apg+9;%)=- . (68)

.rl f
E (ﬂlfﬁ!‘” £y H'm”} i — ?.3 (—). R e I (59)
37. Pour évaluer Y (gh' — hg') f”, rappelons-nous que
(20,17) :
i il

ghf T hgl, — ; = = ;? " = {I’F” - = c.zﬂ”f]’ -+ ﬂ;urp;

d’ou résulte, si I'on néglige des quantités nulles,

E (gh' — hg') ["" = 25: 2 aa' +Ezaﬂ'” -+ 22—2&1”+ Elu”‘.

Or (32, 12):
‘1 r

Sar ==, Sawr=3

P P
done,

'I"'l.'.‘.'r

» L=p(bc’ —cb');

1

!

i P ’ !
]F__’ f ”..--_—_'—-— r I Ib!‘ / b j'-_ b}' ”'f;
2(93 1g') f ?’f—l_gp 2(6{3 ch’) a +p2(ﬂ ch’) a

et, par les formules (48), (66) :

i
S (gh' — hg) [ ==

FE);.....(W)
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38. Remarques. I. Si, au lieu de la valeur précédente de f”,
on emploie celle-ci :

f” S S l"f‘” e qurr ks l!”?',
on trouve, en opérant comme dans le dernier calcul,

S —hg) [ =—5(5)-

Conséquemment, I'équation

L5
e\ --I--'—E = =
poAr r™ \P

doit étre identique. C'est ce qui a lieu.
II. L’élimination de (;), entre les équations (67), (70), donne

Y (b'e” — b)) a”

E—

Sk — )

puis (59) :
N (b'e” —c'b’)a”

;.F—- !!F -".F:
D (hg'—gl') f T

(71)

On trouve de méme, eu égard a la premiére Remarque,

E (m;nu _'ﬂrmu) I’

S (hg'— gh') "= e ih) (72)
E(m’n”—ﬂ m') a
39. De
n
@b’ —ba” i(“ + ﬁ) : (39)
o' \T p
on déduit ‘
’ 1 gL ’ HF 1t ’
urbur_bru”r=_ﬂp__-5(5+f)+E(TC ﬂﬂi" +P : P).
P Ak P P r -
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oI n' el -
Mais - + ;- = 0(50); donc

Gy 2o np'
Fr i [ [ .
el —ihig {— g( +——_) 3 —;
R ! P
puis
e . T Y P’
E (ﬂr’b”; hysie bfﬂlfﬂ)ﬂz — ( P } L B __S_ :
R ! ¥
ou

v —ver=[ (T[] - -

- Les formules (40) donnent, semblablement,

2(J’m’”-—m‘i”")ﬂ=[(;)’LT+ [(;%)r]% )

40. On peut conclure, de chacune de ces relations, une iden-

tité assez remarquable.
Reprenons les formules

1 5 1
—=(a?+ 0%+ %2, —= )Y (bc’ —ch)a".
= (@™ + ) o 2 ( )

Il en résulte :

1\’ '
(—5 =5 (a®+b"+ ¢?)?(a'a’ + bb" + c'¢’),
F

1 r
(rpﬁ) = (b’ — cb') .

L’égalit¢ (75) se transforme done ainsi :

E (a'd" —b'a"") = 92{1’9 [2 u’ft,”]g -t [2 (be' —cb') &' 3. (75) (%)

(*) 1o Si 'on substitue 32a’'a’” a — Zaa’”" (59), et qu’'en méme temps,
pour I’homogénéité, on multiplie le premier membre par X a*, on trouve
Pidentite

DY@y —varp=Ya*| Yaa"|"+ [ Y0 —ct)a”]", . (@)
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On obtient, de méme,
2 (I'm"" — m’l’”)*=925’*[2!’!”]?—1— [E (m'n"" — n'm”) J'”]E. (76)

41. Pour terminer ce Chapitre, nous chercherons encore

E ﬂfﬂﬂ'

On a trouvé

'l [ i o= 1 A -
2 (ﬂ‘.’b”! B - bfu_'”)u = I:(;E) ] -+ (;*FE) ] e e (75)
Mais, identiquement,
E(Qa’bur Vs brmrrr)i= Earizmruﬂ 5 [Etﬂrﬂr”lr]i-

Ainsi déja
sesen-tzeer- (][]

dans laquelle les neuf quantités a, b, c, a’, V', ¢’, &'”, 0", ¢ sont assujetties
a la seule condition : aa’ 4 bb - e’ = 0.
Soient, par exemple :

a=2 b=3, c=4; a/=4, V'=4, ¢=—3; a"=1, b"'=2, ¢"=3.
On doit avoir
(22 4- 32 4= 42) (42 4+ 222 - 172) = (42 4 42 + 52) 202 4- 92,

o1
99,789 = 57.400 + 81 — 22 881;

ce qui est exact.
20 Comme

E (a’b" — b'a”’}ﬂmEa’ﬂ.zw”‘*‘ —_ [Ea’ﬂ”’]ﬂ ;

on peut écrire, au lieu de (A):

Eaﬂza’izm’”ﬂ =§.‘«r:.!;E [Ea’u""]ﬂ—i—zﬂ’g [Eﬂu“"]ﬂ-F [2 (be'— ¢b’) ﬂm]ﬂ- (B)

3° De la relation aa’ 4 bb' + ¢¢’ = 0, on conclut :

2 2] - ! . -
Eaﬂ [Ea’a"’] +Em’ﬁ [Eau"”] = [:12:1 a’ 4+ a Eaa’ ’]
= L
—+- [bza"a‘”a- b’Eaa’”
= 2
-+ [{: za’a“’-lr- ﬂ’zaa”’ :
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D’un autre coté, la formule

Saa'= ; ST G RNE
donne | A
2&:’&”’:——2&’” il _:jP :
ou (34) P
Yaa= 0} Daa s 5 (77)
L e |

q 1 ’ . . .
A cause de ¥ a'2 = =, I'équation ci-dessus devient donc

e IR,

puis

EHEEQ’EE{;’”E o [ﬂ_zgfﬁﬂr Lo ﬂjzﬁﬂ”": 2
o3 + b Yo |
+[eDaa” + EMH,]
=t | E(E’G - ﬂb)a”’] :

4o Pour satisfaire 4 la condition donnée, il suffit de prendre

a'=by—cB, V=co—ay, =a3— b

Au moyen de ces valeurs, 1
notation,

Dary, (b — By X2 = [a D/ by — B) + (by — B) yof]
-+ [bE[{r_ﬂ'f}f — ¢3) + (coo — a?f}zﬂ,f:ﬂ
+[s2f(hy B g — m;za,f:

+[ Sor¥or = Borde] |

5o Les identités (A), (B), (C), (D) peuvent étre utiles dans I’Analyse indé-
terminée. Ainsi, les deux dernieres permettent de décomposer, en qualre
carrés, le produit de trois facteurs égaux, chacun, @ la somme de lrois carrcs.

Par exemple, en conservant les valeurs ci-dessus :

‘égalité (C) devient, par un changement de

11
R

({1

(22 + 37 + 42) (42 - 42 4 B?) (12422 - 32) == 742 4 T12 4 1122 4 92,



ou, plus simplement,

Y 111 (")”ﬂ
s — — pl=
p“ I.* p

_—— -

o[} o

VII. ’'lan rectifiant, surface rectifiante, ete,

42. Dirnirions. Quand le point mobile M (fig. 8) déerit la
courbe AMB, le plan
NMT enveloppe une
développable S, sur la-
quelle AMB est située
tout entiere.D’aprésune
propriét¢ connue (*),
cette courbe AMB est
une ligne geodesique de
S, ¢’est-a-dire que, dans
le développement de S,
la transformée de AMB
est rectiligne. A raison
de cette propriété, le
plan NMT porte, depuis Lancret, le nom de plan rectifiant (9) :
la droite rectifiante est la géneratrice de la surface rectifiante S,
ou Uintersection de deux plans rectifiants conséecutifs.

43. Remaroues. I. Supposons que la surface S soit développée
sur le plan NMT. La transformée de AMB est une droite ayant,
avec MT, un élément commun (**) : cette transformée est donc
la tangenie MT.

(") TatorEmEe. Toute ligne géodesique a son plan osculateur normal & la
surface; et reciproquement.

Dans le cas des surfaces developpables, ce théoréme résulte, immédia-
cos 0

tement, de la relation — ;—l, que j’ai donnée il y a trente-deux ans
(Comptes-rendus, tome XVII). Pour I'étendre 4 une surface queleconque 2,
il suffit de remplacer celle-ci par la développable circonserite suivant la
ligne considérée (Mclanges mathématiques , p. 53).

(7°) Trailéelémentaire de Géométrie descriptive, seconde partie, pp. B et suiy.
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II. La rectifiante MG est, daprés la derniere définition, per-
pendiculaire a deux rayons de courbure consécutifs. On verra que
le liew de ces rayons est une surface gauche. Donc la rectifiante
est paralléle a la plus courte distance de deux rayons consécutifs.

44. Equations E 1A REcTIFIANTE. D'aprés les relations (22),
I'équation (15) du plan rectifiant est

o (X — )= b (Y — g et i —e)i— 0 S (79

La rectifiante MG est représentée par le systéme de cette équa-
tion et de I’équation dérivée (*); savoir :

L

o' X—x)+b"(Y—y)+c'(Z—z)=0. . (80)()

Au lieu de ces équations, on peut employer les proportions
suivantes, (ul en sont une conséquence :

X—ux Y—y L—z

R Tl ST

. (81)

45. DIRECTION DE LA RECTIFIANTE. Sip, q, v sont les cosinus
directifs de cette ligne :
P q r : |

—— s — —_— I ;
brﬂu_ B;bu ﬂrﬂ”— ﬂrﬂu ﬂrbu_ fjrﬂ.” l/(bjﬂ”—— {T:br )E

ou, par les formules (59), (62) :

L

L g b m
S A i,
P

r
r p L

[|
I

C
==t —3 e o (32)
?-‘h

(") Cours d’Analyse de ’Université de Licge, p. 502.
(**) On ne doit pas oublier que
dx dy dz

a' —+4+-b — 4c'—=da+ bbb+ c'c=0.
s ds s
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Oou encore

re rp
p=pa —+ 1l, Lq_pb—l-rm, L= roct o, (83)

’

T
D’aprés ces formules, si I'on prend, sur la tangente MT et sur
la binormale MN (fig. 9),
MP=p, MQ =1 ("), et que
'on achéve le reectangle
MPRQ, on aura MR ="¢.
De plus, MR est la direction

de la rectifiante M. Enfin,

H étant 'angle de MG avec
MT :

L
cos H= —,
=
L
sin H=—, (). (84%)
P
>
tg H=—-.
P

46. Remarques. I. Si I'on eonvient de prendre L positivement,
I'angle H est aigu ou obtus, selon que r est positif ou négatif.

(*) Quand le rayon 7 est négatif, la distance MQ doit étre portée sur le
prolongement de MN.

(**) La derniére formule et les propriétés de la surface rectifiante donnent
lieu a la remarque suivante :

Soit, sur une surface S, AMB une ligne geéodésique, ayant MT pour tan-
gente. Soit MG une génératrice de la développable 2, circonscrite a S sui-
vant AMB; ou, ce qui est équivalent, une rectifiante de AMB. Soient enfin
p, r les rayons de courbure et de torsion de AMB, au point M. On a

tg TMG = — -
P
51 d’ailleurs, au moyen des données du probleme, on évalue tg TMG, on
aura, sous une nouvelle forme, I'équation des lignes gcodesiques.
Ajoutons que, d’aprés la théorie de Charles Dupin, MT et MG sont deux
langentes ﬂﬁﬂfﬂg’ﬂfﬂﬁ.
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II. La droite MH, perpendiculaire ala diagonale P(Q), représente

Fig. 10. L (22, I). En outre, les angles
R, QMH, RMP sont égaux entre eux.
: III. La hauteur MH (fig. 10) est
située sur la diagonale MR, du
rectangle MP,R,Q,, égal & MPR(),
et, pour ainsi dire, conjuqué de
M MPRQ. Si py, q,, ; sont les cosi-
nus directifs de MH ou MR, on a

\ done, sans nouveaux ecalculs, et

par un simple échange de lettres :

P

CET R
— i (R 5)
I

?"I

IV. Au moyen des valeurs (84%), on peut écrire ainsi les for-
mules (82) et (85) :

p=acos H+lsinH, ¢ =bcosH+msinH, r =ccosH+nsinH, (86)

pi=asin H+lcosH, q=>bsinH+mecosH, r,=csinH+necosH. (87)

V. Si, dans le plan rectifiant, on éléve MF perpendiculaire a

MG (fig. 11), cette droite MF, tangente @ une trajectoire orthogo-
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nale des générairices de la surface rectifiante, fait, avec les trois
axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels a /', ¢', 1.
En effet, ces dérivées satisfont aux conditions

NE—0;. Ypf—0()

Les cosinus dont il s’agit ont done pour valeur Lf’, Lg’, LA'.
VI. La méme conclusion ressort des formules (56). En effet,
en les éerivant ainsi :

erf'=¢el —ra, prg'=pem —rb, prh'=pn—rc;

on voit que, si I'on prend MQ' = r, MP’ = p, la diagonale MR’
du rectangle MP'Q/R’ fait, avec les axes, des angles dont les
cosinus sont proportionnels a f*, ¢’, b'; ete.

VII. D’apres la Remarque II, la binormale MN est bissectrice

de I'angle HMF.

47. EnveELoPPE DE LA RECTIFIANTE. Reprenons les équations

¢ (X—2)+b(Y—y)+c(Z—z)=0, . . (79
¢'X—2)+b'(Y—y)+c (Z—2)=0; . . (80)

et joignons-y la dérivée de la seconde; savoir (58) :

¢"(X—x)4+b0"(Y—y)+ "L —2z)=

i (88)
- Le systeme de ces trois équations représente le point d’inter-
section de deux rectifiantes conséculives (**), ou le point commun a
la rectifiante MG el a Uenveloppe de celle-ci, ou enfin le point E de
Uaréie de rebroussement de la rectifiante, correspondant au point

M de la courbe donncée.

(*) Celle-ci résulte de ce que MG est perpendiculaire & deux rayons de
courbure consécutifs (42, II).

(") Sij’emploie cette expression, consacrée par 1'usage, ¢’est afin d’abreéger.
En réalité, deux géneratrices d’une surface développable, aussi voisines qu’on
le veut, ne se coupenl généralement pas (Truité élémentaire de Géomélrie
descriplive , seconde partie).
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Des équations (79), (80), on tire, comme ci-dessus,

X —2x Y — Z —
= /_ — sl

b!ﬂ”’_— ﬂibff ﬂfmrf— {1. {, ﬂfbif_ bfﬂl.”

Soit 0 la distance ME : d’aprés les derniéres proportions et
I'une des formules (62), chacun des trois rapports égale p2LJ.
En vertu de I'équation (88), la valeur commune de ces rapports

est aussi
] o
— R
FEE({):GH____ ﬂrbrr)ﬂrn (E)
3
Conséquemment,
goreioe S (w0)
18
v
et, sil'on fait f=cos H=1F:
VL i
e
LK’ K o

48. Remarques. 1. Si 'angle H, supposé aigu, augmente en
méme temps que s, la dérivée &' est négative ; done la distance 9,
comptée dans le sens de MG, est positive.

E ]-_‘E r' L]
el [ a / - 3
II. De H=arc cosZ, on tire H' = E (T) ; puis

=

sin H
)

H’a‘=£= = L USRS, S0l
P

49. TutorimMe pE M. BertrAND : Quand le rapport des deux
courbures est constant, la courbe est une hélice, lracee sur un
certain cylindre ().

En effet, k = const. donne 0 = == oo : la surface reclifiante est
cylindrique. En outre, a cause de {g H = E, la tangente MT fait,
avec les generatrices, un angle constant : la courbe AMB est done
une helice.

(") Journal de Liouwville, tome XIII, p. 425.
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50. TuioreMe pE M. Puiseux : Si¢ les deux courbures sont
constantes, la courbe est une hélice, tracee sur un cylindre de
révolution ().

D’aprés le théoréme precédent, la courbe est une hélice. De
plus, o = const. ; c¢'est-a-dire que, dans le cylindre rectifiant,
Pangle de contingence est constant (**) : ce eylindre est done de
révolution.

51. SURFACES A PENTE CONSTANTE. Reprenons le cas ou la courbe
AMB (fig. 12) est une hélice, tracée sur un eylindre queleconque.

Fig. 12. Le lieu de la tangente M'T,
ou I'enveloppe du plan oscu-
lateur PMC, est alors un
hélicoide développable. Sup-
posons le plan horizontal
perpendiculaire aux géné-
ratrices MG du ecylindre.
Dans le plan TMC, tangent
a I'helicoide, TM est une
ligne de plus grande pente;
car elle est perpendiculaire
a la ligne de niveau, MC. Il en est de méme pour la droite MT,
considérée comme génératrice de 'hélicoide : done towt hélicoide
développable est une surface a pente constante (***).

A

52. ANGLE DE DEUX RECTIFIANTES CONSECUTIVES. Nous avons
trouve

p=acosH + {sinH, g=>bcosH + msinH, r=ccos H+ nsin H. (92)

Soit V I'angle infiniment petit cherché : V2 = dp? + dg? + dr?,
ou

V )E E
= 9?49+ r".
(ds - 1

(") Journal de Liouville, tome VII, p. 65.

(**) Pour abréger, j'appelle angle de contingence d’un cylindre, 'angle de
contingence de la section droite.

(*"*) La réciproque est vraie (Remarques sur la théorie des courbes et des
surfaces, 1V).
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Or,

p'=(a’ cos H + I’ sin H) + ({ cos H — asin H)H';
ou, parce que le premier binome est nul (50), (84) :
p'= (L cos H — « sin H)H".
La quantité entre parentheses égale L [,}—F — %) = Lif": done

p=LHf, ¢=LHg, r=LHK; . . . (39

s " 1 {
puis, a cause de L. = —+ Vgt -

V—Hls =i dH "= " i ans mrs (L)

Ainsi, Pangle infiniment petit, formé par deux reclifiantes
conseculives, est eqal a [laccroisse-
ment de Uangle H. Ge résultat du
caleul est évident s1 I'on considere,
dans le développement de la sur-
face rectifiante, la transformeée rec-
tiligne de AMB (fig. 15), et les
transformées de deux génératrices
consécutives. En outre, on voit que

Fig. 15.

— e

sin H -2
J = me = ~ = ‘/";‘I‘ , quan-

tite positive si l'angle H, supposé
aigu, croit avec s (46, ).

53. Revarques. 1. Les formules (95) étant éerites ainsi :

’ ' !

L SRR L

p » . -
f‘l gF h

(95)

on voit qu’elles ont quelque analogie avee celles de M. Frenet.
II. Au moyen du théoréme énoncé a la fin du Chapitre I (1),



on peut vérifier ces proportions. En effet, le rayon MC (fig. 14)
Fig. 14, est perpendiculaire a deux
generatrices  consécutives ;
donc les cosinus directifs
de la droite MF, perpen-
diculaire 4 MG, MC, sont
proportionnels a p', ¢, »'.
De meme, la géneratrice
MG est perpendiculaire a
deux rayons consécutifs (43,
Il) ; donc les mémes cosi-
nus sont proportionnels a
[0, k.
I1I. Enfin, d’aprés une remarque faite précédemment (46, V),
ces cosinus sont

s A eaCT

54. SECTIONS PRINCIPALES DE LA SURFACE RECTIFIANTE. Dans
toute surface développable, les lignes de courbure sont les géné-
ratrices et leurs trajectoires orthogonales. Dailleurs, les sections
normales principales d'une surface quelconque sont tangentes
aux lignes de courbure. Dans le cas actuel, les plans des sections
principales sont donec GMC, FMC (fig. 14).

Pour calculer le rayon de courbure de la section FMC, il suffit
d’observer que,d’aprés le théoréeme d’Euler, exprimé par 'équation

1 1 - 1

—=— — €0S°¢ + — sin?

on a (R, étant infini) :

1 1 1 1
— = —c05*y = — c0s”* FMT = — sin?H,
B Bi BI H.[
onl
L'E
Bi=—osm*H———HgL... .~ . . . (97
3

Ainsl, le centre de courbure de la section principale FMC est

D
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un point C; que l'on obtient en prenant sur MC, a partir de M,

une distance MC,;, troisiéme proportionnelle &8 MC et L (*).

55. Remarque. Le rayon de courbure de la section nor-
male NMC serait donné par la formule
1 o L?

1 9
SRR U H = ;
eE T i

ou
Nye=i— e eihas S0 S (098)
P
56. ELiMENT DE L'ENVELOPPE C; DES RECTIFIANTES. Les coordon-
nées du point E (fig. 11) sont (47) :
X=z+pi, Y=9y+ qd, Z=2z+ 10;
ou, en vertu des formules (82) et (90) :

1 1 1
X—zx k;(ﬂk—}—f}, Y=y E(bk+m), L=z — —(ck + n).

L

La dérivée de X est
1 k'

X'=a— = (ak' + ka' + ') + —
K’ k'

(ak + ).

Et comme la somme des quatre premiers termes est nulle (50) :

k' kgt ol p k" 1 k"
X’ — k J _ (— —) I — —— —_— . A
~ Alnsi
<7 I kY - 1 . k” 7 1 k" 90
——— —— —_— i1- o
sin H k’ﬂp’ sin H k™ 1 sin H k2 ()

Ces valeurs prouvent que I'élément cherché est donné par la

formule

k'
r53,=\/1+!£ﬂ%-éds. oF e aie, o G100

(*) Dans le Mémoire de M. Saint-Venant, cette proposition est démontrée
au moyen de considérations infinitésimales qui ne me paraissent pas suffi-
samment convaincantes.
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57. Revarqurs. 1. 9" désignant la dérivée de 0, on a, par la
formule (90) :

fF’ —_—

k k”
= o= o
Va4 k2 K¢

V1 + k2

done
Sii— 10 - ens LSS RISt wE 8 101

[I. Cette valeur se vérifie trés-aisément par la Géoméirie.
Soient, comme ci-dessus (52),
/ ab, me, m'e! les transformées de
la courbe AB et de deux recti-
: fiantes consecutives; de maniére
que me =0, m'e! — 0 + do,
ee' = ds; (fig. 15).

Abaissant m'P perpendiculaire
sur me, l'on a

Fig. 15.

0 + ds, = mP + Pe’ =ds cos H + Pe'.

L’angle Pe'm’ est infiniment petit; done la différence entre m'e’
et sa projection Pe’ est du deuxi¢me ordre; en sorte que l'egalité
se reduit a

ou
s;=—cos H + 4.

58. Ravon DE COURBURE DE L’ENVELOPPE ;. Ce rayon est donné

par la formule

ds, cosH -+ ¢’
Pl > ;

£ H’ ;
a cause des valeurs (101) et (94).

(102)

59. Ravon bE Torsion. Le plan reciifiant de la courbe donnee,
C, est osculateur a Uenveloppe C;. Par conséquent, I'angle y,,
relatif & la courbe C,, ne différe pas de o = 'fTS- On a done, en
deésignant par r; le rayon de torsion cherché,

ds,

rp—=—=_~Ls;=L(ecosH~+2d"). . . . (105)
H1
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60. Remaroue. Conservons les notations employées dans la
ficure 14. Soient, en outre (fig. 16), M,;(; la normale prinei-

Fig. 16.

pale a 'enveloppe C; de la rectifiante MG, et M;N; la binormale
4 cette courbe C,. Le plan osculateur est GMF ; done M,C; est
parallele 8 MF, M\, est paralléle a MC. Par suite, le plan recti-
fiant de C; est GMC, et la rectifiante de Gy est une droite M) G,
qui rencontre, en un certain point i, le rayon MC.

64%. DirecTioN DE LA NOUVELLE RECTIFIANTE. Soit H; l'angle de
M,G, avec la tangente M;M. On a

o MR _ MR
BEASNMN

o e e
e P1 FE _H?fj‘
Ainsi
a
MR SR S R R 0%
°

Cette expression est précisément celle que nous avons trouvee
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pour le rayon R, de la section principale FMC (97) : le point R
est done le cenire de courbure de cette section (%)

(") Le plan GMC, perpendiculaire a MF, a pour équation (33, II) :
r (K L fﬂ) +g'{Y—y‘) -+ i (E — 2)=0.

De la résulte que les cosinus directifs de M,;G, sont proportionnels aux
binomes

grhn = hlg”; hff.l'r N f:h.”f’ frg.H =i = g-'{‘ﬂ.
Or (19) :

Ll b g ¢
T T e i
done (17) :

P’ P gn—hm  bh — cqg .
= (mc — nb =+ +
( ) (TPE PT‘E) LET LEF )
ou, par les formules (11), (82), (89), (104) :
Py " § R f ] aa” 1 - .E_
g'h h'g "“;.a_Pﬂ(’P Pr}""La ’-‘"+P
o SR N e i e
Ale (LLE L300 L3)

Les equations de la droite M, G, sont done

X—x—pd Y—y—qd L—3—17
fA — pd gAI—= R )

Elles sont vérifiées par
A=x+fA, Y=y-tgA, L=z hA;

ainsi la nouvelle rectifiante (ou plutot rectifiante sccondaire) passe par le
point R; comme on I’a vu ci-dessus.
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62. DEVELOPPEMENT DE LA SURFACE RECTIFIANTE. (ie developpe-

Fig. 17.
- P -
A
i
¥ —
A M - e
M , g B,
i

0

ment étant suppose effec-
tué dans le plan de la
figure 17; soient : P()
la transformeée de l'aréte
de rebroussement, C; ;
AB, la transformeée de la
courbe donnée, C; MD,
M'D’, ... les transformées
des rectifiantes. Tracons
les droites A;B;, A,B,,...,
paralléles a AB; puis en-
roulons le plan sur la
surface rectifiante.

Les distances DM, DM, ,... ne changent pas, non plus que les
angles en M, M;, ... Par conséquent (fig. 18), les courbes C,

Fig. 18.

Cy, C,, ... tracées sur la
surface rectifiante deter-
minée par la courbe (,

_ jouissent des propriétés

suivantes :

1° Les tangentes MT,
M, T,,M,T,,... aux points
correspondants, sont pa-
ralleles et situées dans le
plan rectifiant commun ;

2° Aux points corres-
pondants, les angles de
conlingence sont eégaux
entre eux, ainsi que les
angles de torsion ;

0° En ces mémes points, les binormales sont paralleles entre
elles, ainsi que les normales principales (*).

(*) On voit que les courbes C, C,, C,, ..., & transformées rectilignes paral-
leles, ont quelque analogie avec les lignes appelées courbes paralléles. On
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63. Rayons pEs courBes C, C;, Cy,... 1° Les éléments de ces
lignes sont (fig. 17) :

MM =ds, MM,=ds,, MM;=ds, -

En faisant MD =d, M;D =0,;, M,D =0, ... on a, par Ia
similitude des triangles :

ds ds, .ds,

——

e
e —

S LR

D’un autre coté (62, 20) :

as . ds, .  ds, ds’ = dsy " ds,
£ — = — — g, ¥ = = -
- Pi P2 r 'y s
done
P P E_g 1 } ho? r, Iy
Elj‘ &1 Jﬁ ’ ’? éij &iE

Ainsi, aux points correspondants M, My, M,, ... les rayons de
courbure sont comme les distances MD, M;D, M,D, ... ; et la
meéme proportionnalité subsiste pour les rayons de torsion.

2° Les proportions précédentes entrainent celles-ci :

- ; L :
o° Faisons, comme ci-dessus (60), A = =*; et solent, par
analogie :

2 LE

1 2
'ﬁl:_, Ai=‘_",trt;

P1 P2

nous aurons

- (2=
Ao NBfs T a8

sait que celles-ci peuvent etre considérées comme des trajecloires orthogo-
nales d’'un plan mobile. Pour rendre l'analogie plus grande, imaginons
(fig. 18) le plan P mené par GM, perpendiculairement au plan rectifiant
GMT (c’est le plan GMC, considéré ci-dessus). Alors les courbes C, C,, C,, ...

coupent le plan mobile P sous un méme angle, qui depend seulement de lw
position de P.
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Par conséquent (fig. 19), le liew des cenires de courbure des

Fig. 19.

sections principales FMG, F,M,C,, ....de la surface rectifiante,
est la rectifiante secondaire DRGR (7).

VIII Surface polaire. — Spheére osculatrice. — Lieu des cemntres
de courbure.

64. Sunrrace rorAIRe. Cette surface est le lieu des axes (**) des
cercles osculateurs a la courbe donnée, ou 'enveloppe des plans

(*) Cette propriété est une conséquence de celles qui ont ¢té établies dans
les n° GO et 62.
(**) Nommés aussi droites polaires.
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normaux. Une génératrice queleconque (c’est-a-dire 'axe du cercle
osculateur) est done représentée par

a(X—x)+b(Y—y)+c(Z

=—raii—l S (12
@' (X—x)+b0(Y—y)+c(Z—z)=1

(105)

Si, avee ces équations, on prend encore la dérivée de la
seconde, savoir :

' X—x)+b"'"(Y—9y)+c"(Z—2)=0, . . (80)

le systéme de ces trois équations appartient a l'aréte de rebrousse-
ment de la surface polaire.

65. SpHERE oscULATRICE. Si l'on fait passer une sphére par le
point M et par trois autres points M', M”, M"’ de la eourbe donnée;
puis que 'on fasse tendre ceux-ci vers M, la sphére variable
devient, a la limite, la sphére osculatrice S, déterminée par les

equations
(X—af+ (Y—yP+ Z—zf=R(). . . (106)

et ses trois premieres derivées :

a (X—2)+b (Y—y)+¢ (Z—2)=0,
o (X—x)+b (Y—y)+¢ (Z—2z2)=1,
a'(X—x) +b0"(Y—y)+c"(Z —z)=0.

el Ces équations déri-
veées sont celles qui de-
terminent le point S
(fig. 20) ou la droite
polaire CS touche son
enveloppe (84); donc
le centre de la sphere
osculatrice coincide avec
le point S de Uaréte de
rebroussement de la sur-
face polaire.

(") Dans cette équation, X, Y, Z représentent les coordonnées du centre.
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66. Remarque. 1. L’équation (12) représente le plan normal
NMC, et 'équation (105), un plan SCH paralléle au plan recti-
fiant NMT ; done la droite polaire GS est parallele a la binormale
MN (%).

II. Le plan P, représenté par l'équation (80), coincide avec
GMS ; car ¢l contient la rectifiante MG (64).

67. CENTRE ET RAYON DE LA SPHERE OSCULATRICE. Des équations

(12), (80), on tire :

X —ux Y—y Z —z
Ly R R, ' l R f o 3 : (107)
el —ichi” . ca — ael ab'' — ba"

D’aprés I'équation (105) et l'expression de R2, chacun des
trois rapports €gale
| R

—

2 {b{:” = ﬂb”) a' l/z (b{,‘—” i) ﬂbu)ﬂ

Le premier dénominateur est — A (23); le second a pour
valeur = AV 2 + 12’2 (85); done

R—V e (0 a2 (108)

Quant aux équations (107), qui représentent le rayon MS,
elles deviennent (41) :

X—x=pf+rl, Y—y=pg—+rem, ZLZ—z=ph-+rp'n. (109)

(*) Cette propriété est évidente @ priori : 'axe CS du cercle osculateur
est perpendiculaire au plan de ce cercle, c’est-a-dire paralléle a MN.
(**) Sila courbe donnée est tracée sur une sphére, on a donc

P2+ r? (EE) — const
ds :

Cette relation entre les denx courbures d’une ligne spherique me parait devoir
étre attribuée 4 M. Saint-Venant, contrairement a l'opinion de M. Paul
Serret (Théorie nouvelle, elc., p. 97). Voici pourquoi : le Mémoire sur les
courbes non planes a été publié en 1845; et les premicres recherches de
M. Alfred Serret, sur le méme sujet, datent de 1848.
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Si 'on se rappelle que f, g, h sont les cosinus directifs du
rayon de courbure MC, et que [, m, n sont ceux de la droite CS,
paralléele & MN, on conclut, de ces formules, CS =rp’, valeur
qui s’accorde avec celle de R.

68. ELEMENT DE L'ARETE DE REBROUSSEMENT. De la premiére des
formules (109), on ure :

X' —=a+gf + [ + () U + (o)L

Mais (36), (29)
@+ pf = E-!, [=—rl;

done
X’ =[E + (rp’)']t, V= E)- “t (rF’)'] 0 — [E I (rp’)] n;(110)
r r r
puis, S étant I'arc de la courbe dont il s’agit,
S’=-E+(rp"}’ SO R SRRy

69. RemarQue. La formule (108) donne :

RR’ =’rp’ |:F — [?‘p’)':l :

=
par conséquent,

e e e e N (]

70. Tutoreme. S¢ la sphére osculatrice a un rayon constant,
cetle sphere est fixe, et la courbe donnée y est située tout entiére
(excepté seulement quand la courbure est constante).

En efiet, si R = const., et que p' ne soit pas nulle, la der-
niere relation donne §' = 0; puis X'=10, Y' =0, Z’' = 0; équa-
tions d’un point fixe.
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1. LiEu DES CENTRES DE COURBURE. Les coordonnées du centre
de courbure, C, sont données par les formules

X, =2 +of, Yo=Yy -+pg Zz=z+ph. . (113)
: | ey :
On en conclut, a cause de a + pf’ == [, ete. :

' r L F ' ' F ]
mg_—_if,ﬂ—pf, Y=—M-+p9, zg=;-_n+ph;,. (114)

..P.Ll_....___ R
Prgai | P S 1
Sﬁ_\/E—I—-E -—;. - . ; - . (115)

Les cosinus directifs de la tangente CD (fig. 21) aw lieu des
centres de courbure sont done

puis

Fig. 21.
C,

Y A
o =0 (el + 1o'f),

i S
/ //H Q2

(i)

I

| = | -

(em-+1e'g), ). . (116)

|

(pﬂ + 1p’h).

72. ConsTRUCTION DE LA TANGENTE. D apres ces valeurs, s1 l'on
construit le rectangle MC;S;P, (fig. 21), conjugué de MCSP
(46, I1I), la tangente CD est paralléle a la diagonale MS,. Ainsi :

1° La tangente au liew du centre de courbure est dans le plan
normal ;

2° L’angle formé par cette droile et la binormale est éqal a
celui que font entre eux le rayon de courbure MG et le rayon MS
de la sphére osculatrice (*).

(*) Cette conclusion, évidente a I'aspect de la figure, résulle aussi des
formules :

EDSDCS_-2£(P£+ip’f)

?""" :Jr'a

oS GWIS_—Ef of + rp'l) =
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73. Remaroue. Soit (fig. 22) MS; Ia paralléle & la tangente CD,

Fig. 22.

S,

paralléle située dans le plan normal NMC. On vient de trouver

cos CMS = cos SCD = cos NMS, — %-

D’un autre coté, MG étant la rectifiante,

L
cos NMG = sin H = — (45).
e

Done, a cause de 'angle tricdre MNGS,, rectangle suivant MN :

cos GMS, — E‘;

valeur tres-simple (%).

74. PropriiTES CORRELATIVES. Les relations entre la courbe
donnée, C, et la courbe polaire, sont exprimeées par le theoréeme
démontré ci-dessus (14) :

St les tangentes d’une courbe G, sont paralleles aux binormales
d’une courbe C : 1° réciproquement, les tangentes de G sont
paralléles aux binormales de C;; 2° les normales principales des
deux courbes sont, respectivement, paralléles ; 5° Uangle de torsion
de chacune des courbes est égal a Uangle de contingence de Uaulre.

En effet, la tangente CSP, a la courbe polaire DSE, est paral-

(*) Ces divers résultats, sauf la construction précédenle, sont tirés du
Mémoire de M. Saint-Venant.
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léle a la binormale MN (fig. 25); done DSE est la courbe hypo-

thétique C,.
Fig. 25.

N 7

Ainsi : .
1° L’angle de contingence de la courbe polaire est égal a Uangle

de torsion de la courbe donnée (*);
2° L’angle de torsion de la courbe polaire est égal a Uangle de

contingence de la courbe donnée (*);

(*) Fourier, cité par Lancrer (Mémoires des Savanis élrangers, tome I,
pp. 419 et suivantes). Ainsi que I'ont fait remarquer MM. Transon et Saint-
Venant, Lancret a sans doute mal rendu la pensée de Fourier. On lit, en
effet, a la page 419 du Mémoire de Lancret: « la premiere flexion de la
v développante est égale @ la seconde flexion de la deéveloppee, ..., la pre-
» miére flexion de la développce est égale a la seconde flexion de la develop-
» panle. » Dans cet énoncé, les expressions : premiere flexion, seconde
flexion, developpante, développée remplacent, respectivement : courbure,
torsion , courbe donnée, courbe polaire. Ainsi, d’aprés Lancret :

ou
p="ry, pP=T,

tandis que, véritablement (19) :
gs Pudsnndsirnds
B o e e

L'erreur dans laquelle est tombé Lanecret (erreur qui consiste dans
I’égalité ds, — ds), provient, évidemment, de la définition, inadmissible,
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3° Les normales principales des deux courbes sont paral-
leles (7).

4° Le rectangle, ppy, des rayons de courbure, est équivalent au
rectangle, rry, des rayons de torsion (15).

75. SURFACE POLAIRE DE LA COURBE POLAIRE. Soient, comme
précédemment, C la courbe donnée, et C,; la courbe polaire de C,
c'est-a-dire l'aréte de rebroussement de la surface polaire. Soient
M, M, deux points correspondants, respectivement situés sur
C, C;. Le plan normal & C;, en M;, est paralléle au plan oscu-
lateur de C, en M (14); donc l'intersection de deux plans nor-
maux a C; est paralléle a I'intersection de deux plans osculateurs
a C. Autrement dit :

La droite polaire de Cy, et la tangente a C, en deux points cor-
respondants, sont paralleles.

76. Autres ENoncEs. Soity la développable engendrée par la
tangente a C. Sﬂientzl la surface polaire de C, Eg la surface
polaire de C;, et enfin C, I'aréte de rebroussement de 3 . La
derniére proposition peut encore étre énoncée de ces deux ma-
nieres : |

1° Les tangentes aux courbes G, Gy sont respectivement paral-
leles ;

2° Les généralrices des surfaces 2, EE sont respeclivement
paralleles.

77. Remargues. 1. Si la ligne G est a courbure constante (et
. seulement dans ce cas), le plan normal a C; coincide avec le plan
osculateur de C; done la droite polaire de C; coincide avec la tan-
gente a C; c’est-a-dire que :

La courbe polaire C,, d’une ligne C & courbure constante, est

imprimée a la page 418 : « Ces deux flexions sont... mesurées, la pre-
» miere par l'angle que forment entre eux deux plans normaux consé-
» eulifs.... » Il est clair qu’une quantité variable, dont la limite est zéro, ne
peut servwr de mesure & une quantite constante, finie.

(") M. Lemonnier (Nouvelles Annales de Mathématiques, t. IV, p. 612).
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le liew des centres de courbure de C; et la-courbe polaire de C,
est C.

II. Dans le méme cas, le point M, de C, est a la fois sur la
droite polaire de C; et dans le plan osculateur de C;; donc M
est le centre de courbure de C;. Ainsi :

Le lieu des centres de courbure d’une ligne C, a courbure con-
stante, est une ligne C,, a courbure constante ; et le liew des cenlres
de courbure de C, est la ligne donnée G (7).

III. Les centres C, C; coincidant avec M,, M, on a, en valeur
absolue, p; = p; et, par conséquent (74, 40) : r, = E;

78. CENTRE DE COURBURE DE LA COURBE POLAIRE. Les coor-
données de ce point sont données par les formules

X—a=(p+p) [+ 1p'l,
Y —y=(p+ p) g+ rp'm,

Z—z=(p+p)h + rp'n,

st les droites MG, M,C; sont dirigées dans le méme sens (**); et
par les formules

X === =il
Y —y=(p—p) g+ rpm,
Z—z=(p—p)h+ 1o'n,

st ces droites sont dirigées en sens contraires. Lorsque p' =0, les
premiéres équations deviennent

X iIG-—r—pr; Y;y:?gg,' Z-—-z:QPh.

Ce résultat est inadmissible, attendu que les points C;, M doi-
vent coincider (77). Par conséquent, le premier systéme est €ga-
lement inadmissible : les rayons MC, M,C; sont dirigés en sens

(*) Dans sa remarquable Théorie des courbes & double courbure, M. Paul
Serret attribue ce théoréme a M. Bouquet.

(*") ¢, est suppose positif.
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I

contraires ; ct I'on a, en remplacant p, par rs;=p —+ r (rp’)

(19, 68) : : ;
Eeaatien )
Y—y=r|pm—(rp) g|, : (117)
Z—z=r|n —(re) h: (*). )

IX. Lieu des binormales. — Licu des rayoms de courbure, ete,

79. Lieu pes BiNorMALES. On a vu (28) que deux binormales
consécutives MN, M'N’, sont perpendiculaires & la tangente MT.
La premiere droite est perpendiculaire au plan osculateur en M;
et la seconde, perpendiculaire au plan osculateur en M'. Consé-
quemment, le liew des binormales est, en général, une surface
gauche.

De plus, la tangente MT pouvant étre regardée comme la per-
pendiculaire a MN, M'N’, la ligne de striction, du liew des binor-
males, est la courbe donnée (™).

80. Licu pes rRaYONS DE coURBURE (ou des normales princi-
pales). Ce lieu est aussi une surface gauche.

En effet, si les rayons MC, M'C’ étaient dans un méme plan ;
ou, ce qui revient au meme, si le rayon M'C' élait situé dans le
plan osculateur TMC, Uangle de torsion serait nul; ce qui ne
peut avoir lieu que pour des points singuliers.

81. PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX RAYONS CONSECUTIFS. Soit KK’
(fig. 24) cette plus courte distance, paralléle a la rectifiante MH
(43, II). Si nous menons M'H perpendiculaire & MG, nous
aurons, dans le rectangle MHKK' :

KK’ = MH —=ds cos H;

et IR :
(") A cause de s, = —, on a aussi
e

; RR'
e T
3
(*") Traité elementaire de Géomélrie descriplive; Recherches sur les sur-

faces gauches, ete.

&
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ou (45) : ;
KK — =it it fon s = )

=

82. Inbice pu Lieu. J’ai appelé indice d’une surface gauche
quelconque, la limite du rapport entre la plus courte distance de
deux génératrices infiniment voisines et Uangle de ces droites (*).
Dans I'exemple actuel, I'angle dont 1l s’agit est o = ‘E—S(W) ; done

el s e R S )

le rayon de la section principale FMC. Il résulte, de la compa-
raison de ces formules,
R} 4+ =15

e e 84. PosiTioN DE

G’ LA PLUS COURTE DIS-
TANCE. On peut la

’ déterminer en cher-
chant les équations

des plans GMC,
GMC (fig. 2%),
G'M’ étant une pa-
rallele & MG ; mais
il est beaucoup plus
simple d’évaluer la

distance MK (**).

A

(") Recherches sur les surfaces gauches, p. 8. — La dénomination d'indice
n’est-elle pas préférable a celle de paramétre de distribution des plans tan-
gents ?

(**) Le lieu du point K est la ligne de striction de la surface gauche en-
gendrée par MC. Conséquemment, la distance MK est celle qui est donnée
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Le triangle M'HK', rectangle en H, donne

HM' ds sin H

HRK' = MK = =
te K ®
. L
Et comme sin H =7 (45):
L?
MK =—=R,=A. . . . . . (120)
P

Ainsi, le point K coincide, tout a la fois, avec le centre de cour-
bure de la section principale FMG, et avec le point ow la recti-
fiante secondaire (61) rencontre la normale principale.

85. Remarques. I. Si l'on se reporte a la figure 9 (45), on
Fig 2. voit que MK est une
c troisieme  proportion-
nelle & MP et MH. Soit
N T HL (fig. 25) perpendi-
P culaire a MP ; alors
- = celte troisiéme propor-
/L tionnelle estreprésentée
. par ML. Conséquem-
ment, MK = ML.
o iI. St l'on prend
i MG =MP =p, on a

MK ML QH *

— —
[— —

CK. PL . PH ¢

I[Ii. Le point K et le plan GMK, considérés relativement a la
surface gauche engendrée par MC, sont appelés point central et
plan central. Le plan FMC, men¢ par la génératrice MC, perpen-

diculairement a MG, est désigné sous le nom de plan asympio-
tique.

par la formule v = — E (Recherches..., p. 15.) En effet, I'application-de

cette formule conduit & v = Tﬂ:‘a X valeur identique & celle que nous allons
irouver. :
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86. EQuATIONS DE LA PLUS COURTE DISTANCE. Les coordonnées
du point K sont, d’apres la formule (120) :

I L L?
X=zx+—f, Y=y+—¢qg, LZ=z+ —h; (121)
% ¢ ¥

done, p, q, r désignant toujours les cosinus directifs de la reet-
fiante, les équations cherchées sont :

L2 1.2 1.2
X—2——f Y—yYy——qg Z—z h

L Eiae iy il S i oo
P q F

87. Licye pE stricTioN. Le lieu du point K est, on I'a déja vu,
la ligne de striction (*) de la surface engendrée par la normale
principale MC. Quand on passe du point M au pomnt M’, la plus
courte distance KK’ est remplacée (fig. 24) par une nouvelle plus
courte distance LL'. Conséquemment, KL est l’élément de la ligne
de striction (**). En le représentant par dS, on conclut, du
triangle rectangle KK'L :

dS* = (KK')* + (d. MK)?*;
ou, par les formules (118), (120) :

w=;+a®.. L o)
88. TANGENTE A LA LIGNE DE sTrIcTION. L’élément KL (fig. 24),
situé dans le plan G'M'C’, peut étre supposé dans le plan GMC,
puisque ces deux plans forment entre eux I'angle infiniment petit
K’ = . Cela posé, si I'on désigne par « I'angle que fait KL avec
la rectifiante, on a
K'L - A KK’ L

SiI} [ A—— — ) COS of — S ;
KL S’ KL rS'

(") Pour la théorie générale de cette ligne, le lecteur peut consuller nos
Recherches sur les surfaces gauches, paragraphes V et VI.

(**) Et non KK’, comme le croyait Lacroix (Traité¢ de calcul différentiel...,

tome III, p. 668).
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[l.'l .,I
7 e g

89. ACCOMPAGNATRICE DU LIEU DES BINORMALES. La deéveloppable
accompagnalrice d’'une surface gauche S, est I'enveloppe X des
plans P, asymptotiques a S (**).

Cette defimtion étant rappelée, supposons que S soit le lieu
des binormales MN, M'N’, ... 4 la courbe AB. La binormale M'N’,
perpendiculaire a la tangente MT, est, par cela méme, paralléle
au plan normal NMC. Autrement dit, le plan normal est asymp-
totique @ S; donc (64) Uaccompagnatrice du liew des binormales
est la surface polaire.

90. ACCOMPAGNATRICE DU LIEU S; DES NORMALES PRINCIPALES. Le
plan asymptotique de ce lieu est le plan FMC (85, II) mené
par MC, perpendiculairement a la rectifiante MG (fig. 25). Ainsi,
Paccompagnatrice cherchee est Uenveloppe du plan FMC. L’équa-
tion de ce plan est (45) :

pX—x)+q(Y—y)+r(Z—2)=0. . . (125)
Prenant la dérivée, on a
pX—2x)+q(Y—y)+ 1 (L—z)=-cos H;
ou, plus simplement (93) :

f’(x—-m)+g*(y_y)+h*(z_~z)hfﬂf§- . (126)

f

Fig, 26.

. L'ensemble  des
equations (125), (126)
représente la généra-
trice PQ de S, (fig. 26),
paralléle & MC, et ren-
contrant MF en un
point P. Si d désigne

(") Les valeurs (123), (124) résultent aussi des formules (121), mais
par un calcul un peu long.

(") Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, § 1.



(54 )

la distance MP, on a

X—x=dLf', Y—y=dLy, Z—z=dLk; . (127)

puis, par I'équation (126):

q cos H
TR =deot Hy o 0L (128)

d’aprés la formule (91). Cette valeur de d prouve que, R étant
2 Fig. 21, le point de la courbe recti-
P fiante (fig. 27), le milieu |

de Uhypoténuse RP est situé

sur la binormale MN ().

91. ARETE DE REBROUSSE-

MENT. Les coordonnees du

¢ point P étant connues, Ia

g genératrice PQ (fig. 26) peut
» €lre representée par

Y—y—dLy Z—z—dLK

P— 3

f g h

ou par

X—ax=dLf"+ f, Y—y=dLg' + ¢, Z—z=dLh+ h3; (129)

2 désignant la distance comprise entre le point P et le point ()
ou la génératrice PQ) touche 'aréte de rebroussement cherchée.
Les dérivées de ces derniéres egalités sont :

—a=d (Lf") + d (Lf) + ¥ + '),
—b=d (Lg')Y +d (Lg') + g2 + ¢'5, . . (1350) (**)
¢c=d (Lh) + d (LK) + h)' + I

* : g sy el
(") La distance MI = 5 —— =55

(**) L’élimination de ), 2’ conduit a une identité; ce qui doit étre.
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On en conelut :

—NalLf)=d +Lr 3
ou
)
—nGSTBIF=fZ’+£;
ou enfin
y=L(—d +sinH). . . . . . (131)

92. Ripucrions. Les distances d, A peuvent étre exprimées en
fonction des rayons p, r et de leurs dérivées.

COS H L - 1 :
10 = e Y (45, 48);

H’ 7 L3 (_E)
r

ou, plus simplement,

r 2 1
d =7 = R (D)
¥n — of r
; i EDSH(—)
e
T rr r I
cosH(—) = H sinH(“)
2.] d.t___ ¢ 3

r r 12
cos® H ((—)
Evp
r\' : \’ ]2
msH(—) — cos?Hsin H (—)
e P
G|
e

= : E4—51111H;

cos® H

donce
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ou enfin

. (133)

93. Nous bornons ici ce qui est relatif aux propriétés du
lieu des normales principales. On en trouvera dautres dans le
Mémoire cité plusicurs fois (*).

X. Développement de Ia surface polaire.

94. TRAJECTOIRES ORTHOGONALES D'UN PLAN MOBILE. Concevons
que le plan normal NMC (fig. 28), tangent a la surface polaire S

i

Fig. 28.

dont il est I'enveloppe, roule sur celle-ci, en entrainant le point
M. Pendant le mouvement, M déerit une ligne dont un ¢lément

(*) Pages 75 et suiv. La page 75 contient une singuliere faute d’inatten-
tion : les rayons des sections principales sont diriges suivant les bissectrices, ete.
On doit lire : les plans des sections principales conliennent les bissectrices. 11
est évident que les rayons sont dirigés suivant la binormale MN ou suivant
son prolongement,.
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quelconque est perpendiculaire au plan : cette trajectoire ortho-
gonale est donc la courbe donnée, AMB (™).

95. CourBes pARrALLELES. Tout autre point m, situé dans le
plan mobile, déerit une nouvelle trajectoire orthogonale amb :
les lignes AMB, amb, qui ont méme plan normal, en deux points
correspondants, sont dites courbes paralléles. 1l résulte, de la
génération de ces hignes, que la distance enlre deux points cor-
respondants est constante. En outre, comme la position du point
S ne dépend que de la loi suivant laquelle se meut le plan P :
1° Les spheres osculatrices a plusieurs courbes paralleles, en des
points correspondants, ont méme centre; 2° une série de courbes
paralleles ont toujours méme courbe polaire.

96. DEVELOPPEMENT DE LA SURFACE POLAIRE. Soit, dans ce déve-
loppement, esd (fig. 29) la transformée de la courbe polaire ESD
Fig. 29. (fig. 28), aréte de rebroussement
de cette surface. Une droite polaire
queleonque, SC, a pour transformeée
une tangente s¢ a esd. (QQuant au
point M, il a pour @ransformée le
point m que 'on obtient en prenant
s¢=SC=rp’, puis cm = CM = p,
perpendiculaire a sc. Pour une meme
courbe primitive AMB, le point m est
invariable (94).

97. TRANSFORMEE DU LIEU DES CENTRES DE COURBURE. Le point c,
transformé de C, est la projection de m sur la tangente sc. Et
puisque le point m est fixe, le lieu de ¢ est la podaire de esd, rela-
livement aw pole m (™).

98. EquaTioNs DEs DEUX TRANSFORMEES. Rapportons ces lignes

(") (Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces. — VI. —
Surfaces d’enroulement.)

(**) Lancrer, Correspondance sur Ecole polytechnique, tome I, p. B1.
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au point m, pris comme pole, et & une droite fixe mX (fig. 50).

Fig. 30.

Soient smX —= @, cmX =9,
les amplitudes des points s, ¢ :les
rayons vecteurs correspondants
sont ms = R = V"p2 + (rp)3
me = p. )

1° La relation tg V= -5

appliquée a la premiére courbe,

Rd’ I ’
donne FS* = —= ; d’ott résulte

i .
do — ds. . [(13%
e HTPI (s, ( )

puis

a B
0 =./-—J_ ds + const. (135)

R}"E:u

Cette équation, jointe a la
formule

R = VFE —+- (Tpr)ﬂ, i . - . T (108}

represente la transformée de la courbe polaire. Dans chaque cas
particulier, I’élimination de s fera connaitre la relation entre R

et .

2° Par la définition de la podaire, laccroissement de Uampli-
tude @y est égal a Uangle de contingence de la premiere trans-
formée. D’un autre coté, cet angle de contingence, éqal a celui de
la courbe polaire, est égal, par conséquent (74), a Uangle de
torsion de la courbe primitive. Done

ou

[

71

ds

d?i — —> S S ST T (156)

?‘I

ds

— o eonSts .k b e e D)

r
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Avec cette formule, on doit prendre

1
o — o TS
Va? + b2 4+ ¢?

99. TransrorMEE sPHERIQUE. Si, par le centre d’une sphére
dont le rayon est pris pour unit¢, on mene des paralléles aux
binormales d’'une courbe primitive G, le lieu des points ou ces
droites rencontrent la sphere est une courbe T, que I'on peut
appeler transformée sphérique de G (**). Gela posé, prenons,
pour centre de la sphére, le point m (96); soit abc la trans-
formée, par développement, du lieu des centres de courbure de
C (97); et soit a'b’ I'arc de grand cercle, compris entre les
rayons vecteurs menés aux points a, b, correspondant aux points
A, B de la courbe primitive C. Il résulte, de I'équation (157), la
propriété suivante :

Un arc de la transformee sphérique T, et Uarc de grand cercle
correspondant , ont méme longuewr (***).

(*) L’inspection de la figure monire que

&
— arc¢ cos —-
= V1 R

On doit donc avoir, d’apres les valeurs (154), (156) :
F r
(R)
PE
Vit
RE
e (Re’ — &RY)
: RPP" 3 y =
(*") Par analogie avec la {ransformée spherique d’une surface.
("**) Si la transformeée ach est une courbe fermée, convexe, extérieure au
pole m, I'are de grand cercle a'd’ devient, si I’on veut, la circonférence en-

tiere. Done, dans ce cas, la fransformeée sphérique T est équivalente & une

circonference de grand cercle. En d’autres termes, la méme hypothése étant
admise :

1
i.i

En effet, le second membre est égal a —

pourvu que l'integrale soit étendue a tous les points de la courbe donnée. La
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X[ BDéveloppies et développantes.

200. Dirinitions. Premiires propriETES. AMB étant la trajec-
toire d'un point M, on prend, sur la tangente MT, et en sens
contraire du mouvement, MP — arc MA = s : le lieu APD du
point P est la développante de AMB. Inversement, la courbe AMB
est une developpee de APD (7).

D’apres la définition, les coordonnées du point P sont données
par les formules

X—ux—as, Y=y —bs, Z—=3z —ics
Il en resulte :

dX = — sda, dY = —sdb, dZ= —sde¢; . . (138)
puis
dSi—=se i S gpa i e S R 50
et encore
dX dY dZ
dS dS dS
da db de

£ ———

E £ E

= T e

Dans ces proportions, les antécédents sont les cosinus direetifs
de la tangente a la développante; les conséquents sont les
cosinus directifs de la normale principale a la développée; donc

complication des calculs ne m’a pas permis de vérifier ,cette égalité, qui
rappelle un probleme de Gauss.

Pour terminer ce Chapitre, j’énoncerai une propriété des podaires, con-
sequence des formules (115) ou (157), et dont la démonstration directe est
facile :

Soient u, € le rayon vecteur et Uangle de contingence, en un point M de la
courbe pIRECTRICE. Soif do Uélément de la podaire, aw point P qui correspond
a M. Or a do = ue.

(") On vavoir qu’a une méme developpante, correspondent une infinite de
developpees.
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ces deux droites sont paralléles, mais dirigées en sens contraires.

101. ANGLE DE CONTINGENCE DE LA DEVELOPPANTE. Il est égal,
évidemment, 4 I'angle o formé par deux normales principales,
consécutives, de la développée.

202. CENTRE ET RAYON DE COURBURE. K= étant I'angle de
contingence, en P, le rayon de courbure est

dS s L
R=—=—L=s5-;
E ds 0
ou (384)
RS sl s % nldd pon et (144

D’un autre e¢oté, si A, B, C sont les cosinus directifs de la tan-
gente a la développante :

G L g s g G o= b

done
dA = — f'ds, dB= —g'ds, dC= —h'ds. . (142)

Sans qu’il soit nécessaire d’aller plus loin, on voit (46, V) que:

1° La normale principale, a la développante, est la perpen-
diculaire abaissée, du point P, sur la rectifiante en M; 2° le
centre de courbure de la developpante est le pied de cette per-
pendiculaire (7).

103. DivELOPPANTE D'UNE SERIE DE COURBES. Solent, sur une
développable X, dont les génératrices sont ABC, A'B'C/, ...,
diverses lignes géodésiques MAA’, MBB', MCC(’, ... partant
d’'un méme point M. Soit MPP’ la développante de MAA'. La tan-
gente PR est paralléle a la normale principale AN (100), c’est-
a-dire, perpendiculaire au plan tangent, en A, a Z (42, note).
Ainsi déja : la développante MPP' d’une ligne géodésique MAA’,
tracee sur la developpable 2., est une trajectoire orthogonale des

(*) Ce résultat s’aceorde avee la formule (141).
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plans tangents a =. Mais le plan tangent en A, a cette déevelop-
pable =, est tangent tout le long de la génératrice ABC; done les
normales principales en A, B, G, aux courbes MA, MB, MC, sont
paralleles entre elles; et enfin : la trajectoire orthogonale d’un plan
mobile P, menée par un point M de la surface 2, enveloppe de P,
est la developpante commune de toules les lignes géodésiques (ra-
cées sur la developpable 2, et passant par le poini M.

104. RemarQuEs. 1. La derniére propriété peut étre envi-
sagee autrement.

Soient, dans un plan P, un point arbitraire M et diverses
droites MA, MB, MC, ... Si le plan P, d’abord tangent en M a
une développable X, roule sur cette développable : 1° chacune
des droites données engendre une surface d’enroulement (*);
2° le point M décrit une trajectoire orthogonale, T, du plan
mobile; 3° le lieu des points de contact de MA, avee 2, est une
ligne géodésique, dont la transformée par developpement serait
MA (**); 4° ce lieu est donc une développée de T; ete.

II. Sila tangente MT, & la développée MA, roule sur cette
courbe, de maniére a prendre les positions M"T', M"T", ...
I'extrémité T, de la droite mobile, deerit la développante.

[1I. Si un fil, dont 'extrémité A est fixe, est d’abord apphque
sur la courbe MM'A, et qull soit toujours tendu, 'extrémite
libre M décrit la développante MP. |

IV. En considérant la développante comme composée d'une
série d’ares de cercles, infiniment petits, on a

5
ﬂrﬂMP:fSE,
0

¢ désignant 'angle de contingence de la developpée.

(') Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces.

(**) Pour élucider ce point, qui n’est peut-étre pas évident a priori, il
suffit de la considération suivante.

Soit un plan P, appliqué sur une développable 2, contenant une ligne
quelconque ABCD. Pour délacher le plan, a partir de la géncratrice ¢D,
on effeclue des rotations successives, autour des droiles cC, 0B, aA : la
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V. Si les géodésiques MA, MB ont méme longueur :

arc MP =/fse,‘, arc MQ) =/sss,,, arc PQ =f.s (6, — &)-
0 0 0

L’intégrale est nulle lorsque les angles de contingenee, ¢, , ¢, sont
egaux ; et alors arc MP = arc MQ).

105. SURFACE POLAIRE D'UNE DEVELOPPANTE. Soient, comme
ci-dessus (100), AMB une courbe donnée; APD I'une de ses
développantes; PR la tangente a la développante; MC le rayon
de courbure de la développée; ete.; PR et MC sont paralléles; en
outre, le centre de courbure de la développante est la projec-
tion I de P sur la rectifiante MG de la développée (100). Par
conséquent, la binormale, en P, est paralléle a cetie recti-
fiante MG ; ou, ce qui est équivalent : 1° la droite polaire de la
développante est la rectifiante de la developpee; 2° la surface polaire
de la développante est la surface rectifiante de la deéveloppée.

106. SuiTe. A une méme développante APD, correspondent
une infinité de développées AMB, AM'B’, AM"B”, ... lignes géo-
désiques de la surface polaire de APD (1083). Les tangentes PM,
PM’, PM”, ... respectivement équivalentes aux ares AM, AM/,
AM”, ... ont leurs points de contact situés sur la droite polaire
de P. En outre, d'aprés ce que l'on a vu précédemment (66 ), le
centre de la sphére osculatrice, en P, a la développante, est le
point G ot cette droite polaire, rectifiante de chacune des dévelop-
pées, touche son enveloppe. De la, on déduit que le rayon de la
sphere osculatrice est donné par la formule

C—s*—9 ‘ S -1 i

ligne ABCD, devenue plane, est AB,C,D,. Si maintenant on fait rouler la
ligne @AB,C,D, sur ABCD, les points B,, GC,, D,, ... reprendront leurs
positions primitives B, C, D; et chacune de ces positions sera un contact
de X avec la ligne plane.
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XII. Quelgques infiniment petits.

20%7. ANGLE D'UNE CORDE ET D'UNE TANGENTE. Soient MM’,
MT ces deux droites, I'are MM’ étant supposé égal a ds. Les coor-
données du point M’ sont, si l'on tient compte du deuxiéme
ordre :

1 1 1
x 4+ ads + 5 a'ds®’, y + bds + 5 b'ds?, z -+ cds + 5 ¢'ds’.

Les cosinus directifs de MM’ ont done pour valeurs :

| ds 1 \ ds 1 ds
a+—ads)] —> [(b+— b’ds) —— (c + —¢'ds | ——;
2 MM’ 2 / MM’ 2 MM’

ou, en négligeant des quantités du (roisiéme ordre (7) :

/| i ]
a + —a'ds, b+ =bds, ¢+ =c'ds.
2 G 2

Les cosinus directifs de MT étant @, b, ¢, la formule connue
donne, immediatement,
]
2

Ve e e S )

Ainsi, langle infiniment petit 'V, forme par une corde MM" et
la tangente en Uune de ses extrémités, est la moitié de 'angle
formé par les tangentes aux extrémites de la corde (**).

(*) On verra, plus loin, que la différence entre un arc infiniment petit et

‘ ds3 5
sa corde a pour expression g;f:»' Provisoirement, on peut la supposer du
deuxiéme ordre, au moins (Cours d’Analyse, p. 322). Le resultat ne change

pas.

(**) Cette proposition, ¢vidente si I'on remplace les courbes par le cercle
osculateur en M ou en M’, n’est pas rigoureusement exacte : elle exprime
que le rapport des dewx angles tend vers L quand Uarc MM diminue endefini-
ment. Des restrictions du méme genre doivent ¢tre apporiees aux cnonces
suivants.
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108. DISTANCE ENTRE UN POINT D'UNE COURBE ET LA TANGENTE AU
POINT INFINIMENT VOISIN. En désignant par d cette distance, on a

0 = Vds =1ceds, ou

F= )

109. DISTANCE ENTRE UN POINT D'UNE COURBE ET LE PLAN OSCULA-
TEUR AU POINT INFINIMENT voisIN. On sait que la plus courte dis-

tance d'un point (xy, ¥, z;), au plan représenté par
AX—ux)+B(Y—y)+C(Z—2)=0,
est donnée par la formule

A(x,— x) + B{yi—y) + C(zy — z)
VA2 + B? 4 (2

J

Dans le cas actuel :

A=l B=—m. C=—n;:

l!

6

1 |
X --:1:*“(:.1 +——fm’a +—a da)ds,

1
b+ —b'ds + ::_)b”de. ) ds,

W,
e

Sl o0
2y, — 2 =(c + —c'ds + — t:t”dsi) ds ().
2 6
Conséquemment, et & cause des sommes nulles,

1
dy = - ds® 2 la™ ;

(") Ce resultat est encore evident par la considération du cercle oscula-
teur.

(**) Par la formule de Mac-Laurin. Si, comme dans le premier probléme,
on conservait seulement les termes du deuxiéme ordre, on trouverait J, = 0.
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ou (23)
1 F ’ e
§ = < pds® 3 (be' — cb)a”;
ou enfin (48)
g = R e (14

110. DIFFERENCE ENTRE UN ARC INFINIMENT PETIT ET SA CORDE.
Les coordonnées du point M', infiniment voisin de M, sont

1 1
x + ads + 5 a’'ds? + Em”ds"‘,

1 1
Yy + bds + = b'ds* + —b'""ds>,
' A | 6

“l r Ch Jl F =
eSS +Ec’ds”.

il

Done, £ étant la longueur de MM’ :
k* = ds® E (ﬂ. + l a'ds -+ la”dsﬂ)i-
2 6

Le développement du second membre, limite au quatrieme
ordre, est

1 1
ds? + ds* [1 2 e EE aa’’ |-

A cause des formules (19), (58), cette quantité se réduit a

ds* :
(Jl iQPE) 2%

ds?
24p%

dont la racine carrée est (1 ) ds. Conséquemment,

]
dS-——ff-"‘;iSE* R RS )
5
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111. DISTANCE ENTRE DEUX TANGENTES CONSECUTIVES. La plus
coutre distance de deux droites ayant pour équations :

X—zx Y—y Z—z
a b c
X—x Y—J, 7—1z;

r—

]

—_—

y b, Ci
est

¥ (x, — x) (bey — cb))

V'3 (be, — cby)’

Dans le probléme dont il s’agit :

] 1
2, (at + —a'ds + r:L”dS"’) ds,
2 0
(b : b'd 1 b'd ) d
S
Yy s e S,
1 1
2, (c 5:3’033 -+ Eﬂ”dsﬂ) ds;

a,=a + a'ds + - a''ds?
2

by=0b 4+ b'ds + 5&”{332,

g ==¢ + c'ds + §c”df.

Il résulte, de ces derniéres valeurs,

bey — cby = (be’ — cb’) ds (bc” — ¢b"”) ds*;
puis, par la suppression des sommes nulles,
E (x;, — x) (be; — cby)
e lé.E (be'" — ¢b"') o’ + %E (be" — cb’) m”} ds*

|
= ¢ (23).
= Adst. (23)
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En outre,

ds*
E (bes — cby)® = ds? 2 (be' — cb’)* = —;
Done
1 ds® 1
E?ﬂ_ 12 - ZE&‘I‘ o - * . . (’1&7)

A12. DETERMINATION D'UN ANGLE piEDRE. MR (fig. 31) étant
parallele a la tan-
gente M'T", les drol-
tes MT, MM'S, MR
sont les arétes d'un
angle triédre. Calcu-
lons T'angle diedre
suivant MT (*). A cet
effet, soient MX, MY
deux normales aux
plans. TMS, TMR.
1° Les cosinus directifs de MS étant (109)

Fig. 51.

1 1 1 1 1 1 .
a+-a'ds +—a"ds’, b+-b'ds+—=0"ds’, ¢ +—c'ds +-=0"ds* (*);
2 6 9 6 9 6

ceux de MX sont proportionnels aux quantités

B= é—(bc’ — cb’) + %(bc” — cb'') ds,

B— < (ca’ — ac’) + 2 (ca” — ac") ds,
2 6

C =1 (ab” — ba') + 2 (ab”" — ba”) ds.
2 6

2° Les cosinus directifs de MR ont pour valeurs :

1
@ + a'ds +§a”dsﬂ, b+ bU'ds + E}b”dsﬂ, ¢ +c¢'ds + §c”u'.s“*;

(") La limite commune des plans TMS, TMR est le plan osculateur. (Cours
d’Analyse, p. 484%.)
(*") On néglige encore le troisicme ordre.
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done ceux de MY sont proportionnels aux nouvelles quantités :

¢

|
Ay=(bc’ — ¢b') + E(bc” — ¢b") ds,
1

B, =(ca' — ac’) + —(ca”” — ac”) ds,

1
C, = (ab’ — ba’) + 5 (ab"” — ba'’) ds (7).

Il faut, maintenant, appliquer la formule
Y (AB, — BA,y

 JaexIa

Or, si I'on supprime les termes du deuxiéme ordre :

Vﬂ

AB,—BA, = (E — E) [(be'—cb")(ca”" — ac'") — (ca’ —ac") (b — cb"')] ds;

ou, par une réduction eonnue,

1 1 eds
AB, — BA, = E Acds = 19 TPE .

. ds 7
Y (AB, — BA,)*— [flﬂ?_ﬁ] .

1 v
W e 2‘*‘=§'

e

De la resulie

D’un autre coté :

Done, finalement,
dsi-i'l
st Vol o T(AS)

|
, VA
O r O

Ansi, UCangle V est & de Uangle forme par deux plans oscula-
teurs consecytifs.

(*) Au lieu de ces valeurs, on peut prendre celles-ci :

1 ol —Iff
6 EB

1 em’— mp' tn 1pn'—np
— ds, C=—- -+ - ds;
G AR 2 pae Vgt

LSl =

T m
A=- 4 ds, B=- — 14
‘29 2

ete.
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143. Suite. Cherchons les inclinaisons des faces TMS, TMR
sur le plan osculateur en M; ou, ce qui est équivalent, les mesures
des angles plans NMX, NMY. Les cosinus directifs de la binor-
male MN étant [, m, n, la formule ordinaire donne :

E Bn — Cm)® 2 (Byn— Cym)*
(NMX)®* = ,  (NMY) = .

3 Sa

Mais, comme on le voit aisement :

- i nm’ — mn’ i a
Bn —Cm =— ds = - —ds,
6 FE f) ?E:J
1 nm' — mn' 1 a
Bn — Cin == - ds =- — ds;
9 p 9 ?p
done
‘| i e o
NMX = —», NMY — v (*) (149)
] s

A84. ANGLES D'UNE DROITE AVEC DEUX TANGENTES CONSECUTIVES.
Par le point M, menons une droite D, ayant «, {3, 7 pour cosinus
directifs. Soit ¢ I'angle de D avec la tangente MT, de manicre
que

cosp=ax+bB+ey. . . . . . (150)

Quand on remplace M par M’, cos ¢ recoit un accroissement
donné par la formule de Taylor :

A cos o= (a'a + b'B + ¢'y)ds + — = ("o + b + ¢""y) ds®

anz

(151)
1 rr Hrr i
+E( a" o+ 0"+ c"y)ds® + -

Ordinairement, A cos@ est du premier ordre. Si I'on veut que

(*) Les formules (148), (149) sont dues, pensons-nous, a M. pE SAINT-
GermAIN. Si elles étaient exacles, on aurait un exemple de {risection d’angle.
Mais, évidemment, elles ne peuvent ¢tre qu’approchées.
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cette quantité descende au froisiéme ordre, on doit supposer

aa+ b0+ cy=0, a’2+b'B+c'y=0; . (152)
ou bien
o ﬁ v
brﬂu L ﬂfb!r e ﬂ'rﬂ,” i ﬂ.fﬂ” e ﬂrlbu ST bfﬂ” g : (155)

Ces équations représentent la rectifiante (81). On a done ce
remarquable théoréme :

De toutes les droites passant par le point M, la rectifiante est
LA PLUS EGALEMENT INCLINEE sur les langentes aux exirémites de
Parc MM' : la différence entre les angles formés par la rectifiante
et les tangentes est infiniment petite par rapport a la différence
analogue, relative a toute autre droite D (*).

115. Suite. Au moyen des relations (152), la formule (151)
se reduit a

i

1
A cos 9 = E(a o+ b'"'B + ¢"'y) ds®.

On conclut, de celle-ci :

Ay

—— (@"a + BB 4 ¢y ds’;
o £ ) ds’;

ou (84):
1
aw=—€%@%p+wﬁ+gwww... (154)

Il reste done a caleuler la somme entre parenthéses. Or, d’aprés
les proportions (153) et 'équation (150) :

rri

a

2 (b¢" — ¢'b") a’" E(b’c” —c'b’) a ‘

o+ b"'B + "y €os ¢

(*) Cu. Rucnonner. Exposilion géomélrique des proprictés gencrales des
courbes, troisieme eédition, p. 140.
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Conséquemment [(67), (48)] :
[}E’J’Fm + b.ﬂ'fﬁ + ﬂf.f}'?/ - ._E (_) ("") ;

=

et enfin
1 F‘ ! {ISE T
ﬂqg:——-(':) T Tl ey 08 (lﬂb)
e
Telle est, au troisiétme ordre prés, I'expression de la diffe-
rence Ao.

226. Remaroues. I. Sil'on se donnait seulement la condition
a'a + b' + ¢'y=0, Ao serait du deuxié¢me ordre. Quand il en
est ainsi, la droite D est située dans le plan rectifiant.

[I. Ainsi qu'on I'a vu plusieurs fois, la courbe donnée est unc
ligne géodésique, relativement & la surface rectifiante. Le théo-
reme de M. Ruchonnet constitue done une propriete caractérisque
des lignes géodésiques d’une surface developpable.

2297. DISTANCE ENTRE UNE COURBE ET LA SPHERE OSCULATRICE.
Représentons, comme précédemment (65), par X, Y, Z les coor-
données du centre S, et par R le rayon de la sphere osculatrice.
Soient X, Y,, Z, les coordonnées courantes, de maniére que

X=X o, Y 7

D’aprés la définition (65), cette équation doit étre verifiée par
les systémes suivants :

N — =1 L, =z;
X, =ux + ads, Y, =y + bds, 7, =z + cds;
.ri .il ,.l

X, =2x + ads + Eﬂ'r!.ﬁ:ﬂ, Y, =y + bds + 5 b'ds®, Z, =z + cds + Eﬁ’ds?;

1 1 1 1
X, =2+ ads+ a'ds?*+ - a’'ds®, Yi=y+ E}d3+§ b'ds>*+ - b"ds®, Zy=z+cds+ - c'ds*+ 5 ds3.

= al

(*) On peut vérifier ce résultat en obscrvant que
o =p = a cos H + / sin H (86),

puis en appliquant les formules :
o

: 30 e
2aa" =—s Zla" =2 (b’ — cb’)a; ete.

[
vl
k
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De cette remarque, il résulte que : 1° la distance comprise entre
la sphére et le point M’ infiniment voisin de M, est du quatrieme
ordre (*); 2° on doit prendre, comme coordonnees de ce point :

X, =2x + adsq—%a’dsg +iﬁn:”d35 +%n”"ds‘,-
1 ! 2 1 H 3 1 o ol
Yimy-—l-bdﬂ—l—:jbds +Eb ds +§Eb ds’,
1 P o2 {I Py P L P P
Zl=z+fds+-2~ﬂds +—éc ds s ds*;

5° dans le développement de la formule
R+ )’ t-ads 4 a'ds' -+ 0dSP 4 u“"ds*"T(**)
=3 —of —re’l+ads += d'ds*+~ a""ds’ +— :
Rt 3 =3[ —of = rel+ads +5 'l +cads' + o

on peut faire abstraction des termes qui ne contiennent pas ds®.
Nous pouvons done écrire, sans autre calcul :

1 . e oo | i | gt -
ﬂRc?H[ 122(?]4*?'9!)&’ +12ﬂ +§Eau ]d.s :

ou, par les valeurs (51), (34), (58) :

L r r r rrr l
7= 2“{[922 a'a’’ + rop E(bﬂ — cb') a +E] ds®.

Nous avons trouvé (77), (66) :

rr ra ’ !
FoFpF F 1 P f ! [ r F
?ﬂﬂ’—-‘“ -2 —> (b¢' —cb)a"'"=— —— —2—.

(") La démonstration précédente est a peu pres celle qu'emploie M. Ber-

trand (Calcul différenticl, p. 652). Mais ce Géométre, aprés avoir annoncé le
calcul suivant, semble ne I'avoir pas effectué.

(*") On ne doit pas oublier que

X=pf4+rl, Y=pg+rem, Z=ph~+ren. . . . . (109)
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Conséquemment,

) : [1 ~+- ————TIPF g
o — e + — |-
24R L1?

Enfin, si lon désigne par ds I'élément de la courbe polaire (111),

on a
1 éqdﬁds
S 4
5. R (156)
formule trouvée par M. Ruchonnet (*).
Liége, 20 aott 1875.
E. CATALAN.

(*) Nouvelles Annales (1870); Exposition geomélrique, ... p- 159.




ADDITIONS.

—

|

SUR I’EQUATION DES LIGNES GEODESIQUES.

4. Soit, sur une surface S, une ligne géodésique L. Soit G
une génératrice de la développable 2, eirconscrite a S suivant L.
On a, par la considéeration de la rectifiante,

s Rt 8 TR
E

H étant I'angle de G avee la tangente T a L, au point M ou G
coupe L.

2. Si P, Q, R sont les cosinus directifs de la normale MN a S,

de maniére que
Pdz-ciQdy = Rde=—10., 7 . <= 5 (1)

Do O BB s Gla s (D)
I’équation du plan tangent, en M, aux surfaces S, 2, est
PX—2) +Q(Y—9y)+R(Z—2)=0. . . . (3)
Différenciant, et ayant égard a la relation (1), on trouve
X—2x)dP + (Y—4)dQ + (Z—2)dR=0. . . (4)

Par conséquent, si a, 3, 7 sont les cosinus directifs de la rec-

tifiante G,

SRSty e 1 it ”
QiR —RdQ RdP — PdR  PdQ — QdP ) -
: 1 1 Lk
i L |

/'S (PdQ— Qdpy:

V représentant le radical.

(*) Voir la note de la page 27.
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D’un autre coté, a, b, ¢ désignant, a l'ordinaire, les cosinus
directifs de la tangente T,

cos H=ax + bf + cy;

et, par les relations (5): |
[ a(QdR —RdQ) |
cos’ H = ISR R 1)
Y (QdR — RdQ)’

3. On a
sin? H = (af — ba)” + (by— cf)” + (ca — ay)?, . . (7)
a(RdP — PdR) — b(QdR — RdQ)

af — bz = - 4

Au moyen d'une transformation bien connue, le numérateur
devient R(adP + bdQ —+ cdR) ; done, en vertu de I'équation (2),
adP -+ bdQ + cdR

sin H = :

v

puis i |
n P + bdQ + cdR Il
Y a(QdR — RdQ)

Telle est la formule qui détermine , fort simplement, la géne-
ratrice G de la développable X, circonscrite a S, suwivant la
courbe L.

4. Jusqu’a présent, rien n'exprime que L soit une ligne géo-
désique. Pour introduire cette nouvelle hypothése, nous devons
prendre

P—=f=daps, Q=—=qg=0bp, R=h=c'p (42,12, etc.)

La formule (8) devient
p’z aa' -+ E}E{Hﬁ”

Fﬂz(bfcu o Gfb”) g

et, par les réductions employées dans tout le cours du Mémoire :

te H—=

r
A e MR S )
p



(Wi

Ainsi, contrairement a ce que l'on aurait pu eroire, la for-
mule (1) ne difféere pas de l'équation des lignes géodésiques;
elle en est une simple transformation. (Septembre 1873).

1§ |

ProsriME. Trouver les relations qui existent entre la courbure
d’une ligne L et les courbures de ses trois projections orthogonales.
1. Si deux des projections de L sont représentées par

2=f)y z=¢ (s - - - . . . (1)
I'équation de la troisieme projection est
fx)=7¢(y) (2)

On conclut de celle-ci, en prenant x pour variable indepen-
dante :
dy . By PR
de o dx’ o' |

Par conséquent, si A, B, C sont les rayons de courbure des
trois projections :

R SRR & MR et 0
?” ]('H f';r?rﬂ e ?H f'.l'E

2. En désignant par a, b, ¢ les cosinus directifs de la tan-
gente a L, on a, par les équations (1) :

[

L B

A

C
o Bl SRR iy
= o (4)

done les formules (5) peuvent étre écrites ainsi :

sin’x sin’pB sin’y

L ——

" €085’ [ cos’a’ cosa cosf ([ cos’a — ¢''cos’B)

_""._“'l.
D‘."
M

r——]
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Eliminant ¢” et f”, on trouve cette relation entre les courbures
des trois projections :

sin’« cose  Sin’p cosf siny cosy
A } B == G _— 0 " " " (6)

3. La formule

1 {
: = E(dy d*z — dz d*y)’

devient d’abord, a cause de

dy:";dm? dz = dx oz — O letc.
%

1 0! (dﬂy)g (dlﬂz)E dy dz  dz day)r :
E= (24 ¢+ 2| \do® N (d:ﬁ dr: = dx dz’ ’

—

puis, par un calcul facile :

1 1
A ]
D’aprés les formules (5), (4):

9 6 (2 BN
C : m”gf'”i‘_c (b* + ¢
a® b : at A

Sl L ey P

f'.rﬂ e ?.rﬂ 4 frﬂ ?!ﬂ

AR A, e ﬂﬁ ({:ﬂ 2 ﬂﬂ)ﬁ (f‘HE e rre f‘?ﬂ)ﬂ Eﬁ (HE e &E}ﬁ -
f :1'3 === ﬂ.ﬁ bﬁ BE ? ? T‘I T ﬂ,ﬂbﬁ Cﬂ

done
1 b + ) (> + a®)’ (@ + )
FE T AE { BE 2.8 Cﬂ ?
ou enfin
1 sin®z ~ sin°g  sin®y
PR R R )
4. Remarque. Siy = %, les relations (6), (8) deviennent

ol | LR e : B
SIn“ e sin 1 sin®« sin
s 0 E= -+ ﬁ'

A B S B?



(79)

On conclut, de celles-ci :
p= A_ -t B S T o e gt e g (9)

Ainsi : Le rayon de courbure, d’une ligne quelconque, est éqal
a la somme des rayons de courbure des projections de celte ligne

sur deux plans paralléles auw premier rayon, et perpendiculaires
entre eux (*).

(") CaArLES Dupin, Développements de Géométrie, p. S8.






