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RECHERCHES

SUR

LES SURFACES GAUCHES.

(PREMIER MEMOIRE.)

1. — FORMULES PRELIMINAIRES.

1. Equations des généralrices. — Nous supposons la surface
gauche rapportée i trois axes rectangulaires, et nous représen-
terons ordinairement la génératrice, dans chacune de ses posi-
tions, par

:v——a_~,l/—[) z—C

)

! m n

Dans ces équations, a, b, ¢ 'sont les coordonnées du point ot la
génératrice rencontre la directrice, et I, m, n, les cosinus des
angles formés, avec les axes, par la génératrice : ces six quantités
sont des fonctions d’un paramétre u, variable avec la position de
la génératrice. Dans chaque cas particulier, I'élimination de u
donnera I’équation de la surface.

2. Coordonnées d’un point de la surface. — Chacun des rap-
— —b 33— , . .
ports z ; = Y — ‘ représente la distance du point (z, ¥, z)

au point (¢, b, ¢). En la désignant par v, nous aurons

g=a+l, y=b+mv, z=c+nv; . . . . (2



. (&)

en sorte que les coordonndes d’un point quelconque de la surface
s’expriment simplement au moyen des deux variables indépen-
dantes u , v. :

3. Angle de deux génératrices. — De la relation fondamentale
cos(G,C,)=11,+mm,+nn,, A

on conclut, comme 1’on sait,
sin? (G, G,) = (mn, — nmy)? + (nl; — In,)? + (lm; —ml)? . . (3)

k. Angle de deux génératrices consécutives. — Si les généra-
trices G, G, font entre elles un angle infiniment petit y, on a

h=l+dl, m=m-dm, n=n-+dn,
en sorte que la formule précédente devient
w2 = (mdn — ndm)® + (ndl — ldn)? 4 (ldm — mdl)?; . . (4
ou, a cause de

1 =12 4+m? + %
W =dP +dmP*4-dn®. . . . . . . . (8

5. Remarque. — Si I'on indique par des accents les dérivées
relatives & u, et que I'on fasse

C=0I"+m"4n? (),
les formules (4) et (3) seront remplacées par celles-ci :
2= [(mn' — nm')? 4+ (nl' — In')2 4 (Im’ — ml')?}du®, . . (6)
F=VC. ... ... .M

6. Perpendiculaire a deux génératrices consécutives. — Soient
e, [, g les cosinus des angles formés, avec les trois axes, par
cette perpendiculaire. Les relations évidentes

el+fm—+gn=0, el'+fm' 4+ gn' =0

(") On verra, au n° 10, le motif de cette notation.



(5)

donnent
L S _t
mn' —am  all—l' im'—ml’ VG

®)

7. Angle de la perpendiculaire et de la directrice. — Soit ¥
Pangle formé par la tangente a la directrice, au point (a, b, c),
avec la perpendiculaire 4 la génératrice passant en ce point et &
la génératrice infiniment voisine. On a

eda -+ fdb + gdc
Vida* +db? -+ de*’

cos ¢ =

ou, en remplacant e, f, g par leurs valeurs, et en posant, pour
abréger, '
A=a?+02+c¢2: (%

.
C0S ¥ = ——[(mn' —nm’)a’' +nl — )b’ -+ (Im' —ml)c’]. . (9
VH)[( ) ( ) ( )e'l. . (9)

8. Distance de deux génératrices consécutives. — A, A, étant
les points ot ces droites coupent la directrice, la plus courte dis-
tance J serala projection de AA, sur la commune perpendiculaire
a ces deux mémes droites. On a done, & cause de AA, =V Adu :

J=deztcos¢. B £ (1))

9. Valeurs des dérivées partielles. — Reprenons les équations

z=a+W, y=b+mv, z=c+nv; . . . . (2)

et calculons les dérivées partielles :

dz dz d*z d?z d?z
i =p, 7=4,

—_——=T —_—, — =
dy dx? ? dady 7 dyr
Pour cela, désignons, comme précédemment, par x’', y', 2/,
z”, y"', 2", ....des dérivées relatives & u, ou obtenues en sup-
posant v constante. A cause de

dx . dy dz

, =m,
dv dv dv

= )

(") Voir la note précédente.
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nous aurons d’abord

Z=px+qy, n=pl+qm.
De méme,

dp
—=rl+s
a0 sm,

P =rx'+ sy,
dg

= sz’ ty, — =Ssl+tm .
q Y a0

Les équations («) donnent

2 =pr 4 qy +p'w Ay, wW=pl4+qn +pl+qgm,

puis, & cause de

dx
dx' “dv v dy’ , /
—_—— = _—=m —_—==
dv du ’ dv ? "
p lg dp q
'=pl g & — Yy — = m—
" P g dv y dv’ dv ’ dv

On tire, des équations (a) :

ny' — meg’ 2" — nx'
ly —ma’’ ly — ma’

Afin de simplifier les relations (d); (e), posons

pl 4 qm' — n’=-i—— y o pT 4 qy’ — z";—: _N ;
ly' — ma’ ly’ —maz'
nous aurons
L L, N , , M
pm+qy=—m, pl+qm=—v_—m;,,
,dp , d M dp dq
w%_.—yd—;]):—ly'—ma:” l%+m%=0;
d’ou ‘
., Nm —My . Mz’ — NI
Ty = Wy~ may 2
dp Mm dg M! s ‘
o (ly — ma:’)” v (ly' — mx’)?

0

(©)

()

(1)

(9)

0]

0}
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D’ailleurs, par les formules (11) et (f) :

M=V (ny' — mz’) + m'(Iz’ — nz’) 4+ n' (mz' — ly’),

. 12
N=ua"(ny’ — mz’) 4+ y"(Iz' — nx') + 5" (ma’ — ly'); 12

en sorte que les auxiliaires M, N sont des fonctions symétriques

des coordonnées x, y, z et de leurs dérivées relativesd u.Ily a

plus : M est indépendante de v. En effet, a cause de I'identité
U'(mn' — nm') + m/(nl’ — In') +n'(Im’ — ml')= 0,

ona '

M = (mn' —nm')a’ + (nl’ — In)b" + (Im" — ml)¢’ (*) . (13)

Acluellement , les relations (bf, (¢) donnent

dp dp dq dq
’ — ’ ' — ' —— et ’ [P s §
1 Yo — ™ P TOG YT ™ =
’ = = ’ = .
ly’ — ma' ly’' — ma' ly' — ma' ly'—mz’ ’
ou, a cause des valeurs (¢) :
2My'— Nm M(ly'+ ma’) — Nim 2Maz’ — NI
pmm Ny —Nm o Mlyama) - Nm o, M =N
(ly' — ma’)® (ly —ma'® (ly'— ma')®

10. Direction de la normale. — Soient ), x, v les angles de
la normale avec les axes. On a, par les formules (11) :

COS ) coSs cos ¥ 1
’ F =77 ;= == “5)
ny — msz 1z — nx mx’ — ly’ D
cn posant
D2 = (ny’ — mz')®* + (5’ — na')? + (ma’ — ly')* . . . (16)

Le second membre peut aisément étre mis sous la forme

o' 4 Y24 22 — (I’ + my’ 4+ ng')?,;

(*) La comparaison des formules (9) el (13) conduita M = V'AC cos ¢.
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donc il équivaul &
a0 24 ¢ 2= 2(a -0 m = ¢ o+ (U4 m 2 - 2o — (la/+- b +- nc')2.
Par suite, si I'on pose (7):

A=a?+b24¢?, B=al+bm +cn, C=U*+m*+n? | -
U =la’ +mb +nc, 7
on aura
D= A + 2Bo+ Co*— U2 ... . . . . (18)

11. Indice. — Yappelle indice, la limite du rapport entre la
plus courte distance de deux génératrices infiniment voisines et
I’angle de ces droites. L’indice mesure, en quelque sorte, le degré
de gauchissement de la surface : quand il est nul, la surface est
développable (*). D’aprés les formules (10) et (7), la valeur de
Pindice est '

. — — J
i c cos ¢
Mais [(13), note],

' M 19)

COS ¢y =——y,

Vac
donce
_ﬂ c)0)
= C (2

12. Courbure de la surface. — On tire, des formules (14),

M2
rt—s§t= -
(ly’ — ma')t
D’un autre coté, la mesure de la courbure, en un point quel-
conque, est

ré — s

el Gk

1Y Traité élémentaire de Géométrie descriptive , seconde partie, p. 8.
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done (15)
13. Si l'on compare cctte valeur a celle qui résulte de la for-
mule générale de Gauss :

dE dG 2
HEG—F*k=E _odFdC (fl_G) ‘
v dv du dv du

dE dG dE dG dE dF dF dF dF dG
Qe “+ 44— —

du dv T dvdu dvdv du dv du du
2
o[l _jdmar (ct
du du du dv dv
d’E d*F d*G *
—2(EG—F?) ——°’ —_— (),
dudv  du?

on arrive & une relation assez simple entre les quantités A, B,

c,U. '
Pour faire cette comparaison, je remarque d’abord que
dy = (V" + vm’) du+mdv, (22)

dz = (a’ +ol')du + ldv, )
dz = (¢’ + on') du + ndv; g

donc, en employant les notations de Gauss :

E=(a’+ vl')*+ (U +om'): + (¢’ + on')> = A -+ 2Bv + Cv?,
F=la'+mb +nc’ =0,
G=10 +m? +n?=1.

Ces valeurs font disparaitre plusieurs termes de la formule (a),
et laréduisent & :
dE d’E
4(EG — P2 k=G —2(EG—F)— . . . (b
( ) k= (dv) (EG—F2) = ®)
D’ailleurs,

dE

' 12E
S —2B+Cv), —=3C, EG— F*=A + 2Bv+ Cv— Ut
dv av?

(") Nouvelles Annales de mathématiques, t. XI, p. 218.
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done, en substituant et simplifiant ,

p _ B—AC+cu
"7 (A + 2Bo+ Co? — 22

Le dénominateur cst égal & D* (18); conséquemment

B* —AGC + CU?
F———;. oo (23

puis, & cause de la formule (21),

ME=AC—B2—CU: . . . . . . . (24)

e e . ... dp d
14. L’élimination des quantités L,
dv’ dv

(¢), (e) de I'article (9), conduil &

entre les équations (),

Br4-2ms +mA=0. . . . . . . . (23

Cette relation importante, dont nous ferons diverses applications,
exprime que toute section normale, passant par une génératrice,
a une courbure nulle (*); ce qui, du reste, est évident.

II. — TRAJECTOIRES DES GENERATRICES.

15. Si Pon veut tracer, sur la surface gauche, une ligne qui
coupe & angle droit toutes les génératrices, on doit établir, entre
les différentielles des coordonnées d’un point quelconque de cette
ligne, la condition

lde +~ mdy +ndz=0 . . . . . . . (26)

A cause des valeurs (22), cette équation devient

(la’ + mb' +ne')du +dv=0;

c’cst-a-dire (17) :
Udu + dv =0.

o
=

(") Leroy, Analysc appliquée , p. 309.
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On conclut, de celle-ci : :
1)='HT/‘Utlu, e (28)

H étant une constante arbitraire (*).

16. Pour deux points appartenant  la méme génératrice, lin-
tégrale ne change pas. Si donc v, , H, sont les valeurs de v ¢t de H
qui se rapportent au second point,

v—v;,=H—H,.

Cette équation exprime que :

Deux trajectoires orthogonales tnlerceptent, sur towtes les gé-
nératrices , des segments éguux (**).

{/ 17. Supposons que la trajec-
A toire, au lieu d’étre orthogonale,
Ma\,/N‘ coupe les génératrices sous un

~ angle constant 6; nous aurons, en
s représentlant par s la longueur de
cette courbe (***) :

ﬁ’/ ldz + mdy +ndz = ds cosf,; (29)

%fl\/ d’ou, au lieu de I'équation (28),

/.A v=H Tﬁ]du +s5cosg. . (30)

Soient M, M, deux points appartenant & une méme génératrice;

(*) Société Philomathique , séance du 13 février 1847.

(**) Celte proposition est comprise dans un théoréme de Gauss: si je
I'énonce, c’est parce qu’elle a é1é le point de départ de ces Recherches, sug-
gérées par la lecture d’'un Mémoire de M. Molins. (Journal de Liouville,
L. VHI, p. 132.)

**¥) Lonfonmemeuta 'usage, el malgré le léger m<.0mement qui en résulte,

la méme lettre s désigne, tout a la fois, la fonction (-IT ct la longueur d'un
y

arc de courbe.
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soicnl v, v, leurs distances au point (a, b, ¢) : la derniére équa-
tion donne
MM, =v — v,=H—H, 4+ (s —s;) cos 0.

La méme relation, appliquée aux points N, N,, ou les trajec-
toires AMN, A, M, N, coupent une nouvelle génératrice, devient

NN;=H—H,+(s+MN—s, - M, N,) cos 4.
Par suite,
MM, — NN, = (M, N, — MN) cos 6.

Ainsi, dans tout quadrilatére formé par deux génératrices rec-
tilignes et par deux: trajectoires, la différence des cotés recti-
lignes est égale a la différence des cotés curvilignes, multipliée
par le cosinus de Uangle constanl sous lequel les trajectoires
coupent les génératrices (*).

18. Remarque. — Dans le cas des trajectoires orthogonales,
coséd = 0, MM, = NN, ; en sorte que ’on ne peut plus rien con-
clure relativement & la différence entre M,N, et MN.

19. Le théoréme précédent peut encore se déduire de la pro-
position suivante , évidente par le n° 16 : -

Dans tout triangle formé par une génératrice, une trajectoire
orthogonale et une trajectoire oblique, le coté rectiligne est égal
@ Uhypoténuse, multipliée par le cosinus de l’angle compris (**).

20. Enfin, si I'on considére un triangle formé par trois trajec-
toires; que 'on appelle a, b, ¢ les cotés de ce triangle, et A, B, C
les angles qu’ils forment avec les génératrices, ces angles étant
comptés en faisant le tour de la figure dans le méme sens, on
trouve aisément :

acosA-+bcosB + ccosC=0.

Cette relation, identique avec le théoréme relatif aux projections
b
des cotés d’un triangle rectiligne, peut étre regardée comme la

(*) Socicté Philomathique, 4 novembre 1848.
(") Ibidem.
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formule fondamentale d’une nouvelle Trigonométrie : celle des
figures tracées sur une surface gauche, par les trajectoires des
génératrices. Nous ne faisons qu’indiquer ce sujet, ct nous pas-
sons & d’autres propriétés (*).

21. Différentielle de I'arc de trajectoire. — En supposant que
la directrice soit une trajectoire orthogonale, nous aurons, pour
une autre trajectoire orthogonale quelconque :

dr = (a/ +vl')du, dy= (b +vm)du, dz=(-+on)du; (31)

attendu que cette nouvelle courbe est représentée par v = const.
(16).
Par suite (10),
ds?= (A 4+ 2Bv + Co*)du?; . . . . . . (32
ou encore
ds*=do*+(2Bo+ Co?) du2, . . . . . . (33)

en appelant do I’élément de la trajectoire directrice.

22. Remarques. — I. Soient MM’, NN’,
PP’ des perpendiculaires & une généra-
trice G, rencontrant une génératrice G,
infiniment voisine de G. Parmi ces per-
y  pendiculaires, qui peuvent étre regardées
comme les dléments d’autant de trajec-
toires orthogonales, la plus petite est PP’,
perpendiculaire & G'. On peut donc déter-
miner la plus courte distance J des deux
«@ génératrices G, G', cn cherchant la valeur

de v qui rend minimum ds2. Cettc condition donne

M

G

(54)

<

I

|
o=

(*) Ceci a été écrit vers 1849.
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puis "
,,~==(,\—C—'> et .. (3Y)

IT. On a trouvé, ci-dessus :

M
7= VAducosy (10), cosy= 7= (19), M2=AC— B*— CU~ (24

Mais, la directrice étant une trajectoire orthogonale, U=0; donc
les formules (35) et (10) sont équivalentes.

III. D’aprés les valeurs (22), et en supposant toujours que la
directrice soit une trajectoire orthogonale, I’élément d’une courbe
quelconque, tracée sur la surface, est déterminé par la formule

[ ]

ds?=(A+2Bv+ C?) dut+dv?. . . ., . . (36)
Ce résultat s’accorde avec un théoréme de M. Bour (*).

235. Application d Ihyperboloide gauche de révolution. — Une
génératrice quelconque peut étre représentée par

z . Y 5 .
—€0$ % —+ Sin u, -— = —sin u — Cos u. .. (a)
Y o v

NE

Comparant avee les équations (1), on trouve :

a=a sinu, b= — a cosu, c=0,
o . v
| =————cosu, m= : sinu, n=———:
V‘xe_,_?/? Vot o2 Vaz 4 o2
. s
puis | [ ——
Voot

L’équation (28) devient donc, simplement,

032
v=H—

—_— . . (D)
Vo:9+fy?_ .

() Journal de PEcole polylechnique , 39 cahier, p. 51. Ce jeune géométre,
déja illustre, vient d'étre ravi a ses nombreux amis et a la science. Il n’avait
que trente-trois ans ! (Juin 1866.)
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~ ’

En égalant ini cette valeur de v, on oblient

U == >

Va2 491 (" zVa’+'y’)
a? v
ou, pour plus de symétrie,

a2+?,2
U=

(h—2z), . . . . . . . (0)

ay
h étant une nouvelle constante arbitraire.

La combinaison de cette formule avec les équations (a) donne
ensuite

x sin:[m’_‘_'y2 (h— z)]—— Y cos{ skl (h —z)] =« . (d)

0.2y ety

Telle est I'équation d’une surface qui coupe I'hyperboloide sui-
vant les trajectoires orthogonales d’un premier systéme de géné-
ratrices rectilignes. Un calcul semblable au précédent conduit &
I’équation

2 2 2+ 2
wsin[at? (k—z)]—o—ycos [a 2?’ (k—z)]:ac; . (e)
oty ®y

qui représente la surface relative au second systéme de géné-
ratrices.

24%. Les équations (d), (e), quand on y fait varier les constantes
I, k, représentent des surfaces gauches dont les génératrices,
paralléles au plan des xy, sont toutes & une distance « de I'axe
des z; en sorte qu’elles touchent un cylindre de révolution au-
tour de cet axe. Pour trouver le lieu des points de contact, posons

T=0CosSw, Y=o0osinw:

il vient, en remplacant k par &,

2+ 2
sin [“' “2;/ (h _-z):Fco] =1;
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d’out
o? + o?

Fo=#n+1) 5 — hh—=z. . . . . N

(Gl

0297

Cette derniére équation appartient évidemment 4 des hélices,
toutes égales entre clles, coupant le plan des xy sous un angle

xy

dont la tangente est ——, et qui tournent, les unes dans un
a2+ 9/

sens, les autres dans le sens opposé. Les surfaces dont il s’agit
sont donc des hélicoides ¢ noyau plein et @ plan directeur.

25. Les intersections de ces hélicoides avec I'hyperboloide, ¢’est-
A-dire les trajectoires cherchées , se projettent, sur le plan des zy,
suivant des spirales dont 'équation est, par ce qui précéde,

2 2 . 2 2
 sin [oc_+_fy_ h—o w__i)]
a2y o?

2 2 2
:chos[“ ':72 (h—'y\/m ;-y —1)] =a . . (g)
%y

Pour plus de simplicité, on peut supposer h = 0 : car toutes ces
spirales sont égales entre elles. On peut aussi remplacer les coor-
données rectangulaires x, y par w cos w, w sin w.

Au moyen de ces modifications, I'équation (¢) devient

o 4 9? w? L@
" — —1 <arcsin— .
4 o2 . w

F+o=

Sous cette forme, on voit que les projections horizontales des
trajectoires ont quelque analogie avec la développante du cercle.

III. — QUADRATURE DE LA SURFACE.

26. Prenons, pour élément d’une surface gauche, le petit rec-
tangle compris entre deux génératrices et deux trajectoires or-
thogonales : nous aurons, en appelant S l'aire cherchée ,

dS=dsdv, .
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¢'est-i-dire, & cause de la formule (52),
AS=dudvVA+2Bv+Co®. . . . . . . (3T

B S
r’ ¢ par suite, I'aire du rectungle OABC ayant
pour cdtés la trajectoire-directrice OA, une

v trajectoire quelconque BC, une premieérc
_ génératrice OB et une autre génératrice
quelconque AC, sera donnée par I'intégrale
0 A double
U v
s=ﬁu doVAr2Bo+Cor, - . . . . (38
v o

immeédiatement réductible & une quadrature.

IV. — LIGNE DE STRICTION.

27. Considérons diverses génératrices G, G, G”,... de la sur-
face gauche. Soit MN la perpendiculaire commune 4 G et G';
soit M'N’ la perpendicu-
laire commune a G et
G'’; et ainsi de suitc. La
limite vers laquelle ten-
dent 4 la fois les lignes
polygonales MM’ M"'...,
NN'N"..., est ce qu'on
appelle la ligne de stric-
. tion de la surface. Cher-
" chons les équations de
cette ligne.

Soient « , y, z les coordonnées du point M, et x +-dx, y + dy,
z + dz les coordonnées du point N, supposé infiniment voisin
Tone XVIIIL. 2
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de M. En exprimant que MN est perpendiculaire aux généra-
trices G, G’, nous aurons

lde + mdy + nds =0, . . . . . . (20)
dldz +dmdy +~dadz =0 . . . . . . . (39

Dans la sceonde équation, remplacons dx, dy, dz par leurs va-
leurs générales (22), et ayons égard & la relation

P+m+ni=1;
nous obtiendrons

al 4 0'm+c'n'+ (U2 +m? +n?) v=0;

d’oti, en employant les notations convenues (10) :

1):——(—:.......4..(54)

Dans chaque cas particulier, cette formule (déja trouvée au
n° 22) donnera I'inconnuc v en fonction du paramétre w; api'és
quoi les équations (1) feront connaitre les coordonnées x, vy, z
du point correspondant de la ligne de striction. Cette courbe sera
donc complétement déterminée.

28. Application ¢ Uhyperboloide gauche. — Unc génératrice
peut étre représentée par

il z . y_ 5
— =—CosU+sinu, —=—sinu—cosu. . . . (a)
o v ¢ v

Si 'on prend pour directrice Vellipse de gorge, on aura, en
conscrvant les notations précédentes et en posant, pour abréger,

G2 =2 cos 2u + [3?sin 2w+ o2

a=casinu, b=—SBcosu, c=20, )
2 COoS U (sin u ¥ b

| = m= —, n==;( )

G ’ G G )
a=ocosu, b= PBsinu, ¢=0,"

%
'=—_—(Gsinu+ G'cosu),

G2

B s O]
m = —G—Q(Gcosu——— G’ sinu),
n’=—Z G’ |

G2 : i
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' GG = (3% —a*)sinucosu;, . . . . . . (4
puis
(B2 — o)yt

1
B=- e sin u cos u, =G [a23% 4~ (22 sin2u + 32 cos *u)??],

v=(a* — %% sinu cosu

i e
Vo2 cos 2u + 3% sin*u +9? 5 ©
0232 4 (a2 sin *u —+ (32 cos 2u)y

De cette valeur, et des formules précédentes, on conclut :

o®(3% 4+ v?) sin u
23 4 («® sin 2u + (3% cos *u)y?
33(:2 4+ 92) cos u
§=—— . : sy oo h

0232 4 (a2 sin 2u + {32 cos 2u)y?

Y3(a® — 32) sin u cos u
232 + (0% sin 2u + 32 cos *u)y?

(A
[

ou, pour abréger,

A, . B, c,
*=—sinu, y=-—-tcosu, z=— sinucosu. . . (g
1 l)I D

On tire, de ces derniéres équations,

oYt e AR
—=— D, zy=—AB,z:
AZ B DS 1V, Y 2By
puis
x? u? C.2 222
. Y | i/ ;
A2 B2 A2Bj?z?

cest-a-dire

o8(32 - v 221222 4 3002 4 9222282 — o8(0 — B2)2x%2= 0. (40)
Telle est I’équation (*) d’unc surface qui, par son mtcrsection
avec I'hyperboloide, détermine la ligne de striction. Cette surface

est un cone composé de huit nappes, asymplotiques aux plans
représentés par

Yt —p) z  pia—pY)

_wz_ S BB +v?Y oy B+ %)

(") Elle a été donnée par M. Chasles. (Correspondance mathémalique de
M. Quetelet, 5¢ séric, tome XI, page 49.)
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On peut tirer encore, des équations (f) :

A(B 49 ysinu+ 5 (P +9rY)xcosu=0,

Bzsinu —xycosu = 0;
@0l , par I'élimination de u,

wﬂ’ss(“2+fy2)2 02 _'_‘/3‘.‘18(’/32,‘_ ?/2)?!/2 — [B‘(“i_'_,yi)'”ﬁ +m4(62 + ?/2)?/2]2. (41)

Le cylindre représenté par cette équation coupe ’hyperboloide
suivant la ligne de striction. La trace du cylindre, sur le plan des
xy, est extérieure & Dellipse de gorge, qu’elle touche aux quatre
sommets. Quant a la ligne de striction, elle se compose de deux
branches fermées, répondant aux deux systémes de génératrices
rectilignes, et qui coupent, en ses sommets , I'ellipse de gorge. On
aura une idée assez exacte de cette courbe, si I'on se représente
une couronne formée de deux liges entrelacées.

29. Application uu paraboloide hyperbolique. — Cette surface
admettant deux plans directeurs, la ligne de striction, relative i
un premier systéme de génératrices rectilignes, est déterminde
par un cylindre circonscrit, perpendiculaire au premier plan di-
recteur (*). D’aprés un théoréme connu, celte courbe est située
dans le plan diamétral conjugué des génératrices du cylindre. De
méme pour la ligne de striction relative au second systéme. On
conelut de ld que si le paraboloide a pour équation

y2 52

L _ T =9
[ Y v

les plans des deux puraboles de striction seront représentés par

g
Y+ (E) .
z ¥
30. Application a la surface de la vis d filet triangulairve. —

Si la génératrice fait un angle de 45° avec la directrice rectiligne,

(") Mémoire sur les surfaces gauches a plan directeur (Journal de
I'Ecole polytechnique , 29¢ cahier, p. 124).
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et s'il en est de méme pour la tangente a I'hélice dircetrice, on
peut prendre, pour équations de la génératrice,

A causc de

I’équation

devient

ou

x = (5 —u)cosu, y=(5— u)sinu.

dl dz + dm dy +dnde =0,

— sinw [cos ud(z — u) — (z— u) sinu du)

~+cosu [sin ud(z —u) + (z — u) cos u du]=0,

s —u=0.

(42)

(39)

(43)

Ainsi, la ligne de striction se confond avec la divectrice recti-
ligne de Uhélicoide proposé. On voit que, dans certains cas, au
lieu de recourir & la formule générale (34), il vaut mieux faire
directement le calcul, en employant les équations de I'article 27.

531. Par exemple, supposons que la génératrice rencontre,
sous un angle constant, une directrice rectiligne : le cas que nous
venons de traiter rentre dans celui-ci. En prenant la directrice
pour axe des z, nous pouvons représenter la génératrice par les

équations

dans lesquelles

r=a(z—u), y=0z—u);

2 4 B2 = const.

Les relations évidentes

ede+Bdy+dz=0, dede+ d3dy=20

conduisent a

[oed(z — u) =+ (5 — wdz)de + [3d(z — u) + (3 — w)d3)d3 = 0.

Mais

udo: 4+ BdB =03



done
—u=0, z=0, y=0.

Ainsi, quand lo génératrice rectiligne coupe, sous un angle
constant, une droite donnée, celle-ci est la ligne de striction de
la surface gauche (*). Cette circonstance se présente, par exemple,
dans la remarquable surface & laquelle jai donné le nom d’hyper-
boloide-conchoidal (**).

32. Inclinaison des génératrices sur la ligne de striclion. —
Revenant au cas général, j’'observe que la formule

v——c.........o)

détermine la dislance comprise, sur unc généralrice quelconque,
entre la directrice donnée et la ligne de striction. Si ces deux
lignes se confondent, B =0, ou

dadl+dbdm +dcdn=0. . . . . . . (44)

Afin d’interpréter ce résultat, désignons par ¢ 'angle de la géné-
ratrice avec la tangente a la ligne de striction, au point (a, b, ¢),
et par do I’élément de cette courbe. Nous aurons, ¢n nous rappe-
lant la signification deslettres I, m, n:

db de

08 =1 da +1 45
cos f=1-— nda—i—ngg, P £ 14))
d’oul, & cause de I'équation (44),
da db de
d.cose=ld.—+md.—+nd.—o~ (46)
do do do

Soient actuellement «, B,  les cosinus des angles formés, avec

(") Société philomathique, séance du 4 novembre 1348,
(*') Traité élémentaire de Géomélrie descriptive, seconde partie, p. 89.
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les trois axes, par le rayon de courburc de la ligne de striction,
et soit e 'angle de contingence dc cette ligne. On a

0B, PO R R
‘~d0_—&“" (-da—' ) ('d_a——E'yv

donc la relation (46) devient

d . cos g =¢(lo 4+ m3+ ny).

La quantité entre parenthéses représente le cosinus de Pangle
que fait la généralrice avec le rayon de courbure de la ligne de
striction. Nous avons donc finalement, au lieu de I'équation (44),

d.cosf

cos ¥ = (47)

Par conséquent : )

1o Le cosinus de Uangle formé par la généralrice rectiligne
avec le rayon de courbure de la ligne de striction, est égal d la
différentielle du cosinus de Uangle qu’elle fait avec la tangente
a cette ligne, divisée par Uangle de contingence de cetle méme
ligne ;

2° Réciproquement, si la génératrice rectiligne se meut de
mantére que le cosinus de Uangle qu’elle fait avec le rayon de
courbure de la divectrice, soit égal a la différentielle de Uangle
quelle fait avec la tangente @ cetle ligne, divisée par Uangle de
contingence de cette méme directrice, celle-ci est la ligne de stric-
tion de la surface gauche (*).

33. Ce théoréme général, que I'on peut vérifier géométrique-
ment, entraine plusieurs conséquences remarquables :

4° Si I'angle 6 est constant, cos y=10; donc y = —:)— :stlagénéra-
trice coupe, sous un angle constant, la ligne de striction, elle est
nécessairement perpendiculaire au rayon de courbure de cetle
ligne (**) (2 moins que ¢ soit nul).

(") Société philomathique, 4 novembre 1848.
(**) Ibidem. :
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2° Réciproquement, si-une droite se meut en fuisant un angle
. constant avec la directrice, et en restant perpendiculaire au rayon

de courbure de cette ligne, celle-ci est la ligne de striction (*).

3° En particulier, le lieu des binormales d une courbe donnée
est une surface gauche ayant cette courbe pour ligne de striction.
Ce théoréme est d & M. Saint-Venant (**).

4° Si ¢=0, cest-d-dire si la ligne de striction est droile,
d.coso =0, et angle 0 est constant.

B° Sido =¢, cos y = — sin 6: ce résultat apprend que la gé-
nératrice est alors dirigée dans le plan osculateur de la ligne de
striction. La réciproque est vraie (*).

34. Remarque. — Le théoréme démontré dans Particle 31 est
un cas particulier du corollaire 2°, Il est également compris dans
la proposition suivante :

St la génératrice fait un angle constant avec la ligne de stric-
tion, celle-ci est une ligne géodésique de la surface (*).

a'  Pour démontrer ce théo-

s ___—— réme, considérons deux géné-

-] ratrices MG, M'G’, I'élément

/ MM’ de la ligne de striction,

/ et le rayon de courbure MC

—.[e de cette ligne. En désignant

— G par A l'angle des plans M'MG,

M’'MC, nous aurons, dans I’an-

\ gle triédre M, & cause de l’an-

¢ gle droit M'MC,

cos ¢ ==sin 0 cos A.

Mais, par I'équation (47),
sin 66
&

€OS p=—

(*) Société Philomathique, 4 novembre 1848.
(**) Journal de I'Ecole polytechnique, 30¢ cahier, p. 47.
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done
db

CosA=——. . . . . . . . . (48
13
Telle est la formule simple qui donne Pinclinaison du plan
osculateur de la ligne de striction sur le plan tangent d la surface
gauche. Si P'angle 0 est constant, cos A = 0, c’est-A-dire qu’alors
le plan osculateur est normal & la surface. C’est ce qu’il fallait dé-
montrer.

35. Remarque. — Si I'on désigne par p le rayon de courbure
de la ligne de striction, on change I’équation (48) en
d6  cosA

d—g—}-P=0.‘4...--~(49)

Conséquemment, le théoréme général ci-dessus (32) ne différe
pas de celui qui est démontré & la page 71 du Journal de I’Ecole
polytechnique (32¢ cahier).

56. Sila ligne de striction est donnée, les angles » et 9 déter-
minent, a chaque instant, la position de la génératrice. L'un
d’eux étant pris arbitrairement, Pautre sera donné par I'équa-
tion (47). On en tire, par exemple,

0050=f005’.‘- P (1)}

37. Application. — Prenons, pour ligne de striction, I’hélice
représentée par

a=cosu, b=sinu, c=u; . . . . . . (a)
¢t supposons
T
o= u+é-. P (1)
Ona .
du
8=V—2, B (4

donc, par I'équation (47),

1
COSO:COSao—‘—/—Q(I—cosu); N (/)

6, étant la valeur de 6 qui répond & v =o.
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Les formules de article (32) donnent ensuite, 4 cause de

d_a__ fi““ db  cosu dc 1
do Ve'dge Ve 'ds Vo
da cos u db sin u dc . (e)
do—=— =" —=— —=
e Va du, d. e V2 du, d'da 0, ‘
o= —cosu, B3=—sinu, y=0: /
V2 cos 0, + cos u — 1 = — Isinu + m cos u + n, t "
sin u == I cos u + msin u, )

On a, en outre,
1 =024+ m2 4 n2

L’élimination de [ et dc m, entre les trois dcrniéres équations,
conduit i '

(V2 cos 6, + cos u —1 —n)? 4+ sinfu=1 — n?;

d’oti I'on tire

1
n=g [l/‘.’ cos go+cos u — 1 =12 cos2u — (12 coseo+cosu—1)“]. ()

Ces valeurs de n seront nécessairement imaginaires pour cer-
. s \ ’
taines valeurs de ¢, par exemple pour u = 3 De la résultc que

la droite mobile, au licu d'engendrer unc surface continue, cn-
gendrera réellement des nappes indéfinies, mais séparées les
unes des autres (*). II n’y a d’exception que si I'on supposc

6, = = :—: . Il résulte, de cette hypothése,

n=0, n=cosw. . . . . . . . . (I

La premiérc valeur est inadmissible, parce qu’elle donne [ == 0,

T .
(*) Si par exemple on suppose 6, = 2! la formule (g) devient

"= (cos u— 14V cos 2u + 2 cos w — f)

1
2

Celle-ci exige que cos w soit compris entre 1 etV2 — 1,
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m = 13 cn sorle que la surface serait cylindrique. L'autre valeur
de n, substituée dans les équations (f), conduit a

l=sin u cos u, m=sin u>
Par suite, les équations de la génératrice sont

xr —cosu y—sinu s—u

= P ()

sinwcosu  sin 2w cosu

A Pinspection de ces formules, on reconnait que la génératrice
rencontre toujours I'axe des z. Dlailleurs, I'angle sous lequel ces
deux droites se coupent, au lieu d’étre constant, a pour mesure
le paramétre u. La surface est donc une sorte d'hélicoide rampant,
dont la forme a quelque analogic avec celle de la surface de la vis
d filet triangulaire. En éliminant u, on trouve

':=arct,,~.%+£[-—1+Va;*+y_’]. Lo . (80)
Y .

58. ProoLiMe. — Trouver les surfaces gauches qui ont une
Ligne de striction donnée et une directrice rectiligne donnée.

Sil'on prend la directrice rectiligne pour axe des z, les équations

z—a y—-b s-—c¢ n
T m
doivent étre vérifices par x =0, y = 0; ce qui exige que
a b
T e e (@)
Posons
a=wcosu, b=wsnu, . . . . . . (b

et remplacons 2 par cos v; nous trouvons

l=siny cosu, m=sinysinu. . . . . . (c)
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Il résulte, de ces valeurs,
da dl + db dm = cos ¥ dy dw + w sin ydu?;
cn sorte que I'équation (44%) devient

cos ydy dw +wsiny du? — desiny dy=0. . . . (51)

Celle-ci, dans laquelle w et ¢ sont des fonctions données du
paramétre u, est réductible & la forme

(VAcot ) dy+ Vydu=0, . . . . . . (32

V ¢t V, étant des fonctions de w.

39. L’équation (52) ne paraissant pas généralement intégrable,
nous nous contenterons de la considérer dans quelques cas parti-
culiers.

1° Si ¢ =0, c'est-d-dire si lu ligne de striction est située dans
un plan perpendiculaire d la directrice rectiligne, V= 0; donc

log sin o +ﬁ, du==const. . . . . . . (33)
(o . de (1 e
2° Plus généralement, si V= — 2w 5¢ réduit & unc constante h,

I’équation (52) a pour intégrale
log siny + hy—+ f Vidu=const. . . . . . (34)

Dans ce cas, ¢ = — hw + h, ; en sorte que la ligne de striction
est sttuée swr un cone de révolution ayant pour axe la directrice.
3° Quand le rayon vecteur w est constant, ¢’est-a-dire quand
la ligne de striction appartient d un cylindre de révolution autour
de la directrice rectiligne , I'équation (51) se¢ réduit &
du?

dy=w—
v 2%’
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du? ' "
v= - -~ consl. P 153
o dc

40. Applications : 1° Prenons, pour ligne de striction, la spi-
rale d’Archiméde, représentée par

dont Tintégrale est

—

w=u, c=0;
nous aurons V=0, V, = u; puis

sin 9/ 1
- + = ut=0,
siny, 2

log

% Gtant la valeur de o qui répond A ¥ = 0. Pour plus de simpli-
C T
Cité, soit 9, = il vient
1

1.0
3 u?

1
J— —gut —3

siny=e , ctosy=n=V1—e , l=e¢ cosu, m=e sinuw.

La génératrice est done représentée par

T—ucosu y—usinu __ g -
cosu  sinu Vi 1
2° En supposant encore ¢ = 0, adoptons, comme ligne de

striction, I'ellipse déterminée par

1
zv*:——l—. P (1))
1 — = cos 2u
2
Cette ¢équation donne .
1 "2 — cos 2u
dw=——w3siny cosudu, V=0, Vi=———u-——. . ()
2 sin u cos w

Par suite

. 2 — cos 2u
log sin ¥ = ————  du + const,
sin u cos u
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ou
log sin 7 =2 log tang v — log sin u + consl. G

En supposant la constante nulle, on tire, de cette équation,

. sin
sin V= ——— .o (d)
cos 2u
On obtient ensuite
Veos *u — sin 2
= — 7, =8 u, m=18%; . (e)
cos 2u
d’oti enflin, pour les équations de la génératrice :
T—WCosuU Yy—wsinu ssin © )
cosu  sinw  Vegs by — sinu

Iei se présente unc circonstance analogue & celle que nous avons
rencontrée plus haut (57) : la variable % doit étre comprise entre
certaines limites, en sorte que la génératrice parcourt seulement
une partic de I'ellipse donnée.

3° Adoptons enfin, pour ligne de striction, la spirale conique
représentée par

c=w=u . . . . . . ...y
Nous aurons
dc du
V==——=—1; V=w—=u; e (A
dw ot dwe Y )
done, par la formule (54),
sin 9/ 1 )
log ——==u——u2, . . . . . . . . (
® sin 9, 2 @

ete.
41. Reprenonis les équations du n° 52 :

da .
0sb= 1! —+ m—-4+ n —; . . . (49
do !

la (i
d.cos b= ld.(— “+md .i— “+ nd . — .o (40)
do da
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En supposant toujours que la ligne de siriction soit donnée, et
que 8 soit une fonction connue, ces deux équations, jointes &

2 m? +n2= 1',

donncront les valeurs de {, m, n en fonction de u«; en sorte que,
comme on I’a vu dans les exemples précédents, les équations de
la génératrice ne contiendront plus aucune inconnue, et que la
surface sera complétement définie. On peut modifier un peu ce
calcul, de maniére & déterminer la génératrice, & chaque instant,
par lintersection de deux surfaces.

Pour cela, représentons par v, comme précédemment, la dis-
tance comprise entre le point (#, y, z) de la génératrice et le
point (a, b, c) de la ligne de striction, de maniére que

vi=(@—al+(y—02+(z—0¢?% . . . . (a)
l:m_a, nz:y.—b, n:z—c. P ()]
v » v

En substituant ces valeurs dans les équations (45), (46), et en
désignant par «, B, vles angles formés, avee les trois axes, par
la tangente & la ligne de striction, on trouve

d.cose_(a:—a)d.cosoa-c—(y—b)d. cos 3+ (z — c)d.cos v
cosf  (z—a)cosa+(y —Db) cos B+ (z —c) cosy

ou
(x — a)[cos gd. cos & — cos ad . cos 6]
-+ (y — b)[cos 6d. cos 3 — cos 3d . cos 6]
<+ (g—c)[cos . cos 9 — cos vd.cos 4] =0,
ou encore

COS &

cos 9
(*x—a)d.
cos A

+ (y—=2b)d cos 3 “+ (8 —c)d 0. (96)
-_ . —_— —C — = bl
Y ) cos 0 €os 6

Si, & celte équation (56), on joint celle-ci :

(@ — a)cos & 4- (y — b)cos 3 + (z — c)cos 97]?
= [(@—a)®+ (y — b)* 4+ (z — ¢)*] cos %4, N 6 1))



(52)
qui résulte des relations (45), (a), (b), on a tout ce qui est néees-
saire pour définir le mouvement de la génératrice.

L’équation (56) représente un cone de révolution autour de la
laugente d la ligne de striction, et 'équation (56), un plan per-
pendiculaire au plan osculateur de cette ligne (*). Le plan coupe
le cone suivant deux génératrices;. en sorte que, pour une méme
forme de la fonction 6, il y a généralement deux surfaces gauches
ayant la ligne de striction donnée.

42. Remarque. — Les calculs précédents supposént ¢ différent
de O et de-g . 8i = 0, la surface est développable. Si ¢ =% ,les
équations de la génératrice deviennent

(z — a) cos # + (y — b) cos 3+ (2 - ¢) cos ¥y =0,
(58)
la db d
@—a) . L y—0)d. S (s —0)d. =0,
do do do

Dans ce cas, la génératrice est normale, en méme temps, & la
ligne de striction et au rayon de courbure de cette ligne : la sur-
[ace gawche est le lieu des binormales d la conurbe donnée (**).

43. Propuive. — Trouver toules les surfaces d lignes de stric-

(*) En effet, 'axe du cercle osculateur fait, avec les axes des coordonnées,
des angles dont les cosinus sont proportionnels a

Ve!! — c/b//, o’ — a’c", b’ — ba';

les accents désignant des dérivées relatives 2 u. De méme, les cosinus des
angles formés, avec les axes, par la perpendiculaire au plan (36), sont pro-
portionnels &

o ’ b ’ ¢’ ’
e \ 4 g
cosf )’ cos 9/’ cos 0
el il est visible que
o ’ b ’ ¢ ’
v [ % G
(Ve'"—c'b) + (¢’ — d'¢"’) K + (@b —ba =0.
cos § cos § cos §

(**) Voyez le Mémoire de M. Saint-Venant, déja cité.
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tion planes. — Nous avons résolu celte question dans un cas par-
ticulier (39, 1°). Pour la traiter généralement, reprenons la
relation (44), en y supposant ¢ = 0 ; nous aurons

dadl 4-dbdm =0. . . . . . . . . (39)

On satisfait & cette équation en prenant

la fonction ; étant arbitraire. Par suite

l=/f:(u.)db, m=—/;(lt)da. ... (60)

Ces deux formules donnent la solution cherchée.

Y. — Prax ASYMPTOTIQUE ET PLAN CENTRAL.

44. Le point M, ou la ligne de striction MM, MM, vient couper
une génératrice G, jouit de la propriété suivante, démontrée par
M. Chasles :

Si, par lu génératrice G, on fait passer deux plans perpend:-
Tome XVIII. 3
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culaires entre eux , ils touchent la surface en deux points G, D,
tels que le rectangle des distances MC, MD est constant (*). Pour
cette raison, on a donné au point M le nom de point central. En
outre, M. de la Gournerie a proposé la dénomination de plan
central pour le plan P, tangent en M (**). Ce plan, qui conlient
évidemment la commune perpendiculaire MN aux génératrices
infiniment voisines G, G,, est perpendiculaire au plan Q mené par
la génératrice G, parallélement a la génératrice G, (***). Enfin,
ces deux plans sont perpendiculaires au plan R passant par la
perpendiculaire MN et par la normale, en M, & la surface. *

Le plan Q, limite des plans tangents, pcut étre désigné sous le
nom de plan asymptotique. Quant au plan R, une dénomination
convenable parait assez difficile & trouver : provisoirement, nous
employerons celle de plan binormal.

Cherchons les équations de ces trois plans.

En désignant par x, y, z les coordonnées du point central M;
par X, Y, Z les coordennées courantes ; et en conservant les no-
tations employées au commencement de ce Mémoire, nous pou-
vons représenter ainsi la commune perpendiculaire MN :

X—a _ Y—y Z—z
mn’ —nam' nl — W im'—ml

(61)

Conséquemment, le plan asymptotique Q a pour équation

(mn'—nm’) (X —x) 4 (nl'— ') (Y—y) + (Im' —ml') (Z — 2)=0. (62)

D’un autre coté, les équations (61) peuvent étre remplacées par

celles-ci :
I X—x)+m(Y—y)+n(Z—32)=0,
VX — o) +m'(Y—y) +n'(Z — 3) =0,

lesquelles se réduisent &
I X—a)+m(Y—0)+n(Z—c)=v, . . . . (63)

'X—a)+m'(Y —b0)+nZ—c)=0, . . . . (64)

(*) Journal de Liouville, t. 11, p 413.
(**) Traité de Géomélrie descriptive, deuxiéme parlie, p. 143.
(***) Chasles, Journal de Liouville, t. 1I , p. 418.
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en vertu des formules :
z=a+lv, y=b+mv, r=c+no.

Des équations (63), (64), la premiére rcprésente le plan binor-
mal R; la seconde, le plan central P.

45. Remarque. — Si 'on représente les coordonnées du point N
par x -+ dx, y + dy, z + dz, on a, tout A la fois :

dz=da +Bv+vdl, Jy=db+ mv-+vdm, Jz=dc+nfv+vdn, (a)
bz + mdy+ndz=0, dldz+dmdy+dndz=0; . . (b

d’oli 'on conclut, comme dans les n°* 13 et 27 :

do=—Udu (¢c), v=— o (34)
Il résulte, des derniéres valeurs :
du
dr=— [(@ — IU)C — I'B], '
C
di
wy=T00 —muComB], e @

du
J5 = G [(¢" — nlU) C — n'B). |

Les cosinus des angles formés par MN avee les trois axes sont
proportionnels & dx, dy, dz; done, & caunse des équations (61) :

(@’ = IU)C-UB _ (b — mU)C —m’'B __ (' =2l0)C — n'B

’ - , ’ ’ ’ (65)
mn — nm nl’ — In Im’ — mn

" De plus, chacun de ces rapports est non-seulement égal 4 la
fraction

(@24 "2 +¢"*)C — (la’' +mb'+nc', GC — ('a’+ m’b’+n.’c’)_ AC —CU2 - 12

= 39,10)
(mn’ — nn')a’ + (pl' — W)U+ (Im" — ml’)c’ M ?
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mais égal encore & la racine carrée de la fraction

22/ — IU)® — 2BC2(a’ — IU)V + B2C . I
Zmn’ — )2 - =AC—B - U

Par suite,

M=V AG-B—-CU2% . . . . . . . (24

En outre, la valeur commune des trois rapports (65) est M.

46. Pour déterminer la va-
leur constante de MC .MD
(44%), il suffit évidemment de
trouver la position du pointB,
conjugué du point A o la gé-
nératrice G coupe la direc-
trice AA,.Or, les normales en
ces deux points font, avec les
axes, des angles dont les cosinus sont proportionnels aux quan-
tités

ny —ms', 1z —nx', ma' —1y,

n' —me’, Ile'—na’, ma — ).
Ces normales seront perpendiculaires sil'on a
(ny’ — mz’) (nb' — mc') + (Iz'— nx') (I¢'— na’) + (ma'— ly') (ma’— 10') =0,

ou
Z[m(ma’— ') — n(lc’— na’)]a’ =0,
ou encore
(@'—1U) &'+ (V' — mU)y + (¢'— nU)z'=0,

ou enfin, & cause des valeurs de x’, y', z' (21) ;
A—TU+Bv=0. . . .. .. .. (a

On déduit, de cette équation,

— U*—A
v=AB= .
B




D’ailleurs,
— B
AM=——; . . . . . . ...
C (b)
done
i _ B — AC+cu
- BC ’
ou (24)
o Mz .
MB— — —- . . . . . . < . .
BC ©

En faisant le produit de MA par MB, on oblient la relation
cherchée :

MC.MD=—- - « « . . . . . (66)

47. Afin de simplifier encore. cette relation, reprenons les
formules relatives & la courbure :

M2

k=_'ﬁ' Lo (21, DP=A4+2Bv+Co2—-T2 . . (18)
. B o AC—B'—CU? M?
Pour le point central M, v=— o done D*= — =T

Autrement dit, en tous les points de la ligne de striction, la va-
leur de la courbure est
CE
e T
Conséquemment, si R,, R, sont les rayons de courbure princi-
paux au point central ,

MC.MD=R,R,, . . . . . . . . (68)
Ce curieux théoréme est di, je crois, & M. Lamarle (*).

48. Remarque. — Les distances conjuguées MC, MD peuvent
étre regardées comme les coordonnées des points d’une hyper-
bole équilatére rapportée a ses asymptotes, et dont la puissance

(*) Théorie géométrique des centres et axes instanlanés de rotation,
p. 67. :
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serait R, R,. Les points conjugués qui répondent au sommet de
I’hyperbole sont situés & une distance du point central, moyenne
proportionnelle entre R, et R,. On sait qu’en ces points les plans
tangents sont inclinés & 45° sur le plan central; ete. (*)

49. L’hyperbole dont on vient de parler peut étre obtenue en
coupant, par un plan paralléle au plan central NMG, le parabo-
loide qui raccorde la surface suivant la génératrice MG, et dont
les plans directeurs sont le plan binormal et le plan asymptotique :
on sait que ce paraboloide droit a pour sommet le point central.

Cohsidérons, cn effet, la génératrice A'G’ infiniment voisine de
AMG, et supposons que la droite PR, perpendiculaire & MG, ren-
contre constamment MG ¢t M'G’; menons NQ paralléle a MG, PQ
paralléle & Ja plus courte distance MN, et joignons le point Q au
point R.

Si nous rapportons l¢ paraboloide aux trois axes MX, MY, MZ,
les équations de la génératrice PR seront

RQ __MP
i:‘,.—:ngNB. B ()]

=M ,i—_.-
i vy PQ, NN

‘ *) Voyei, sur ce sujet, les Mémoires de MM-. Chasles, Bour et Lamarle,
déja cités. )
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Mais, par les formules (7) et suivantes :

tg ONR=1g L1=V6du, m:;f:-—m:du :
Ve

donc les équations (a) deviennent

— —— G
= MP, =MP-; . . . . . ..
M ®)

z
y
d’ou I'on conclut I’équation du paraboloide :

z—cw 69)
_My.........(

. G M .
Si, dans cette équation, on suppose z = Toon obtient

M’

my=6..........(70)
Ainsi, les distances conjugucées MC, MD sont les coordonnées
des points de Uhyperbole équilatére suivant laquelle le parabo-
loide de raccordement est coupé par un plan paralléle au plan
central, et situé @ wne distance de celui-ci égule ¢ la moyenne
proportionnelle entre les rayons principaux. Cette hyperbole ,
qui a ses asymptotes paralléles & MX, MY, sc projette cn vraic

grandeur sur le plan central ; etc.

50. Remarque. — On tirc, de ’équation (69) :

C C
L, r=0, §=-— (=0;
M

G
=Y, q='M

P=N

donc la courbure au sommet du paraboloide est donnée par la
formule
h=——=K;
M2
d’apreés I'équation (67). Ainsi, la surface gauche et le paraboloide
droit de raccordement ont méme courbure au point central.
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51. Détermination de I'indice. — Dans la figurc précédente,
appelons ¢ 'angle RPQ, c’est-d-dire I'inclinaison du plan tangent
en P sur le plan central. Nous aurons

RQ= PQtg 7 = NQug u;

oy . )
d’ou, & cause de 1 = hm—”- (11):
i=MPcolg. . . . . . . . . (Th)

Si langle o = 43¢, MP =1 : Pindice est égal d la distance com-
prise entre le point central et le point de contact du plan incliné
a 45° sur le plan central.

52. Remarque. — D’aprés la formule

i=—, . .0

si lafonction M s’annule pour une certaine générairice, la surface
gauche présente, le long de cette droite, un élément dévelop-
pable. Cette circonstance singuliére donne lieu & une discussion
que I'on peut lire dans le beau Mémoire de Bour, déja cité (*).

VI. — LIGNE DE STRICTION. — RECHERCHES NOUVELLES.
53. Equation caractéristique. — Si, au lieu de se donner les

équations de la génératrice rectiligne, on prend I’équation de la
surface gauche, sous la forme

Fx,y,5)=0, . . . . . . . . (72

on peut se proposer d’en conclure une définition analytique de
la ligne de striction. Pour atteindre ce but, j'observe d’abord que

(") Journal de I'Ecole polytechnique , 39 cahier, p. 36.



(&)
la dircetion de la génératrice rectiligne G, en un point (x, y, x),
est délerminée par I'équation
Pr+2ms +=m=0, . . . . . . . (2B)

ou plutét par celle-ci:

dy\? d :
t(ﬁ) +23(i—fc+o-=o C )
dy_

’ . 0y n
que l'on déduit de la premiére cn y remplacant 'ti par ——

D’un autre c0lé,la comparaison des formules

M2
k== @), DP=A+2Bo+Co* — U (I7), v=—— (34);

olw

prouve que le point central de la génératrice G est celui powr
lequel lu courbure k atteint son maximum (*). Conséquemment,
les coordonnées du point central doivent satisfaire & la condition

1k ik d
WLy

dr  dy dx - (74

T e dy
d’ot 'on conclut, en ellmmantii_—,

dk\? Ak dk dk\?
ll—] — 2 — . — 41— =0. e (7.5)
dx dz  dy dy

Telle est I'équation qui, jointe & 'équation de la surface, définit
complétement la ligne de striction.

54. Application ¢ Uhyperboloide. — L'équation

z? y? z?

(*) Bour, Journal de I'Ecole polytechnique, 39¢ cahier, p. 36. On ne doit
pas oublier que la valeur de M est indépendante de v.



donne (*) :
_re VY
p_azz’ Q—G,z,
4 .
2 Bi) § == 7/‘ . [ = ',V‘ (w,—a,). (b)
23223 Y ’ 23245 " Y’ T a2325° '
puis
; ) . _.yt £t 42 z2 ) . yi - (o
+pi+q —'z-; ;—("'T""?j’ 'l—é——";@~ - (o)
On conclut, de ces valeurs,
1
kh=— - (d)
1;'2 y! z? 2
23292 | — iy —
By (a‘+[3‘+~‘)

e . dk dk . .
Les dérivées partielles, 2 sont proportionnelles &

s |/ z

T y )
;;—'—;;P; ’(;-F;q,

ou, a cause des valeurs de p et de ¢, proportionnelles aux quan-
tités
¥? 4 a? a4 B
z, Y-
ob 34 '

Conséquemment, I'équation (75) de la ligne de striction devient

.2 2)2 2.4 52) (92 2 a2 212
b (2*—0?) %42 & Z:’X—* %) 4 ya ;;ﬁ L - y
(76)

=0.

o8

Celle-ci ne différe pas de Iéquation (41).

B8, Lignes de courbure constante. — La méthode précédente
peut étre simplifiéc de maniére qu’il en résulte une propriété

(*) Charles Dupin, Développements de: (Géomelrie , p. 203.
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caractéristique de la ligne de striction. Pour le faire voir, j'ob-
serve d’abord que, dans le cas d'une surface quelconque, d cour-
bures opposées, 'équation

ay\? dy

tl—) +2—+r=0 . . . . . (73

(d@) dx : (79)
appartient aux lignes asymptotiques, c’est-a-dire aux lignes tan-
gentes , en chaque point, aux asymptotes de I'indicatrice , ou aux
génératrices rectilignes de 'hyperboloide osculateur (*).

En second lieu, I'équation

dk  dk dy _

= = 74
da;+dy dz 4

y .

dans laquelle k est une fonction connue, est la dérivée de

k = const :

elle appartient donc & une séric de courbes telles, quen tous les
points de chacune d’elles, la courbure de la surface a une valeur
donnée, constante pour chaque ligne. Pour abréger, nous dirons
que ces courbes remarquables sont des lignes de courbure con-
stante (**).

Enfin, comme P’équation (75) a é1é obtenuc en exprimant que
les valeurs de Z;—/, lirées des équations (75) et (74), sont égales
cntre elles, il s’ensuit que :

La ligne de striction est le liew des points de contact des lignes
asymplotiques avec les lignes de courbure constante (™).

56. Remarques. — I. Ce théoréme, qui caractérise géométri-
quement, et de la maniére la plus simple, les lignes de striction

(*) Développements de Géométric , p. 190.
(**) Il’est bien entendu que le mot courbure se rapporte a la surface, et non
a la ligne considérée. De plus; la courbure est toujours définie, d’aprés Gauss,
ark=——.
P RE,

(***) Sociélé Philomathique, juillet 1863.
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des surfaces gauches , permet d’étendre la notion de ces lignes
aux surfaces non réglées, mais & courbures opposées. A ce point
de vue, 'énoncé précédent devient une définition.

I1. Soient abc, a'b’¢’ deux

elles ne se rencontrent pas,
; sans quoi, au point d’inter-
9\‘0 ’ q ) P

surface aurait deux valeurs

@ ¢ différentes. Soit mbn la ligne
asymptotique qui touche abe en b. La courbure en b est moindre
(ou plus grande) qu’aux points f, ¢; donc le point de la ligne
de striction , situé sur une ligne asymplotique donnée, est le
point de cette derniére ligne pour lequel la courbure k atteint
son maxvmum ow son mintmum (%), absolument comme si la
surface était réglée (53).

37. Application a Uhyperboloide. — D’apreés la formule (d) de
l'article B4, I'équation des lignes de courbure constante st

—_ _ —_— = e e e e e a
oc‘+/3‘+fv‘ ar’ @

A étant une constante. D’ailleurs les lignes asymptotiques, ¢’est-
a-dire les généralrices, sont représentées par

x z

—=—C0S &% + sin u, sinu —cosu. . . . (D)
Y

g/__z
By

L’élimination de 2 ct de ¥, entre ces trois équations, conduit &

costu sinfu 1)\ 2o [ 1
- —0—72 224-2ysinu cosu Pl i+

32 A?

. sin®y  cos®u 1
52 5 Fa At

= 0.

{*) Société Philomathique ; juillet 1865.

lignes de courbure constante:

section, la courbure de la’

(c)
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La condition du contact entre les deux lignes donne ensuite

= 9% (a* — (32) sinu cos ©
T 2B - (a® sin 2u + (32 cos *u) 3’

o @
puis

a3(32 4 oY) sinw . — B3 (x® + fj/’) cos-u
= = -
%32 - (a2 sin 2y +- 32 cos?u) 92 ’ v 0232 4~ (02 5in 2u +- 32 cos®u) 92

()

Ces valeurs sont précisément celles que nous avons trouvées
précédemment (28); par conséquent, I’élimination de « conduirait
aux équations (40) et (41) de la ligne de striction.

58. Remarques. — Le paramétre a, qui figure dans I’équation
(@) des lignes de courbure constante, représente la distance du
centre de I'hyperboloide au plan tangent. Conséquemment :

Ao Sur Uellipsoide et sur les deux hyperboloides, les lignes de
courbure constante coincident avec le liew des points de contact
des plans tangents dont la distance aw centre est constante ;

2° Si un plan roule de maniére d toucher constamment une
sphére et une surface du second ordre, concentriques, le liew des
points de contact avec la surface est une ligne de courbure con-
stante ;

3° Dans le cas ow la surface est un hyperboloide gauche, chuque
ligne de courbure constante touche une certaine génératrice (*):
le point de contact appartient & la ligne de striction.

59. Application au paraboloide hyperbolique. — Cette surface
étant représentée par

oy
2= —— = . . (a
Pty (a)
on a:
T —_Y _1 _ ____1__
I)—-;; 7= 5 '—;7 §=0, t= 3

(") Société Philomathique; juillet 1863. — Plus exactement, chaque ligne
de courbure constante touche deux génératrices : 'une appartient au premier
systéme, I'autre au second. ’
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puis .

1
b= — — e y"—'—'" P (]}
o3 (1 +F+_f3_2)

4 Les lignes.de courbure constante ont pour équation

x? y2
)—’_+E9 = h? B (C)

Elles se projettent, sur le plan tangent au sommet du parabo-
loide, suivant des ellipses homothétiques, dont les axes sont situés
dans les plans principaux.

2° Les lignes asymplotiques, c’est-a-dire les génératrices, sont
déterminées par 1'équation

! 2 1 2 —
3 dy ;(I:b =0,
qui donne

] x
—— -+ —— = consl., — — —— == const.
v Va 3 Ve

(d)

3° En exprimant que les cllipses (¢) sont tangentes aux droites
(d), on trouve I’équation

(e)

qui appartient aux deux lignes de striction du paraboloide. Elle
ne différe, que par la notation , de I'équation donnée & I'article 29.
géné

60. Application aux surfuces conoides. — Considérons, cn
ral, le conoide représenté par

Y
2 =



(47 )

On tire, de cette équation :

p=_§£f"" q=;lf-/; S (@)

T BN it I AP
o[ z 3 i

rt—s'= - z_‘lf’—" 1+p’—|—'q2=£-12%;:+—y’; N (V)

b= - cal e @

1 L’équation différentielle des lignes ¢¢sy'zzp(otiques est
y 2z f?—yf") da?-+2x (yf" — xf?)drdy—x*["’.dy* =0. (e)
On peut P’éerire ainsi :
2z (ydx — xdy)dx — ['(ydz — xdy)* =0,
¢t alors on voit qu’elle se décompose en
yde —xdy =0 . . (f), 2zf* —("(ydx — xdy)=0. . . (9)
L’intégrale de I'équation (f) cs.t i: const., ou z = const. Les
lignes asymptotiques du premier systéme sont donc, ainsi qu’on

s’y attendait, les génératrices rectilignes.
Quant & I’équation (g), il est visible qu’elle équivaut & celle-ci :

oY praz=0,
x .

dont Pintégrale est
2 f(s)=h, . . . . . . . . (76)

h étant unc constante. Les lignes asymptotiques du second sys-
téme sont donc représentées par I’ensemble des équations (75)
et (76).

2° D'aprés la formule (d), la courbure de la surface, en un
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point quelconque” d’'une de ces lignes asymptotiques, a pour
valeur :
h*

—————— 0 e (h

k (h* + 2 + 32 ®
ou, d’aprés I'équation (75) :

o h3 .
YR

ou enfin

b= — L N 44

[IL —+ 1—+—/-2:r
/‘/

Le maximum de k est déterminé par I'équation
Y= U+ =0,
laquelle donne pour z des valeurs particuliéres, indépendantes
de h. Par conséquent, la seconde ligne de striction du conoide se

compose d’une ou de plusicurs génératrices rectilignes (*).
3°Ce n'est pas tout. Soit

l =Igw = [(z).

Ona ., dz 1
[ dw  cos o’

done 14/ ds

[ dw

Par conséquent, si 'on considére le cylindre représenté par
x? + y2 =1, puis la transformée de la courbe suivant laquelle
il coupe le conoide, la courbure de la surface, en tous les points
de la méme ligne asymptotique, a pour valeur

. o dz .
Le maximum de k répond au minimum de%, c'est-a-dire au
point d’inflexion de la transformée. Conséquemment : Si [’on
L

(') La premiére ligne de striction est évidemment la directrice rectiligne.
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coupe un conoide droit par un cylindre de, révolulion ayant pous:
axe la directrice rectiligne du conoide, puis que l’on construise
le développement du cylindre et la tranformée de la courbe d’in-
tersection des deux surfaces ; les points d’inflexion de ceile trans-
formée correspondent aux génératrices du conoide, lignes de
str Lclwn de celle surface.

° On peut encore interpréter autrement les résultats qui pré-
cédcnt. Si 'on suppose x* + y*> = R?*, on a, par la formule (4) :

) 2
SRS

Le maximum de & répond au minimum de R : {e point de la
ligne de striction , silué sur une ligne asymplolique donnée, est
le point de cette derniére ligne le plus voisin de la directrice rec-
tiligne dw conoide. Par conséquent, la projection de la ligne de
striction , sur le plan des xy, est le liew des pieds des normales
abaissées, de Uorigine, sur les projections des lignes asympto-
tiques (*). D’apreés ce que I'on a vu toul & 'heurc (2°), ce lieu se
composc d’une ou de plusieurs droites passant par 'origine. Donc
enfin, les lignes asymptotiques d’un conoide coupent orthogona-
lement une ow plusieurs généralrices rectilignes, composant la
seconde ligne de striction de la surface.

61. Autre application. — Pour dernier exemple, je prendrai
I’équation

Sz=x%y5. . . . . . . . . . (4
1° 1l en résulte :
p=aty, g=ay,
r=4x°y5, s=5x'y', [ =4x%y, rt— s?= — Qxby?;

puis, pour I'équation des lignes asymplotiques,

dy\? dy
22 (-l oy (L) w2 =0. . .. LW

dx dzx
(*) Cetle proposition est générale : la premiére , au contraire, est soumise
4 quelques restrictions évidentes. - '

Tom: XVIII. A
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Celle-ci se décompose en

dy y ody 2y,
Az~ 2@ dx =z
équations dont les intégrales sont
zyi=h, ay=0~"n, P (1)

Les lignes asymptotiques se projcttent donc, sur le. plan des xy,
suivant des courbes hyperboliques, égales deux a deux, et dont
les asymptoles sont les axes des x et des y.

2° La formule générale

o re — §?
T+ )

devient, & cause des valeurs ci-dessus,

N aty®
T+ @y ety

(@

En combinant cette relation (d) avec Péquation de la surface,
on reconnait aisément que les lignes de courbure constanle sont
situées sur des surfaces de révolution autour de Uaxe de z.

- (e . dk dk .
3° Les dérivées partielles = d sont proportionnelles aux

quantités
2y — 320y — 228y, 2z —52° Yt — 2a'l 8,
dont le rapport est

Y (2 — 331 y* —2x® y9) ‘
2(2 — 3a® Y10 —2x10y8)

Pour obtenir les équations des devx lignes de striction , il suffit
(53) d’égaler cc rapport & I'une ou a I'autre des racines de I'équa-
tion (b), prises en signe contraire. Il vient ainsi

Ar 0yt a2ty =2, 4ty 4+ 20t =2 . . . (o
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D’aprés ces équations, chacune des lignes de striclion se pro-
jette, sur le plan des xy, suivant une courbe ayant Paspect du
systéme de deux hyperboles égales, dont les asymptoles sont les
axes coordonnés.

VII. — ELEMENT DE LA LIGNE DE STRICTION.

62. Soient G, G', (" trois génératrices consécutives d’une sur-
face gauche. Soient MP la plus courte distance des deux premiéres
G" droites, ct M'P’ la plus courle

distance des deux dernicres :
Uélément MM’ de la ligne de
striction(27) est Uhypothénuse
d’un (riungle ayant, pour
cotés de Uangle droit, la plus
courle dislance MP des géné-
ratrices G,G” et la plus courle
distance PM’ des plus courtes
distances MPM'P (*).
Si P’on représente par d et d, ces deux cotds, on aura done

B o )

D’aprés les formules (9) et (10),

(mn' — nm'ya’ 4+ (nI'— In') b+ (Im" —ml')¢’

J=
ViR ome

de . . (b))

De méme, en supposant que les équations de MP soient

x—a, Y-—20b z—C
= = ,

l m, n,

(') On lit, dans le grand 'Traité de Lacroix (L. 111, p. 668) : « L'expression
de la plus courte distance des droites consécalives ..... qui est évidemmen!
celle de la différentielle de larc de la ligne de striction. » Celte proposition,
au lieu d’étre évidente, est inexactle. 1l en est de méme, par conséquent , pour
la valeur de s qui résulterait des formules données par Lacroix. .
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on aurait

_ (g —ym’Yay 4= (ng Uy — L' )by my —my

U)e
oL du (*).  (c¢)
Vi2 4+ m/?+n?

9

On peut supposer que a;, b,, ¢, soient les coordonnées du point
central M. Quant aux cosinus /,, m,, n,, ils ont pour valeurs (6):

mn’ — nm’ nm’ — mn’ Im’ — ml’
L= , my= , = e .
'

Ve Ve

11 faudrait donc, aprés avoir effectud les caleuls que supposent
les formules (b), (c), substitucr les valeurs de. d et de d, dans la
relation («) : le résultat, si 'on y pouvait arrviver, serait d'une
complication excessive. Il vaut beaucoup mieux recourir aux
équations (2), ct employer ensuite la formule générale

ds? = dz? + dy?* + dz®.

63. En cffet,
do=(a'+vl' )du + ldv,

dy = (b'+ om’) du +mdv,
dz = (¢’ + vn') du + nde;

done, & cause de {2 + m? 4+ n2 =1 et des formules (17) et (32) :
ds®* = (A <+ 2Bv + Cv?) du? + 2 Ududv + dv2. .. (78)
Telle est la formule qui donne I'élément d’'une courbe quelconque

tracée sur la surface gauche (**). Si cette courbe cst la ligne de
striction ,

e 17 )
done

Bﬁ
ds? = (A —-—C-) du+ 2Ududv +do. . . . . (79)

(") Lesaccents désignent toujours des dérivées relatives au paramétre .
(**) Elle ne différe pas de la formule de Gauss :

ds? = Edu? 4 2Fdu dv 4 Gdr2,
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64. Remarques. — 1. Si la directrice est unc trajectoire ortho-
gonale, U = 0; donc

B? '
ds’=(A—E)du9+dvf; S .. (80)
ou, si l'on veut,
ds =2 V/(AC—B%) G5+ (BC'— CB)® L8l
=5 + (BC'—CB)2 . . . . (8)
Il. D’aprés les formules ‘ .
M=(mn’—mn’)a’+(nl’—~ln’)b’+(lm'—hzl’)c’, .o (13)
M=AC—B*—CU% . . . . .. . (24

la valeur de J (62) se réduit a

B2
J=\/A—E—U"‘du. Lo . (82)

2

B
02+ 9,2 = (A — E—) du® + 2 Ududv + dv?;

Mais

donc
Sy =Udu+dv. . . . . . . . . (83

11 est facile de vérifier géométriquement cetle expression trés-
simple de la plus courte distance entre dewx plus courles dis-
tances.

VIII. — Sur LES LIGNES A DOUBLE COURBURE.

65. Avant d’aller plus loin, ct-afin de pouvoir retrouver quel-
ques propriétés de la surface dont les génératrices sont les nor-
males principales de deux courbes, propriétés déja démontrées
par MM. Bertrand et Paul Serret (*), nous placerons ici un certain
nombre de formules et de relations, la plupart peu connues,

(") Bertrand, Journal de Liouville, t. XV; P. Serret, Théorie nouvelle des
lignes a double courbure, pp. 109 et suiv.
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relatives & la théoric des courbes a double courbure. Dans ces
formules (*) I'arc s sera pris pour variable indépendante.

T 66. Soient donc x, y, z
les coordonnées d’un point
quelconque M appartenant
4 la courbe AMB; MT Ia
tangente; MC=p le rayon
de courbure, ou la nor-
male principale; MN la
perpendiculaire aux deux
premiéres droites, ou la
binormale. Soient encore
ay By v Xy gy v, b, cles

A

angles formés, avee les axes, par ces diverses droites (**). On
a d’abord :

a4yt 4z =1, T +yy + 23 =0, . . (84)
cosa= &, cosB=1y, cosy= 12; . . . (8B)
cos k= px”, cos p=py"’, cosyv=p2"; .. . (86)
1 3
2 ey 114,010 gttt — 1.
P —m——”’q—y”ﬂ—pz”f’ 2T 4y 'y 5" = & . (87)
cosa=pX, cosh=pY, cosc=pZ: . . . . (88)

celles-ci supposent

X=yz'—3y, Y=3a"—-&2", L=ay’ —ya"; . (89)

ct, conséquemment,
1
X2V Z2=—. . . . . . . . (90

o

P

(") Elles sont, prescue toules, Lirées d'un Mémoire de M. Saint-Venant,
inséré au 30¢ cahier du Journal de I'Ecole polytechnique. La publication de
ce Mémoire a été, ce me semble, un véritable service rendu aux géométres
el aux calculateurs.

(") Les relations rappelées ou démontrées dans ce chapitre formant, pour
ainsi dive, une partie incidente de mon travail, j’ai cru pouvoir, sans incon-
vénient, employer des notations qui, dans les autres chapitres, ont une signi-
fication différente de celle que je leur attribue maintenant.
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67. Le rayon de torsion est donné par 'une ou I'autre des deux
formules (*) :

1
—=p2 X" +Yy"+75"), . . . . . . . (91)
1

”
—=[(cos @)']* +[(cos ) +[(eos e} . . . . . (92)

<

Pour développer celle-ci, remplacons les trois cosinus par leurs
valeurs (88); nous aurons d’abord

/l2
= = 23X 2 ZXX+ L
P‘Z

’.‘2

puis, en observant que I'équation (90) donne

’

SXX=—L. . ... 93
<
1 s
vy P
r—i_pr ST (94)

68. La fonction représentée par ZX'2 ¢st

1 s 2

(ylzl’l — z;y//l)i + (Z’CD”I— le/’l)z—F (m’!/ y'x )-‘
=Z(y:-z +zl2)w/11~:_ sz/wn/ y- ym =Ewmg_ (.T/d}m 4+ .’/’y”’ + Z,Z-m)z.

Mais, & cause des relations (84), (87) :

LT A Yy 25 = — Fi 3o (99)
donc
SXe=Ze—t, L ()
et |
};=F=2£"/2_£;—%; R (£ 1))

(") La premiére est démontrée a lapage 12 du Mémoire de M. Saint-Yenant,
I'autre est tirée du Cours d’'analyse de Sturm.



ou plutot

1(1 1 o
2$'2=P—2(5+'P-2‘)+F, oo o (98)
ct
" ! e
Z(yz'—-'y/-=r7-ﬁ+?. R (1)}

69. Remarque. — Si, dans la derniére relation, on remplace »,
p et p" par leurs valeurs tirées des formules (91) ct (87), on arrive
a lidentité

Ry's" — sy o= (20" [Za"] — |2 — [Za"a"], (100)
laquelle suppose seulement
2y =1 ().
70. Introduisons les nouvelles notations

Xl — yl/;u/_ 5”!/”', . Y — _,,.t/// r//z'/r Z‘ J— (l‘” y///___ I///m‘// (101)

T =2 y/r:lu x _r/yn/ +3 a/HJ”, ylzll 2" - !/'3’.1;”/ J,/JIH (IOE.))

nous aurons

. . 1 -
T=2Xa"=2Xa'=—. . . . . . (103
e

De plus, il est visible que

X, 2'=0, ZX;z”"=0; . . . . . (104

(") De la résulte que si, sur une sphére de rayon 1, on trace une courbe
(uelconque, on a, enlre les coordonnées z, y, 5 de tout point de cetle ligne,
la relation

(Ziys'— sy)a) = (D2 ] [Za'2] — [ Do — (Zvra

dans laquelle les accents désignent des dérivées relatives 4 une variable indé-
pendante u. Du reste, celle équation n'apprend rien de nouveau; car elle
exprime que le rayon de courbure de la ligne considérée est égal au rayon du
petit cercle situé dans le plan osculateur de celle méme ligne.
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ct Pon trouve aisément, en ayant égard aux relations (87),

ZP=LH+1' C o (108)
1 P-{ I'i' F‘J
Ce n’est pas tout : & eause de

1

xxl e (glz’/_ Zl‘y") (yllzl'll_ Z”!j”,) = yr!///zuzl// +Z'Z" yuy'u_ y/lazrzl// —_ z//2 y'y y

ona
ZXX, = Zw’w"(y"y"’ 4 272") — SRy A )

ou, par les équations (84), (87) :
Zm=?.....u.uw

71. Les équations (103), (103), (106) doivent donner les va-
leursde X,, Y,, Z,, en fonctions des quantités X, Y, Z, 2, v, 2/,
o ¢t 7. Au lieu de résoudre ces équations, ce. qui serait assez labo-
ricux, nous allons recourir & des considérations géométriques.

Premiérement, les équations (104), qui équivalent &

XX, cos 2 =0, 2X,(cos Ay =0,

prouvent que les quantités X,, Y,, Z,, sont proportionnelles aux
costnus des angles formés,
avec les trois axes, par une

7 certaine droite MG, perpen-
G / B '
/

diculaire au rayon de cour-
/
/
!

T

bure MC el au rayon de
courbure infiniment voisin :
cetlte droitc MG est.la recli-

M [ .

f /// ¢ fiante de Lancret. Soient

!//’ done «,, b,, ¢, ces angles;
N nous aurons, par la for-

A -
mule (103) :
X Y Z 1 ’
! '=JL:~ N ¢ (1))

cosa, cosbh, cosc, piL’



en posant, pour abréger,

—m——. ... ... (108)

En second lieu, la rectifiante MG, située dans le plan de Ia tan-
gente MT et de la binormale MN, fait, avec ces droites, des angles
déterminés par les formules :

cos GMT = * LZX, &', - cos GMN = »°L3X, X,
lesquelles se réduisent &

L L
cos GMT =—, cos GMN =-ﬁ > .o (109)
r

en vertu des relations (103), (106).
Prenons enfin, sur la rectifiante, MG = ':—, et achevons le

9

rectangle MTGN; il en résulte

2

MT.-_e—, MN=p; . . . . . . . (110)
”

puis, en exprimant que la projection de MG est égale & la somme
des projections de MT et de MN :
1 z' 1/ Yy’ 1 2"
X, =—(x-+Z), v, =7\Y+— , Ly=— Z+—)(*).(1H)
I r g r 0 r
72. Les valeurs de X,, Y,, Z, peuvent servir & évaluer d’autres
fonctions, dont nous aurons besoin plus tard. Par exemple,

| . 1
X7 = —ZXa"+ — Zx'z".
o o

(") Ces imporiantes formules, remarquables par la simplicité, sonl dues, je
crois, a M. de Saint-Venant (Journal de I'Ecole polytechnique, 30° cabier,
page 67).
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Mais I'équation (103) donne

- - 1\
ZXav 4 ZXra = (——) H
,,.PS
ou, a cause de X'z’ =0,
Ewa==(l). S 1
rp?
D’un autre coté, de la formule
Spate— . (95
F&
on tire
XEI.E"' =9 ;;_ _ Z-ﬁ"(l}’”;
ou
Seav=3—. . . ... .. (113
=
Conséquemment,
1 1\ !
lem" = = _> “+3 pT’
{)‘. T‘PQ Pa
ou
zx@n_nL(£>. N (R 11
FoAr

On trouve, avec la méme facilité;

1V N
o =3ner= ) )
’I‘P'
X, a"=0, . . . . . . . . ... (118
. 1 ’
zmw=__G) N T
s\ r

75. Sphére osculatrice. — Si, en trois points consécutifs d’une
ligne & double courbure, on éléve les plans normaux, le point ou
ils se coupent est le centre de la sphére osculatrice. Les coordon-
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nédes &, v, ¢ de ce centre sont évidemment déterminées par les
¢quations
. : E—2) +MU—y)y +(—2)2'=0,
E—2)2"+W—yy' +{—5)s"=1,
E—2)2"+ M~y +((—2)3"=0()

On conclut, de la premiére et de la troisiéme :

E—2  _ 1=y — {—z R
— y/z///-._zly/// —_— zlx///+ wlz'yl - —_ w’ y//1+ylwl/l VW,

R étant lc rayon inconnu. De plus, & cause de la derniére équa-
tion , la valeur commune des trois rapports est (103)

1 1 .
—_— = — =02
Z(zly/u —_ yr zI//) x" T 4 )

= VST e
R=rpV 206y —ys");

done

ou, par la formule (99), »
R=Ve+rp2 (™). . . . . . . (118

7k, Indicalrice sphérique. — Si, par le centre d’une sphére de
rayon 1, on méne des paralléles aux tangentes d’une courbe C,
le lieu des extrémités de ces rayons est une courbe C,, appelée
indicatrice sphérique de C. Pour terminer ce chapitre, nous allons

(*) L’arc s est toujours pris pour variable indépendante. Quand cette va-
riable est quelconque, les calculs deviennent trés-pénibles , ainsi qu’on peut
s’en assurer en jelant un coup d'eeil sur la page 85 du Mémoire de M. Saint-
Venant. '

(**) Sila variable indépendante est quelconque , la formule devient

/——d-- 2
R:\/ P+ ery.
ds
Dans le casou la courbe est tracée sur une sphére, on a donc

dp\ 2
P42 <—P> == const.
ds

Celle relation entive les deux courbures d'une ligne sphérique me parail
devoir étre altribuée au géomeélre que je viens de citer, contrairement a I'opi-
nion de M. Paul Serret. (Théorie nouvelle, . .., p. 37).
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rappeler les principales relations qui existent entre la primitive C
ct Pindicatrice C, ().

En premier lieu, si 'on prend pour originc le cenire de la
sphére, et que l'on désigne par x,, y,, z, les coordonnées rectan-
gulaires du point M, de G,, correspondant au point M (x, y, z) de
C,on a

=, y=y, z =71 L. oL (119)
De plus, il est évident que I'élément de C, mesure I'angle de
contingence de C; donc

Is
ds, = =0 . L. a20)
¢

75. Soienl AB, BC, CD trois éléments consécutifs de C, et OB,,

lx

0C,, OD,, les rayons paralléles & ces droites. Les plans ABC,

BCD étant respectivement paralliéles aux plans B, OC,, C,0D,,

il s’ensuit que Pangle diédre suivant OC, est égal d Uangle des

dewx plans osculateurs ABC, BCD. Développons cette propriété.
On a, dans l'angle triédre OC, C,D, :

cosD,C, C;= —cosOC, D, cosOC, B, + sin0OC, B, cose¢,

ou
G w o
COS W, == — Sl — —_ S — COS — COS ¢,
0S W, 511251119—0-(10920092 &y

ou, en négligeant les infiniment petits du quatriéme ordre,

Cette équation se réduit &

o=l . . . 0 L L (12])

(") La plupart de ces propriétés ont été élégamment démontrées par
M. Paul Serret. (Théorie nouvelle. ..., p.37.)

’



Mais

donc enlin
Ph=—s .« - .« . . . . .. (122
1 o ( )

A cause de la formule (108).
76. La relation (118), appliquée & I'indicatrice, devient

242 de, 2—l 123
£ ,IISI—...,.....(.,.)

En la combinant avee (122) et (120Y, on trouve aisément

! — (2 2 d‘a' !
I‘_,'"_() + pY (71?) [ € 122
p, ds .
r, = ;‘ E, I 5]
et encore
i= (arclg. 7—)’ Lo o (120)
Ty P

77. Les formules (122) et (126) donnent, de la maniére la plus
simple, la courbure ct la torsion de Pindicatrice, en fonction des
dléments analogues, relatifs & la courbe primitive. On peut aller
plus loin, ct interpréter géométriquement ces mémes formules.
En effet, en désignant par H I'angle de la tangente avec la recli-
fiante (71), on a

L L
cosH=--, sinH=-; . . . . . . (109
r )
done
p=sinH, ", . . . .. . . (2]
et
1 di
S=p
r, ds
Celle-c¢i ¢quiy P D'ailleurs » dsy
Selle-ci équivaut & r, = —o. D'ailleurs r, = —> ds, = duw;

done enfin
e=dH. . . . . . . . . . (128
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Ainsi : 1° Le rayon de courbure de Uindicalrice est égal au
stnus de Uangle I formé par la tungerte d la primitive et par la
rectifiante de celle-ci; 2° L’angle de torsion de U’indicatrice est
égal d la variation de Uangle H.

78. Soit 6, 'angle formé par le plan osculateur de l'indicatrice ,
au point M,, avec le plan tangent de la sphére. Le Théoréme de
Meusnier donne p, = sin 6, = sin Il (127). De I résulte

go=H. . . . . . . ... (129

En d’autres termes : L’angle du plan osculateur de Uindicatrice,
avec le plan tangent, est égal & Uangle formé par la tangente
la primitive et par la droite rectifiante (*).

79. Le rayon de courbure géodésique de I'indicatrice a pour

valeur —2

= tg 0,. Conséquemment, les seules courbes sphé-

1
rigues dont la courbure géodésique soit constante, sonl des
cercles (**).

(") Ce théoréme ne différe pas de 'un de ceux qui ont été démontrés par
M. Paul Serret (Théorie nouvelle ..... ,p- T5).

(**) Désignons par 4,, comme I'a proposé M. Paul Serret, le rayon de cour-
bure géodésique d'une ligne G, de fagon que

¢

cos 6

Py =

D’un autre cdté, supposons que I'on développe la surface lieu des tangentes
4 C, et soil R le rayon de courbure de la ligne C, suivant laquelle se trans-
forme C. J'ai démontré; il v a vingt ans (Comples rendus, tome XVII), que

e

R = .
cos §

Le rayon de courbure géodésique ne différe donc pas du rayon de courbure
de la ligne que I'on pourrait appeler (ransformée par développement. D'aprés
ce rapprochement, la notion de la courbure yéodésique esi-clle aussi nouvelle
qu'on le suppose aujourd’hui? Quoi qu’il en soit, le théoréme ci-dessus peul
done étre énoncé ainsi : Parmi loutes les courbures racées sur une sphére ,
il 'y a que les petils cercles dont les transformées par développement soien!
des cercles.
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IX. — LIGNE DE COURBURE MOYENNE NULLF. — LIEU DES NORMALES
PRINCIPALES DE DEUX .COURBES.

80. ProwLEME. — Trouver, sur une surfuce gauche donnée, le
liew des poinis pour lesquels les rayons de courbure de la surfuce
sont égaux el de signes contraires (*).

Si, en un point de la surface, les deux rayons de courbure
principaux, R, , R,, sont égaux et de signes contraires, ¢'cst-a-dire

. i1 1
si la courbure moyenne, - (ﬁ"'"n—) (**) est nulle, on a, comme
- 1 2
l'on sait,
A+pht—=2pgs +(1 4+-¢Hr=0 . . . . . (@

Pour développer celte équation, reprenons les valeurs (rouvées
dans le Chapitre I :

ny' — ms’ ¥ —na
oy —ma’ 1= ly — mx'
Q\I:/ — Nm _ M(ly’ + maz’) — Nlm = 2Mz’ — NI

—_— ., s= , !
(/l/ +maz')*’ Iy — ma'j® (ly’ — mr)"

Il en résulte :

1
t + 1 =——"——[2M(/z’ + my’) — N(I2 2)],
"= Uy = may " Y1 = N,

1
P —2pgs +¢*r =m[21\l (P’ +qy') (p.l “+qm) — N(pl + qm)?].

Mais (9)
pT + qy =3, pl +qm=n:

(*) Ce probléme a été résolu par M. Bertrand. (Journal de Liouville,
tome XV, p. 334). Antérieurement, M. Brasseur avait considéré le cas tres-
simple des surfaces gauches du second degré. (Mémoires de la Soméle des
sciences de Liége, tome I).

(") Cette dénomination de courbure moyenne a é1é proposée par M. De-
launay. (Journal de Liouville, tome VI).
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done Péquation («) devient

2M (/&' + my’ + nz') — N;
ou, a cause de

12’ 4 my + ns' =l 4=l +ne’ =1 :
MU—N=0. . . . .....(¢

81. Sila directrice est une trajecloive orthogonale (ce que I'on
peut toujours supposer), U= 0; et I'équation (b) se réduit i
N =0; ¢’est-a-dire (12) &

' (ny — mzs')+y (5 —nr) + 3" (mx' —ly)=0. . (130)

Pour interpréter celle-ci, je la remplace d'abord par I’équation
dquivalente '

’r

(s = &'s") (ny' — m) + (8'y" — y's") (13" —nx’) + (s'5"—55"") (ma’ - ly')=0.

Soit maintenant M un point de la courbe dont il s’agit. Soit
EMF la trajectoire or-
thogonale passant en

N ce point, ou la paralléle

4 la directrice ABC.
Soient enfin MT la tan-
gente & EMF, MO le
rayon de courbure de
cclle ligne, et MN la
normale & la surface.
Les droites MN, MO
font, avee les axcs, des

A - angles dont les co-
sinus sont respectivement proportionnels aux quantités

ny —mz, Iz —nx, mz' =y,

Towe XVIIL ' 5
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,

et aux quantités
8/$/I —_ (D’S", S/y” —_— :l//S”, S'Z! - IS,

I’équation (c) exprime que I'angle OMN est droit, ou que MO,
rayon de courbure de la trajectoire orthogonale EMF, est dirigé
sutvant la génératrice MG. Autrement dit : en chaque point M de
la ligne de courbure moyenne nulle, le plan osculateur de la
trajectoire orthogonale EMF se confond avec le plan tangent d
la surface gauche (*). ‘

82. Remanques. — I. 8¢ la ligne de courbure moyenne nulle
coupe d angle droit toutes les génératrices, c’est-a-dire si elle est
une trajectoire orthogonale, la surfuce gauche proposée est le lieu
des normales principales de cette ligne (**).

IT. Soit PMQ la seclion faite, dans la surface, par un plan
perpendiculaire & MG. La courbure moyenne de la surface étant
nulle au point M, et la section normale NMG ayant une courbure
nulle, il en est de méme pour la section normale PQ, perpendi-
culaire & la premiére : en M, le rayon de courbure de cette section
est infini. Conséquemment, d'aprés le Théoréme de Meusnier,
le rayon de courbure de toute ligne tracée sur la surface et tan-
gente, en M, d la section PQ, est infini en ce méme point M. 11
n’y a d’exception que pour les lignes dont le rayon de courbure
est dirigé suivant la génératricc MG : ce rayon peut avoir une
grandeur quelconque (***).

83. On a

x =a-+lv, y=b+mv, =z
2 =a'+1"v, y'=b'+m"v, %

=c +nv,
"= +n""v;

(*) Pour éviter une longue périphrase, j'appelle ligne de courbure moyenne
nulle 1a ligne telle, qu'en chacun de ses points, la courbure moyenne de la
surface est nulle. — Voyes la seconde note de la page 43.

(*") Bertrand, Journal de Liouville, \. XV, p. 333 et suiv.

(***) Comme exemple de ce cas d'exception, il suffit de citer la surface de
la vis & filet carré: les trajectoires orthogonales des génératrices sont des hé-
lices, lignes de courbure moyenne nulle, dont les rayous de courbare, diriges
suivant les génératrices, ont des grandeurs finies.
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conséquemment, Péquation (130) devient, étant développée :

P4+ Qu4+R=0, . . . . . . . (131)
en supposant :

P=Vmm —mn') +m"(n —al')+n'(ml —lm'),
Q=a"(nm’ — mn') +- 0" (I’ — nl’) 4 ¢”(ml’ — Im") . (32)

—a'(nm” — mn”’) — b (In" —nl")—c' (ml” = Im"),

R=a"n’ — mc') + b (lc/ —na') + ¢ (ma’ —1b').

L’équation (131) étant du second degré, il en résulte qu’ « il y
a, sur chaque génératrice , deux points, au plus, pour lesquels
les rayons de courbure sont égaux et de signes coniraires. Le
liew des points jouissant de cette propriété est donc composé de
deux courbes distincles (*) qui pewvent se confondre ou dispa-
railre si les racines sont réelles ou imaginairves. Si Uéquation
(131) est identique, tous les points de la génératrice salisfont
i la condition demandée. » (Bertrand).

84%. Application @ Uhyperboloide. — Si, dans 'équation,
(M +p)t—2pgs + (1 +¢2)r=0, . .. RN (4

on substitue les valeurs suivantes, trouvées précédemment (535) :

Vi 2y o o §
R d =2 = (y2—0B?, g—= — — T h2_ 3
P=az Bz’ 02325 W=57, s EEDERLY t g T b

on trouve
.r‘l y_’ 2 x? yﬁ
2 2 .2 233 sk [ — — ) — - — | =
24y & — 3% 49 (0:2 + 32) 9 ‘( - + 32) =0

Mais .

(") Ou plutdt de deux branches.
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done la relation (b) devient -
2+ Y =0t PB2—02 . . . . . (135)

Cetle équation, donnée d’abord par M. Brasseur, représente
ordinairement unc sphére concentrique avec I'hyperboloide. La
courbe d'intersection des deux surfaces, c’est-a-dire la ligne de
courbure moyennc nulle, est donc le systéme de deux coniques
sphériques. )

85. L’élimination de z, entre les équations (c) et (133), conduit
a

(1+1:)w’+(1+1‘;-)y9=m2+.{3*. P ()]
o B*

1° Si Dellipse représentée par celte équation est extérieure i
Iellipse de gorge, chaque génératrice contient deux points pour
lesquels la courbure moyenne est nulle. Dans ce cas, les demi-
axes «, 8, ysatisfont aux deux inédgalités

r< 8, v<La R

ou sculement & celle-ci : _
v B

car on peut supposer 8 < =.
2¢ Lorsque
v=23,

I’ellipse (d) et ellipse de gorge ont méme grand axe :la premiére
courbe est tangente, extéricarement, & la seconde. En méme
temps, I'élimination de x, entre les équations (¢) et (135), donne

(22 — B2 y® = (a* + 3?32
Cetle équation représente deux plans menés par le grand axe
de Phyperboloide. Conséquemment, la ligne de courbure moyenne
nulle se compose, dans ce cas, des deux sections civculaires pas-
sant par le centve de la surfuce,
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3° Si o est compris entre « et 8, les deux ellipses sont séeantes :
une partie seulement des génératrices sont rencontrées par la
ligne de courburc moyenne nulle.

4° Lorsque
Y= a,

Iellipse (d) est tangente, intérieurement, & I'ellipse de gorge. Les
deux sommets communs sont les seuls points de I'hyperboloide
ou la courbure moyenne soit nulle.

3° Enfin, lorsque v surpasse «, la sphére, si elle existc, ne
rencontre plus Phyperboloide : en aucun point de cette surface,
la courbure moyenne n’est nulle,

86. Remarques. — D’aprés un théoréme de Monge, la sphére
(133) est le lien du sommet d’un angle triédre tri-rcctangle,
circonserit & I’hyperboloide. De la résulte, ainsi quon peut lc
vérifier dircctement (*), que la ligne de courbure moyenne de
Uhyperboloide est le lieu des intersections de deux génératrices
orthogonales.

87. Ce théoréme, 4 peu prés évident pour les surfaces gauches
du second degré, peut étre étendu, non-sculement A toutes les
surfaces gauches, mais encore a toutes les surfaces & courbures
opposées.

Prenons, en cffet, I'équation des lignes asymptotiques :

: d
U fos W =0, .. ... (7
dz dzr

ct représentons par 9,, 6, les racines de cette équation, de maniére
que
2s r
b, +0,=——, 0,0,= - T (1))
t t
En exprimant que les deux lignes asymptoliques qui passent au
point (x, y, z) sont orthogonales, et en ayant égard & la relation

dz = pdx + qly,

(‘) Bertrand, Journal de Liouville,t. XV p. 342,
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on lrouve
140, 0, (p+q0,) (p+q0,) =0
c'est-a-dire
14 p*4+pgo, +9)+14+¢9)0,0,=0; . . . . (b

puis, & cause des valeurs («) :

(1 4+ p?)t—2pgs + (1 + ¢*)r=0.

Cette équation appartient a la ligne de courburc moycnne nulle,
On a donc ce théoréme :

Sur une surfuce queléonque , @ courbures opposées, la ligne de
courbure moyenne nulle coincide avec le lieu des inlersections de
deux lignes asymplotiques orthogonales.

88. Prosrive. (*) — Quelle est la courbe C dont les normales
principales coincides avec les normales principales d’une seconde
courbe C,?

Si la ligne C est prise pour directrice de Ja surface gauche formée
parles rayons de courbure, 'équation (151), qui représente CetC,,
doit étre vérifiée par v = 0; ce qui exige que R soit nul. En méme
temps, les lignes C et G, étant des trajectoires orthogonales de la
surface, la seconde racine de I'équation (151) doit se réduire & une
constante (16). Autrement dit, la courbe C est définic par la re-
lation

- 1E=

= — v=consl. P ¢ 2

Développons cette équation.

89. En premier lieu, si nous prenons Pare de la courbe C pour
variable indépendante, nous aurons (66) :
Il =pa’, m =pb’, n=pc"’,

I =pa"'+ p'a”, m = pb""+ p'b", n' ==pc"+p'c”,
U'=pa +2p'a” +p"a", m"-—pb|v 200" 4 "0y W =peT+2pc" -

(") Résolu par M. Bertrand (Journal de Liouville, 1. XV, p, 343).
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Ces valeurs , substituces dans les formules (152), donnent

P=p2Z{pa + 2p'a"+ p"a") ("0 "= bc’"),

Q o Pzza//(cub'u_ bl/cr//) +P2(Palv -'-_QFIGI“"Q‘ P//a'/) (blcn__ C’[)"),

R=p Sa"(l’ ¢’ — c'b").

La derniére quantité est nulle; ce qui devait étre (88).Les deux

premiéres se réduisent évidemment &

P= {:sz(cublu_ b/lcl//) v,

Q= p’z(b' ¢ —c b )ar + “pr’Z(b’c" —cb"a,
ou a

P=-—- p"’Z(a"b”—— b’a’"y e ,.

0= 3@V —Va")e +2p @b’ — bar)c,

Mais , par les formules (114), (112) et (105):

o 1 ’
2@ — """y e = = (ﬁ) ,
AAr
. , 1\
2@V —bd) e =( _)
et
; 1
2@V —ba)er= =3
rp2
donc
e\ 1 ) g
P=—=—(4], Q=7 |—) +2—.
[ (r) h=r (Trf‘ e
L’équation (134) équivaut donc &
1Y 1
a (ﬁ) +25-
L

Celle-ci se réduit aisément a

Pr/__ r(’l r
= —-

e? v

(136)
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90. Lintégrale de I'équation (136) csl

1
P

S| =
RS

¢ désignant la constante arbitraire.

(157

« Telle esl la relation fort simple qui doit exister cntre les deux
» rayons de courbure d’une courbe pour que les normales prin-
» cipales soient en méme temps normales principales d’une autre

» courbe. » (Bertrand).

91. M. Paul Serret, complétant le théoréme de M. Bertrand,
a prouvé que la constante g représente la cotangente de Pangle »
formé par les tangentes aux deux courbes C, C,, en deux poinis

correspondants (*).
Pour vérifier cette derniére propriété, j'observe que

1
Cos =~ (a'z’ + Uy + ¢'=");

ou, d’aprés les formules (31), (17) et (32) :

A+ Bo
VAVA 4+ 2Bv + Co?

cos p =

L’arc ¢ étant pris pour variable indépendante, on a :

1

A=a?4 D2 4¢2=1 (a)’ Za/an=0’ Zalawz_._____

2

{2

D’un autre cdlé, a cause de

l=pa’y, m=pb”’, n=pc":
8 ‘ < 1
B=2al=p3aa"+p20'd" = — —>
P
/2

. p
C= 2l/~2 — Pizalug + ‘2{7,9'2(1."0/”’ + ?;_ .

(*) Théoric nouvelle ......, p..110.

(138)
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Pour simplificr cetle expression, il suffit de recourir aux for-

mules (87) et (98) : on trouve

Au moyen des valeurs («), (h), (¢), Péquation (138) devient

v
1 —_—
Cos D S— .
. v\?  2?
_; .l,.. -ﬁ
Celle-ci donne
v
g % "
27— ) ’
1 —_——
{J
ou
1 1 cot 7
P - v r
cle.

92. Remurques. — 1. L’équation
B
C k]

v=

qui représente généralement la ligne de striction, devient, dans

le cas actuel :
2

e
V= — £ =
,.1+P.

T
/1 /B Si I'on se reporte & la figure
c:K / du n°® 71, on voit aisément que,

/ pour trouver le point central C,

/\ | il suffit d’abaisser NP perpendi-

\ \\_L, =T culaire & la rectifiante MG, de

\// | \ _mener PQ perpendiculaire a MN,

/ Q/ \\. et de prendre, sur la normale
N

N principale, MC = MQ.

(¢)

(139)

(34)

(140)
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En effet, d'aprés cette construction,

me=N8 P e

2 4 -
P
MG P
II. Les normales & la surface gauche, aux points M, C, font,
avee les trois axes, des angles dont les cosinus sonl respec-
tivement proportionnels aux quantités

Ve — clb//’ cda’ — a’c”, a/b// — b/a//’

v, m, n. ")

Par conséquent, angle 0 des deux normales ou des deux plans
tangents cst donné par la formule

Z(b'c"— L"ll”) 14
cos ) = — — .
VZ(b’c”— c/b//)g ‘/l:g M2 02

Or,

. - - 1 -
2(1/0”— C'[I”)ll= e z,\b;‘:n_ c’b”)a”’—|—p’2(b’c"— 0:0//) a’ = ;__(_); (]00) s

o s 1 1 1
2’ — b == (90), P4-m?P4nt=C=—+— (91);
p? r2 2
donc
(}
COS §f = ————;
) [/724_(22
ct, par suile,
o=t o (U
r;

HI. Le plan tangent en C, cest-d-dire le plan eentral (44),
contient la perpendiculaire commune au rayon de courbure MC et
au rayon de courbure infiniment voisin. La formule (141), com-
parée a la relation

(*) Cette remarque sera complétée plus loin.
(**) Voyes la note de la page 32 et I'équation (64) du plan central.
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trouvée précédemment (77), prouve que le plan GMC, passant
par le rayon de courbure MC et par la rectifiante MG, coincide
avec le plan central, relatif & la génératrice MC. En d'autres
termes , la rectifiante MG est perpendiculaire aw rayon de cour-
bure MC et au rayon infiniment voisin ; ce que I'on savait (71).

95. Liew des normales principales d’une courbe donnée. —
MG dtant le rayon de courbure de la ligne donnée AMB, ou

: B' la génératrice de la sur-
N /B s AN
o / . face, soit A'M’B’ une tra-
\\ jectoire orthogonale des
N ! — -.¢ génératrices, ou une pa-
f l ratléle & AMB. Soit enfin
\ \  MM’= v la distance con-
A VA" I\p .
‘D stante comprise entre ces
T
' 's deux courbes.

L’angle des tangentes en M ¢t M’ est donné par la formule

A+ By 1=
cos p = y oo ... (138)
VAVA 2B+ Ce?
de laquelle on déduit
v
g p=—t - (139)
1 —=
{J

La discussion de cetle derniére formule met en cévidence les
propriétés suivantes, qui n’avaient peut-étre pas é1é remarquées:

1° DOE etant la trajectoire orthogonale passant par le centre
de courbure O relatif au point M, les tangentes OS, MT sont per-
pendiculaires entre elles.

2° Conséquemment, les points M, O sont conjugués (46).

5° La rectifiante en'M, perpendiculaire & MG, fait, avee MT,

. ” .

.un angle H qui a pour tangente — (77). Or, lorsque le point

M’ s’éloigne indéfiniment de M, dans un sens ou dans l'autre,
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lim. tg ¢ = — ~= — cot H. Done la tangente M'T’ tend d de-

.

venir perpendiculaire d la rectifiante en M (*).
4 Le paraboloide de raccordement, liewdes tangentes MT,M'T’,
a Dun de ses plans directeurs perpendiculaive @ lu rectifiante.

, . ( s B
5° Le point central I est déterminé par la formule v = — 5
c’est-a-dire par celle-ci :

v=Ml= :_I’ (140)
"
6° 1l cn résulte
="
1-2 <+ P‘.’ ’
puis
J— —_— 1“-‘ .‘.‘/i
MIxT0=—=—olt . . ... (4

C2 “.2_‘_ Pﬁ)*)

7° On a trouvé (91),

| =

C= {;‘2;

-+

o

,
donc, & cause de 'équation (142),

1
M== --
»

Pour déterminer le signe, il suffit de recourir & la définition de
la quantité M (15). On a ainsi

M =Z(mn —an)a = p2Za/ (Ve — V')
S .\ . 1 - .
Celte derniére somme égale i (103). Donc enfin
A

1
1\1:7........4.(!45)

(") On arrive au méme résultat en se rappelant que la rectifiante est perpen-
diculaire a deux génératrices consécutives, et en ayant égard i la définition
du plan central (44). )
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8" La courbure de la surface, au point central I, cst

ot (r? 4 p22
Ke———=—_- _ "~ . . . . ..
. e P (144)

9° Au point M, la courbure est (21)

Mais (18)

DP=A—-—UV=1— I+ m +nc)=1;
done

S ( 19}

,.2

10° La directricc AMB est une ligne de courburc moyenne
nulle (82). Conséquemment, les lignes asymptotiques sont ortho-
gonales..Et comme I'une d’elles est la génératrice MG, autre est
la section faite, dans la surface, par le plan NMT. De 12 résulte
que les rayons des sections principales sonl dirigés suivant les
bissectrices des angles droits formés par la normale principale
MG et la tangente MT. D’ailleurs, en vertu de I'équation (145), le

R .
rectangle de ces rayons est égal A On a donc ce théoréme :

Les rayons principaux de la surface engendrée par les nor-
males principales d’une courbe donnée sont, en chaque point de
la directrice, égaux aw rayon de torsion de cetle directrice, ou,
ce qui est équivalent :

Le rayon de torsion d'une courbe quelconque C, en un point M,
est égal aux rayons principaux.de la surface liew des rayons
de courbure de C : ces rayons principaux sont d’aillenrs dirigés
sutvant les bissecirices des angles droits formés par la langente
et le rayon de courbure de C, relatifs au point M.
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9%. Supposons que deux courbes AMB, A M,B, aient mémes

[ L

Mi 0 01
\ \
A Ay

normales principales, et représcntons par d la distance comprise
entre deux points correspondants M, M, : cclle quantité d est
une constante. Soient encore, comme précédemment, I le point
central de la génératrice MG, O et O, les centres de courbure de
AMB et A M B,. Les relations (140) et (142) donnent

2 2 24 2,4
d= TP‘— .'“01 (a), e - = 1 B : ()
1-2+ PZ ,’.1) -+ PIQ (/,.2 -+ PE)A (,-l‘l -+ PIQ)Q
La scconde équation peut étre réduite a
,‘ 2 . T 2 *\
B L S
rli +P12 1.2 + P?
Par suite, I'équation (a) devient
rp — d) — dp?
')‘lz‘pl—r————-. P ()

,.F2
Substituant cette valeur dans (¢), on trouve

12t [ —d) — dp?]? |

0, = ——
T ) [0 — d) - )
1 1 '
(") En elfet, a cause de M = - = — (143), on doit rejeter la solution
) 1
nor et

e
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ou, plus simplement,
_rle—d)P -+

= . 146
T p —d) — dp? (140)
La formule (d) donne ensuite
200 )2 2,2
g Z A

7~P2
Ces diverses relations, beaucoup plus simples que celles qui

sont indiquées dans le Mémoire de M. Bertrand, s’accordent ce-
pendant avec ces dernicres.

95. Lieu des binormales d’une courbe donnée.— SiV'on continue
& prendre Pare de la directrice pour variable indépendante, on
devra supposer, dans les équations (1) :

l=p(b'c¢"— V'), m=p(c'a’— a'¢c"), n=rp@@V'—l'd’). (88

Il résulte , de ces hypothéses :
U= pWc" — ) + ¢l — c'b), 2
m’ P(c'a” — a'c) + p(ca’ — a'c’),
n = p(@’t” — b'a”) + @b’ — Va’);
A =1(b); B= Za'l = 0(c);
C= 2= 3@ — Va")P + 2 2@ —ba’) @b — b'a™)
+ 2@t — ba’ ).

i

()

D’aprés les formules (90), (95) et (99) :

l N ’
. 2((1,'1)" _ b/au)g - Z(albl/__ b’a”) (@b — [)'(Lm)z — lf‘a’

P
o 1 l ’2
Z(a/b///_,)/au/)2= — (_ 4+ 4 ) ;
done
C==—" « v e e v e

La fonction B étant nulle, il s’ensuit, ce qui esl assez visible,
que la surface engendrée par les binormales d*une courbe «, pour
ligne de striction, la directrice (*).

() Saint-Venant, Mém. cilé , p. 47.
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96. Soit, comme au n® 95, A'M'B’ unc trajectoire orthogonale

B’ des génératrices, ou une pa-

' ralléle & la directrice AMB.

/G Represcnl.on‘s p;:‘llv la (l’IS-

v M tance constante MM, et par -

p I'angle des tangentes MT, M'T’.
M. ; O X

| La formule (158) devient, par

la substitution des valeurs

(), (), () :

B

cos P =

Il résulte, de celle-ci,

v
lgsa=;~ S  E4)

Par conséquent, la position du plan tangent en M’ est, pour
ainsi dire, indépendante de lu courbure de la directrice. Cette
indépendance se conserve pour les autres éléments dont dépend
la forme de la surface. Ainsi 'on trouve, en partant de la for-
mule (148) :

72
Indice=1i =7, courbure au point ' =k == —

1

Fq

(v 4= 12)2 '
Courbure au point M = K = —

cle.

Enfin, la relation entre les distances du point central M & deux
points conjugués est vv, = r* (*).

(") Ce chapitre était rédigé au mois de décembre 1863. Depuis celle époque,
M. Mannheim a (rouvé de son cOté, et par une voie complélement différente
de celle que j'ai suivie, quelques-uns des théorémes dont on vient de voir la
démonstration,

FIN.



