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Soit

® dx
L = N ()
(x* + )V — &

les conslantes a, 1 élanl positives.

Faisons
o atV x ) a
T L@

Nous aurons :

- a4+ A a? + )
de—aVi— 22 g paa=a 2T
(@® + A — a’t?)2 @+ —a
—_ a4+ ) VI dx 1 dt
Vi —d=a\/ 5——=V ' —1, = S
a'+r—alt @+ N)Vx'—at Vo)t 1
Ve

Aux limites a, - o correspondenl respeclivement, t=1, { —

Donc

—a a
L‘= - —_—— 3 e e e e (3)

(*) Résultante de deux transformations.
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ou, par la formule connue,

S p A Ve oy
Va(a? + 1) a

L,

En particulier,

dw dx _ | ‘[-,’1+\’u"'+l_ )
(x* + 'I)V:L"Z—a'i Ve + 1 a o

a

et, si l'on suppose ¢« =1g«:

e dx 1
== C0Sut. f (cot—a N ¢ )
(x4 1) V&' — g% 2

tgo -

11.

Soit, généralement,

Il est clair que:

) e d 1L, = 1
L, _ hd —— Ly, =12 @ —1.2.L,
d; , (I‘ &+ )\)2 ‘/xz — &t dA (12 4- A)a Vx’»——a’

,n—IL —_—
...... 1y~ 125, =L,
e
I d"'L,
[, = (— 1 nod _— . . . . . . . . b
n = ) I'(n) ! ’ ©)

Aiusi, les intégrales L,, L;, ..., L,, ... pewvent étre déduites, assez sim-
plement, de U'intéyrale L, donnce par la formule (A). (*)

(*) Dans deux lettres qu’il m’a fait ’honneur de m’adresser, en juillet dernier, M. Hermite
rattache I'intégrale L, aux fonctions X,, de Legendre. Jespére que lillustre Géométre
publiera, prochainement, cette remarquable corrélation.
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[

Supposons 1 = 1, et appelons K, la valeur correspondante de L,, de ma-

niére que
K,— )
(2 + )" V2> —a?

Si, avec @ = Iga, on fail x=1gg, cetle intégrale devient

T
z  cos™” 'cpd(p

?:‘/I cos’p
cos’a

I1I.

Pour rendre rationnelle la différenticlle, el afin que les limites soient
indépendantes de «, je pose

co COSx COSw (8)
§Q = ——— .
V1T — cos sine
Cette transformation (*) donne, successivement :
. sina sino cosasinode cos® ¢__ sinasino
sng = ———, d?=—ﬁ’ 1— 2 .
V' 1 — cosixsin‘e 1 — cos’xsin’e c0s’e VI costasinie
Les nouvelles limites sont 0 et Z. Par conséquent,
L ,
" (1—ecoskasin®)"” = "~ T @
[
IR . 2
ou, si I'on fait cos'a = pu:
K — gn Z  cos™tudw
n F/(d—-ﬂsin’w)" S T PP § )]
[}

(*) Trouvée aprés quelques essais.
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Lorsque n=1, celle expression se réduit a

K /’%r coswdw
! “ 1 — p sin®»

0

D’ailleurs, par la formule (4),

1 s+ Va1
K= '( 5
Vit +1 _ a
1
ou, & cause dé ——— = p:
A 1
+_—.
— Vi 1, -1+ i/;
K=Vi p e = LV £
1 1 '1—\/11.
[Z
Donc
/%r cos wdw £. 1+Ve
y 1—/.csin“w 2\/# 1_‘/;’

formule connue, presque évidente.

IV.

Représentous par G, I'intégrale qui entre dans I'égalité (D); savoir:

G, — 12 cos*adw
1 — usine)”

. La remarque faite (ll) sur les intégrales L, s'étend, naturellement, aux
intégrales G,. Mais la lo¢ de récurrence, relative & celle-ci, est moins simple
que la premiére (C). Pour trouver cette nouvelle relation, combinons I'éga-

lité (14) avec ces deux-ci :

G"-+l =

Z  cos™Hodw dG, Z c0s™ o sin*edo
_— (3 —_—_—
(1 — esin®o)™+ du (1 - wsin*e)"tt

.
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Il en résulte
_ g —1 dG,
G, =G, + - d#- . (E)
Par exemple,
Gg=G,+(,u—1)%
_ 1 f1+\/;+[4—-1 1 N 1 k=1 1+ Ve
Ve 1—Ve oV [21/;(44-\/;) 2\/2(1—\/2)] We 1—Va

ou

e+t 1+\/;__4_(,).

G, - . -3
4pV p 1—Vy “

V.
De la relation (E), on en conclut une autre, assez remarquable.
En effet :
dG
ﬂG,H.‘ == nG,, -+ (ﬂ _— l) L >
dp.
dG,_
(n—1)G, =(n—1)G,_, + (g — 1) —=,
du
dG
Gy=G, + (& — «l)d—‘;
“
puis, par addition,
dG, dG
71G,,+,=[Gn + G,y e+ G,] + (u — “[d,u 4 oo - d_/:]

() II est visible que

14V

1—\V'u

Gn=An-(°‘

A,, B, étant des fonctions rationnelles de V.

ny
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Par conséquent, si I'on pose

Gl +G2+ -'-+G,,=S,,, . L T T (‘2)

on a la relation annoncée :

Guum = C ()
V[.
L’intégrale
H sin™?ed S
_/ (1—#Slnw"’ o e (19)

en quelque sorte conjuguée de G, (11), a une expression fort simple.
Pour la déterminer, j'observe que

dH, 2 sin® ode i

—_—Nn — — = nH, .

du / (4 — wsinPayet
[}

Ainsi
1 dH
=_-—". G
Hn-l-f n dl" ( )
Or,
z ‘T
T de 7 d
}I":/,‘_a*r:/a 7 . = (),
/ 1 — psin’o / c05a:+(1‘—p.)smco ) g p—
ou
x 1
H,=§(l—,u)‘i. e e (14)

(*) Formule connue.
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La relation (G) donne ensuite, de proche en proche :

[ | 3 1.3 s m1.5.5 1
Hy=——(1 — )72, Hy==—(1—p)2 H=- - u) % ... ,
1=gall —w =g a7 —e ““3aae T

ﬂ'l.5.5.-.27l—1 _2n+| .
el I )

Hoypyy=———
ST 9 k.6 ...

On sait que

; o 7 1.3.5...2n—1
/ st wdw—é 2.4 6.. 2n '

0
Nous avons donc celte relation simple, entre deux intégrales d'espéces

bien différentes :

%r sin*wdw 2 ; .
. (_11 ,usin*w)"*"z('l — ) 2 '/ sin*wds. . C (K
0 o
VIIL.

L’intégrale H, peut, comme I'intégrale L,, étre rattachée aux fonctions X,
Dans notre dernier Mémoire sur ces fonctions, nous avons démontré le

théoréme suivant :

Ona:
2 (are Cuse Qin?uw d
\ N ¢ P} an (A \ng2ntl ~ T (P . "
Xow — Gy 12 Xg s + Gy 98 Xy g —+ -+ u™ = - (—=1)= / oy — 5 (1)
OSTTE V sin'g— o

0

ou bien, en appelant A, le premier membre, et faisant X = cosa :

9 , 2 sin* d
Agy == (— 1) cos™ '« / ™ +<|p - LA N A 1]
T S COSTT Visinte — siny

Soit ensuile sing = sinasing : un calcul fort simple donne

92 Oy anén

- . . D sin™4ds

Agy == — (— 1) cos" asin™e e
4 4 . (I — sin’a sin’,"+!

0
11

Tome XLVI.
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ou, si I'on fait encore

sinfe =1 — == p:

2 :
A= (=) (1 — ™ (17)
Nous avons donc ces deux égalilés remarquables (*) :
_ : 2 . w_ ®1.3.5 ..2n—1 .
x‘ln C?n,l'lxin—l + CZnﬂ"r xi"*“ - + _E 2.4.6...2n (-’172"_ ') T (L)
/wrccosz sill‘l”cp (I@ 1 5.5...2n—1 (l —_ x?)n "
y WSO | rovg — a2 2.A.6e.2n @m0 (M)
VIIL
La relation
T ) T
p sin*wd» 2t T e
/ (,| —p Sinyw)""" =(I - /“‘) 2 f sin™awde. (K)
0 0
devient, si I'on remplace sin’ par ¢, '
" 9"_% (’1 — 6) '%(10 20 41 1 ' '
—_——— =1 )" 6" 3 (1 — 8)+do
/ T / (1 —¢)3d (N)
o

Celle-ci, aussi bien que la premiére, est générale : elles exigent, seulement,
1 . .
que n - 5 soit positif (*).

En effet, le premier membre égale

A n+ | w4+ 1)(n+2
/ ¢ 3(1 —9)"=ds ['l +— o +( , ) ),u'le" + ],
.0

1.9

.-

(*) Enoncées dans le Mémoire.

(**) Condition connue par la théorie des intégrales eulériennes.
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ou
4) 3 / 5
= r (n —) I —)
|"<N+2 n+ | T3 (1) (n+2) (n+‘2
x — + ¢ -+ e : ;
T(n+1) 1 I'n+ 2) 1.2 I'(n + 3)
ou, sous une forme plus simple,
| PRI -
Fin+- n o+ — n+—) n+ —
2l 2 : 2
/ =1+ “+
Y T+ 1) P~ 12 e

ou enfin,

]
r (n +§>

T — ) ),
" [e+1) 4 =)

\/

Cette expression ne différe pas du second membre de (N); donc la propo-

sition est démontrée.

IX.

Si, dans Pégalité (K), on fail . = bT‘“, elle devient

T

aT . . .
T sin“wd» 1 ey
Ta2n 1
— —— = — dnede, .0 L L (I8)
(@sin®e + heos?w)" ! gqn¥s
0

o

Il y a une relation beaucoup plus générale, savoir :

5 sin¥w cos?wde 1 3 . . .
—— = — : (asin®o + bcos’o)"~?~sin"e cos™adw (*). (P)
(a sin®o + b cos™o)"™™!  gri-rbrtaT
0

0

Cetle égalité est démontrée pour le cas de p =0, ¢=0 (**). Afin de

(*) Mon premier Mémoire sur les fonctions X, contient (p. 24) un cas particulier de celle-ci.
On en trouve un autre dans le Calcul intégral de M. Bertrand (p. 279).

(**) Voir le Mémoire cité.
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I'élendre au cas de p, ¢ positifs el entiers, il suffit de vérifier que, si elle a

élé reconnue vraie pour cerlaines valeurs de ces nombres, elle subsiste

quand on augmente, d’une unité, I'un ou laulre. ’
Cela posé, soit par exemple,

T . 9
B 5 sin%w cos¥adw 7 sin%% cos"'cudco ]
U - L+t ’ ” -1 = Dn+l oo “ 9

0

D représentant asin®o + bceos®o.
On conclul, de ces égalités,

sin® % cos®wdw
(«—0)B, +bB,_ .—-/ — [(a —b) éin’m +b];

ou

T & 92 2

sin* 2%y cos*wd
(a—b)B,,=—bB,,-,-|;/2 @)
0

Par hypothése :

! s
— /2 Dr=p=a+ 5in®6 cos® %edo,

an+i pbrai-a,
0

B

-1 ==

<2p

Z sin¥ % cos¥ade 1 3 . .
_ = ; D" P9 sin®g cos™ Yedo.
‘ D~ . TEE Sl Ut
v

0

Au moyen de ces valeurs, I'égalité (20) se transforme en

] a

2 Ly s .
(¢ —b)B, = ————— / D" sin¥6 c0s™ %0 [a — (asin®e + b cos’a) |dw.

e 1o l)u+%—q
0

On lire, de celle-ci,

1 2 .
B=—— / D774 sin*w cosMadn;

antgop fmty—y
0

13

ce (il fallait démontrer. -
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X.

Il n'est pas difficile d'aller plus loin, et de prouver que la relation (P)
_ subsiste pour toutes les valeurs positives des paramétres p, q.
Comme @ — b(1 — ), on peut I'écrire ainsi :

150-5 (| — g~ 2ds , ! . . 4.
f —i- u( _';;))nT:(!—m*"*?'” [ et @)
.° .

[

Le développement du premier membre est, par un calcul semblable au
précédent,

e g)rles)| - res)ls) ]
I p+§ Fq+§ {ll-+1z+1 1 2 (n+1)(n~+2) 7 2 q+§ |

- g+ >
-+ -+ ])-0— | 1.2 p-l- -+ p+ +2Z
I'p+q+1) 1 q+1 1.2 (p+q+1)(p+q+2)

[ ST

De méme, I'intégrale contenue dans le second membre équivaut 4

I‘( 4)l‘( +4> | ...1 ( 1) 5)
F(p+g+1) | 1 prgt? 3 Fren s |

Si nous représentons par S, S’ les sommes des deux séries (supposées con-
vergenles, bien entendu), nous avons donc ces trois égalilés :

. AL 1 1
. 'p+qg+1 91T (1 — )P~ ds
S P T )1 ( ),,+.’~'~‘(2")
F( ~;»1>F(q+—) (1 — po)
P3 2
0
r 1 *
§— (7’:"*“ )1 (1—wt)y=?=9P =3 (1—0) ~ids, = . (29)
rpgirlo+g)
0
S=(1—p)H-ns. . . .. ... (23)

Il s’agit d’établir la généralité de la troisiéme.
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Or, si I'on suppose le second membre ordonné suivant les puissances
de p (*), et que I'on (ranspose, la différence ¢, entre les deux membres,

prendra la forme
Ag v Ay 4+ oo o+ A+ o

Dans cette série, le coefficient A,, du terme général, est une fonction
rationnelle de p, q, n.

D’aprés un paragraphe précédent, celte fonction est nulle pour une infinité
de valeurs attribuées & ces paramétres; donc elle est identiquement nulle (**);
et d=0. |

En résumé, les relations (P), (P'), (21),(22), (23) sont générales.

XI.
Posons :

1
pHg—n=y—8,, pHG=r = p+qg+1=9. . . . (24

Il résulte, de ces équations :

1 |
=, MH+-—p=a+f—9y, cte. (25)

p=fy—~a—-§, ﬂ=ﬁ—'], q=a—2 2

Les séries S, S' deviennent, en employant la notalion de Gauss, et en
remplacant w par x :

aE a(a-'—l) ﬁ(ﬁ+1)a‘2+

F VX)) =1 4+— —x + ;
(& B> ) 1y 1.2 o(y + 1)

Sy, .. (26)

By a4 LAY B =) =P —p ) ,
Fo—er—frs =l = 1.2 ) B

- (27)

(*} Cette opération sera effectuée tout & ’heure.
(**) Contester cette proposition serait admettre qu'une équation algébrique peut avoir une
infinité de racines.
(***% Cette égalité (26) est la définition méme du symbole F. Elle prouve que 'on peut
intervertir Pordre des deux premiers paramétres ; ce que nous avons fait.
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Quant aux relations (21), (22), (23), elles prennent les formes suivantes :

N 6"‘—‘([_ 6)7=%tds  T(2)I'(y — =)
/ I—mf  —  To) @whro, Q)

/ ‘ (I - ox)ﬁ-y‘)?_a-’(/l — 9)““d0 = %E’:}—_—Q F (7/_‘1v ','/_'ﬁ, Vs &)y . | (R)

[)

F(e,B,9,28) = (I — &) "% BF(v—a, — By, 2); . . (8)

ou bien ceiles-ci, un peu plus symétriques :

te td — ¥ T@I() , '
S T T Taa g ke @

g—a' gx'—1 o1 F(a)l‘(rz) ' — ! ’
/(4_ex)ﬁ = R e v 0, (R)

Fo, By + o', 2)=(1 —x)o""ﬁF(oc', a+a —Be+d,x) () . . . (§)

De (S), on conclut :

F(a, p")’:x) _ F(?’—O‘,V—@,’V’i‘) ,
Fle+d,p—d,v,2) F(yr—a—dy —8+79,x)

ou
Fxa+d,p—d v, x) F (2. 6,9, x)
F(y —a — &y —B+d,9,2) Flo—ay—Bv, 1)

(28)

Ainsi, le rapport des fonctions contenues dans le premier membre est
indépendant de .

(*) Légalité (Q) a été donnée par Binet (Journal de I'Ecole polytechnique, 27 Cahier,
p. 314). Quant au beau théoréme qu’exprime I'équation (S), on le trouve dans les OEuvres
de Gauss (t. 111, p. 209). Bien entendu, le grand Géométre y est parvenu en suivant un
procédé tout différent du notre.
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XII.

Les égalités (26), (27) peuvent étre écrites ainsi :

] NN Poafg+ ) (@+rn—1) BE+1)...B+n—1)
P(a,(ﬁ,,,x)_zo 1.2...n y(ry-}-i)...('y—v-n——d)x’

. (26)

“—a)r—a+l).. . rmatq—1) —p)...(r—B+g—1)
o 1.2...¢q ¥ (o +1). (y+qg—1)

F(’/V_a) 7/—(% Yy 17) =2 x9. (97')

D’autre part,

(1 — x)y"©+E-D — EQ (x+p—2)(x+ @_l]‘y '; 1)""’(“ rp—r+p— 1)_'1;'".

Par conséquent I'égalité (S) entraine celle-ci :

afe + 1) (e +n—1)B@E+1)...(p+n—1)
1.2...n vy + 1) (v +n—1)

-3 (a+B—9)oa+B—y—+1) .o (2B~ y+p—1) N (v —a)ou (¥ —at+q—1) ) (y—=B) . ly—B+g—1)

. » (29)
1.2... P 1.2 ... q fy(fy+'|),,,(ry+q—'])

dans laquelle p 4 ¢=n.
Le premier membre, multiplié par 1.2.3...n, est la méme chose que

F@+na)TE+n T
T« T@ To+n)

De méme, le terme général du second membre peut étre remplacé par

Pvs—y+p)lr—arly—p+rq @)
" T+ B —v) T'(y—a) F'o—g) Tl +q

Donc Pégalité (29) devient

B [le+p—y +plly—a+q 'y —p+q)
o Ty + q)
T+ p—)To =T —pTE+n)TE +n
o PEATET (e +n)

Cp+g=n). (T)
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Cette formule de somanation, peul-étre nouvelle, en donne une infinité
d’autres.
Soit, par exemple, « = =y — 1. Alors

S [y —2+p L+ ¢ To—2[r—1+np

'+ 9) T [Py —1PT(y +n)
ou, plus simplement,
?"(‘ F(fy+n-—-q—‘))|’l"(|+(/’)']’_ [y +n—1) ‘
O Ll + q) T = =0T — 1)’

ou, si I'on remplace y par £ + 3 :

"C l‘(k+n—-q+1)[[‘(l+q)]”_ Lk +n~+2) )
E‘, " Tk+3+gq) T+ )k +n+ 2T kh+2)’

ou enfin, par la suppression d’un facteur commun :

?"C Plk+n+ 11—+  Tk+n+2 0
ek +3). (kv q+2) (k+D)k+n—2" " 7 ©

Comume application, prenons n = 4%, k = 3. Nous devons trouver :

vo FE—gTa+qF_L'O)

0 5.6...(5+q) 4.9
ou '
5.5.6.7 5647 4.5.9? 46" 5.6.7.8
+ he——— 6 —— + 4 = )
5 5.6 3.6.7 5.6.7.8 9
ou '
168 + 16+ 9 12 L F g2
168 4+ 16 + — + — + — =186 =
"7 55 T 105 3
ou
1 6 2 1
778 02" 5

ce qui est exact.
Tome XLVI. m
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XIIL

La relation (U) peut étre écrite ainsi :

h—a=1 Fo—1—¢[I'(t + @ 1.23...6—1
2 Cooumryy - = '

o a1 (a+2)...(a+1+q) ub @

Si le nombre entier b est décomposable, aw moins de deux maniéres, en
deux facteurs inégaux (*), le second membre est entier.
Soit, en effel,
b=[I"=yg"
Si fet f' sont différents de «, ces deux facleurs reslent dans le numéra-
teur, apreés suppression de a. ELsi f=ua, on prend b = g¢'.
Considérons, dans le premier membre de(U'), le facteur fractionnaire

rb—1—¢q _ 1.25..(b—2—¢q)
@+ ND@a+2)...(c+1+¢q (e+D@+2)...(a+1 +q)'

Cette fraction se réduit & un nombre entier, si (b—2—¢q) est égal ou
supérieur a (a - 1 + ¢); c’est-a-dire si I'on prend

__b—a—35

1<
- Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante :

a, b satisfaisant aux conditions mdzches ci-dessus, el ¢ designant le

nombre entier immédiatement supérieur i ~—o =2
b—a—1 . r(/) S | - ([)[r“ + q)-'lz

Cham, g = entier;

amd
-

(@+Du+2).(a+1+gq)

(*) Cette condition, suffisante, n’est pas nécessaire. Par exemple,

1.2.5.4.5
4.6

= entier.
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ou, aprés suppression d’un facteur commun :

b—a—1 —_— ] — —_— —_— aee -_ -
O—e—qCoa—gu ) b=a=Npy | piag) = entior. (v)

. (a+ND@+2)...(a+1+9q)
Application. — Soient « = 5, b = 12. On doit trouver, 4 cause
de ¢ =3:
4.5.6 5.4.5.6 2.5.4.5.6

POTE) + S P(OT ) + = T OT(©)

6.7.8.9 .7.8.9.10

1.2.5.4.5.6

_ 22290 b gy T(7) = entier.
* 5780401112 1 O L(7) = entier

Le premier terme est un nombre entier. 1l reste a vérifier que

10 1
[50 I'(5) + m T'6) + m r (7)] = enlier,
i )

ou

430(_ 51 ) i
— — + — —_— v e
J + n 92 entier,;

ce qui a lieu (*).

XIV.

Svanberg et M. Hermite ont donné la formule

coxp-—l__x—p '
/ ————ds=2rcotpr, 0PN . . . . . . (W)
0

(") D’aprés cet exemple et quelques autres, il semble que chacun des termes de (V)
est réductible @ la forme %, P, ¢, T..., élant les nombres premiers compris entre

a+1eta-~+1-+ q, inclusivement. Cette simple induction mérite d’étre examinde.
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Voici comment on peut la démontrer (*):

A étant la valeur de I'intégrale, on a

‘,Lp—l — 3 100 xn—l —_x? ‘
—f —  dx+ —_— dac (**).

| —x . 1—=x
1

. . 1
Si, dans la seconde inlégrale, on remplace x par _, elle se change en la

premiére. Ainsi déja :
1Pt __ :
A—f —— N )

4 re xr ! A E S = S W W . .
Développant, en séries, — et — (*); intégrant, puis appliquant la
formule
1 2p 1 1 1
cotpr=— — — T+ 4+ e
pr —p’ /p —p Y — p?*

on trouve la relation (W), ou, ce qui est équivalent,

R
/ -4—_:C—tlx=7rc0tp7r. e e . (31)
0 .

XV..
On sait que
R L T
doe= 0 N

O/ T+a Sinpz'() (52)

(*) Méthode connue.
(**) Lorsque x =1, la fraction prend la forme %; mais cette indétermination n’est
qu’apparente : la limite est 1 — 2p.
(***) Ces séries sont convergentes.
(Y) Méme démonstration.
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Il résulte, des deux derniéres formules,

r1 (ac”"—x"’ ar~t— g 1
— dx = n lg - pr
f 1+ 1—x 32” ’

0
=P gp
—dx =
| —x
0

Si I'on change p en 2p', et «® en x, cetle égalité devient

/‘x""—x”' de s X
] = \/;—”Dp”()"’ o - (X)

0

ou

tg

pn.........(35)

[N
| -

XVI.

Multiplions par dg les deux membres de I'égalité (31); et, en supposant
p plus grand que 3, intégrons & partir de cette limite (**). Nous trouvons

1 pp-1
'€-sinp7r=/p dp/ xl : dx—/ l—x[ (=t — &) dp.
f 0

L’intégrale relative a p est

+ P —r7) =

£ox v : £. .

21 p_;l— _)il id
J (x(l—xa):.{‘.)x x=.{°.sinp7r; N 1)

(*) Dans celle-ci, p’ doit étre inférieur & 5.

Ainsi

-~

(**) Quand p= % , lintégrale est nulle.
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z

ou, par le changement de x en e™:

“(e!g,_ﬁ"_;‘,)’ iz
- 1 — o 7=-—.[°.sinp7r. I 4 ]
[}

Remargue. — On a, simultanément :

‘ 1 ,teg?—ar de 1 1gpt — g
g pr = — / —_— S — ol pr = / —— dur,
x 1—x Ve 7 | —x

o ] ") (=R
, 1 1Pt P 1 ptaroi gt <P <§ OG5
coséc pr = —/ _—  dx, sécp7r=—/ —_— .
=, 1+ x 7, 1 —=x
] 0
XVIIL.

Dans son célébre Mémoire sur les intégrales définies (**), Poisson donne
'importante relation :

e —e" = P E‘=°° | (4

= 2 .
e+ 2c0s0+ e 2,=. [(Qi—1)m — o]+ p? + i=1 [(2—1) m+ 6]+ p?

()

Pour y parvenir, l'illustre Géométre démontre d’abord la formule

e"+2cose+e"'_ =% ____p’_ L Pt
Taires 1L .[”[czf—a)n—e]*] [“’m] - 5

due a Euler.

*) La troisiéme formule est une transformation de celle-ci :

B(p’l—p)_-—sinpﬂ'.

La quatriéme résulte de la troisiéme, par le changement de p en %—— p.
(**) Journal de PEcole polytechnique, 18¢ Cahier.
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En opérant de la maniére suivanle, on évile de longues transformations,
assez peu naturelles.
Des formules connues (*) :

+
+
[

1 -
Tt ‘.’_a“['l — am cotar] (™),

1 | 1 | am |
=t e = —
f —a* 4—a® 99— 2u? | sin ar ’

on déduit :

E""“ | ™
(20— 1) —a* da |sinar cot a”]’
ou
V= 1 T | -
2'_‘ (_)3_./])‘2_a2_—4,_-[g"_)a7r (07)
De méme,
| Eln : =l 1b 38
i=‘(2£_')2__b2_/‘,T gC:) 4 .o ... e . (0)
Conséquemment,
T 4 1 f=o 2a 2b
— | tg — —[ff—b ): —_— . . . 59
3 < g an 835 n 2.’:: [(%_ 1) —a @ — 1)9__1):] (39)

Soient :

ar =10+ p, br=0—p.
Le premier membre devient

sin p sin
T ’ =7 p

0 + 5 —p 0S8+ cosp
pcos QP 4

2 cos

(*) Traité élémentaire des se’ries; p. 116.
**) Celle-ci a été employée dans le paragraphe XIV.
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Dans le second membre, la quantité entre parenthéses devient, par la
décomposition de chacune des deux fractions :

T s T T

(2 —N)r—6—p [2i—N)r+i+p [Gi—Or—bap [2i—1)7+o]—p

ou
2pr . 2pm
[28—N)7—06] —p* [(2Z—1)7 + 6] —p

Nous avons donc, au lieu de I'égalité (39),

sinp__ " P P ,
Cosg + COSp =2 2, [[(Qi—- 1)m — ) — p* +[(2;‘_ 1)n + 9)]2_,,‘2]’

puis, par le changement de p en p)/—1 :

i S\ P + P (2)
er_,_cosg_,_e—n_’zi [(‘2i—|)7r—-6]2+p" [(9i—»1)7r+9]2+p’ . ,

Liége, 3 octobre 1885,



