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SUR

[’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

DE PREMIERE ESPECE.

Le petit travail que j'ai 'honneur de présenter a '’Académie peut étre
considéré comme un complément & deux Notes, déja anciennes, relatives a
la méme question (). Aujourd’hui, aprés avoir reproduit une partie de la
seconde Note (en y faisant quelques correclions), je déduis, de la méthode
qui y était indiquée, la plupart des formules connues; aprés quoi je donne
diverses propriétés du triangle de Lagrange, et une mterpretatlon géomé-
trique de la transformation de Landen.

I. INTEGRALE D'EULER.

1. L’équation

dx dy
étant mise sous la forme
Aly)dz + A(x)dy=0; . . . . . . . . . (2

observons que pour rendre le premier terme intégrable, on peut le multi-

1
pllel' par -7 ou encore par cos*z [1 + tg?z (ay)Y]’

(*) Bulletins, {évrier 1869; Comptes rendus, 25 mai 1874,
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En effet, s
y)ax

cos’x )
1+tgﬂx(Ay)z=ﬂPCtg[(Ay)tgw] B &)}

Or,
cos’x[1 + tg8x(Ay)’| =1 — ¢ sinx sin’y = cos’y[1 + tg’y(Ax)].

Nous pouvons donc prendre, au lieu de I'équation (2),

A(y)dz Alx)dy
cos’x[1 + 1g'x Ay ™ o y[1 + g’y (Ax)) )
Soient, d’aprés la formule (3) :
tga = tgx(Ay), tgf=tgy(Ax); . . . . . . . . . (B)
et, par conséquent, en posant
1 —¢ésingsiny=L: . . . . . . . . . . (6
d (Ay)dex & sing cosx siny cosydy
o= —_
L L(Ay) )
96— (Ax)dy & sin x cos x sin y cos ydx _
P=L L(Ax) ')
puis, en vertu des équations (1), (2):
A de +dp=0. . . . . . . .. . . .. (8

L’intégrale cherchée est donc, indifféremment, « 4 8 = const., ou
1g (« 4 B) = const.; savoir : '

arc tg[tgx (Ay)| + arc tg[tgy (Aw) | =w, . . . . . . . (A)

sinx cosy (Ay) + siny cosx (Ax)

=t ) T { -
cosx cosy — sina sin y (Ax) (Ay) g () ®)

(*) Aprés avoir démontré cctte formule, Legendre ajoute : « Si I'on prenait deux angles
» auxiliaires «, 8, tels que
: tlge=1gzA(y), 3B =1gyAlz),
» il en résulterait
u=o+p,
» ce qui est un moyen de calculer aisément par les Tables de sinus. » Comment I'illustre auteur
du Traité des fonctions elliptiques ne s’est-il pas apercu que ces variables «, § réduisent I'équa-

tion (1) 4 la forme (8)?
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2. Remarque. D’aprés les valeurs (7) :

dx dy ] (Ax)(Ay) — ¢* sinx cosx sin y cosy D)

o+ = [(Ax) * By L

Ainsi, pour transformer, en une différentielle exacte, le premier membre
de la proposée, il suffit de le multiplier par

Ax) (Ay) — ¢Zsina o
A=( x) (Ay) csmLa,cosacsmycosy L o)

Tout a I'heure, nous reviendrons sur ce sujet.

3. Diverses formes de Uintégrale. Dans (B), la somme des carrés des
deux termes de la fraction est

cos”x cos’y + sin’x sin’y (1 — ¢* sin*x) (1 — ¢* sin®y)
+ sin’x cos’y (1 — ¢*sin’y) + sin’y cos’x (1 — ¢* sin’x).
Si I'on écrit ainsi cetle quantité :

Act + Be* + C,
on a:

A= sin‘x sin‘y,
B = — sin’x sin’y (sin*x + sin® y) — sin®x sin’y (cos’x + cos’y) = — 2sin’x sin’y,
C = cos’x cos’y + sin’x cos*y + sin®y cos®x + sin’x sin’y = 1.

Par conséquent,
Act + Bc* + C=(1 — ¢* sin*x sin’*y)”.

La formule (B) donne donc, si I'on prend convenablement les signes :

sinx cos y (Ay) + siny cos x (Ax)

3 =sing, . . . . . . . | (C)
o inv (A .
€OS X COS Y smLx siny (Ax) (Ay) —eosp . . . ... (D)

4. Suite. Pour £ = 0, y =y, X se réduit & (Ap) = Vi— c? sin2u. Je dis

que I'on a toujours
(Ax) (Ay) — ¢ sinx cosx sin y cos y
L

=Ap); . . . . . . (B
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de sorte que I'équation (E) est encore une intégrale. Cette proposition connue,
assez visible @ priori, sera démontrée si I'on vérifie que I'on a, identique-
ment (*),

[ (Ax)(Ay)— c*sinx cosx siny cos y "+ [sinxcosy (Ay)-+siny cosx ( Ax) J'=(1 - ¢sin*x sin’y)?, (14)

ou

(1— ¢*sin*x) (1— c*sin’y) + ¢*sin*x cos’x sin’y cos®y
+ ¢*sin*z cos’y (1— ¢?sin’y) + ¢*sin®y cos®x (1 — ¢?sin’x)=1— 2¢*sin*x sin’y + ¢*sin‘a:sin'y;

ete. (**).

3. Remarque. On a, simultanément,

(1—¢*sin’*zsin’y)? [smxcosy(Ay)+sm_/cosac(Aac] [cosx cosy —sinxsiny (Ax Ay]
—-[(Ax) (Ay)— ¢’sinx cosxSInJcosy] +[05111x005J(AJ)+csm1/cosx $

Voici donc un carré décomposé, de deuax: maniéres différentes, en une somme
de deux carres.

6. Une transformée de U'équation (1). D’aprés I'intégrale (C) :

J I:sinac cosy (Ay) + siny cosx (Ax)] —o
L — Y

ou

sinxd [Eﬂ#ﬂ] + sinyd [cos xL(Aa:)] + 2 a:Lcosy [(Ay)dz + (Ax) dy] = 0;

ou, en vertu de la proposée,

sinxd[cosy—bmy)] -+ sinyd[ﬁw—L(A—x):l=0. ... .. (43)

Cette équation (13) est la transformée dont il s’agit. Comme on peut I'établir
a priori (***), il en résulte une seconde méthode d'intégration, sur laquelle
nous n’insisterons pas.

(*) En vertu de (C).
(**) Nous supprimons ce dernier calcul : il n’offre aucune dlﬂ‘iculne

(***) Par un calcul assez long.
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7. Courbes intégrales. Chacune des équations (A), (B), (C), (D), (E), si
Pon y attribue & ¢ une valeur déterminée, représente une certaine courbe.
Ces cing courbes sont identiques. En effet, elles coupent, en un méme point,
l'axe des ordonnées (*); et chacune pourrait étre construite, par points, au
moyen de I'équation différentielle

Celte courbe intégrale coincide encore avec les lignes ayant pour équations,
soit
cosx cosy — sinx siny (Ax) (Ay) =-cose, . . . . . . . (F)

/w dx /"dy _,/M(Z) T )

Jignore si la discussion de ces courbes intégrales, probablement trés
épineuse, a été faite.

soit

8. Systéme orthogonal. Ces courbes, de premiére espéce, que I'on peut
représenter aussi par
Fl)+F(y)=F(), . . . . . . . . . . (H

sont orthogonales aux courbes de seconde espéce, ayant pour équation

—E@+E@)=FF . . . . . . . ... (K
En effet, pour les premiéres,
dy Ay,
dx (Ax)’
, pour les autres,
dy _  (Ax)
dr (Ky_) ’

(*) La constante x« est 'ordonnée a lorigine.
(**) Pour éviter toute difficulté, j’écris, sous le sxgne/ z au lieu de .
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II. Sur L’EQuaTioN Mdz + Ndy = 0.

9. Du multiplicateur ). Rappelons une proposition connue :

St
: A(Mdx + Ndy) = du,
et que
8(Mdx + Ndy) = dv; ~
on a

6=xf(u).

Voici une remarque complémentaire :
Si¢ u est fonction du multiplicateur 1, tout autre multiplicateur est donné

par la formule
6=Q(A). . . . . . . . . ... (14

10. Suite. On a trouvé, ci-dessus :

__ (Ax)(Ay) — ¢*sinx cosx siny cosy

. d o)
u=sinxcosy(Ay):Siﬂy‘msw(A“). N (&)

D’ailleurs, 2 = A (u) est fonction de u = sin u (*). Conséquemment, la
formule (14) est applicable, et I'on a ce théoréme (**) :

o de 4y
! [(Aw) N (Ay)] 7

est une différentielle exacte ;

0 S§7
[ﬁ_ N ﬁy_]e
(Ax)  (Ay)

o=19(2;

est une différentielle exacte,

() =1k

(**) Enoncé, en partie, dans les Comptes rendus.
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3 Si
[(Z—x) N %TZ“)] =
on peut prendre, comme intégrale de l'équation (1),

v = const.

11. Application. Soit
o () =n=[(Ap)]
Alors

; dx dy .
oo [+ g LT
Cette expression peut étre réduite. En effet,

dx dy du )
@) " @y @Bk’
donc
‘ dv = (Au)du =d.E (p).
Et comme
a.E («) = (Ax)dx + (Ay)dy — *d (sinx siny sing) (*),

il s’ensuit que :

1° La quantité

dx dy (Ax) (Ay) — ¢*sinx cos x siny cosy |*
(Ax) + (Ay) - t—c'sin*xsin’y |

est une différentielle exacte, identiquement égale @

(Ax)dx + (Ay)dy — c*d [sinw siny sinz cosy (Ay) + siny cos@ (éﬂ] :

1 — ¢*sinx sin’y

(*) Legendre, t. 1, p. 43. v
Tome XLV.
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20 Une intégrale de Uéquation (1) est

f (Ax)dx + / (Ay)dy — f (Az)dz= ¢"sinx sin ys—l—llx cos;y_(@y):gfgy_cgs_ac‘(é{)( ). (L)

1 — c*sin’x sin’y
12. Veérification. La premiére partie du théoréme consiste en I'égalité
dx dy \ o
( )+(AJ) (Ap) = (Az)dz + (Ay)dy — ¢*d. (sinz siny sink) « . . (1B)

Comme les deux membres sont des fonctions symétriques, il suffit de vérifier
que ' '
()
(Ax)

. . . d
= (Ax) — ¢*siny [sm,u COST -+ SINX COS d—'u:l
X

Or,
de (A4 ..
dzx (Ax)( )
Donc I'égalité devient

(Aw) = (Ax)* — ¢*siny [ sinx cosx (Ax) + sinx cosp (Aw)).

I resterait & remplacer, par leurs valeurs, sin g, cos g, (Ax). Mais il est plus
court d’employer la formule

sin p cos x (Ax) — sinax cos u (A‘u)
1—¢’sin’p sin’x

siny =

On trouve ainsi, aprés une réduction évidente,

(sin*x — sin®g) (1 — ¢*sin’x sin’«x) = sin®*x cos®p (1 — ¢*sin® ) — sinx cos*x (1 — c*sin’x)
= (sin*x — sin%p) — ¢?sin’p sin’x (cos? . -— cos®x);

ce qui est identique.

(*) Autrement dit, l’intégrale z'mmédiate

y dy * dz -
Aw) -/ (ay) 4 (az) 0,
peut étre remplacée par (L).

(**) On arrive & la méme conclusion en observant que

de  de  dB _ (Az)(Ay) — c*sinzcoswsiny cosy

— +
do doe L (Az)
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13. Remarque. Le théoréme précédent (11) semble en défaut dans le
cas ou, comme I'a fait M. Despeyrous (*), on mel la proposée sous la forme

dx dy | cosx cosy (Ax) (Ay)_
[ | =

€0s & cos y (Ax) (AY)

T » nest pas fonction de

En effet, le multiplicateur,

L (Ax) (Ay) — c*sinx cosx siny cosy
= T :

Mais la quantité

cosx cosy (Ay) i . 08 c0s® (Ax)
L L

dy
wélant pas une différentielle exacte (**), I'exceplion n’est qu’apparente.

(*) Sturn, Cours d’Analyse, t. 11, p. 329.
(**) Cette proposition, assez visible par le calcul effectué au paragraphe (6), peut étre prouvée
directement, comme il suit.
La condition
dM - dN
dy dzx
devient, dans le cas actuel,

¢?sin’*x cosy’) .
—————— | siny

c*cosy
cosz | L (Ay) + L cosy ﬁﬁ —+- cosy (Ay)

c2cosx c?sin?y cos :v] .

= cosT [L (Ax) + L cos 7 -+ COST (AT) sina.

Or, pour x =0, y = g, cette égalité, qui devrait étre identique, se réduit a

cos?
(Aw)

[(A/-L)+c" ]sin/.t =0;

puis &
sinpe =0.



12 SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

MI. Sur LE TRIANGLE DE LaGRrANGE (*).

14. Préliminaires. Soit ACB un triangle sphérique, dans lequel
¢ ‘ AB—y, CB=ux, CA=y.
. **%\
¥ Il en résulte (**) :
¢0sC = — (Ap), cosA =(Ax), cosB=(Ay),

sinA  sinB sinC_

A

= = = C.
sinx  siny  sing
P v De plus, si 'on abaisse I'arc GP perpen-

diculaire 4 BA, on a:

cosA = coty tg AP, cosB=rcotx tgBP;
ou
1gAP =tgy (Ax), tgBP=tgx(Ay). . - . . . . . (16)

Ces valeurs sont celles que nous avons désignées par 8, « (1) (***). Donc

BP—a, AP=f. . . . . ... ...

(") Théorie des fonctions, (1813), p. 116.
(**) Lecenpre, Fonet. ellipt., t. I, p. 20.

(™**) Legendre ne fait pas cette derniére remarque; mais, aprés avoir fait observer que la
considération du triangle de Lagrange conduit &

dz dy

6z) " ey

il ajoute :

« Ainsi, une application fort simple de la trigonométrie sphérique aurait suffi pour trouver
» I'intégrale algébrique compléte de Péquation transcendante

- dw A dy
(8z) (Ay)
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18. Suite. Si 'arc AB, dont la longueur est constante, glisse entre les
cotés de I'angle G, cet arc enveloppe une
certaine courbe sphérique, facile a con-
struire par points. Menons, en effet, les
arcs AM, BM, respectivement perpendi-
culaires & CA, CB; et soit M leur point
d’intersection. Il est visible que M est,
relativement & BA, le centre instantané
derotation(*). Conséquemment, le point Q,
commun da Uenveloppée AB et a lenve-
loppe, est la projection sphérique de M.

Cela posé, soient

BQ=o, AQ=p, BM=2a', AM =y’ :

il s’agit d’évaluer «' ou g'.
On a, par les triangles rectangles CBM, CAM,

oS X €0Sx’ = cosY cosy’.

Le triangle BAM donne
cosx’ = cos cosy' -+ sinu siny’sinA.
De plus, dans le triangle AQM,
tg f}' =sinA tgy’.
On tire, des deux premiéres équations, en éliminant cos «',

COSY — COST COSp
[gy' =
cosx sinp sinA

(") Si cette proposition n’est pas admise d priort, on peut la démontrer au moyen de I'angle
tétraédre OACBM, O étant le centre de la sphére. Quand I'angle OAB glisse entre les faces du
diédre OBCA, il tourne autour de la droite OM; etc.
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ou, parce que le numérateur égale sin x sin x cos B :

ey — t cosB
= 8L ——.
8y 8 sin A
Conséquemment,
tgp’ = Igx cosB,
ou
g =tgx(Ay); . . . . . . . . . . . (18)
et, a cause de la symétrie,
ga'=tgy(Ax). . . . . . . . . . .. (19

Chacune des formules (18), (19) détermine la position du point Q sur le
c6té mobile AB.

16. Remarque. La comparaison des valeurs (16), (18), (19) donne :
AQ=3BP, BQ=AP.

Ainsi :

Quand un quadrilatére sphérique a deux angles opposés droits A, B; les

projections (sphériques) de deux cdtés opposés, sur la diagonale AB, sont
égales (*).

IV. SussTiTuTION DE LANDEN.
‘
17. Jacobi a donné une élégante interprétation géoméirique de la formule
de Landen(**). En voici une autre, moins simple que celle de Tillustre
Géométre, mais assez remarquable.

(*) Pour le quadrilatére plan, cette propriété est intuitive.
(**) Ou Echelle de Lagrange. Bertranp, Calcul intégral, p. 657.
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Soit une ellipse ABA’B’, dans laquelle

H!
P’

OA=O0A'=1, OF=0F" =c.
H

1° Si 'on méne les rayons

vecteurs relatifs 4 un point

quelconque de la courbe, et
» que l'on fasse

MFA = 29/, MF'A =29’ — 20,

[ 0 T A on a

: , 1—e¢ ,
tg(tp—cp)=mtgcp. (20)

En effet, PP’ étant la tan-
B! gente en M, limitée aux tan-
gentes indéfinies HA, A'H’, en A, A’; PF, PF’ sont, d’aprés une propriéié
connue, les bissectrices de AFM, AF’M. De plus,
AP = AF tg¢’ = AF tg (p — ¢');

ete. (*).

2° Les bissectrices FP, FP', des angles AFM, A’FM, sont perpendicu-
laires entre elles. 8¢ donc l'angle droit PFP' tourne autour de F, lhypoté-
nuse PP, du triangle variable PFP', enveloppe Uellipse. De méme pour
PF'P'. En outre, le point de contact M est facile & déterminer. Enfin, I'angle
P'PH égale o.

3° On a, dans le triangle MFF' :

sin29”
sin (49" — 2¢)’

M

9 sin (2p — 2¢')

FM = 2¢ — )
sin (49" — 29)

(*) Le théoréme exprimé par I’équation (20), assez peu connu, je crois, peut étre énoncé
ainsi :

Dans toute ellipse, les tangentes des demi-anomalies vraies, d’un méme point, ont un rap-
port constant.

On déduit facilement, de cette propriété, la relation entre Vanomalie vraie et ’anomalie
excentrique.
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donc
sin (49" — 29) = ¢ [sin (29 — 2¢') + sin2¢'];

ou, par la suppression d’un facteur commun,
sin (20 —@)=c¢sing; . . . . . . . . . . (2)
formule de Landen ou de Lagrange (*).

4° On tire, de I'équation (20),

cos @’
cos (9 —9') = :’ )
[ . 9

\/1 — T+ o sin’g

ou
cosp'=cos(p—@VA(c,@); . . . . . . . . . (22

pourvu que I'on suppose

., 2V

C = .

1+c¢

5o L’équation (21) donne, immédiatement,
c0s (20— @) =A(c,9); . . . . . . . . . . (23)

et, si I'on divise par cos¢ les deux membres,

e — sin 2¢’ 9
gq>_c+cos2cp’ ' (24)
6° On déduit, de cette valeur :
. 3 Q ’ !
sing—- sin 2¢ cosg ¢ + cos2¢ (5)

(1 +c)A(d,9)’ = (1+c)Ac,¢) 4

(*) Legendre, t. 1, p. 79. On voit qu’il est plus simple de prendre d’abord la relation (20),
mise, si I'on veut, sous la forme

gp—¢)=01g¢"
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puis, & cause de
¢os (29" — @) = cos@ cos 29" + sin @ sin 29" :

, ccos 29" + 1
s (2 =9 = A, )
Mais v
cos (29" — @)= A(c, 9); -
donc

(1 +¢c)A(c, o) A(c', ") =1 +ccos 20" ().

7° En différenciant I'équation (21), on a

cos (29" — @) (2do’ — dg) = ¢ cos pdo,

ou
2A (¢, 9)dp’ = [¢c cos @ + cos (29" — ¢)]de.

D’aprés les formules (25), (26), le coefficient de dp est

¢+ 2cc0829 + 1 (1 + ¢)’— 4csin2¢

T+ 0dc,9) U+ o aaee)

donc I'équation différentielle, entre ¢' el ¢, se réduil &

dp  1-+c do

A(¢,9) 2 AG9)

En conséquence,

1+
F(c,¢)=

F (¢, 0)

17

(28)

(29)

Ce dernier calcul me semble, non plus court, mais plus simple que celui

que I'on trouve dans le Traité des fonctions elliptiques.

(*) On arrive plus rapidement & cette relation, peut-étre nouvelle, en exprimant que P'F est

la somme des projections de P'F’ et de FF’.

Tome XLYV.
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ADDITION.

V. ELEMENTS D'UN QUADRILATERE SPHERIQUE.

18. Dans la figure de la page 13, on a

cos CM = cos x cos x'.

Nous avons trouvé

cos B
sin A

8y =135z
Mais :
sinA =¢sinzx, cos B
done
gy — (Ay)
CCOS
On tire, de cettle formule,
. (Ay) .
sin y = ’ cos y =

Vi + ¢*— ¢ (sin? x + sin? 4
Y

.

puis, par un changement de lettres :

(Ax)

sin &’ =: R cos &' =

Vi 4 — ¢*(sin’ x + sin® y)

Conséquemment,

€ COS X COS Y

cos CM =

(30)
ccosx
, —; (31)
V14— ¢ (sin®x + sin®y)
ccosy 52)
.3

V1 + ¢t — ¢*(sin® x + sin® y)

(33)

V14 ¢t —¢ (sinx + sin’y)
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1l résulte, de cette valeur :

. 1—¢*sin®xsiny
sinCM = 5 TR —
1+ ¢¢—c* 'sin*x + sin* y)

CCosSx Ccosy

cot CM =

1 — ¢sin*xsin®y

19. Représentons par 6, ¢ les angles BMC, AMC, dont la somme est
AMC = M. Les triangles rectangles BMC, AMC donnent :

cos § = cot MC - tg x’, cos y =cot MC - tg y';

c'est-a-dire

cos x(Ax) "
€OS g = N ¢ 1))
V1 — ¢sin*asin’y
cos y (Ay) :
cos ¢ = y(8y B € 113

V1 — ¢ sin*xsin’y

Il résulte, de ces valeurs :

. . 1+ ¢ — ¢ (sinx + siny)
sin § =sin x . P ¢ VA

1 —c* sin*x sin*y

1+ ¢t — ¢ ( smx+smy) o
smcp—smy Fantxsinty co. . . .. (58)

20. On a

sin M = sin 6 cos ¢ + cos 9sin ¢,

ou

sin x cos y (A in A
sinM=V1 + ¢ — ¢ (sin*x + sin*y A ‘1/),_‘_.5“ _?/f:osx( %)
1 —¢*sin*xsin*y

Le second facteur équivaut a sin p.
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Donc, finalement,

sin M
—— =V1 4+ —(sin’x + sin’y) (") .
sin &

(*) Pour vérifier ce résultat, il suffit d’'observer que, dans le triangle AMB :

sin M cos A (Ax)
sin u sina@’  sin &’

(39)



