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Dans les Exercices de Schlomilch (**), on trouve cette formule curieuse :

1 +x

E1—w—)3=4+4x+9x’+46x5+-~-

Il est facile de la généraliser. Soit, par exemple,
y =1 + 2% + 32 + 40 + Bt 4
Si I'on multiplie les deux membres par (1 —x )5, I'égalité devient

y(I —x)f =1+ 1x + 112® + o

(*) Un extrait de ce petit Mémoire a é1é communiqué au Congrés de Reims.
(**) 1868, p. 201.
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En effet, le coefficient de «*, dans le produit, est
B — B.45 + 40.5‘; 10.2° + 5.1 = A5(04) = 0.
De méme, tbus les coefficients suivants sont nuls. On est done conduit

au probléme suivant, que j'ai proposé, il y a déja longtemps, aux éléves
de I'Ecole des Mines de Liége :

Déterminer A, B, C, ..., G, de maniére que

1+ Ax + Bx?+ ... + Gar!
(1 __T)pﬁ

=1 + 2°x + 57x% 4 4Pyd (")

M. BomsLEp, I'un d’eux, en a donné une solution (**) qui ne laisse rien 4
désirer, sous le rapport de la simplicité. Le travail actuel a pour objet,
surtout, I’étude des polyndmes analogues &

1 + Ax + Ba? + -+ + Gur—!,

Ces polynomes, qui rappellent les célébres fonctions X,, jouissent ,
comme celles-ci, d'un grand nombre de propriétés remarquables.

Luzarches, 20 juillet 1880.

(") Cours d’Analyse de I’Université de Liége, seconde édition, p. 78. — Nowwvelle Corres-
pondance mathématique, 1.V, p. 6. — Tout récemment, jai reconnu que le probléme général
a é1é traité par AseL (OEuvres d’Abel, t. 11, p. 41).

(™M N.C.M,tV,p. 95



I

PRELIMINAIRES.

1. SoMMATION D'UNE SERIE. Soit, en général,
Yp=17 4+ Xx 430 o WP e (1)

Multipliant les deux membres par (1 — 2)**', on trouve, comme il vient
d’étre indiqué,

yp(l — )PP =1 + ax +bx* + -+ Lar ;. . L L (2

a,, by, ..., L, étant des nombres entiers. Ainsi

PP
e e T A

P, désignant un polynome & coefficients entiers et positifs, dont le degré
est p -— 1. Les premiéres valeurs sont :

Po=14, Po=1+42x, Pi=1 +4ax+ 2%, Pi=1 4+ Uz + Mz* + 25,
P, =1 + 26x + 66x% + 26x® + «,
Pi=1 + B7x + 302x% + 302 + BTa* + b,

P,=1 4+ 1202 + 1 1912 + 2 4162° + 1 191" + 1202° + «f,

On voit que, dans chacun de ces polynémes, les coefficients des termes
égalenent éloignés des extrémes sont égaux entre eux. En outre, pour x=1:

P,=1, P,=1.2, P,=1.2.3, P,—1.2.3.4, ..... *).

(*) Ces propriétés, nous le montrerons bientdt, sont générales. 1l résulte, de la premiére (ou
de la théorie des équalions réciproques), que P, est divisible par 1 + x quand p est pair.
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2. TRANSFORMATION DE ¥,. On a, par des formules connues :

1P =A(07),
90 — 2A (0°) + A(07),
5% = BA(07) + 3A%(07) + A%(07),

w1800+ 20w 4

Par conséquent,

Yp=A(07)(1 + 2x + 3x* + 4ax® + --.)
+ xA*(07) (1 + 3x + 6* + 10x° + --)
+ x*A%(0°) (1 + 4o + 102® + 202° + - -)
+ e e e e e
ou

1
yp=mA(0)+

x x?

A%(07) +

AY(OP) oo+

3. AUTRES EXPRESSIONS DE P,. D’aprés les formules (3), (4) :

P,==(1 — x)P*A(0°) + (1 — x)P*xA*(0P) + - - + a?~'A(0?);

et, si I'on fait

Py=(1— x)'[1 + (A*(07) + CAY(0P) + -« - + PAP(07)];
ou encore , en supposant
T, =1 + tA*(07) + FPA>(07) + - =+ (PT'AP(07)

T

S S—
P4 ot

(*) Voir, dans la V. C. M. (t. VI, p. 285), une Note de M. LEINEKUGEL.

(1 — ap 1 —af T —azp A?(0°) (*).

(4

(8)

(6)

(7)

(8)
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4. Remarques. — I. De la formule (6), on conclut :

¢ 1
p — ol —x = . 10
¥ 1+t ¥ 1+t (10)
puis, au lieu des relations (1), (3) :
. t 2
— {? 4+ 97 » N ¥
I '.+21+t+5(1+t)2+ an
y, =P, (1 + 1P+
ou, par I'égalité (9):
=T, 0% . . . . . ... ... (19

. La série (A1), & termes fractionnaires, a pour somme un polyndme
enlier.

II. Si¢=1, x égale +. Donc, en vertu des formules (1), (12) :

1 1 1
1» —.o9p _,5? —.4" e = .4.
-;-2 2 +[“ +8 -+ NC

IV. De méme, ¢ =2, 3,4%,...donnexr=2,3, % .. ; puis

9\ 3
|r+_,21ﬁ+<_) 3 4 (_) 4 + =JTL 9,
3 3
3 2 3 3
'l"+—-9."+(—) 5"+(—)-4"+-~-=er-’|6,
4 4
4\2 4\3
12 4 =2 + (g) B (g) 4P + =th°25,

3. Revstion entre P, et P,,,. De I'égalité (1), on tire, en multipliant

(*) Ces propriétés me semblent assez curieuses : ont-elles été remarquées ?
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par z, et en prenant les dérivées,

(@y,) = A7 4 20+ 4 et o .
ou
Yoo = () (). - - . . . . . . . . . (13)

Par suite, & cause de la formule (3) :

Pyt [( = T;-.....A.‘(M)

(1 — e+ = | — )t
ou, aprés quelques simplifications,

ip .
Pp+,=(px+'l)P,,+(ac—~x2)(d—x". e . 1B)

6. RemarQuE. Si x = 1, cette égalité se réduit a
Pyi=(p + 1)P,;
et celle-ci démontre I'une des propriétés énoncées (1).
7. Pour vérifier 'autre, supposons
P,=1 + ax + bx* + cx® + da* + -+ + dar™ + cx?™ 4 x4 axr~? 4 xr !

puis appliquons la formule (18). 11 en résulte :

Poau=1+2a | x+3b %% + he x* + 5d xh
+p +(p—1)a +(p—2)b + (p — 3)¢
+(p—=38c | +p—2 | +(p—1Na | ?+p | ! +an
+ 5d -+ &¢ + 3b + 2a

Donc, la propriété dont il s’agit, admise pour P,, subsiste pour P,,,.

(*) Equation aux différences mélées.
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8. Revation ENTRE T, ET T,,. En vertu de la formule (12), on peut
écrire ainsi I'égalité (13):

2!
Tyl + = [t +O)T,]

. dx
Mais (4)
de — dt .
AT L (16)
donc :
Tpu=[t+®T]. . . . . . . . .. .37

Cette relation remarquable, beaucoup plus simple que la formule (13),
donne, comme on le verra, la plupart des propriétés dont jouissent les
polynémes P, et T,.

9. Vareurs e T,. D’aprés la formule (8), T, = 1; donc:

To=(t+ &) =1+ 2¢, v

Ty =[(t + ) (1 + 20)] =1 + 61+ 67,

Ty=[(t + ) (1 + 6t + 6)] =1 + 14t + 361" + 242,

Ty=[(t + ) (1 + 14t + 360 + 248) ] =1 + 30t + 1508 + 240° + 120",
To— 1 + 62¢ -+ B4OE -+ 1 56065 + 1 800L* + T200%, ‘
Ty=1 -+ 196t 4 1 806> + 8 4001° + 16 800t* + 15 120¢* + 5 040L°,

etc.

10. VErirications. Le caleul direct donne

A0 =1, AY0)=2;
A(03)=4, A2(05)=6, A5(05)=6;
AO) =1, AN0Y)=14, A(0Y=56, A*(0)=24;

Par conséquent ( 8)‘:

To=1+ 2, Ty=1 + 06t + 61> T,=1 + 14t + 561 + 24°, etc.

Towe XLIIL 2
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II

QUELQUES FORMULES RELATIVES AUX DIFFERENCES.

11. Drrrirences pE 07. Dans le premier membre de I'égalité
Ta=[t+OT], . . . . . . . . . (7

le coefficient de ¢ est, par la formule (8), aA*+'(0**'). Dans le second
membre, ce coefficient égale

(k 4+ 1)A(07) + (k + 1)A*(0%).

Done, sil'on change ken k— 1, penp—1:

AH(07) = K[A*H(0PY) + AMOPY). . . . L L. . (18)

Cette formule, probablement connue, donne un moyen simple de construire
la table des différences successives de OP.

12.. Dirrirences DE 17. Si I'on fait atlention que [identité

A(0P~) = 5=t — 0#—,

donne
A¥ (Op—l) — Ak—l(,lp-l) . Ak—l(()p—‘),
ou
ARHOPY) 4 AMOP ) = AR, L L L L L o (19)
on trouve .
,l .
A (1P = T 0 (1 T 10

Ainsi, la table des différences successives de 1°~"' se déduit, trés aisément,
de la table des différences successives de OF (*).

(*) Ce procédé indircet est plus simple que celui dont jai fait usage autrefois (Sur les diffé-
rences de 1%, et sur le calcul des Nombres de Bernoulli. — ANNaLI b1 MATEMATICA. 1859).
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13. Autres mentiTes. Dans le Mémoire cité en note, nous avons donné
la relation générale

wy — Auy + Ay — oo = Ay =y = Ay, .. L L (21)

dont la démonstration est aussi simple que celle de la formule (19). 11 en
résulte, en particulier,

17 = A(1?) — A (17) + AS(17) — o = APAD) (). . . . . . (22)

FONCTIONS GENERATRICES.

14. FoNCTION GENERATRICE DE ¥,. Soit

1 5
u=m=l+e"‘x+e”"‘ac’+e°"‘x“+~~(**).. oo (23)

Ordonnons le second membre suivant les puissances de « (***).

1° Le coefficientde «” est 1 + x + ¥+ --. .. =y;
9 D' »y ol » x4+ 22 4+3x* 4+ oo = XYy;
2 1 2.2 =23 LYo

30 » » ooy — [+ 2%+ 5% ] =
1.2 1.2

En général, le coefficient de o est 52— =

(*) Le dernier terme est négatif quand p est pair.

(**) On suppose, bicn entendu, le module de e*x inférieur & 1.

(***) Question proposée dans la V. C. M. (t. V1, p. 192). Si I'exposant « est positif , ainsi que
z, le second membre, développé, a tous ses termes positifs. Done, d’aprés un théoréme de

DiricHLET, on peut les grouper arbitrairement. Dans les autres cas, la méme conclusion sub-
siste, & plus forte raison.
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Par conséquent,

1 o ol of

-———1_eax=yo+wy;;+wygm+-..+xypmjg_..., Coe (24)
ou
! = ! -+ le Z —+- Pga? iz—1—-.--|- PPw il 4+ ey (25)
I—e'z 4—x (I—xf1 (1—af1.2 M —ap1.2..p

ou encore, aprés multiplication par 1 —x,
e —1 & P,
1—e%x “ (1—aprp+1)" "

of

(26)

15. CAs PARTICULIER REMARQUABLE. Si, dans I'équation (25), on suppose
x = — 1, elle devient

pourvu que P’on remplace P,, P,, P;, ... par leurs valeurs.

En premier lieu, P, =0, si p est pair (1, note).

D’autre part, afin d’éviter toute ambiguité, représentons par g,, — g,,
-+ g5, ... les résultats de la substitution de — 1 a «, dans P,, P;, Py, ...;
savoir (1):

1

94=4, —g3=_gy g$=161 ‘—‘g7=—272, ......

Nous aurons, au lieu de la précédente formule, en multipliant par « :

6

o o 9 o gs ot 9s o . o (27)

T+e 1 21 " 91.2.3 91.2.3.45

Mais, par une formule connue,

2 & 6 -

= (9B (2 —1)B,—
2 (2 “B‘a.z ( )’1.2.5.4

o

1+ e*
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B,, B,, B,, ... étant les Nombres de Bernoulli. Donc, en général,

&(h—1)
T 21 ¢

Gog = (28)
Daprés cette formule, les nombres entiers g,, ¢s, g5, ... ne différent
pas des nombres y,, ¥, ¥s, - . . que j’ai considérés en diverses occasions (*).

16. REmARQUE. Lorsque x = =1, la série (1) devient déivergente, et,
en conséquence, I'égalité

P,

m=1p - 9Px - BPx? - AP 4 .-

n’a plus de sens. Si 'on prétendait I'appliquer encore, on trouverait ces
résultats absurdes, admis par quelques Géomeétres :

1
1—2+5-—4+5—---=Za
12— 22+ 3 — 2 45— ... =0;

ete. (™).

17. FoncrioN GENERATRICE DE T,. D’aprés les formules (9) et (10):

b T, \ 1 t
e T T e TTiad
I'égalité (26) peut étre écrite ainsi :
e —1 © of

_ = R 29
—ie—1 2, G =)
et, lorsque t = 1:

e —1 ° of

2—8“=2,TPP(p+1);

(*) Mélanges mathématiques, p. 127; Notes d’Algébre et d’Analyse, p. 127; ete.
(**) Cours d’Analyse de I’ Université de Liége, p. 3.
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ou, plus simplement,

i o a}’
— T B0
2 _ o '+E,”r(p+4) (50)

18. RemarQue. Lorsque ¢ =1, les valeurs trouvées ci-dessus (9) se
réduisent & T, =1, T,o= 3, T,=13, T, — 75, T, — 541, T, = 4 683,
T, = 47293, ... Donc la derniére formule, développée, devient

P 2 3 4 5

o a o o
i3 13 .78 84l
2 e T 1 a5 T P25 0 12545

6 7

o Y
1995 — 5 .
* 121" (31)

a

12...6

+ 4 683

Comme les coefficients entiers augmentent fort rapidement, la série n’est
pas toujours convergente. En effet, d’aprés le Théoréme de Caucny, la
fonction 7—175 est développable, suivant les puissances de «, seulement pour
les valeurs, de cette variable , dont le module est infériewr ¢ 1.2. Ainsi I'on
doit prendre « < 1.2, en valeur absolue.

19. Equations Aux DIFFERENCES FINIES. Si l'on écrit ainsi 'équation (29) :

] ol af
e ——— A e A
1 1.2 1.2...p

54 ta ol P Ta T o? T af
—t] - — ves 4 e - 4 e e S T O
! [1+4.2+ *1T2..p ];; T It T e g %

et que l'on identifie les deux membres, on trouve

1 1 T, . T
=TP —t.( p—1 + Tp—2 +“.+___4—__§'
1.2...p 1.2..p 412, p—1 1.2.4.2.p—2 1.2...p—1.1
ou
—1
T,,=t[€-T,,_,+%T,,_2+---+$T,]+1. )

Cette formule peut tenir lieu de la relation (17); néanmoins, elle est
moins simple que celle-ci.
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20. Cas parTICULIER. Lorsque ¢ =1 :

(p—1 p
TP=4BTP_,+%TP_2+--»+%T,+1. S (33

Au moyen de cette nouvelle formule, on peut calculer les nombres T,,
sans déterminer, préalablement, les polyndmes T,.

21. RELATION ENTRE LES DIFFERENCES DE 07, 07 ', 07 °, ... Dans I'égalité
(32), remplagons T,, T,_,, ... par leurs valeurs, déduites de la formule (8),
puis égalons les coefficients de ¢*. Nous obtenons ainsi :

A (07) = €, A (07) + CpaAH(0P) v - C AMOR); . . . . (34)
ou, ce qui est équivalent,
AR (07) = AR €, a(0°7) + Cpia(0P7) + - + Cu(09)],

ou enfin

Ak (17) = A* [(OP) + Gy (027) + C,n (07 %) 4+ -+ + Cp,,,(O")]. . . . . (3B)

Cette formule est un cas particulier de la relation

N[ + 1)P) = A*[2? + C,ua?™ + Cypa?™ + -+ + C,aa¥],

laquelle est & peu prés évidente.

v

INTEGRALES DEFINIES.

22. TRANSFORMATION DE LA FORMULE (26). Posons

«=rcosg + V' —1sing. e . . (36)
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Le second membre de la formule

ol Y Py il . .@e)
1 —ex (1 —x)P C(p + 1)

devient :
' = P, cospp+V — Isinpp
24('—'9”)" L(p +1)

Le premier membre égale

ecos?-l—l/-_lsin? —1 (ccos?-l-l/—_hin? _ 1)(,] — JAecos?—V-_i sin?)

1 —_ xecos?+‘/——hin? - (l —_ xecas?+l/~_1$inso)(l —_ xecosq)—l/—_l sin?) ’

.. N .
Soit 5 la seconde fraction. On a:

N —_ ecos?+l/—_hin? — ,1 — xe?c [4 + xeeos(‘f—l/—_hin?
=e?[(1 + x)cos(sing) + V' — 1 (1 — x)sin (sinp)] —1 — xe™=*?

=—1-+ (1 + x)e**Pcos (sing) — xe™*? 41 —1 (1 — x)e**fsin (sing);

D—1— x(ecos?-l-‘/—_isin? 4 eosp—V =1 sing) 4 gleosp

=1 — 2xePcos (sin @) + x’e*™?.
Par conséquent, I'égalité (26) se partage en

- — 4 4+ (1 + x)e*Pcos (sin @) — we*of 2° P, cospg
((1—xpP T(p + 'l)

1 — 2xe? cos(sin @) + x’e**F

e***sin (sin @) . 2~ P, sinpp
1 — 2xe™fcos (sing) + a%**? S, (1 —x)H r(p + 1)’

équations que l'on peut écrire ainsi :

— e + (1 + x)cos(sing) — xe™? 2“ P, cospe (57)
e*? —2xcos(sing) + a%f S, (1 —axf (p+1)’ ’
sin (sin @) ? sin po (58)

% _ 94 cos (sing) + a’e? (11— x)p“ Clp+1)°
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23. Expressions pE P,. Des deux derniéres relations, on déduit, par la
méthode connue :

Ty '7r_ —cosp | s (si — ety
P, 2 (p+l)/ — e + (1 + x)cos(sing) — xe cospodp, . (39)

(r— x)” w / e=*f — 2 cos (sin @) + a’e*?

P, 2 /”" sin (sing)
——— e == == - F ) | . )
(1 — x)p =z (p 1) e *? — 2x cos(sing) + & P in pode. (40)

[
Ainsi, en particulier, la série
17 4 2P 4 FPx® + . - x4

est exprimée par une intégrale définie. Ce résultat nous servira plus loin.

24. Remarques. — I. La comparaison des deux expressions de P, donne

T— e+ (1 + x)cos(sinp) — xe? / sin (sin ) sin pedo
lo=(1—
e™*f — 2xcos(sing) + x%e? ospete= ?) o —2x cos(sing) + xle? )
II. Quand x égale zéro, y, se réduit a 1; done
4 Fi
[ ¢ sin (sin @) sin pqod(pzm. . (42)
III. Par suite, la formule (39) devient
T ¢ d ™
— 1 (TH 1 J— .
[ [ 1 -+ e=*Fcos(sing)]cos ppde TRE
ou, plus simplement,
T n
[ €7 cos (sin @)cos pedp = 5[‘_(]3 T (45)

IV. SiT'on remplace ¢ par 7 — ¢, on déduit, des deux derniéres égalités :

9 . . . ' s . . A

[ (e=*? + e~**?)sin(sin @) sin podp = W, (p tmpair) . . . . (44)
7 ™

/ (7 +-e~**%) cos (sin@) cos ppde = m y (ppair). . . . . (4B)

Tome XLIII. 3
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V. Si, dans la formule (40), on substitue ;—; & x, elle se transforme

en

_2 . sin (sin @) sin podp
(l+t) p+1)/ ’I+t —cosp ___

2t(1 + t)cos (sin @) + e

Et comme
yp=T,(1 + 1),
on a

2 ™ sin (sing)sin pede .
Ts T £+ 4)0/‘ (1 + t)?e===t - - 2¢(1 + )cos(sing) + th°°’?( i

VI. Cette relation se simplifie dans deux cas particuliers :
1° Lorsque t =1,

sin (sin @) sin pody
p + |)v/' ,e—cns;

hcos(sing) + eo?

le premier membre est alors un nombre entier ;
20 Sit=—1,T,=(—1)y" (*). Donc

0/' 7 g osp sin(sin@) sin pedp = =+ Q—F(—h('"

VII. Enfin, si p est pair, il résulte, des formules (42) et (48):

fﬂ(eeos? + e—cos?) sin (Siﬂ ?) sin p(Pd(P = 07

0

résultat visible.

25. AuTRE INTEGRALE DEFINIE. On a, par une formule connue,

sin (sin @)
1 — 2xe™? cos (sing) + a’e™*?

= 2 ane™*Psin(n + 1 1sing).

(*) 11 est remarquable que cctte intégrale se réduise & un polyndme entier.
(**) Cette propriété, presque évidente, sera démontrée plus loin,
(**) + si p est impair.

(47)

(48)

(49)
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Donc, si I'on développe, suivant les puissances de x, le second membre
de I'équation

2 /” e**? sin (sin p) .
= ~T 'l . . .
Yr w (P +1) /1 — 2xe*Pcos (sing) + 205 sin pede, (40)

le coefficient de 2"~ sera
2 r ,1 d ncosq) 1 5 3 d
= (p + )6/ ¥ sin (n sing) sin pedp.
Dans le premier membre, ce coefficient est n?. Conséquemment,

2
nP =;p(p + 1)f”e"°°’?sin (nsin@)sinppdo (). . . . . . . (50)
4 ,

v

SOMMES DES PUISSANCES SEMBLABLES DES NOMBRES NATURELS.

26. PREMIERE EXPRESSION DE S,. D’aprés les relations (1), (2) et la pro-
priété démontrée (7):

1?7 4 2P0 - 370 - 4Po® 4~ oo =
[1 4+ @@ + bx® + ¢, 8% + -+ + @™ -+ 6,277 -+ @, x4+ x~'] X

N 2 . -1
[I -+ Cp.'.‘_‘x -+ (Jp.‘_g‘gx R o C,,.,_,,_i,,,__l:l’” + - ].

Si I'on effectue le produit, et que I'on identifie avec le premier membre,
on trouve

1 = Cpintp + Cpin2p, +0,Cppn s, +---+Cp (). . . . . (B])

(*) Aprés avoir trouvé cette formule, j’ai reconnu qu’elle a été donnée par Poisson, dans son
célébre Mémoire sur les intégrales définies (JournaL pE L'EcoLe poLyTEcuNIQUE, XIX* Cahier,
p. 493).

(") Cette égalité suppose n < p. Dans le cas contraire, le dernier terme est celui qui con-
tient C, , = 1. -
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Changeant n en n — 1, n — 2, ..., 1, et ajoutant, on obtient

SP = C?+n.1’+l + aPCp+n—4,r+‘ + prr+n-2'p+l + e Cﬂ+i,p+l (*) . A (52)

27. RemArQUE. De

P,=1 4+ a,x + b,0* + ;2% + -+ + a,x"? 4 g,
ou
xn-i-lpp: xl:-l—] 4+ al'xn+‘l 4 b,,x”+5 g e apxn+p—l - x""’",
on conclut
p+1 n+1
dr| x P,,}

T =m+n...(n—p+1)x*?+ @0+ 2)n +1)...(n—p + Qax" P + .o
x

puis, au lieu de la formule (52) :

1 d”*‘[x’””P,] :
S, = =1). . . . . . . . (B>
S C(p+2) daxr+t (@=1) (95)

Si, par exemple, n =15, p=3:

1P 2+ 5 + 4+ B =4[6.8.4.5+4.7.6.5.4 + 8.7.6.5]
=15 + 140 + 70 = 225;
ce qui est exact.

28. VALEURS DES COEFFICIENTS @, , b,, c,, ..... Dans I'égalité

Yp(l — P =1 + aqpu + bx® + oo+ bt p=!, . L L L (2)

remplacons y, par sa valeur, puis effectuons la maltiplication indiquée. En
identifiant, nous trouvons :

a,,= 2” '—'Cp_'.‘,].'lp, \
by= 5 — Cpyp1. 2" + Cporg 17,
6 =4 — Cps,1. 537 + Cpps,0. 2" — G517, N 2]

dp == 5” — Upga,1e 41) -+ C',+4’2- 5') - Cp_'_"; . V-)-P —“+ Cp_'_],‘. 'l",

’

(") Formule analogue & celle que jai donnée dans les Nouvelles Annales (1. XV), mais peut-
¢étre un peu plus simple. i
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mais ces formules sont peu commodes. Il vaut mieux employer celles-ci :
4,=2a, s +(p—1), by=5b,,+ (p— a,s, ¢, =46+ (p—3)b,_i, ..., (55)

démontrées précédemment (7). Il en résulte le tableau suivant :

p . a, b, ¢ - d, ey f 9,
2 1 |
_3_— 1 4 1
4 1 1 1 1
5 1 26 66 26 1
-6— 1 57 - 302 302 57 1
7 1 120 1 191 2 416 1191 120 1
8 1 247 4 293 16 619 | 16 619 | 4 293 247 1

29. RemArQUE. Soit, pour fixer les idées, p = 6. Alors, par les for-
mules (84):
4 =2"—T=757, by=3"—7.2° + 21 =302,
o= 4 — 7.3 4+ 21.9° — 55 —3502 — b,

do=5° — 7.45 + 21.5° — 35.95 « 55 =57 —a,
En général,

n — Cﬂ+l,l(” — 1P+ (;p+l,~z(” —2) — Cpprya(n =3 + - =

.. (56
(p—n+1P —Cppyy(p—nf + Copyo(p—n— 1P — Cpas(p — 2 — 2) + -+ - (56)

Par exemple,

4°—10.5° + 45.2° — 120 = 6° — 10.5° + 45.4° — 120.35° + 210. 2° — 252,

ou o
262 144 — 10.19 683 + 45.512 — 120 =
10077 696 — 10.1 953 125 + 45.262 144 — 120.19 683 + 210.512 — 252,
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ou
10 077 696 — 19 531 250 + 11 534 336 — 2165130 + 84 480 — 132 =0,

ou enfin
21 696 512 — 21 696 512 — 0.

30. AUTRES EXPRESSIONS DE @,, 0,, ¢,, ..... Nous avons trouvé

Py .

P,=(1 —x)~'A(0°) + (1 — )P0 A*(07) + - - + 2P *AP(0P). . . . . (3)

Par conséquent :

—1
ap = — l—),l_ A (OP) —+ A2 (OP) ,

le=(10—4)(10—_‘-’)

e A0 — P22 join) - 40(0),

1 (87)

(p—d)(p—-?)(p—?)) » (p-—@)(p—:-)) 2((\p p_—_'f’ 3(0P LOr
= — " A(07) + S o AY0?) ——— A(O) + AY),

Ny

31. SeconpE EXPRESsION DE S,. D’aprés la formule

2 7 . . . ,
n? = -T'(p + 1)/ e**?sin (nsing)sinpede, . . . . . . (50)
T 0
on a

nP = — gl/——ir(p + 4)f”e"(“’?*‘/‘_‘“"Wsinpcpdcp, P (133}
™ 0

pourvu que Lon néglige la partie réelle de I'intégrale. Avec la méme res-
triction, on peut donc écrire

9 v 7 gnH)cosp+ ) ~sing) __ 4 J
S,=—-V—-1r(p+1 / sin .
P T (p ) 4 ecos({H—l/-—_lsin(P — ,‘ pQ CP

La fraction égale
[e(n+l)(cos?+|/-—_lsin?) . l][ecosq)—‘/:sinq} — ‘l]

(ecos?+l/——1-sin? _ ’I) (ecosff— I/-_lsin? — 1 )

e(n+2)costp+n|/ —Asing __ e(n+4)(cos§0+l/3sinf’) —_— ecns?—V:sinrp +1

eieos? — eeosq)-i-l/?lsin? — ecos?—l/:lsin? + 1
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La partie émaginaire de celle-ci est

V=T e *+? sin(nsing) — e"*?sin (n + 1 sin®) + sin (sing)
-1 ef — 2 cos (sin@) + e*f '

La formule ci-dessus devient donc

7 gmHePsin (nsing) — e™*?sin (n + 1sin@) + sin (sin@)

2 . .
= ;P(P + 1)/ &% — Bcos (sing) + ¢ sinpede (*). (59)

0

32. Cas pArTICULIER. Pour n = 1, la fraction se réduit a

e**? sin(sin@) — e**¥sin (2sin @) —+ sin (sin @)
e? — 2c0s(sing) + ¥

= ¢**?sin(sing).
Et comme S, = 1, on a ce résultat remarquable, signalé ci-dessus :

‘0/‘ ’recow sin (sin @) sin podp = m (42)
33. ReMARQUE. Les formules (50), (58), (89) sont en défaut pour p=0.
C'est & quoi I'on devait s'attendre : les équations (37), (38), d’ou elles sont

tirées, supposent p = 1.

34. Expressions DE A"(0), EN INTEGRALE DEFINIE. On a, comme l'on

sait,
n n(n—1) n
(0= — —(n — AP ———— (0 — 2 — .o - 1P
A" (0P) = 4(n )P+ o (n ) 1

Donc, par la formule

V—1r(p + 1)/ﬂe"‘"’?““/*_”‘"?”sinpzpdcp: N (:1:))

(*) Poisson, Journal de U’Ecole polytechnique, XIX¢ Cahier, p. 493. L'illustre Géométre a
cherché la valeur de Uintégrale définie, tandis que je me suis proposé de transformer S, en
intégrale définie. La concordance des résultats permet de supposer qu'ils sont exacts.
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2. — 4 — .
Ar(0?) = — - ‘/f AT(p + 1)/ [e""‘ — %Z-e"“““ ~+ %—1—) gm0 . = %e"‘] sinpede;
0

« représentant cos¢ + V' — 1 sing.
La fonction entre parenthéses égale (¢”— 1) +1. Ainsi

2, — d —
A"(OP)—.—_——;V— ir(p +1) [ z[ecﬂ?ﬂ/—mw; 1=+ 4$ sinpedo;

pourvu que I'on néglige, toujours, la partie réelle de I'intégrale (*).

Posons

(60)

p(cost + V'— 1sin0) = oY/ g | — e°°’?‘[cos (sing) +V/— I'sin(sing)]—1,

ou
peose = e*? cos(sinp) — 1, psind = e *Psin(sing); .

ou encore :

. . sin (sin @)
p? = e — 2eFcos(sing) + 1, tgo= @m-_—;@ .

L’intégrale ci-dessus est transformée en

f”gp" (cos no+V —1 simw) + 1; sin podg.
[
Par conséquent,

2
A”(O”)=;I‘(p + 1)/ﬂp"sinnesinp<pdcp ™).

(*) On peut done, si 'on veut, faire abstraction du terme =t sin pg.

(61)

(63)

(**) Dans son- Mémoire sur diverses formules relatives d lu théorie des intégrales définies
(JournaL DE L’EcoLk poLyTECHNIQUE , XXVIII® Cahier) , Caucay donne des expressions de A™(0*),

lesquelles, en général, me paraissent inexactes. Par exemple, 4 la page 216, on lit:

a+1 o1 25 +m m
2m+17 (a + 1)cos 3 T sm"‘§ & cos 3 x +§-7r
« AP§? = e p dz,
a1 o1 [2%+m m
2m+1T (a + 1) sin -7 sm’"éwsm( P a:+;‘;r)
» AmSt = - s dz. v

oo+t T

Si, aprés avoir corrigé ’étonnante faute typographique contenue dans ces formules, on sup-
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35. Autre ExpressioN DE T,, e INTEGRALE DEFINIE. Des formules (8)
et (63), on conclut

2 T,
T,,=;I‘(p+1)[ psinpo. A,.do,

en supposant

A, =sin6 + tpsin20 + 1**sin30 + -+« + 2-'"~*sin po.
L4

Mais, par une formule connue (que T'on pourrait déduire du calcul pré-
cédent) :

sing — PP sin(p - 1)6 + PHoP+sinpo

’ 1 — 2tpcos0 + 1%? €
Conséquemment,
2 T sing — tPpPsin(p + 1) + t"HorHsinps
T,,-_—;[‘(p + 1)/ p T — 200050+ £ sinppdp. . . (64)
0

36. Remarques. — I. En appliquant les formules (63), (64), on ne
doit pas oublier que

pcost =¥ cos (sing) — 1, psino=e¥sin(sing), . . . . . (61)

etc.

pose s =0, elles deviennent

1 a
Am(00) = o 2mHT (a + 1) cos

s mZ m(7r+x)
S — CoS —
“+1 2 2
V4 dz,
ot
0

" Y ws'n n (7 +x)
sin™ — sin —
a4 :
A"’(Oﬂ):.i. 2m+1T {a + 1)sin 3 T 2 2 dx.
T

o+t
[

a 1 . .oa-1
Or, COS—::—'TK' est nul lorsque a cst pair; sin

2
égalités sont inadmissibles.
(*) Pour vérifier cette formule, évidente lorsque p =1, il suffit d’employer I’identité :

= est nul lorsque a est ¢mpair; done ces

120%sin (p 4 1)0 — tp[sin (p + 2)0 - sin pb] 4 sin (p-+1)0
{ — 2tpcost + %2 ’

Tome XLIII. 4

sin(p+1)0 =
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II. Nous avons trouvé, précédemment,

2 z sin (sin )
T —;I‘(p +1) [ (A + t)%e = — 24 (1 + t)cos(sin@) -+ ?e=f

sinppdp. . (46)

Dans la premiére expression, le coefficient de sin pgdy est

e*? sin (sin @) — (7P + sin (p + 1)8 + 7P+ sin po
1 — 2t[e=*?cos(sin@) — 1] + #*[e**f — 2 cos (sin@) + 1]

sin (sin @) — trpPHe~**?sin(p + 1)0 + (P P+e=*Fsin po
(1 + t)%ec*f — 21(1 + t)cos (sin @) + %eF

Ainsi, au lieu de la formule (64), on peut adopter celle-ci :

2 7Tsin(sin @) — PP ePsin (p 4 1)0 + P+ pP+2e—Psin po
T

i lp. (65
(1 + t)’e™f — 21(1 + t)cos(sing) + *ef sin pede. (65)

o

Il en résulte, par la comparaison avec la valeur (46) :

d tpsinpd — sin(p + 1)0 . o
+ dp=0(*).. . . (66
-0/ 4 (1 + ) — 2t(1 + t)ew? cos(sin@) + t*e**7 SInPee ) (66

VI

APPLICATION AUX NOMBRES DE BERNOULLI.

37. Premiere ExpREssioN DE B,_,. Stivant la définition de Lacrorx (**),
le (p—1)*" nombre de Bernoulli, B,_,, est le coefficient de n, dans le

(*) Le calcul précédent a été effectué de diverses maniéres : il y a donc lieu de croire que la
derniérc formule est exacte. Néanmoins, il me parait difficile de la démontrer a priori,
méme si I'on suppose p =1, t =0.

(**) Il'y a, aujourd’hui, au moins quatre définitions différentes des Nombres de Bernoulls ;
c’est pourquoi, afin d’éviter toute équivoque, j’énonce celle dont je continue & faire usage.
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développement de S, ; savoir (52) :

Bp_‘=
— [p(p=1)ed = (p—=1)(p—2)..A.1. —9)(p—3)...1.1.26, — - £1.2.3....p—1)] (*),
12 ppan) PE A== D=2 Lay+{(p—2)p-3)..1 1.2, 5.(p=1] ()
ou .
, 1 1.2 1.2.3 1
B, 4=p+1[1—i—9a,,+ b, — c,,+---—-;]. (67)

p(p—1) p(p—1)(p—2)

Cette formule donne, successivement,

1 1 "Moo 1
Bi——|1—=|—=2, Bi—m |1 —— m | =—_,
! [ ] 6" 5[ * ]

g A, 37 302 502 5T 17 1
5_7[—6+ﬁ_20+15- 6]_ ’

ete.

38. ExpressioN DE B,_,, EN INTEGRALE DEFINIE. Le second membre de
I'avant-derniére formule peut étre écrit ainsi :

r(p4+ 2) [T(p + 1T (1) — C(p)T(2)a, + F(p— 1)L (3)b, — --- — L)X (p)].

En général,
QINE) % dy
l"(oc T(x+ B) ./ (1 + x)0=+ﬁ(

rip+1rQ) =/‘° xPdx r(p)r(2) . *  grdx
(

T(p +2) 1+azp® T(p+2 /(1 + a)r ’
T@)r(p) ® zdx
r(p+ 2)—[ (0 + ap*t

() Si p est émpair, B,_,= 0. Nous supposerons donc que p soit pair. Dans ce cas, le der-
nier terme est négatif.
(™) Bierens pE Haan, t. XVIIL

donc

.....
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La quantité précédente devient

®  xdx
/m[ ot bt — e — s

ou, par le changement de xx en — x :

° xdx
/ m [x”“ -+ a,,x”’2 -+ b,,oc"‘z' + e 1].

Le polyndme entre parenthéses est P,. Ainsi déja

* Pudx
B,,_.=£ -(T—x)”“'?()' e (1))

39. Surte. Pour simplifier cette expression, j'emploie les relations

T, t 1 o d
=a g TTTar TP iEe YT aay
Il en résulte
1] .
Bpf,=‘/_“Tptdt.. S (89)
Mais
Tp=1 4 1A*(0") + PAY(07) + - 4+ P=1AP(07); . . . . . . (8)
donc
1 1
= = ﬂv_av OP) — .+ - + ———AP(07), . .
B, 5*3 A(O A(0)+ A(O") +p+1A(0) (70)

Cette formule, peut-étre nouvelle, ne différe pas, au fond, de celle-ci :

._1 4 —1 1 2 —1
B,,_‘—é'—gA('ip )+‘[;A (:1)7 )"—"‘ —

T L [ SR )

(*) Si je ne me trompe, cette formule est la premiére qui donne les Nombres de Bernoulli
sous la forme d’une intégrale dc différentielle algébrique.
(™) Sur les différences de 1P, et sur le calcul des Nombres de Bernoulls.
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En effet, a cause de , ,
AHO?) = KASL(1PTY, . .. ... (20)
la premiére équivaut a

R (O U e oo (e

égalité que I'on peut écrire ainsi :

1
Bp_‘__——._A(,lp—l) - A2(1P H—... —Fi APt (177)

e A(P) — AMAPY) e e e AP (10,

Or, la seconde ligne est nulle (21).

40. CoMBINAISONS DES VALEURS PRECEDENTES. Des formules (70), (71), on
conclut, par I'application de I'égalité (20) :

1 2 3. —1
QB,_,=5A(1”“)—ZA2(1”“‘)+ gA*(U—‘) —— “+ ];_‘_ ; Av= (1971), 1
. 1 1 21 p-1 2 3(1p-1 3 ipp—1 p—2 —1 (-
5B,_4_§—-4‘A(1 )+5A(4 )—5A_(“ )+...+mAp (171,

1 1 2 p—3
— —— :])’—l A1 __ ~ Abgo—1 e p_? p-1 .
4B, =1 5A( )+5A(1 ) 6A(1 ) + +P+1A (171, (12)
3 2 1 1 p—4 '
5B, (= 5 gA(:lp—‘) + 7 A(1r) — gAe(,pr-n) 4o ) Aﬁ-l(,lp-—l),
=1 p=2 P e Y araggea
(p +1)B,_, = 3 S — A1) + y A4 +pA (171,

41. AurrRe EXPRESSION DE B, ,, EN INTEGRALE DEFINIE. Reprenons les

formules
wdac
p-‘_/ ('l 1, p+2’ . \ . . . . . . . . (68)
P

2 7~ sin(sin@)sinppd ,
“ __’;),,“ = (7’ +1) / F __ leing) : Py oo (40)
0

2xcos (sin P) + x>
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Il en résulte

xdx

2 z —€05P o1 1 1 °
— Bp_i = ; F(p +'1)6/‘ e~ sin (Sln <P) Slnp¢d?[ (w _ 21‘6—“’?005(5]” (P) —!cosq)]

L’intégrale indéfinie, relative & «, a la forme

x — e~**Pcos(sing)
e **?sin(sing)-

Al(x —1) + Bl[ac2 — 2ue~*F cos (sing) + e7**¥] 4 C.arctg

On trouve
1 e~ — cos (sin @)
A= A+2B=0, C=A—v——— "
1 — 2e~**cos (sin @) + e~*¢’ A= sin (sing)

puis, tous calculs faits :

7 e~**?sin@ + sin (sinp — cp)
— — [‘ d . . . (713
L (p+ 1)/ e? — 2cos (sing) + oy PP (13)

42. RemArque. En partant de la formule

9 T (n+l)(€os?+l/ 1 sing) __
Sy =— ;I/— 1T(p + 1)/ ¢ ! sin podo (31),
1

S e¢°$?+l/-——lsin? _

développant suivant les puissances de n, et prenant le coeIﬁcnent de la pre-
miére puissance, j'obtiens

7 peosP —_—
pa——P(p+1)/ e“*fsing sm(smcp+<p) inpode, . . . . (74)

e — 2cos(sin @) + et

expression qui s’accorde avec la premiére. En effet, la combinaison des
deux conduit a I'égalité

7 (= + P )sing — 2sin@cos (sin p)
0— i
/ ¥ — 2cos (sin @) + e~*¢ sinppde
ou

0= ‘[ " singsin pedo.
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Or, p étant pair,

sin(x — a)sin(pr — pa) = — sin« sin px;
ete.

VII

PROPRIETES DES POLYNOMES T,.

43. PremIERE PROPRIETE. 1° L'équation T, = 0 a toutes ses racines réelles ;
2° ces racines , comprises entre — 1 et 0, sont séparées par les racines de

Tp—l =0 (*)

Considérons I'équation T; = 0, ou

61> 4+ 6L + 1 =0.

Les deux racines, —a el — b, sont : 1° réelles ; 2° comprises entre — 1
et 0. Conséquemment, les quatre racines de 1'équation

(©+ )(662 + 6t +~ 1) =0

jouissent des mémes propriétés.

Cela posé, on a .
Te=[+ 06 +6t41)]5 . . . . . . . . (17

donc, par le théoréme de RoLLE, les quantités — 1, —a, —0b, O séparent
les racines de T, = O : ces (rois racines sont reelles. Le raisonnement est
général ; ainsi la proposition peut étre regardée comme démontrée.

44. DEUXIEME PROPRIETE. S7 p est pair, T,, T,, Ty, ..... sont divisibles
par 2t + 1; et, s p est impair, T,, T,, T,, ..... sont divisibles par ce
bindme.

(*) Cette théorie est toute semblable a cclle de Péquation X, = 0. (Mémoire sur les fonctions
X, , de Legendre, p. 51.)
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De la formule
T,, = [(t2 -+ t)T,,_i !’,

ou

T,, = (t2 -+ t)T;_‘ -+ (Qt ~+ 1)Tp_‘,

on tire :

T,=(+ )T, , + 22t + 1T, , + 2T,_,,

T, = (1 + O)T,., + 3(2t + 1)T,_, + 67, _,,

et, pour { = — 1:
: :
Tp=—ZT)7-l7

1 "
T; == - Z T‘,_i -+ QT‘,_",

L~ -
Ty=— T+ 6T,

Il y a, maintenant, deux cas a distinguer :
1c Si lon a :
T, , =0, T,,=0, T,.,=0
on aura, aussi :
T,=0, T,=0, Ty=0,

% Silon a: )
T,,=0, T, ,=0, T5,=0
on aure, aussi : '
‘ T,=0, T'=0, T;=0,

Or,

Ty==0, Ty =0, T;=0,
donc

T,=0, Tj=0, Ty=0,
puis

Ty=0, 1/=0, T{=0,
etc.

’

H

.....

.....

(17)

(17%)
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45. TroisiiMe PROPRIETE (*). Pour t = — 1, T,= = 1, selon que p
est pair ow mpair.
De I'équation

T,=(+ t)T,_, + (2t + )T, _,,

on conclut encore, en faisant {=—1:
T,——T,..
Or, pour cette valeur de ¢, T, = — 1 ; donc
T;=+1, Ty=—1, etc.

46. ReMARQUE. Celte propriété peut étre ainsi énoncée :
Le reste de la division de T,, par t+ 1, est = 1.

A7. QUATRIEME PROPRIETE. S¢ —k, — 1 sont deux racines quelconques

de T, ,==0,0na
‘ /k'"'r,,dc=0(**). R € £:)

Cette formule résulte, immédiatement, de I'égalité

T,=[t+®T,_ .. . . . . . . . . . . (17
48. RemArRQuE. On a aussi, & cause du facteur ¢ 4 7*:

JOTdt=0,. . . . . . . . . . . . (76

-1

pourvu que p surpasse I'unité.

49. CivquiiMe PROPRIETE. Les racines de I'équation T, = 0 sont conju-
guées deux d deux, de maniére que leur somme égale — 1.

Soit Z, ce que devient T, quand on fait { = — + 2.

L'égalité (17) se transforme en

2, =[(¢* — 112, .

(*) Indiquée ci-dessus (p. 18).
(**) Nouvelle analogic entre les polyndmes T, ct les fonctions X,,. (Mémoire sur les fonctions
X, de Legendre, p. 4%.)

Towe XLIII 5
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En partant de Z,= 2z, on trouve
Zs=02>—1%, Z, =24z — 4z, .....

Sans qu'il soit nécessaire d’aller plus loin, on reconnait que :

1° Les racines de Z, = 0 sont, deux a deux, égales et de signes contraires ;

2° Si p est pair, celle équation ¢ une racine nulle.
Cette remarque démontre la propriété énoncée.

VIII

RELATIONS SIMPLES ENTRE DEUX SERIES.

90. D’aprés un théoréme de M. Hormpok (*), si I'on fait

1
U= m )
on a, identiquement ,
du _du

— + D — + 2u =2,
do? dx

Nous avons trouvé

1 P « Pox w? P,x od

U =

ou, ce qui est équivalent,

1 1.2 1.2.5

" -4 o? o’
u=1+t+ (L + l')[’l,—- + Ty— 4 Ty—— + ...](“).

T—z " U—apl " (—ap12 O—ap123

(23)

(77)

(23)

(78)

(*) OEuvres d'4bel, t. 11, p. 274. — Nouvelle Correspondance mathématique, t. VI, p. 381.
(**) Cette formule ne différe pas, au fond, de la rclation (29); mais, pour la solution du pro-

bléme actuel, clle est plus commode que celle-ci.
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Par conséquent :

A P
G )[““ T MR ]
puis
du d*u «® o
43— = 2(E+ 1 L+ 1) ‘ —_—
u -+ e 2(8 +t) + 2( +t[l‘, +’l") 4.2.3+ ]

- 2 « 0 o
+ 5(t + t)[T, +T2-1-+ F5r2-+ ]

+ (¢ + t’)[T‘f -+- Ta%(-—l— T‘%Q- + ]

Acause de T, =1, T, =1 + 2¢, le terme indépendant de « égale
20 +0)+3(+ )+ (t+ 1)1 +2)= (|+l)

Donc si I'on pose, pour abréger,

9T, 4+ 5T, + Tya=GC,, . . . . . . . . . (19
on aura
du  d*u o o?
W+3—+—=2l + P +{U+)>G, —.. . . . . (80
° da do® ( ) ( )24 r (p+1 (80)

D’un autre coté,

- _ ® P 3
w2 {1 Iy [
1

Ainsi, aprés la suppression du facteur 1 + ¢, 'équation (77) devient

2(1 -+ ¢)2+lE‘G,,Hp—_‘_—I5=2(l+t)"[1+t§|T,m].. .. (81)

51. Surre. 1l est facile de voir que G, est divisible par (1 + t)*. En effet :
1° Pour t =— 1, I'égalité (79) se redult (43) &
+(2 -5+ 1)=0(").

(*) En général,
aTy+(a-+0)Tp 1+ 0Tpya

est divisible par 1 4+ t.
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2° Si, dans cette méme égalité, on prend les dérivées des deux membres,

et -que I'on suppose encore =—1, on a
9T, + 5T}y, + Thyy = G
Prenons, maintenant, la relation
-T;,= (& + §T, , + 2(2t + 1)T,_, + 2T, ..
Lorsque ¢t = —1, elle se réduit a

T,— — 2T, , &= 2.

Il résulte, de celle-ci:

Topu=—2T,F2, Tpp= — 2T, £ 25

puis '
G;, = —- IA-T;,_| - GT;, - Q‘Tz,)-i-l = - G)"—"
Or,
Gy = 2T, + 3Ty + Ts=6(1 + 1);
donc, pour t=—1:

Cela posé, si I'on fait

G, =2(1 + O°H,,
la relation (81) prend la forme

af

® . (I." » 3
L 1T, —2 .
‘*‘2,"’”,;”) [44 3 "r(p+a)]

1

Ainsi, le cube de la série

2 3

74 o o
1 l— 4+ tid 4+ 20) — + t(1 + 6! + 61*
g 20 o i T2

(S

L o

(82)

(83)
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est une série aussi simple que la premiére. Ce résultat nous semble remar-
quable (*). '

$2. VaLeurs pEs coerriciEnts H,, H,, H;, ..... Le calcul direct donne
Gy =6(1 + )% Gy=6(1 + 1(1 + 41), Gy=6(1 + )*(1 + 120 + 206, ..... ,
donc

H=35, Ho=5(1 +4l), Hy=3(1 + 120 + 2089,

Il se complique bientot; mais la loi des polynomes G, est la méme que celle
des polyndmes G,.

En effet, la formule
G,=2T, + 3T, +Tpe . . . . . . . . . (79
équivaut a
G, =2[(t + BT, + 5[(t + AT, + [(¢ + )T,,],

ou a
GP = [(t + t?) (QTID—I -+ 3Tp —+ Tp+l)]’n

ou enfin,
Go=[(t+16,]. . . . . . . . . . . (84)
53. RemarQuEs. — 1. De cette relation, on déduit celle-ci :

=0+ 4H, + (t+OH,_, . . . . . . . (8)

laquelle peut servir au calcul des polynomes H,; mais il est plus simple
d’appliquer les formules (84) et (82).

I. Si ¢t =1, équation (83) se réduit a

of o« 8
/ H— — .
I+2‘ pp(p+1) [l"'E,T"r(p-.-a)]

. 1
Pour cette valeur de ¢, le second membre devient T (17).

(") lla quelque analogie avec la célébre formule de Jacosr :
1 —q®— g + g4 g — vy =1 —3¢2 4 5¢6 — 7q"0 4. .-

(Recherches sur quelques produils indéfinis.)
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En outre :
H =3, H,=15, H;==99, H,= 807, .....

Donc, & cause de la formule

] @ 2 a of '
— — 7 1 7 54 ———— + - o, 30
9 _—e T T2t Tas 23.4 "V 1.25.4.5 (50)
on a
@ of o8 ot . o 3
1 +—-+5—+13 + 75 +b/;-'l———-+.--]=
1 1.2 1.2.3 1.2.3 .4 1.2.3.4.5 .
. ) s , . . (86)
1 +35—+15 + 99 + 807 “+ -
1 1.2 1.2.5 1.2.3.4
IX

REMARQUES DIVERSES.
B4. Soit & vérifier la formule

T sin(sin @) sin pede .
T 1)40/ (1 + 1) — 241 + t)cos(sing) -+ e’ ~ T (46)

que P'on peut écrire sous la forme abrégée :

e*?sin(sin @) sin ppde
—P(P+4)/ ata b1 ®7)

en posant
a=1— 27 cos(sing) + ¢*>7, b=1 —e>Pcos(sing). . . . . (88)

D’aprés I’équation
SiTdi=0, . . . . . . .. ... (1)
—1

on doit trouver, en intervertissant 'ordre des intégrations :

ﬂ'm?, . . d/“ dt 0 89
/e sm(smcp)smpcpcp—‘ wama = (89)

0
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En général,

dt 1 at +b
f 2 = aretg —————(%);
at® +- 2bt + 1 Va — b Va— b
donc ‘

/° dt 1 b g
= arcg + are —— .
/, at'+2bt+ 1 \/a—bﬁ[ Va— b Va—1o

La quantité entre parenthéses équivaut &

a
aret Via—0b? — aret Via— b?
T a—p) T g
f ———
a—b®

Ainsi

0 dt 1 Via—15
== arct A ¢
4[ at + 260 -1 e are’s 1— b (90)

Dans le cas actuel :

1

2 ___ 2 s 9y . , . .
a— b= ¢™**¥sin’(sing), 1 —b=e"?cos(sing);

et le second membre de la derniére égalité devient

1 _eTsin(sing) sing

o —

-— — —  —arcte — — — .
e**?sin (sin @) P eos(sing) e sin (sin o)

Substituant dans la relation (79), on trouve
T, .
/ sinpesinode = 0;
0
valeur exacte, dés que p surpasse I'unité.

55. Le calcul des nombres T, indiqué ci-dessus (20), pent aussi (10)
étre effectué au moyen des différences successives de 0”, comme le montre
le tableau ci-aprés.

(*) En cffet, la dérivée du second membie est

a

1 Via—10? ; a 1

Va—p 1+(a1+b)?_a—b’+(al+b)‘2=at"+°2bt+1’
a— U
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Tal A A | A Ay As A, A A Aw T
01 1 (") 1
02 1 2 3
03 1 6 6 13
0s ] 1 14 36 % : 18
03 1 30 150 240 120 ) 841
06 1 62 840 1 560 1 800 720 4 683
07 1 126 | 1806 8 400 16 800 15120 5040 4T 293
08 1 284 | 5796 40 854 126 000 191 520 141 120 40 320 545 835

—? 1 510 | 18150 | 186 480 834 120 1905120 2328 480 1 451 520 362 880 T 087 261
o] 1 1022 {85980 | 818 520 | 5 1‘03 600 | 16 435440 | 29 635200 | 30240 000 | 16329 600 | 3 6238 800 | 102 248 073

P.-S. (mars 1881). — A la fin du paragraphe 16, on lit :
« Ces résultats absurdes, admis par quelques Géométres :
1—2+3—-—4+b5—...=1,

1P— 23— LB ... =0,

ete. »
En écrivant ces lignes, je songeais aux anciens Géométres, ne croyant
pas qu’il pat exister, aujourd’hui, de partisans des séries divergentes. Jétais
dans Perreur : un honorable Disciple de Wronski, dans une lettre qu’il
m’adresse, formule ainsi son opinion :
« Une série divergente, telle que
11 1 1.3

11 — = = -

2°1 3 1.2

1.

[\ 1
(%4

1
4

-
[32)
[

peut avoir pour valeur une quantité imaginaire, qui est ici )/'—1. »
Evidemment, toute réfutation serait inutile !

ERRATUM.

Page 24, avant~derniére formule, Au liew de : « A”s® =, lisez: « A™st=.

(*) Dans la derniére colonne, les chiffres des unités forment la suite périodique :
1 3381333535133 25.....




