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LES FONCTIONS X, DE LEGENDRE ©.

-

1. RELATION ENTRE LES FONCTIONS X,, X,, ..., X,,,. De

1
Y=—=——

Vil — 2z + 2°

= 2: an" (“)’ .
on déduit
N d 1
/ udx=/———w——=———-\/ 1 — 2zx + 2% + const.,
V1 — 92 + 22

z

o 1 +z—V1 — 92 + 2°
fudac=~ p H

—1

puis

puis encore, en divisant par le radical :

A+ 2zu —1= “2: 2! fTX,,dx. .
-1 .

(3)

(*) Cette Note peut élre considérée comme un supplément au Mémoire sur le méme sujet,
récemment publié par ’Académie. Les renvois & ce premier travail sont accompagnés de la

lettre M.
") M, 1A



4 SUR LES FONCTIONS X,.

Cette égalité est la méme chose que

+2)1+Xz+ X+ o+ X 2"+ ) — 1 =

[1+ Xiz + X2 4 o + X 2"+ ] [z/‘mxodac + zgwa,,dac + e 4 gt f‘mX,,d»T -+ - ]
) J “_

Dans le premier membre, le coeﬂicnent de 2" est X, + X,.,; dans le
+ 7

second, ce coefficient eqale

-

XOA"X,,(lx + X, ./;’X,,_,dac 4 e X L’Xodx.

Par conséquent ,

X, + X, =X, [. X, dx + X, ["x,,_ldx + e X, _/"xodx.

(A)

Cette relation, qui n’est peut-étre pas nouvelle, me parait assez curieuse.

2. DEVELOPPEMENT DU RADICAL. L’équation (2) peut étre écrite ainsi :

VI—%% +2=1+2z— zJ; “du —E:z"“ ._/"zX,,dx;
ou sous cette forme un peu plus simple :
Vm= 1 —zx — E”z"‘“' / )z(,,dw.
1 -1
Ainsi, la série

x x. x,
zz‘/‘ X,dx + z"'f Xodx -+ oo 4 2" / X, dx + -
—1 —1 -1

est convergente, et a pour limite 1 — zx — /1 — 2zx + 72,

3. EXAMEN D’UNE DIFFICULTE. On a

f X, dx =

n-1 T
2 Z

f cos™'p(x cosq + V' — 1 sing)+do,

(n+ N)m <

ourvu que 'on néglige la partie imaginaire de 'intéerale (*).
o ts)

¢) M, s6.

(B)
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‘Afin de rendre plus commode cette formule, je pose

X COSQ == pcosf, sing==psine.

Elle devient
2"-‘-1

fmxudx- = 1) f2 p"Heos"p.cos(n + 1)o.dp. . . . . . (6)

1

11 résulte, de cette égalité,

® (2z)n+

° @ 1 z .
' n+1 _ % ptl - :
}.f L Xndx—ﬂE‘ o 4-/ +teos"tg-cos(n + 1)0.dp. . . . (7)

Ordinairement , quand il s’agit de sommer une série convergente dont
le terme général est a, /° PV dx , on emploie la formule
0.

. 8 8 w
21 a,,‘“/' V,,dac=?x/‘ dwElanVn;

cest-a-dire que lon intervertit ordre des signes =, /. Dans le cas actuel ,
on ne peut procéder ainsi. En effet, si I'on écrit, au lieu de I'égalité (7) :

292')"'“

w @ 1 do
Elz"“‘[; Xndx‘—‘;/ cOSCPE n+ 1 cos" g cos (n + 1)8,

la série placée sous le signe = peut étre divergente (*). 11 est donc essentiel
d’employer une expression de /“X,dx, autre que la précédente (**).
~1

4. NOUVELLE EXPRESSION DE f X,dx. Pour la trouver, j’emploie les rela-
lations

1 dX,;  dX.y
T 1| dr _'dx] )
2n + 1 2 dxn ok
Xn+4—x,.-;=n(n+1)(w—'l)7£( ) B ()]

(*) Elle I'est si 2pz surpasse P'unité, c¢’est-A-dire si p et z différent peu de cctte limite.

(*") Aprés avoir é1é arrété par cette petite difficulté, j’ai supposé que le facteur 2"+, cause
de la divergence, provenait d’une faute de calcul. Mais il n’en est rien : les formules (6) et (5)
sont exactes.

('IR) M’ ”.



6 SUR LES FONCTIONS X,.

II en résulte, puisque % 1 et n — 1 sont de méme parité :

: t 1 dX
/X,,dx:-—w—.— —.
- nn+1) de

Par conséquent, S

° ¥ oz dX
2 f X de = (x* —1 —_—
24 _4 ( )2, nn+1) de

9. Surre. Prenons maintenant la formule de Jacobi :

1 T —_
X,== [ (& =V1T—a'V —Teoso)ds.

9

Elle donne

da Vi—ga®
Par analogie avec ce que I'on a vu-dans le paragraphe 3, je pose
& =pcoss, V1 —x’cosw= psind,
égalités d’ou l’pn déduit :
p’ = cos’e + x*sin*e, ————=——cosa.

Le multiplicateur de dw devient

n—1 —_—
: :—in—e[cos (n—1)e—V'— 1sin(n -~ 1)6] (sine + |/ — 1 coscos’a).

La partie réelle de cette expression est

\ n—1i

Ry [sinecos (n — 1)8 + cosésin (n — 1)6cos® w],
ou

n—1

P
sing

[sin no — sin(n — 1)o cos 6 sin’].

dX P — gy
A e e e (R N e P
0

(10)

(©

(11)

(12

(13)
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Nous avons donc, au lieu de la formule (12),

X, = ot . )
—_—=- [smne—sm(n—l)ecosesm’w]dw. .. . . (D)

dx 7o sin 6

Au moyen de cette valeur, la formule (C) devient

0 " x% — 1 S‘m Z"+I 7rpn—l
2t X dx = / ———[sinn0 — sin (1 — 1)6 cos 6 sin’w]|dw;
2, _/, " T Hin+ 1 sme[ ( ) ] ’

ou, parce que I'on peut, cette fois, intervertir I'ordre des opérations :

' ™ T x? . ,] o d © n4-1
E z"‘“f X, de= / = 2 z p" ! [sinnd — sin (n — 1)8 coso sin®o].  (E)
0

/) - T sing <« »n -+ 1

6. SOMMA'I‘IQN D'UNE SERIE. Soit

® zu-)-l
7= "~lsinn6 — sin(n — 1)ocososin®e]; . . . . . (14
3 e sin e —sin(n — pcosssin’a] (%)
et, par conséquent,
iJlE= Em z"p*~![sinné — sin (n — 1)9cososin®]. . . . .. (19)
dz 1 .

Le second membre est décomposable en
z E (pz)* ' sinng — zcosesin%z (pz)"'sin(n — 1)e.
1 1
Le premier terme de la seconde somme étant nul, celle-ci équivaut a

z : z)*~ sin ne.
k 24 (¢%)

Donc
IZ ® .
zl—= (1 — pzcosbsin’s) 2 (pz)*'sinne,
z 1



8 SUR LES FONCTIONS X,.

ou (13) .
dz

= z(1 — zxsin’w) En(pz)""‘ sinns.
Dailleurs (*)

sing sin @

(pz)*—'sinno = = - ;
E, °%) 1 — 2zcos0 + g%z 1 — 221 + 2*(cos®e + x®sin®)’

par conséquent,
dz z2(1 — zxsin)sin 6

(16)

dz ~ 1 — 22z + 2*(coss + a’sin’e)
11 résulte, de cette valeur,

’z ! T2
Z=si110/ _ Al—pesinted: g
. [}

i 9 IR
1 — 2zx + 2°(cos’e + x*sin’e)

puis, au lieu de la relation (E) :

2d z(1 — zxsin*w)dz . (6)
1 — 22x + 2*(cos’e + x’sin’e)

D’aprés I'égalité (B), le premier membre egale 1 —z2— V1 —2z0 + 22;
ainsi

“ul xd.______
E‘z*"—/“x,,ob 2

-

— _ 22
l—zx—\/d—?zm+z_2x 1‘/'zsz/'4 (1 — zsin’a)da (H)

2zx + 2%(cos’ + x?sin’e)

Comme vérification, calculons les intégrales contenues dans le second
membre.

7. Surte. L’intégrale définie, relative & », peut étre représentée par
A — zxB, si I'on pose :

do
B (1 — 2z¢ + 2)cos™ + (1 — za)’sin’e
0

B— Z tg%ode
_/ (1 — 2zx + 2 + (1 — zx)*tg’e

an

() Voir, par exemple, le Traité élémentuire des séries, p. 108.




SUR LES FONCTIONS X,.
Or (%) :

1

—_—
(1 — zx) V1 — 2 + 2*

. 1
(1 —zz)[1 — zx + VT — 222 + zg]’

B=

o] Ny

™
2
donc

V'i_—9
A-—sz——Z 1 +VH1 Qzx + 2°

2(1—zx+|/1—92x+x3)\/l—‘2zar+z

puis, au lieu de I'égalité (H):

S — z 1V 9 2
'l—zav—V1——2zx+z2=(x2—1)/.z * 270 + 2 dz;
P (I--—z.1:-+—l/'l—-—‘.>zoc+z”)l/1—2z:r;+ze
ou
- _\‘ 1 - A
1—zx—V1—"zx+z—/x il 2:L.‘-z(lz;
VA1 —22x + 2°
ce qui est identique.
8. ReraTION NOUVELLE. Reprenons les égalités
X, + X=X, [ Xdx + - +X,, [ Xde+ X, [ Xedu, (A)
1 —1 -
y x—1 dX
Xdox=—- " . . . . . . . ..
‘_/,‘ n n(n+ 1) dx (©

Au moyen de la seconde (inapplicable lorsque n = 0), la premiére devient

1 dx ) 1 dxn —1 1 (IX] .
xl Xn - 2""] ['—— X . - X “ .. __X"_ __] X (1 );
N o P (x ) n(n+'l) 0 iz + ('n—l)n 1 dx ~+ 12 | . + X, (1 + :r)
ou
X"'H — xx“ 1 dxu 1 dxn— 1 ([xi
= x o 1 g B 1
xt—1 nn+1) " dx +(n—1)n "dx I R

-(*) Bierens pe Haan. (T. 66.)

Tome XLIIIL 2
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. 2 1 dX,, *\ b .
Le premier membre égale —— === (*); donc, & cause de Xy =1 :

n—1 dX, | CdX, 1 dX,_o 1 dX,
. = —+ X2 e e 4 —— n—t ——

n (no- 'l') dx (n—1)n ' dx (n —2)(n —1) dx 12 dx

9. VeriFicaTioN. Soit'n = 4. On doit avoir

5 dX, o dX; - 1 _ dX, 1 _ dX,
- - —_— 4 = X;—;

3

'QOW-:'—IT_)”;E,_FG Pdr 2 dx
ou
53 1 _ 1 1 1 1 1 1 .
—%~§(140x°—(SOac)=7'—2x.§(15x2—3)+6~§(5x — l).§-6x +—/;(5x°—5w),
ou

ce qui est exacl.

10. Remarque. Si lon identifie les coefficients de x"~', dans les deux
membres de I'égalité (K), on trouve

(L)

n— 1 1 . 1 ]
2 T Ci, 1 (J?n—Q,n—l -+ ' Cl,ﬁ' C&n—l,n—Q -+ e 4= Cﬂu-".’,n—l . CQ,I; .
n—+ 1 J n—1 2

relation dans laquelle tous les termes sont des nombres entiers.

*) M, 9.



