NOTE

SUR

LA QUADRATURE DES COURBES PARABOLIQUES

PAR

EUGENE CATALAN,

ASSOCIE DE L'ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE, PROFESSEUR A L'UNIVERSITE DE LIEGE.

(Présenté 4 la Classe des sciences le 7 octobre 1880.)

Tome XLIII. |






NOTE

SUR

LA QUADRATURE DES COURBES PARABOLIQUES “.

1. Soit la parabole représentée par
Y=0 4 QG 4 -+ + L% 4 ei + Ay 2™ L L L L (1)

n étant mpair (**).
Si I'on suppose que les ordonnées extrémes répondent & x = x,, * = x,,
Iaire de la courbe sera

A=‘/.z"ydw.....,.......(2)

zo0

Il s’agit de mettre cette expression sous la forme
A=20),,y,‘;........‘...(5)

(*) Ce petit travail, dont un extrait a été communiqué au Congrés de Reims, a pour origine :
1° une Note du général Parmentier; 2° une correspondance avec M. Lucien Lévy, professeur
au Lycée de Rennes. En cherchant & simplifier une formule trouvée par M. Lévy, j'ai rencontré
un théoréme de Gauss, et quelques propositions que je crois nouvelles.

(**) Cette hypothése simplific un peu la formule finale.
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Doy Aty +.n, % étant des constantes inconnues, et Yo, Y, ..., Y, des ordon-
nées arbitraires, répondant a des abscisses convenablement choisies (*).

2. Si l'on fait
U™ = oo - @@ =X, . .. ..o (%)
de maniére que

oy + x4 oo+ a0" =y — X, B 1))
on a, par la formule d’interpolation de Lagrange :

F(x)
(x — o) F' ()

A=/ [X+E X)) w—xs)m)]dx’ . oM

Fr)=(x — xp)(x — o). (x —2x,). . . . Co e (8)

y—X=Y (y.— X)) (6)

en posant

3. D'aprés les égalités (3), (7), les valeurs des constantes sont données
par fa formule

“n F () . , . .
= ——dr. . . . 0
g / e en R
En outre, la fonction F(x) doit satisfaire a la condition
xy, ”» X,‘F(x) ‘ ]
x-— —_————— - d = VU. . P . . . . 10
/ [ 20 (ac—-x,)F’(xQ] v=0. o - (10

To

4. Soit ¢(x) le polyndme entre parenthéses. Il est visible que si I'on
fait x =, x = x,, ..., x =, ce polynéme s’annule. Ainsi, 1° :

) =F@) Y@, . « - - « . . (1)

(*) Probléme résolu par Gauss (Bertranp, Calcul intégral, p. 540).
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¢(x) désignant un polyndme entier. Divisant par F(z), on trouve

X " X, ’
Mm:ﬂ@—zm—mMM”"""'(m

Q étant le quotient entier de X par F(x), et R le reste de la division, on
peut supposer la fraction décomposée en fractions simples, de la forme

Fz) (w)
% On doit avoir, identiquement ,
x — T
" X, 7 N
v\b(x)—Q—o- on—xk[Ak—m—J. Ce e e e e (1{))

Donc, 2° : le polyndme ¢(x) est le quotient entier de X par F (x).
De plus,

(14)

9. ReMArQues. — 1. D’aprés la derniére formule, si X est lelSlble par
x —k, on aura A, = X, = 0; ce qui doit étre.

II. Daprés les hypothéses faites sur X et F(z), le degré de ¢(x) est
(2n —1) — (n + 1), cest-a-dire n — 2.

III. Au moyen des simplifications précédentes, l'équation de condition
(10) devient
SUF@g@de=0. . . . .. .. ... (1)

6. Jusqu’a présent, nous n’avons fait aucune hypothése sur les limites
x,, «,. Afin d’obtenir des résultats et des régles simples, nous supposerons,

désormais,
dg=—1, x,=+1().

(*) Ceci n’altére en rien la généralité des résultats; car on peut toujours prendre, pour unité,
la moitié de la distance comprise entre les ordonnées extrémes.
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Les formules (8), (9), (18) sont remplacées par

+ F(x)
M _/ (x — x)F (x) G aF e

—1

F(x)=(a>— 1) (x —x)) ... (x - T_y),
L'+lF(x) ¢ (x)dox = 0.

Les conditions (17) et (18) seront remplies si 'on .prend

) dn—l (xz —1 )n
dxn—i

F(x) = s
6 étant un coefficient numérique ; ou, ce qui est équivalent,

F (x) = 6, L”xndx ®), .

X, désignant, cette fois, la fonction de Legendre.

(16)

(17)

(18)

(20)

En effet, toutes les dérivées de (2 — 1)", jusqu’a 'ordre n — 1, inclu-
sivement, contiennent 22— 1 en facteur ; donc, si I'on intégre par parties,

on aura

‘/‘“F(w)np(a‘)dx:——a/'ﬂ%up (x)dx;

-1
~1

et ainsi de suite (**).

1

*) g = . Oua " Lo
(") M@=, .12 Quant au sccond coefficient, a cause de
X, = ! dr@—1)" _2mn@n—1)...(n+1)
"Ten .23, dxn = 971.2.3...n (zr —--2),
ila pour valeur
9 — an—1 1.2.3...(n—1)

e m4+2)(n+3)...2n—1) "

(**) Clest de cette maniére que Jacobi a démontré quelques-unes des propriétés de la fonc-

tion X, (Journal de Liouville, t. 11, p. 106).



DES COURBES PARABOLIQUES. 7

7. Remarque. D’aprés la formule (20), la fonction F(x), ou plutét le
polyndme F,, est, & un facteur prés, le coefficient de z"*' dans le dévelop-

pement de V1 — 2zx + 22 ().

s
8. DevevoppeMENT DE F(2). Si l'on fait w = (x + 1), v = (z — 1),
la formule de Leibniz :

A (uv)  d"'v o — A du d Codr e

dxm—* _udac"—‘ + 1 t_i;da:"”_._ ' +dx""‘v’
donne
ln—l ¢ 2___1 n f—
: ((la;n—{_) = (@ +Arn(e—1)...2 — 1)+ “—n(e + 1) La(n—1)...5@— 1)
(n—1)n—2)

T2 n(n—1)(x+1)"" n(n—1). .. 4x—1)P+ - +n(n—1)..2x+1)(x—1)".

Le terme général est

(i:d)...(n—p)

gyt e )X —) s p o+ 2 A — 1

Si on le divise par 1.2.3...n, il devient

(m—1)...(n—p) nn—1)...(n—p+1) o avpat
Te.p T2.p+) ErUTE=T

ou

1
;;Cmr G (22— 1) (& 4 )P (x — 1),
Par conséquent,

dn—l (‘lﬂ —1 )n p=n—1

= =1.2.3...0— 1)@ —1) Y Cpp.Cpppu(x + 1) (x — 1)7;
=0
puis
1122—’] p=n—_
F(x)=- Cup- Coppa (X + 1) P @ — . . . . . . (21)

Cin,n—l p=0

(") Note sur les fonctions X,,.



8 SUR LA QUADRATURE

9. RemArqQue. Dans le premier membre, le coefficient de x"*' est 1.
Dans le second membre, ce coefficient égale

’.I p=n—1{
N Cip- Copat-
. 2n,n -4 p=0 - .

Conséquemment,,
p=n~—|

2 Cn,p . Cn.p-H = C?n.n—l;

=0

formule connue.

10. Les limites 2,, @,, ..., 2,_, sont les racines de P’équation F(x) =0,
abstraction faite de = 1 ; savoir:
N n(n—1) n

T3 ;(x+l)"‘2(x—1)+

n(n—1)(n—2)n(n —1)
1.2.3 1.2

gt-(ac*.-d)"“ (x-4+1) (e —1)+ -

n n(n —1) @2

- _—
1 1.2

(& +1)(x— 1)+ ?(x—d)"f‘:O.

n étant ¢mpair, le premier membre ne change pas quand on y remplace x
par — x. Cette équation, comme I'équation X, =0, a donc ses racines
égales et de signes contraires deux a deux (*).

11. REMARQUE. bl r =2z, 0na l’equatlon réciproque

ot g 1 (n—1)(n—2) n(n—1) s

n +n(n—1)n . .
1 1.2 1 1.2.3 1.2 1 1.2 1

12. ForMULE DE QUADRATURE. Nous avons trouvé

_ +1 F(w) .
z‘_/ r—r w‘)(lw.. N 1)

D’aprés la discussion précédente : 1° F() est une fonction paire ; 2° F'(ur)

(*) Propriété évidente par la définition (19).
(**) Nouveau rapprochement entre les fonctions F(z) et X,..
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est une fonction impaire; 3° x,_, = x. Par conséquent, %, , =), :

la formule (3) devient

A= 12(Yo + Y,) + 2(Ys + Yyy) + -+ + ),,__,(y,,__l + y,i,) o (24)
2 2 2

Dans celle-ci, les coefficients 1 sont donnés par la formule (16); et les
ordonnées ¥,, Y,, ..., ¥, sont, comme nous I'avons dit, celles qui répondent
aux racines x,, x,, ..., z, de I'équation

dn—l (x2 l )n
I“ ) =— T = . . . . . . . . .
(x) =14 e 0 (25)
13. Remarque. Soit
" F(x)
Y= 2 _— n.
oyk (x — xl,)F'(xk) oy -+ o + -+ 2, X"

cette équation représente la parabole déterminée par les n 4 1 points
(%0, o) (2, 41)5 ++vs (%4, Yu). L'aire de cette parabole est

, o+
A =‘Z‘ Ydo =y + Ly, + -+ + 2y, =A.

On a donc ce théoréme curieux, dont j’ai donné, en 1857, un cas parti-
culier (*):

Toutes les paraboles du degré 2n — 1, qui passent par n 4 1 points
convenablement choisis, sont équivalentes d la parabole du degré n, déter-
minée par ces n + 1 points (**).

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XVI, p. 312; Manuel des Candidats a I’Ecole

polytechnique, t. 11, p. 295.
(**) Lors de sa communication au Congrés de Montpellier, M. le général Parmentier croyait

le théoréme nouveau et vrai, seulement, pour la parabole cubique.
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