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NOTES

D’ALGEBRE ET D’ANALYSE.

1
—3
.

SUR LES DERIVEES DE LA FONCTION (1—a?)

1. Si I'on désigne par y cette fonction, le calcul direct donne

d e N -
T—s -, H=@ - (e — ey

YK

On est donc conduit & supposer

U

n 2n4-1
y -

B T 1))

daxm

P, étant un polynome a coefficients entiers, du ne degré, dans lequel les
exposants sont de méme parilé.
On conclut, de la formule (1),

TN e
W—[(l—ml)-%+(Zn-i—d)xP,,](d—x) .
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Par conséquent, la loi supposée est vraie, et il existe, entre deux poly-
némes consécutifs, P,_,, P,, la relation

dPn_4

P,=(1— % . +@2n—1)aP,_. . . . . . . . (2
2. Ona
4 oo 1.3.5...(2p—1)
— — 2 2= _— 2"' . . . . . . 5
y=0—a) =3 2.4.6...2p @
puis, en prenant la dérivée n:
dry 1.35.5...2p—1) .
J Sop(2p—1)...2p—n+N)a* L. (4
=2 5.y e @ —nxl) )

3. La comparaison des formules (1), (4) donne

wil 1,3.5...(2p —1)
P,=(1—a)? Y 9.4.6. .2p

2(2p —1)...(2p — n + 1)ux*~";

ou, si 'on développe (1 —n2)F :

1.3.5...(2p—1)2p(2p—1)...(2p—n~+1) (2n+1)(20—1)...(2n—2¢+-3) X
P = 2p—n —1) _ 2, (5
=2 2.4.6...2p X B 2.4.6...2¢ =)

Ainsi, le produit des deux séries est le polyndme entier P,.
De la résulte que si I'on suppose 2p +2g —n=s, s > n, on aura

2(_4)’—'1;—"—1: 1.3.5..2p—1)2p(2p —1)...2p — n+1) (2n+1)(2n—1)...(n+-2p+3—3)

2.%4.6...2p 2.4.6...(s+n—2p)

—=0. (6)

Soient, par exemple, n=3, s = 5. On doit trouver

1.3 7.5 1.3.5 7 1.3.5.7
2 45,209 2229 gy g L 2001 g g 6—0;
R AR k- war SUAL AL -l s arar- ’

(*) Dans cette nouvelle somme, la variable 2p doit étre égale ou supéricure d n. La série
dérivée (&) est convergente en méme temps que la série primitive (3).
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ou .
5.5.7.5—5.5.5.7.2+3.5.7.7=0;
ou enfin
5—104+7=0;
etc.

4. L'égalité (1) peut étre écrite ainsi :

dny—_:.P,,('l T [1 N %41 x2+(n+ 1) (n + 2) . ]

Y da 1 1.2 )

Conséquemment, le produit des séries (3), (&), & coefficients fraction-
“naires, est une série & coefficients entiers (*).

5. Dey = (1 —xz)‘;‘, ou

y—a) =1,

on déduit
(1—a?)y —ay=0,

(1 —a?)y" — 3y’ — y=0,
(1 —_ xﬂ)yl//_ 5.’ch"-—— 4yr= O,
(,l — xﬁ)ylv J— 7xyl// —_— gyu — 0,

(1—-x*)y(’".—(.211.—.4).90.1/.‘"";’-.—(n—'-d);y‘;'"’=0; N )
puis, en vertu de Iéquation (1),

P,—(2n—1)xP_,—(n— 1P (1 —ay)Pog=0. . . . . . (9)
Comparant avec la formule (2), on a donc (par le changement de = en
n—1):

dp,

dx="2pn-‘; N ( T0)]

(*) Si n=3, I'égalité (7) devient
1 1.3, 1.3.5 _ 1.3.3.7 1.3 1.3.3
—wa . s x50 45. 20 6.5 4254 - -
[""2“”"'2.4 e 16" T2 168" " ]x[2.44° YIS ]
= (9 + 62°) (1 + 4a® +- 102* + 202° + 3528+ - - -);
ou

ol B B B )(9w+-7—5a:3+735a:‘+2855w’+38“5 \
( +teT 3y 16° 128 2 8 16 128 "')

=9z + 420% 4 1142 + 24027+ 4352% 4+ - - -;

ce qui est exact.
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P,,=n2fP,,_,dx+C,,. R (K]
[}

Quand » est impair, C,_,. Quand n est pair, on voit, par la relation (9),
que C, = (n—1)? C,_,. Donc

C,=n-—-1)?%n—3¢...3°.C,.
Dailleurs, P, =22*+ 1 : G, = 1, puis
=135 e —N] (npair). . . . . . . . . (12)

6. Soit A, , «° le terme général de P,. D’aprés la formule (11),

An, s = n® - An—l,s—l'
5 A
De méme,
1

Avgysy=m— 1P ——
st = (1 )s-—’l

An- 2, 5=2

1
An-s+4, 1= (n — §+ 4)2]‘ . An-s, 0
Or, n— s est pair (1); done

Asyo=0Cr =135 0—s—=1) . . . . . . (13
puis
_[nm—1).. e —s+1)][1.5.5...(n— s — 1)

An—s_
1.2.3...s (14)

Telle est la valeur des coefficients de «°, dans P,. On peut la réduire & la

forme plus simple
1.2.3...n

A,,,,= = C,,,,.C,,_S.HT—s. e e e e e e (15)
7. Remarque. n étant pair,
1.2.5...n
An,o=—27——0,,,3_;=[4.5.5...(n_4)]*.. N (1)
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Par conséquent, m éfant un nombre entier quelconque, la fraction

(m+1)(m+2)...2m
Qm

est réductible a un nombre impair (*).
8. A cause de la formule (15), on a

1.2.3..
P,= ZC,,,S Nt N ¢ V)

Si n est pair, on doit attribuer a s les valeurs 0, 2, %, .... n; et, si n est
impair, supposer s = 1, 3, 5, ... n.

9. Dans le produit des séries

1.3.5...2p—1)2p(2p—1)...(2p —n+1

2p—n
»> 2.4.6...2p o
2(_” 2n+1)2n —1)...(2n — 2q + 3) ™,
2.4.6...2q

supposons, comme précédemment (2), 2p—+2¢—n=s, ou 2¢=s-+n— 2p.
L’expression du coefficient de x° sera

s 1.3.5...(2p—1)2p(2p—1)...2p —n+1) (2n+1)(2n—1)...(n+-2p+3—s)
2= 2.4.6...2p 2.4.6...(s4+n—2p)

Mais ce coefficient est A, ,; donc, par la formule (13),

x+n , 1.3.5...2p—1)2p(2p—1)...2p—n+1) (2n+1)(20—1)...(n+2p+3 —3)
2= 2.4.6...2p 2.4.6...(s4+n—2p)
1.2.3...n

— Ny8 * Yn—s ——
gn—s ’ =3

(*) -Plus généralement : si p est un nombre premier, la fraction

(m+1)(m+2)...pm
pln.

est réductible ¢ un nombre entier, non divisible par p. En d’autres termes : Dans le produtt
(m 4+ 1) (m + 2) ... (mp — 1), le nombre premier p est m —1 fois facteur; ce qui est visible.
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Pour simplifier cette remarquable sommation, j'observe que :

° %;—) X 2p(2p—1)...(2p—n~+-1) =—————4: (?2525), X 1.2.3..m X 2?)(2])-;1.)2":(‘2.]::"4-1)
l 2 45 Cﬂp, 13 x CQ)), M’
90 2n +1)(2r—1).. (n+p+5—s)= 1 '(2n+’l)(Qn—fl)...(n-x-p-'-5-s).
2.4.6...(5+n—2p) Qﬂz'i‘-p 4'2“.(3_42;2;_ )

La relation précédente devient donc, aprés suppression d'un facteur
commun, '

n_ 1 2n+1)(2n—1)...(n+p+3—s 1
2(—1) 2 ,'-‘""— Cip,p X C21r.u X ( )( ) ( p ) = Y—$
S-+n ‘ 1.9 (s+n ) 2

Cn,s an- :,'3;_"(18)
2

2 P

Dans celle-ci, la variable p doit satisfaire aux conditions

n __. S+ n
3<P<—

Soient, par exemple, n=9, s= 5. On peut faire p=35, 6, 7; et I'on doit
trouver

19 .17 1 9

1.2 9B Ciz,6 X Cpsy9 X Co,s X Gy

1
—1 G 1 X Ciypo=

+ G5 X Cro9 X —— 2

1
9 94

ou, successivement :

252.10 19.47 924 .220 '194_5452.2002_'126.6

?

gtz ! 9 - 913 9 = T gt
3.5 231 .110 429 .1001 63.3

——6 19,17 — 19 + = ,

1024 1024 1024 4

63.5.19.17 — 63.5.256=251.110.19 — 429 .1001,
3.5.19.17 —3.5.256=11.110.19 — 143 . 143,
3 (1615 — 768) = 121 (190 — 169)

3,847 =121.21,

TT=11.7.
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10. La détermination de y™, et par suite celle de P,, peuvent étre pré-

sentées d’une autre maniére. Posons
_t
S e e (19)

1+
nous aurons
du 1 2 du 1.3 -5 du 1.3.3 I
— =1 2 = __ (1 [ — 1 z.
e G I ol e AU A~ I I A
dv 1 -2 v 1.3 -t dv 1.5.5 -1
2078 5 TR0 N mmeeet— b

donc, par la formule de Leibniz, et & cause de y = uv :
by _ ll:(l +x)_; “ —x)_; —q —ac)_%(l +x) 3]

%(l—x?) o —a—a),

o (1 + x)‘f —z) *+5(1 —x)‘;'(a +ac)_;]

{2 !
%:;—[)(l—i—x) T(—a)
-—‘2-,(4—9(: §[3(4+ac)’—2(1-|—-av)(1 —2)+3(1—2a)],
ga—’é=i;[5 5 4+x)‘9(4~x)‘;—3.5(1+x)‘; 4—x)_$+5.3(1+x)— g('l—x)_; 5 5('1+x)_z(4 x)‘%]
2
(l—ac’ [1 3.5(1+23—35.1.54(1 +x)(1--2)+3.1.1.3 (1 +z)(1—x)*—1.3. 5 (1—a)’],

Conséquemment :
1 1 ,
P, =§[('l+x)——(’l—x)], Pg=¥[1.5(1+x)‘—2.1.1(1+m)('l——x)+1.5(1—x)2],
1 -
Ps=§[1.5.5(1+w)"’—5.’1.5.1(’l+x)’(1—-x)+3.1.1.5(1+x) (1—=f—1.3.5(1—a)]
1
P‘=—['l.5.5.7(4+x)‘—4».‘l.5.5.1(1+x)3(l——x)+6 1.
—4&.1.1. 5(l+ac)(l—x) +1.3.5. 7(1—-.1:‘]

3.4.3(1 + (1 — )

[1 3.5.. (Qn—i)(l+x)"—7.4.5.5 w(2n—=3). 1. (I +x)"' (1 —x)
P (20)

= (n—1) 1.5.5...(97:—5).1.5('l+w)"_' (1—x)*—

1.2
@ —3)(l+x)(l —x)"'F1.3.5 ..(‘2n—1)(1-—-x)"].
2

I\9|_

n

n
+-1.1.5.5...
1
Tome XLIIL
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11. Le terme général du second membre est

T AT BT

F(n—k+1—)) I‘(k +-;-)

= (—1)C, (1 + x)y=* (1 — x)
1 1
i) r(3)
i
=T oy, (1 ey — ot St (ot
d ]
Par conséquent,

Fr+1) 4, Ll - k

P,= - ;3/‘9 s (1—0) *dezo(—l)"cu,/‘(a-!-ﬂx) "‘(1—0—90+6x).

La quantité sous le signe Y est le terme général de

[(Ve 4+ 0x) — (1 —6— x + ex)]”;
donc

p=r0" ”/’L% (1 — o) (o 4+ 2 — 17) db;
3

0
ou, si l'on fait § = cos® [ :

P"=F(”+”/(x+cosq>)"dq>; N 1 B

T ]

expression assez simple.

12. Si on la substitue dans la relation (9), on trouve cette formule :

T

S (@ cosg)* [(x + cosp) cosp — (n — 1) sin’p] dp=0; . . . . (22)
(]

dont la vérification est facile.
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II.
SOMMATION D’UNE SERIE. — INTEGRATION D’UNE EQUATION.
1. Parmi les Notes que l'illustre Legendre a placées a la suite de sa

Géomélrie, la plus remarquable me parait étre celle qui donne, en fraction
continue, le développement de

a 1 a’ 1 a®
1+ — + + e
o z4+1  1.2(z+1)(z+2) 1.2.3(z+1)(z+2)(z+3)
b =3 i 1@ | 5 P
1 +-4+— e
z 1.2z(z+1) 1.2.3z(z+1)(z+2)
savoir,
o
Y (=)=
a
z+
z+ 1+ ¢ (2)
a
z+ 2+
24+ 3+

Ce développement résulte d’ailleurs des équations

tp(z)—(p(z+4)=$i_—ﬁcp(z+2),. B )]
_g(p(z-o-d). A
Lp(z)—z-———cp(z) e ()]
dans lesquelles
. a at @ o
PO =t ) T 125 e 50

(*) La formule (4) est I'égalité (1), mise sous forme abrégée.
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2. Changeons de notation, et soit

x «’ a?
P N (¢
PO =y = G ) T e ke ) (e D) “

Pour évaluer y, ou sommer la série, prenons la dérivée de o* ~*

/ .
k ke

F=1) = (kb — 1) xi—2 k-1
@)= (k= Dot e e s ke )

Multiplions par 2*~* les deux membres de cette équation, et prenons
encore la dérivée; nous aurons

x‘l

[me—l:(xk-ay)/}:,] + _i +—— .=
' 1.k 1.2.k(k+1) ;

ou
zy' +ky —y=0. . . . . . . . . . . (7

Telle est I'équation qui, intégrée, ferait connaitre ¥.

3. On tire, de I'équation (6):

o 1+ z + il + ]
Y = — LR
Y k[ (k1) 1.2.(k+1)(k+9)

ou

y’=:—cq>(lc+4)............(8)

~ La relation (4) devient donc, aprés le changement de notation,

"~

s =zL; . . ..

< I

ou, ce qui est équivalent,

d.o(x, k)

p =oqx,k+1). . . . . . . . (10)()

k

(*) Cette équation (10) nous parait se rattacher au Calcul des différences mélées, dont Biot,
et d’autres Géomélres, se sont occupés au commencement du siécle.
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A. Lorsque k=3, (k) = l/a?%:—:i %g-— (*)- L’équation (9) devient

1 &= — e—Wr

’
y__ 2 .
Y VigeVE 4 e VF

La fraction 2~ ‘"/;_W’ estla dérivée de eV'* 4- ¢=2%; doncy =y, == f-e=>V"
doit satisfaire & I’équation

1
acy”+§y'—y=0. R (1))

C’est ce qui a lien en effet. Connaissant cetle inlégrale particulicre , on
trouve, sans peine, I'intégrale générale

y=—AF B Vi L L (12)(Y)

UNE FORMULE COMBINATOIRE

1. Prenons les trois formules connues :

1 1, 1.5 1.5.5...(2n—1
=|+—x2+—ax‘+...+._o¢___)x9”+...,_ o (1)
Vi—a? 2 2.4 2.4.6...2n
arcsinx = x ! m5+1.5m"‘+ +1.5.5...(2n—1) e (2
1.25 2.45 2.4.6...2n omad )
1 e L 2 2.4 2.4.6...2n anee ”
o (e SN = s o e e T T N ST e ey )

(*) Lecenore, Eléments de Géométrie (1823), p. 291.

(**) La question précédente, traitée dans mon cours, au mois de novembre dernier (1875), a
été Poccasion du remarquable travail de M. Le Paige, présenté a I’Académie (Bulletin, mai1876).

(***) Traité élémentaire des séries, p. 102.
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On conclut, de celle-ci :

arc sin x 2 s 2. 4% " 2.4.6...2n
C4+—a - —a® +-

- = . x2u+l+'_
Vi—o 3 5.5 5.5.7...(2n+1)

Ainsi, le produit des séries (1), (2) est égal d la série (4).

2. 1l est visible que

1.5.5...2n—1)  1.2..2n 1

= _‘Cn n*
2.4.6...2n (2.4.6...2uF 47 ™

(%)

Par conséquent, si I'on fait le produit des séries (1), (2), et que I'on

égale, a 55“(% , le coefficient de **', on a cette formule de somma-
tion : '
Conn+=-Cogni-Coy+=.Cougus-Cogt+-- + L 2,
’ 3 ’ ’ 4] ’ ’ 27 +1 ’

. 2.4.6..2n
3.5.7...(2n +1)

Par exemple,

. 1 1 1 1
(Jm’g -+ = 03'4 . Cg,i -+ —"C(;‘g . C,g'g -+ - C"«z . Cs’g + - C2'1 . CB,& -+ —010'5
J b} 7 9

1
_ plk0.8.10
3.5.7.9.11
ou
952 + 270,24 L9064+ £6.20 + 12.70+l252=—i—,
3 5 7 9 11 7.9.11
ou "

12 4 12 n
2989 4 M)+ — e
mor vy 7.9.11°

etc.
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Iv.

UNE INTEGRALE DOUBLE.

1. Dans une Note qu'il a bien voulu me communiquer, et qui est encore
inédite , M. Le Paige démontre cette nouvelle relation entre les Nombres de
Bernoulls :

— (Qq -+ ") Bg‘]_‘ == Cg,hg B| . Bg,’_z -+ CQ’I.‘ . B3 Bg,l_s B IR o Cg,l,g B?‘l-5 B’. . ('I) (‘)

- t?‘l-'dt
By = 4q f Y

Dans le second membre de Iégalité (A), substituons, & chacun des
nombres de Bernoulli, la valeur résultant de cette formule; nous aurons

dad
:t(2q+a)Be,,_,_w/f(m_dx(ilm_d)p )

D’aprés Plana :

en supposant

P = 1(g—1) Cyyo 4% 4+ 2(g—2) Coy s 8 Y/~ - 3 (= 5) Gy 855"~ 4+ (g — 1) 1 2%y, (3)

. 2. Les coefficients

geee

”q_i)fzq(ﬂqv—l), o —2) 22— =9 [ )Qq(gq__.:) (2—5)
1.2 1.2.5.4 2.6

se réduisent a

29(29—1)20—2  2q(29—1)(29—2)(2¢—5)(2¢—4) 29(29 —1)(29—2)...(29—6)
4 1’ 4 1.2.3 ’ 4 1....5 o

Par conséquent,
’l 20—3 3,,2q9~8 3,,29—7 2
P=-§q(2q—4)[C,q_g‘,acy" 4 Cyy g5 XY™ ™% 4 Cyy g 5. Y7+ -+ 4 Gy 2™ %],

(*) Bulletin de I’Académie, mai 1876.
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La quantité entre parenthéses est la somme des termes de rang pair,
dans le développement de (a + y)™ % Autrement dit, cette quantité

égale , [(w+y )~ — (x—y)*~*]. Done

qRg—D[(@+y2—@—yPr]; . ... ()

e~ -

P=

puis :
D x + y 2”_2 (w _ J)QI‘_Z ).
(29 + 1) By = 4q(29 — 1) / f (e,,,, e —1) dx dy;

ou, par le changement de g en ¢ + 1:

= o (x4 y) — (x— y) 2¢+3 XY [+
dy==F¢ ——— By, . . (
t/‘ (e — 1) (™ — 1) dedy = /4—(q+ 1) (29 + 1) el G10)

3. Remarque. — Si 'on considére la surface ayant pour équation

_@rypr— (@ —yp
(e —1) (™ — 1)

laquelle est asymptotique au plan xy ; le volume de I'espace limité par cette
surface et par les plans coordonnés est, non-seulement fini, mais commen-
surable.

4. Remarque. — 8i, dans les deux expressions de P, (3), (4), on
suppose x =y =1, il en résulte cette identité :

1(g — 1) Coya+2(q — 2) Coy )y +3(q — 3) Coye+ -+ + (¢ — 1) 1.Cyy = q (29 — 1) 47 (6)
Par exemple,

10.9 10.9.8. 10.9.8.7 0.9
+‘25———u'2———-411———-—5964

1.4. .3. 9.
1.9 1.2.5.4 ° " 1.2.5.4 1.2

(*) On doit prendre le signe — si q est impair.
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V.
UNE DECOMPOSITION DE FRACTION RATIONNELLE.

1. La théorie exposée dans tous les Traités d’Algébre donne, successi-

vement :

1 . p=n Ap p=n B,' ’
(x — a)* (x — b)" =2 (x — a) +,,=1 (e — b)"’ s ()

p=!

1 p=n )

e R

—n p=n

1

. z
L A SN R N .
(@a—b+2) (@—1) [+a—b ?Eﬂ 2 (2)
Ay =(=1)=C ! (3)
P 2n—p—1, n—p m, ...... .
4 p=n ’l 1

T = G|

(@ — b7 (x — a) * (b — ayin=r (x — b)”]. @

Par exemple,
1 IR 1 1
T1ela—e—a  b—aE— b)]

1
3 r 1 1 ]
1 la—tf@m—ar  (o—a)(x— by

i 1 1 ]
T la—bfe—af T —af @—bp)
ou

(c—by =6(x—a) (@—b)*[(x—b) —(x—a)] — 3 (¢ —b) (x—a)(x — D) [(x—0) + (x - a)ﬂ]
+ (a—b)? [(x—b) — (x—a)’].

2. En général, la relation (4) devient, si I'on fait disparaitre les déno-
minateurs :
yﬁil

(@ — by = E (— 1)" Cou_py, uep (@ — D) (x — @)*? (x — b)"~? [(x — by + (a—a) ]. (3)

p=1

Tome XLIL 3
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Pour x = 0, cette identité se réduit &

(6 — b = (— 1) Coryiyay (0 — b (@)= [ + (— b3

p=l

ou, par le changement de b en — b :

p=n

(@ + b =3 Carepoi ey (6 -+ )P (@)= (@ + b9) (%);
p=1

ou enfin
p=n

(a + b)! =2 Conptyu—p (@ + O~ (ab)P (@ +b7). . . . . . (6)

p=1

3. Si, dans le second membre, on met en facteur commun «”, puis 4",
on trouve

n(n+1)

1.2

@+w4w+m+qHme]
(7)

(@+by a4+ -+ Cyyg,y u"“].

m+ww*=w{w+ww+;w+m%%+

nn-+1)
1.2

+ b" [(a + byt + 11_1(“ + b ta 4+

Cette formule du bindme est un cas particulier de celle-ci :

1
(a4 b+t =ar [(a + b))t - ?(a +b)7b + d (i) _: )’\a + )0 4 -+ Cppy g o lﬂ"‘]
®)
(a+0P3at 4+ 4+ Cppy g py a"“],

+ bt [(a + byt + % (a+bP2a+

qlqg+1)
1.2

que P'on peut déduire du Probléme des partis (**).

(*) A cause de (—1)" =7 (—1)*~? =+ 1.
(**) Mélanges mathématiques, p. 73.
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VI.

SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE.

1. Dans le Mémoire intitulé : Recherches sur quelques produits indéfinis,
j’ai considéré la fonction

Fo)=q+¢+¢"+¢+--, . . . . . . . . .M

dont Dillustre Jacobi s'était occupé. On va voir que F (q) représente la
somme (inconnue ) d’une série analogue a celle. de Lambert.

2. Lemme. Soit N un nombre entier. Soit & un diviseur mMPAIR de N,
composé d'un nombre IMPAIR de facteurs premiers, inégaux. Soit enfin & un
diviseur MPAIR de N, composé dun nombre PAIR de facteurs premiers,
mégaux. Celu posé, le nombre des diviseurs d, égal au nombre des diviseurs o',
est 215 n représentant le nombre des facteurs premiers, impairs et inégaux,
de N.

Soient a, b, ¢, d, e, ... ces facteurs premiers. Les valeurs de J sont

a,b,c,d, ..., abc, abd, acd, bed, ..., abede, ...;

>

les valeurs de ¢’ sont

1, ab, ac, be, ..., abed, abee, bede, ...

Or, par la théorie des combinaisons, on sait que le nombre des termes
contenus dans chacune de ces deux lignes est 2"—': donc. ete.

3. Considérons la série

go(q)— q _ q3 _ q5 q7 q“ qﬁ i qﬂi qﬂ qw qzi

3 qzz B q'zo 3 qsl N qss N qsrs o
,l_q% ,1_(199 1—g¢* ,l_qss ,l_qss ’
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, pour abréger,

q q qabc
CP(‘I)=,1__(I 24_"] 2 — ab ET_W"‘a e (2)

a, b, ¢, d, ... étant des nombres premiers, impairs et inégauz.
Si chaque fraction est développée en série, la somme de toutes ces séries
prendra la forme

Ay + A’ + -+ -+ A Q"+
ainsi
?(q)=2 Anq"' C N . . . . . . . . (5)

/

Cela posé, il y a deux cas & distinguer :

1° 8¢ n est une puissance de 2, le terme A,g" provient, uniquement,
de ii—q; donc A, —=1.

2° 8¢ n west pas une puissance de 2, cet exposant a la forme
2k gz b ¢ d’...; A, égale le nombre des diviseurs &/, moins le nombre des
diviseurs J; ou, d’aprés le lemme, A, _,.

Conséquemment,
\ P@=1+q++q¢+¢+--=F(g; . . . . . . %
ou bien
F(q)=q+q‘+q‘+qs+...
q _ qabc . . . . . . (5)
:1_ q E + 2 1— 2 1— qabc )

4. Si, dans cette égalité (5) , On change q en — ¢, il vient

~q+¢+¢+¢+~

_ q —2 2 qallc
'1+q 4+q 4+q“” 4+q“”c

puis, par soustraction,

_ 4§ 7
q_,l_qe 2]_

ab abe
q2a+2 ,l_gq‘luh—Ed_qq?abc_'_ Tt

¢’est-a-dire :

_ q _ qs _ q5 _ q7 _ qM _ q43 . qlti _ ql7
q ,1_q2 ,l__qe 4_qio ,]_qu ,‘_q22 ,l_q% ,l_qso 1_q54
q49 q24 q% qzs qzj qaz ) qss _ * (6)
- + 7

_4_qas+,l_qﬂ—,1_qm_,1_qss 1—¢® ,1_q66+,l_q
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Cette relation remarquable s’accorde avec I'une des formules données,
par M. Tchébychef, dans le Journal de Liouville (tome XVI, p. 340).

5. Dans la série

4

= |
N,

b 6
+i+i+
5 6

==

2 3
w1, L,
2 "3

développement de — 1 (1 — ¢), groupons ainsi les termes :

B
~
8o
-~
™
o[,

+
l
+
I
+
+

o e
o«
< b
=2
ES L
5

+
+
|

+

Sy
+

|
-
|3

1o
S

3
~1
=

+
Ucl-Q
+
=
+
. wl
o
4

+

nous aurons

ou, ce qui est équivalent :

(l
—1l(l—q=) / dg (g -+ ¢+ ¢t )

=1 ¢

)
¢ étant impair.
ey F(q
La nouvelle série égale %; donc

—1(4—q)=§/q%1¢(qf). N )

=1

Ainsi, la transcendante F (¢), déja rattachée aux fonctions elliptiques,
peut étre introduite dans le développement de la fonction 1 (1—gq) ().

(*) Pour vérifier, a posteriori, la relation (7), il suffit d’intervertir Pordre des signes 2 , f :
qdq
1—

le second membre se réduit, tout de suite, élf = 1(1 —q).
)
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VII.

SUR LA SERIE HARMONIQUE.

1. Si, dans la derniére équation de la Note VI, on suppose ¢ = 1, les
deux membres deviennent infinis ; en sorte que la transformation précédente
n’est pas applicable & la série harmonique :

Lot
—_— = — e n
RECTME S

Afin de simplifier, néanmoins, le calcul de

y 1 1 1
S, =14+ =4+ -+ +—,
2 3 n

je groupe ainsi les termes du second membre :

Soit 7 un nombre émpair quelconque, non supérieur & n. Le quotient de
n par i est compris entre deux puissances de 2, consécutives; de maniére que

n
2 L = & 2,
1

Cela posé, les fractions
11 1 1

—_—y ——y ey s e

% W 2%
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ont pour somme

1 (1 1 1 '1) 1 20+ —
— - - e — = —
U TeTta T 90) — i 9
Donc
i=n,l 2044.[__,1

en supposant, pour plus de régularité, n impair.

2. La formule (10) abrége, singuliérement, le calcul de S,. Soit, par
exemple, n — 101. On trouve

127 1 63 1 31 1 1 1\15 1 1 1\7
w= s m it s B w)

1 1 113 1 1 1
srmermi s m)

Ainsi, au lieu de cent additions de termes appartenant a la série harmo-
nique, il en reste seulement 2 - 6 + 11 |+ 25 = 44.

3. On simplifie la formule (1) en prenant « pour variable. A cet effet,
divisons n par 1, 2, 2*, 2°, .., 2% 2**' .. Soient, en général,
a, o + 2, @ + %, ... b les nombres impairs compris entre - et .>—. Nous
pouvons écrire :

a1 1) 24 — 1
5 LN
" ;:0 a+a+2+ T 9 _ @ ()

L’exemple ci-dessus est une application de cette derniére formule.

(*) Soit, suivant la notation de Legendre, E(#) = ¢, le plus grand cntier contenu

n . 1 1, n
dans FrESE Le nombre des fractions 2 i % égale ¢ ouq + 1, selon que E (;;) est
pair ou tmpazr.
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VIII.

AN

SUR L’EQUATION D’EULER : y (¢ + nx) dx — (y + a =+ bx + nx*) dy = 0.

I. L'intégration de cette équation, déja simplifice par Le Besgue (*),
peut I'étre encore, de la maniére suivante.

Jobserve, en premier lieu, que si » = 0, on rend Iéquation homogéne
en posant ¢ -+ bx — z. Supposant donc n différent de zéro, et remplacant
Y par ny, on a '

c a b 2
y(;+x)dx——[y+;+’—lw+x dy =0;

ou, par un simple changement de notation :
y(x—c)dx=[y+(w—a)(x—b)]dy. T (0

Telle est donc la forme a laquelle on peut réduire I'équation d’Euler.

II. Soit

. y(a,—c) KR\ .
u—y+(x—a)(x—-b)()' B &)

Péquation (4) devient

dx _ du .
(x—a)(x—0b)(x—c) u(w+c—a)(u+c—>b)

ou, si I'on fait
UAC=V: « « « « « « « o« . . (3

dx N dv. .
(x—a)x—b(x—c) @—a)(v—0)(v—c)

(4)

(*) Journal de Liouville, tome X.
(**) Transformation employée par Euler.
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III. Les quantités a, b, ¢ étant supposées inégales, on a

1 1
CmaE—hE—d 2= e—a

ou
1 - 1 c—b
(x—a)(x—0b)(x—¢) (a—b)(b— c)(c-—-a)zx-—a’

donc P'équation (%) devient

—b - b— — — —
(c +a c+ a)dac=(c b+a ¢, a)dv; N )]

+
xr—a x—b x—c¢ v—a v—b v—ec¢

de sorte que l'intégrale cherchée est

(c—b)l-:)c—};ﬁ+(a—c)l::2—l;(b—a)lg—:—_-2=const. A ()]
IV. D’aprés la formule (3):
‘ yx—e

Ve—C=

y+(x—a)(m—b), :

Yy + (¢ — a)(x—0b)
y-’-(x—a)(a:—b)’

v—a=(x—a)

Yy + (c—b)(x —a)

v—b=(x—b)y+(w—a)(x-—b),
x—a y+@—alx—>b) x—b ya(r—a)x—b) x—c_y+(x—a)(x—b) 7
v—a_y+(c—a)(x—b)’ v—b y+(c—b)(x—a) v—c Yy - ™
A cause de

c=b)+(@—ec)+(b—a)=0,
I'intégrale (6) devient donc
(c—=t)1y+(c—a)@—h]+@—ly +(c—0) (@ —a)] + (b —a)l y=const.;
ou, sous une forme plus simple :

ol L emwE@—=by c—b)(@—a ., |
(c M{L+——7——q ( ¢MD+———7——}JL..(&
Tome XLIL : 4
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IX.

SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI ET D’EULER.

Dans le petit Mémoire qui porte ce méme titre, aprés avoir supposé

x a3 o8
te x=G,— 4+ G; + G
= e s e 3.5

x&

1
—_— +G,_x_+ G——————+ - -,
. 1.2.3.4%

j’ai donné Ia relation
G —C 416Gy +Cy 56 3—CysGy+--.=0, . . . . . (5

qui permet de former G,, G5, G,, ..., en partant de G, = 1. Mais le calcul
exige des additions et des soustractions : il serait abrégé si I'on n’avait &
faire que des additions (*). Tel est I'objet de la présente Note.

I.

Si I'on fait

: Y= tgs + 1 ='|+sinw,

cos X cosx
d’ou résulte :
y’=ll + sinx’ I+ y2=2 + 2sinm’
cos®x cos’x
on a
y'=131+y);

et, par conséquent,

1.2...¢

- : . R ()]
1 x 22 o 2
3 /l+(1+GfT+GzE+."+Gi+‘12...i+'”

G1+G,%+v--+G,-_H 4=

(") Mélanges mathématiques, p. 131.
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Développant le second membre, et identifiant, on trouve

G,‘.H =% [G, -+ C;" Gl G,'_‘ -+ C,',z Gg Gi_.g + 0+ Ci,l Gi-—i G‘ -+ G,]; P (‘2)

formule beaucoup plus commode que celle qui résulte de I'égalité (S).
A cause de G, = 1, on peut I'écrire sous la forme symbolique :

G =4 [G + G-

IL

Le calcul précédent, appliqué a la fonction z=tgx, donne 3' =1 - 2°
Aipsi, les nombres pairs G;, Gy, ... se déduisent, les uns des autres, au
moyen de la formule

G241+l = Czq,t .Gy qu—a -+ C2q,5 G; qu—s + e Cﬁy,l qu-a Gy, . . . . (5)

dans laquelle G, = 1. Ces nombres, liés aux coefficients de Bernoulli par
Péquation ’
2q
By = s — 1) B

ne différent pas des nombres y,, ys, ¥s,..., que j'ai considérés autrefois (*).

II1.
L’équation
y=%1(1+y),

trouvée ci-dessus, conduit, trés-facilement, a deux relations entre les nom-
bres G, que nous croyons nouvelles. En effet, 4 cause de y = 1 pour x = 0,
on conclut, de cette équation,

y—1 1
1 32"

are tg

(*) Mélanges mathématiques, p. 128.
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ou ,
c’est-a-dire
2 3 i

X X
— - - G,
G+ g+ G+ S

x x? xit : G, (m) G; (ac) »
- Yo —— e — |- =) 4+ L
[2+G‘4+("4.2+ e iyt ][4 9/ TT2.35\2

Lorsque ¢ est pair, le coefficient de #*, dans le second membre, est

-+ e =

S T Y (1)3 ! Gi_sG (4)'}l L 6.6
—_— G = - o= ————— i
21.2.. (=14 e T i—s)n2.5 T\ Tei—2)
donc

Gi=%ci,4G1_4 Gn""(%)aci,sGi—aGa'*‘"'+(%)‘_’ C.1G Gy
ou bhien

G‘z/, = £ Cy,1 Goyy Gy + (%)3 Ceq,s Gy 3G+ -+ (%)2"_‘ C,.1 Gy Goyy- .. (%)

Si l'exposant ¢ est #mpair, on trouve d’abord, par un calcul semblable
au précédent,

G=1%CG_ G + (£)C 3G 56+ .-+ (3)C 26y G, + 3G,
puis
@' —1)6,=2"2C; | G;_, G, + 2%C, ; G;_5G5 + - - -+ + 2C; 5 G, G;_,
ou
(4 — 1) Goyps = 2% Cygyy g,y Goy Gy + 2%7° Gy 3 Gy s Gy 4+ + - 4+ 2Cp410 Go Gopy. (D)

A cause de G,,— E,,, I'équation (%) peut donner les nombres d’Euler au
moyen des nombres de Bernoulli; P'équation (5) fait concourir les uns et les
autres & la détermination d’un nombre de Bernoulli, dont le rang est donné.

IV.

En supposant, comme nous venons de le faire, ¢ successivement pair et
impair, et en combinant, de diverses maniéres, les formules (2), (3), on
obtiendrait d’autres relations entre ces deux catégories de nombres; mais
elles ne différent pas de celles que nous avons publiées autrefois.
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X.

SUR L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Dans une Note sur ce sujet, imprimée il y a trois ans, nous disions : « Pour
» transformer, en une différentielle exacte, le premier membre de U'équation

-

dx dy
rx)-q--A(y)=0,...........(1)

» il a suffi de le multiplier par

A(x) A (y) — ¢*sin 2 sin y cos x cos 1 .
a—AEAY bt Ay N )

1— c*sin*xsin’y

4 dx dy
» Conséquemment, [m-p N

» fonction ¢ étant arbitraire; et, s¢

-

]q; (3) est aussi une différentielle exacte, la

-

dx dy .
[m"‘ m] ¢()=dv,

on peut adopter, comme intégrale de Uéquation (1),

=
04

V = const. (7). »

Nous allons faire, & quelques cas simples, I'application de cette remarque.

Si 'on prend ¢ (2) = 2* = [A(w)]*, on a

dx dy 1 A(x) A(y) — c*sinx sin y cos x cos y]"’
W [A(x M A(y)][ 1 — c*sin’xsin’y Ale)dp = d-E(). (3)

Mais (**)

dE (1) = dx A(x) + dy A(y) — *d(sin x sin y sin p);

(*) Comptes rendus, 25 mai 1874, p. 1481.
(**) Fonctions elliptiques, t. I, p. 43
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donc : 1° la quantité AV est une différentielle exacte, identiquement égale a

)

dz A(x) +dy Ay) — c’d[sin xsiny sinzeosy Ay) + SlnycosxA(a;)]

1 — *sin*xsiny
20 lintégrale de Uéquation pewt élre mise sous la forme :

sinx cosy A(y) + siny cosx A(x)
1 — *sin*xsin’y

E(x) + E(y) — ¢*sinxsiny = consl.

1L
Soit ¢ () = ¥* = [A ()]>. Alors
dV = (1 — ésin*p)dp,
V=(1—1c)p + £c*sin 2.
D’ailleurs : .
__sinzcosy A(y) + sinycosx A(x)
" cosmcosy —sinxsinyAx)A(y)

'8

[sinx cosy A(y) + siny cosxA(x) | [cos xcosy — sinzsiny A(z)A(y)].

sin 2u =2 5

(1 — ¢*sin*xsin’y)?
donc Pintégrale de I'équation (1) est, si I'on veut,

sinax cos y A(y) + siny cos x A(x)

(2—c}arct ——
cos x cos y —sinx siny A (x) A(y)

e [sinacosy A(y) + siny cos x A(w)] [cos x cosy — sinxsiny A (x)A(y)]

= L,
(1 — ¢*sin*x sin’y)? cons
1L
1 c?
Prenons ¢ (1) = — S = e n s hous aurons
dye
dV = —————=d
(1+ nsin® &) A(x) A (e),
ou
AV — dx dy 1 d.arct nV asinpsinxsiny ™
T (1~ nsin®x) A (x) + (A+nsiny)Ay) Va g4+_n—ncosy.cos:zr;cosg,l ’

(*) Fonctions elliptiques, t. I, p. 75 : a = (1+ n) (4_,. 'i:)

®)

Q)
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expression dans laquelle sin x et cos u doivent étre remplacés par leurs valeurs.
L'intégrale de I'équation (1) prend donc la nouvelle forme :

=const.(10)

(e TT(y)— —|: arclg n \/ia—s’in :rs.ini y[sinzeosy A(y) + siny cosa A.(ac)] |
Va (14-n)(1 —c*sin*rsin’y)—ncosxcosy[cosxcosy —sinasiny A(x)A(y)]

En outre, la différentielle de cette derniére fonction est, identiquement,
égale a

dx dy (1 — *sin’x sin’y)? '
o [ - ] Y . (1)
A®)  A@y)d(ct +n)[1 — ¢*sin*asin’ yJ* + n[A(x) A(y) — ¢*sin xsin y cos wcos y |*

1V.

. .y . . “
Soit, comme derniére application, (%) =9A°?—#): nous aurons

4 1 i
AV — COS#('E v 1 ll-l-csmp.
1 — ¢*sinu

2 1 —csing’ ' (12)

Par conséquent :
1° La quantité

[ dx . dy Jeoszcosy—sinxsinyA(z)A(y) 1 I1—-c’sin’xsin’y+c[sinaccosyA(y)+sinycosxA(av)]
Alx) Aly) JA(x)A(y)—c’sinxsinycoswcosy_chl—czsin’xsin’y—c[sinxcosyA(y)+sip yeosxA(x)]’

20 Uintégrale de la proposée est

| — Ssintasin'y + c[sinz cosyA(y) + singeoszA@)] _ 13
'I—czsin’wsin’y—c[sinxcosyA(y)+sinycosxA(x)]_cons' - (19)

V.

Lorsque ¢ = 1, l'équation (1) se réduit &

dx dy 0
——— ;

cosx  COSY
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et I'intégrale émmédiate de celle-ci est

tg (Z -+ g) X tg (7—; + ‘g) =const. . . . . . . . . (14)
Quant aux intégrales médiates (4), (7), (13), elles deviennent, respecti-
vement :

sinx + siny sing +siny  (sinx + siny) cosx cosy
n - = const., arct -+ - - > = consl.,
1+ sinxsiny C0S2COS Y (1+ sinx sin y)

(1 + sinx)(1 + siny)

= t.
(1 —sinx)(1 —siny) cons

D’aprés ce qui précéde, ces quatre derniéres formules sont équivalentes (*).

VI

Le module ¢ étant toujours ézal a I'unité, la quantité 2(2) devient =2 .
) 8 ) i
~+sinasiny

. 1 (5 . o i Sy .
Par suite, dV=(£5+z:,g—y) ,—_?Z,flc—m; Si I'on intégre directement cette dif-
férentielle, et qu'on identifie le résultat avec o7k, on arrive & cette

conséquence curieuse, qu'il est facile de prouver directement :
Léquation

siny +tgix . sinx +-sin
y=2arctg YT 8ET are sin —-—y~
cosy 1+ sinxsiny

est identique.

(*) I en résulte, en particulier, que si 'on propose de rendre calculables, par logarithmes,
les valeurs de z données par chacune des équations :
sina -+ sinb sina-+sinb  (sin a + sin b) cos a cos b

- ——, Z-sinzcosz=arctg N Y
1+ sinasinb €0s @& cos b (1 +sina sin b)?

sinz=

)

1+sinz__ (1+sina) (1 +sinb)
1—sinz (1 —sina)(1 — sinb)’

r 3\ _ (T a r b
‘g(?ﬁé —‘3(1"“5) ‘°(z+§)'

——QUE————— —

il suffit de prendre



