SUR LA

TRANSFORMATION DES VARIABLES

DANS

LES INTEGRALES MULTIPLES.

PREMIERE PARTIE.

VALEURS GENERALES DES INCONNUES DANS LES EQUATIONS DU PREMIER DEGRE ,
ET PROPRIETES DES DENOMINATEURS COMMUNS.

1. Considérons les n équations du premier degré entre » inconnues:

e + bz, 4+ 06,25 4+ .. +hg, | +lz =ua,
a8, + bg, + ¢y + . +ha,  +ly —a, )
as, +bs, +Cp 4+ . +kz,  + 1y =a,.

Pour obtenir la valeur de Pune quelconque des inconnues, de =, ,
par exemple , je multiplie ces # équations respectivement par » indé-
terminées %, , &, .... },, entre lesquelles j’établis les n—1 relations
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suivantes :
ar + a4k + .. +a ) =0,
b, +bA, + .. b2 =0, @)
By 4+ kA, + oo + k2, =o0;
ce qui donne /
:v o Me o Ae, e+ Aa, o (8)

L WA Y

Cette expression de #, démontre la régle qui sert a former le nu-
mérateur de chaque inconnue, au moyen du dénominateur.

2. Les équations (2) sont au nombre de (z—1), entre » incon-
nues. On peut donc satisfaire a ces équations d’une infinité de ma-
niéres; mais parmi tous les systémes que P'on peut adopter, il en
existe un trés-simple. C’est ce que les calculs suivants vont démontrer.

3. Dans les équations (1), j'omets successivement chacune d’elles,
et, en méme temps, 'inconnue #,. J'obtiens de la sorte, n systémes
d’équations entre (n— 1) inconnues; savoir :

a8, + bw, + . + k3, =a,,
3%, + by®, + oo 4 kg, | =uas, (19
az, +bz, + i + kg, =a,
as®, + by, + woii + hyw,_ =uas,
a, + b, + oo -k, =uay,

ez, + by, + .. +kx, =ua,

ax, + bz, + .. +k2, —a,.

o, + bz, + s kg, =ua,,
a8 +bZ, + e kg, =a,, N L L L (3)
e, +bw, + . kg, =a,
a,x, + bx, + ... +k

wn— I

==d,.

2
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ar, +bx, +..+kz, , =a,
a,%, -+ b2$2 e + kzxn—l =y, (no)
T Y TS N S SRR S Y LY S

Il est bien entendu que, dans deux quelconques de ces systémes,
les inconnues affectées des mémes indices, n’ont cependant pas la
méme signification.

4. Je désigne actuellement par D, le dénominateur des valeurs des
inconnues dans les équations 1°: je démontrerai tout & I’heure que le
dénominateur est le méme pour toutes ces inconnues; je désigne de
méme par D,, D;, ....D,, les dénominateurs pour les autres systémes ,
ces dénominateurs étant déduits de D, par une permutation tournante
effectuée sur les indices des lettres @, b, ¢, . ... : par exemple, pour
passer de D, a D,, il suffit de remplacer a, par a,, b, par b, etc.

Cela étant, I'on pourra prendre, pour satisfaire aux équations (2) :

,=D,, ..a=D; . . . . . . . &)

ou, ce qui revient au méme, on aura tdentiquement :

aD, +aD, + .... +a.Dn=0,

bez -+ szz 4 evee + bpDy = o,

ED, + kD, + ... + kiDn=0;
et, par suite, le dénominateur commun relatif aux équations (1) sera

A=ID, +ID,+ ... +LDn. . . . . . . . . (6

5. Par un calcul direct, on vérifie la formule (6) et les relations (5),
pour le cas de trois équations. En méme temps, I'on reconnait que
Tom. XIV. 2
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I° Le dénominateur de la valeur de =,, par exemple, renferme tou-
tes les combinaisons trois a trois des coefficients, chaque combinaison
ne contenant ni deux fois la méme lettre, ni deux fois le méme indice;

20 Deux termes qui, dans Pexpression de ce dénominateur, peu-
vent se déduire 'un de l'autre par une permutation tournante, ont
méme signe ;

30 Deux termes qm ne différent que par le changement d’une lettre
en une autre, et réciproquement, sont de signes contraires;

40 Par suite, le dénominateur est le méme pour toutes les incon-
nues , pourvu que 'on prenne convenablement le signe du numérateur.

6. Supposons donc que pareille vérification ait été faite pour n—I1
équations entre z—1 inconnues, je dis qu’elle se fera encore dans le
cas de » équations.

En effet, soit, pour fixer les idées, = 7;'un des termes de D, sera
a, by cs d; e, f;, et I'un des termes de D, sera a, b, c; d, e, f;. Je dis de
plus que ces deux termes sont de signes contraires.

Pour justifier cette assertion, qui est la base de toute ma démons-
tration, jobserve que

Io le terme a, b, cs d; e, f; de D,, a le méme signe que a, b, ¢, d.
e; [, lequel entre dans D,, et se déduit du précédent par une permu-
tation tournante entre les indices;

2° Les deux termes a, bs ¢, d; ¢; f; et e, fi a, by ¢c; d, qui entrent
dansD,, et qui se déduisent I'un de Pautre par une permutation tour-
nante entre les lettres, ont méme signe ;

3° Les deux termes a, b, ¢; d, e, f; et e, f; a, b ¢; dy de D,, qui
ne different que par le changement de d en e, et vice versd, sont
de signes contraires.

7. 1l résulte de cette discussion que la fonction @,D,+a,D,+....+a,D,
est composée de termes qui sont, deux a deux, égaux et de signes
contraires; donc elle est identiquement nulle. La méme chose a lien
pour les autres fonctions (5). Par suite, la formule (6) et les remar-
ques du n° 5 ont lieu pour le cas de n équations. Donc, ete.

M. Cauchy a donné, de la régle qui sert & former le dénominateur
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commun dans les équations du premier degré, une démonstration ap-
puyée sur des considérations différentes de celles qui précédent : je
pense que la mienne a, au moins, avantage de démontrer les rela-
tions (5) et (6), lesquelles nous seront nécessaires dans la suite.

8. Je suppose actuellement que I'on reprenne les équations :

as, +ba, +cwy + . oo+ b, +1lx =a,
v, + by, +cd; + o+ ko, | +1Lw =a, (1)
oz, +by, +cx 4+ . +hg,  +Ilz3 =0,

que l'on se donne, entre les n* coefficients de ces équations, les 2%

relations suivantes :

ab, +a,b, + ash; 4 oo + anbrn=0,

ach +a,c, + 0303 “+ seee = QpCp =0,

al, + al, + a3ly + ... +anln =00,

b, + b,c, + bscy 4+ ove + bncn=o,

l

(7)

bldl -+ Bgd, -+ b3d3 -+ e -+ bndn =o,

bl, 4 b, 4 bsly + vvo + buln=0,

Bl o kL o Fyly 4 evee o budn = 0;

et que I'on propose de trouver d’autres relations entre ces coefficients.

9. Pour cela, conformément a ce qui a été fait par MM. Poisson et
Lacroix, je forme en premier lieu, la somme des carrés des équations
(1); et, en ayant égard aux conditions qui précédent, j’obtiens

n
3, a” = Az} + Ba} + ... + Laz;
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en posant, pour abréger,

A=3"a’, B=3bh?, ...L=3/l*. . . . . . . (8

. Secondement , si 'on multiplie les équations (1) successivement par
@, 0y, ....a,,par by, by, ... b,y ..., parl, L, ... 1 etsi
l'on fait les sommes des produits, on obtient les z équations

Ay, =a.a, + a2, + ... + Gpin,
By,= bz, + ba, 4+ .... + Dpan,
L,ﬁ;‘,,:l‘y,I -+ lz(/.2 - ceee ]n“n- ’

La somme des carrés de ces nouvelles équations peut se mettre sous
la forme,

b I
Aw? + Ba? 4+ ... + Loy =37 (a— o=+l
2 1\ A B L

n[a; a[, bi bi’ li l"’ ’
+ 2' T+~B—+ cens +‘L_) O O

en observant que, dans le second membre, les indices ¢ et 2’ doivent
étre inégaux.
D’aprés ce quon a trouvé plus haut lensecond membre doit étre

identique avec 2]} ; donc

a; b; c I

Y + _B—_+_+' + T =1,

a b, X

-A— -+ ? [ P -+ 'f =1, (9)
a; bx L

—_— -+ - 4+ . e e s —+ - =l)




DANS LES INTEGRALES MULTIPLES. 13

et
a.a, b.b, L1,
A —+ - B -+ . 0. -+ T =o,
a0, N b.b, Il
Y g o+ =0
alan blbll lllll
A -+ B_ + .. e -+ T =o0,
a,a; b,b, Ll
A% “+ Bx e + YT” =o, (10)
a.a b,b, Ll
— 4+ = 4 .. - == =0
.t + aali) ,
dpn—1Qn bn—1bn Inrln _
T PR — =
Ainsi, les “®=Y relations (7) entrainent les n relations (9) et les

21 yelations (10). Ordinairement, dans les problémes de mécani-

que, on suppose les quantités A, B, .... L, égales a l'unité; et
alors les formules ci-dessus se simplifient considérablement. Mais, eu
égard au but que je me propose, je devais me donner seulement les
velations (7).

10. En résolvant, par la méthode exposée ci-dessus, les équations
(1), on obtient une valeur de z,, de la forme

_ Dy + D, + .+ D,a,

r, =

A

D,,D., .... D, étant de certaines fonctions des coefficients, indépen-
dantes de la lettre a, et qui sont liées au dénominateur A par I'équa-
tion

A=aD +aD, + .... +0aD

nn*

En comparant cette valeur de z, a celle qui a été écrite plus hant,
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on conclut
(1

a, a,
D,=a—, D=4, .... Dy==a =
A _ A

1

> 8

Les valeurs de @,, #,, . ... #, donneraient des relations du méme
genre.

11. Avant d’aller plus loin, il convient d’exposer une propriété des
fonctions connues sous le nom de déterminants , fonctions qui ont été
étudiées par MM. Cauchy, Binet, Sturm et Jacobi '. La propriété que
je vais démontrer n’avait pas encore, je crois, été remarquée : elle ser-
vira a simplifier considérablement I'expression ordinaire du dénomi-
nateur A.

Considérons le systéme qui suit, composé de 7 lignes horizontales,
et de p lignes verticales, p étant égal a = ou plus petit que =.

d, e, fl, e ko L,

l
d:a €, fz: kﬁ’ 2) e e e e e e (12)
dn) ) fn [ k”’ l".

Je choisis p—1 lignes horizontales : pour fixer les idées, ce se-
ront les p—1 premiéres ; puis, dans le systéme ainsi obtenu, je sup-
prime successivement la premiére, la 2¢, .... la p° ligne verticale.
Jobtiens de la sorte p systémes, savoir :

e, fis ek, 1,

€, _fn Y Y 1er groupe.

€y fomis woe By by
d. fis ek, 1,

R l
dz) fz ’ 27 27 Qme gere’

A Ay S A

* Cauchy , Journal de I’Ecole polys. , 17° cahier ; Binet , Journal de P Ecole polyt. , 16° cahier,
pag. 280 ; Sturm, Bulletin de M. Férussac , tom. XII, pag. 814; Jacobi, Journal de Crelle,
tom. XII, pag. 1. Poy. aussi un mémoire de M. Lebesgue , Journ. de Liouville, tom. II, p. 337.
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d,, €y v u k,,
d,, e, ...... k,, pe groupe.
d e ... k

Chacun de ces groupes peut étre considéré comme représentant
p—1 équations entre p—1 inconnues : il en est de méme pour tous
ceux que l'on pourra former snivant la loi gi-dessus indiquée.

12. Je désigne actuellement par D, D, .... D;, D,les dénomina-
teurs des valeurs des inconnues dans ces différents systémes d’équa-
tions, ou les déterminants des 1er, 2¢, . ... p° groupes : I'indice indique
la lettre qui n’entre pas dans le systéme correspondant. De plus, comme
chacun de ces dénominateurs peut avoir le signe - ou le signe —,
suivant I'ordre dans lequel il est formé, je supposerai que le premier
terme de chacun d’enx soit respectivement :

pour Da, ef, . ... kp_2 lp__l s
pour D., £ .. .. lp_. dp_',
pour D/, de, .. .. ... kp~l
Multiplions ces p fonctions, successivement par d,, e,, .... {,, et
ajoutons les produits; puis par d,, e,, .... /,, et ajoutons les pro-
duits; .... enfin par d,, e,, .... [,, et ajoutons les produits.

Si nous avons égard aux formules (5) et (6), nous verrons que les
p—1 premiéres sommes seront nulles, et que les n—p -1 derniéres
seront les déterminants de n—p--1 systémes, ou les dénominateurs
communs pour n—p -1 systémes de p équations, entre p inconnues.

Pour chaque ensemble de p groupes, formé au moyen de la sup-
pression de n—p -I-1 lignes horizontales, dans le systéme (12), nous
obtiendrons ainsi 7 — p 4 1 déterminants. En désignant par C, ,_,
le nombre des combinaisons de # lettres, prises p—1 a p—1, nous
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aurons, pour le nombre des déterminants de p lettres, fournis par
le systtme (12), (n—p +1) C, ,_,. D'un autre cété, le nombre des
déterminants de p lettres, essentiellement différents, que 'on peut dé-
duire de ce méme systéme (12), doit étre égal AC, , — ("—_;’l“ C., .

Il résulte de 13 que, dans les sommes de produits dont il est ques-
tion, chaque déterminant se trouvera répété p fois '.

13. Je suppose maintenant qu’il existe, entre les quantités (12), des
relations de méme forme que celles qui sont exprlmées par les équa-

tions (7); c’est-a-dire

de, +de, + ... +de =o,

n"n

df, +df, + ... +df =o,

kd, + k1, + . + k1, = o5

n'n

et je fais la somme des carrés des fonctions telles que

dDs +eDe +~ .... 41Dy,

dont il s’agit : ces fonctions sont en nombre (n—p-+-1)GC, ,_,.
En observant que les doubles produits seront nuls en vertu des re-
lations qui précédent, jobtiens

pE) =3 d7Z(Dy) + 32, 3(D,) + .. + 32 L2Z(D) . . . (18)

Dans cette formule, A représente un déterminant de p lettres, et
D, un déterminant de p—1 lettres, dans lequel n’entre pas la lettre 5.
14. La formule (13) peut se mettre sous une autre forme plus simple.

1 L'idée de cette démonstration est due d M. Binet; mais, avant d’avoir eu connaissance de
son mémoire, j’'avais déja trouvé, par une autre méthode, la formule (18). Poy. le Journal de
UEcole polytechnique, 16° cahier.
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Prenons p=2; nous aurons

2X(AN=2d} 5 ¢ + 33 A =23"d} 5" e

1 l b
ou
(A )_EI df 1 & ;
ou encore

(de,—ed,) +(des—ed) 4ot (d,_,e,—€,_,d,) = (d +d} +.cc.n-di) (¢ el +....+€);

n—1"°n n—1n

ce qui coincide avec une formule connue.
Prenons p = 3; nous obtiendrons également

BI(A) =21 &S} 3] [ + 2} 1A} 5] 7+ 5] 20 2]

ou
S(A)=Z2d}3 e 3, f,
En continuant de la méme maniére, il est clair que la formule (13)
deviendra,
S(AY) =313 L L SRS L L L (1)

15. Nous pouvons actuellement appliquer cette formule générale
au cas des équations (1) et (7), dans lesquelles p = #» ; et nous obtien-
drous, pour le carré du dénominateur des valeurs des inconnues, cette
expression trés-simple :

A*=A.B.C. ... .. T 1)

D+ D+ ..., D =B.C..... L. . . . . . (i6)

Dans Pexpression de A, dédnite de la formule (15), on peut conve-
nir de prendre le radical positivement; alors les équations (11) don-
neront, avec les signes convenables, les valeurs de D,, D,, .... D,:

Tou. XIV. 3
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on aura donc tout ce qui est nécessaire pour calculer facilement et
sans ambiguité de signe, la valeur de z,. Il en serait de méme pour
les valeurs des autres inconnues.

On pourrait facilement découvrir encore d’autres relations entre les
coefficients des équations (1) : yabandonne cette recherche, attendu
qu’elle est inutile a 'objet de ce mémoire.

.
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DEUXIEME PARTIE.

TRANSFORMATION DES VARIABLES DANS LES INTEGRALES MULTIPLES.

16. Considérons I'intégrale d’ordre 7 :

et supposons que I'on veuille prendre pour variables, aun lieu de #,,
Zs, .... @,, dautres quantités u,, w., .... w,, déterminées, en fonc-
tion des premiéres, par le moyen de n équations.

Apreés avoir remplacé, dans la fonction F, les anciennes variables
par leurs valeurs, on devra substituer au produit dz,.dz,. .... dz,,
une expression de la forme

il s’agit de trouver la fonction V.

Lagrange et d’autres géométres ont résolu la question pour les cas
de n=2 ou n= 3; mais je ne pense pas que la formule de trans-
formation ait été démontrée généralement.

17. Soient
=0, 0,=0, ...... ¢, =0, . . . . . . . (17)

les n équations données, qui lient les anciennes variables aux nouvel-
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les. Admettons que dans V, on intégre en premier lieu, par rapport
a #,. On devra alors regarder #,, #;, .... #,, comme des quantités
constantes dans les équations (17), lesquelles renfermeront ainsi -1
variables ; savoir, w,, #,,.... u, et #,. Si I'on exprime ensuite z, en
fonction des nouvelles variables, et si 'on prend #, pour variable
indépendante, on aura, pour déterminer dz; au moyen de du,, les n
équations

d?r d?r d?r d 1
‘Tadx,+zu—ldu,+;du,+.... ;n du, =20,

d- do . d.

dL” dz, + d—;' du, + —}2 du, + d:, du, =10, (19
d d; d, do,
E;%dw'_'_-d_:du'-l—dz‘,du’_‘- +d;n du, = 0.

En substituant cette valeur dans dV, et employant les équations
(17) pour éliminer #,, w,, #;, .... #,, on aura la différentielle de V
exprimée au moyen des n variables #,, #z;, .... @, et u,.

SiTon veut intégrer cette fonction par rapport a ., on devra con-
sidérer comme constantes toutes les autres quantités qui y entrent,
c’est-a-dire, en répétant le raisonnement ci-dessus, que dw, sera don-
née en fonction des nouvelles variables, et de du,, an moyen des »
équations

dy, dy dy,

9 2

—dz,+ ——dr, 4+ == du,+ —— duy+ ... + —du, =0,
dz, dr, du, duy u, ]
de i ,. R d-

72 V2 T2 T2 72
——dr. 4+ —=dr, -+ —Zdu,+ — dity 4 cees + du,=—0
dz, ' dz, ° du, ° duy; ° du, " ’ N C))
B P L3 Pk L R W ity 4 vere + =~ du, = 0.
dz, dr, du, °  du, . du,
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On déduira de ces équations,

dry, == — — du,.
D

2

Continuant de la méme maniére, on verra que l'on sera enfin con-
duit & résoudre le systéme suivant :

ds d? ds d?
g i) s R N L N B )
i, z, + i, ¥, 4 + s, ¥, + . du, 0
4 s, v by 0
— dx e d -2 du, =
dr, " g, T T Tdn, T, T (n)
'; n d ‘d’v,n d d?n d d’n d 0
-=% dw — dz e — = 0;
i Chlrel s b dow ot da, ; |
lequel donnera _
h
de, = — — du,.

18. 1l résulte de cette démonstration, que la fonction ¥ a pour
valeur,

I 2

mais cette expression peut étre considérablement simplifide.

En effet, pour obtenir le numérateur N,, il suffit de remplacer,
dans la valeur de D,, le coefficient de «, par le coefficient de dv,
entrant dans la méme équation. Il résulte de cette observation, que
le numérateur N, est égal au dénominateur commun relatif aux équa-
tions

il o d-, ds,

d'_.l‘x yl -+ du, y, -+ 'El": y3 e s o -d’—‘n Y, = 1 ,

d"" d?2 d':’z d',:z

Zi;: Yo+ t_iu-- Y. *+ F”i Y + + dlln Yn = 1 ’
v dT’n d?" d?” d};”

E?/-_+d“2?jg+zzjy3+....+2"—.".y“___=]..
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Or, a Pexception de la notation et de la quantité indépendante des
inconnues, ces équations sont précisément celles qui composent le
systéme 1°; et de plus, elles sont disposées dans le méme ordre. Il
suit de 1a que N,=D,. On trouverait de méme que N;=D,,...N,=D,_,.
Donc

N, D | Da—i |

dv, = — — du,, dz, = — —=du,, dr, = — D
et par suite,
N,
dv,.dz, . ... dr,=(—1) o du.du, . .. du, . .~ . . . (18)

[N

19. On peut établir une régle empirique trés-simple pour retrouver
cette formule de transformation. Observons pour cela que N, est le
dénominateur de la valeur des inconnues dans les équations

d;, d?' d';),
- 5, + B, 4 v o+ — 5, =1,
du, du, du,
d, d-. ds, 1
Z, 4+ T 5, + ... + Z, = 1,
de, ' du, ? du, " .« ... (19)
d')"z +d?"'+ +d?"z I;
—_ -— =
du, ' du, ° du, " ’

tandis que D, est celui qui correspond aux équations

d?t d?l d?r l

de, ', T s gy T

d'?z d'.72 d?; 1
dx’.?/x-'-dm’?/n-"”---'-@!/n— ’ P )
d'fn d?n d‘,’”n

== A =Y+ e e+ y, = L.

dz, dv, dz

n
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Or, pourvu que l'on remplace z, par du,, et y, par dz,, les pre-
miers membres des équations (19) représentent les différentielles com-
plétes, par rapport aux anciennes variables, des fonctions o, ¢, .... 9.3
tandis que les premiers membres des équations (20) sont les différen-
tielles complétes de ces mémes fonctions, par rapport aux nouvelles
variables Donc : '

« Différenciez chacune des équations ¢, =0, ¢,=0,....9,=0,
» en regardant comme indépendantes toutes les variables. Egalez a
» zéro, ou a une constante, la partie qui dépend des anciennes diffé-
» rentielles, et & zéro ou A une constante, la partie relative aux
» nouvelles différentielles. Vous aurez de la sorte deux groupes de n
» équations chacun : dans le premier groupe entreront comme incon-
» nues les différentielles des variables primitives, et dans le second
» les différentielles des nouvelles variables. Si vous désignez par X
» le dénominateur pour le premier groupe, et par U le dénomina-
» teur pour le second, vous aurez, pour la formule de transformation
» cherchée :

Xdepde, oo de,=xUdu,du, ....du, . . . . . . . (2])

Nous employons le double signe, au lieu de (—1)" : cela tient a cette
circonstance , que les dénominateurs X et U pouvant changer de signe,
suivant Pordre dans lequel les équations qui servent a les former
auront été écrites, il est impossible de décider quel signe on doit
employer dans 'équation (21). Mais, dans chaque cas particulier, I'in-
détermination cessera.

20. Si les anciennes variables sont données en fonction des nouvel-
les, ewplicitement, les équations (17) deviennent

;1-‘_,1,'1:0, xz—z‘,_,=0,...-7rn-—.’lin=0; e e e e (22)

M, My, -... 7, désignant des fonctions des nouvelles variables seule-
ment. En appliquant la régle précédente a ce cas plus simple, on
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trouvera

dv,dw, .... dv,= £ Udu,du, .... du,; . - . . . . (28)

U étant le dénominateur commun relatif aux équations (19), dans les-

quelles on remplacerait ¢ par =.
Cette formule (23) coincide ainsi avec celle qui était connue pour

le cas de trois variables.
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TROISIEME PARTIE.

APPPLICATION DES FORMULES CONTENUES DANS LES DEUX PREMIERS
PARAGRAPHES.

21. Je choisirai, comme exemple des fonctions ¢, ¢,, .... g,, les

formules de transformation suivantes :

(24)

~ Lorsque = 3, ces équations sont celles qui servent a passer d’un
systtme d’axes rectangulaires a un systéme de coordonndes ellipti-
ques , coordonnées dont M. Lamé a fait des applications si remarqua-

bles, dans ses beaux mémoires sur la Théorie de la chaleur.

22. M. Binet a donné ' un moyen trés-simple pour résoudre des
équations de méme forme que celles qui précédent; on trouve, en ap-

v Journal de Liouville,, tom. 11 , pag. 251.
Tou. XIV.

IS



26 TRANSFORNATION DES VARIABLES

pliquant la méthode employée par ce géométre,

L ) (=) (@—u) _,
@) (@ —e) ) —

2 (a2 —u}) (a2 —u}) (G} ——un) 0

T+ 3 2 3 2 ) 3 = U,
(az—al) (ae—as) (“"-_:_‘an)

. (an —}) (an— ul) (a7 —u})

Ap =

(ar—ai) (ot — )

+ —=0.
(@i — an-y) ;

23. Soit actuellement, comme plus haut, une iniéerale d’ordre » :
b ) o)

V=fF(.1;H Zyy eunn

z,)de.dy, ... di

n*

Si nous voulons faire le changement de variables, nous devrons
remplacer le produit .... d#,, dw, .... dz, par une certaine fonction
différentielle que nous obtiendrons en appliquant la régle donnée

dans le n° 19.

Or, en différentiant complétement chacune des équations (25), on

obtient n équations de cette forme :

N; 1 u,
ridy; — — — du, + 2 du, + ...
a

3 2 2
i i — U, a;— u,

en posant, pour abréger,

ai— un

. du,,)=0;

. (26)

Au moyen de la valeur de 77, qui est
Ti= N
= D,‘ P
I'équation (26) devient

, w

ridwi + &% | —
a; —u

u -
2 du, e du,,) =0 . . (28
1 i — U,
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Cela étant, je pose, conformément & la régle ci-dessus énoncée,
les » équations

zde, =1, ode, =1, .... zgde, =15 . . . . . . . (29

et les n équations

u 2 ",
2 T k3 /i
&) (—;—- —du, + ———— dit, + e+ tllt,,) =1,
a; — ) @, -, 0, — U,
% u %
a 1 Kl n
x| s du, - = d, 4 e du,,\ =1, 30
@, ——u, G, — 1, o, — / Coee e (30)
, ., w,,
2 | = s du, 4+ — - di, 4+ eees + ——du, | =1.
G — ) @ — t —= Un

11 est visible que si 'on forme le dénominateur commun correspon-
dant & ces derniéres équations, dans lesquelles du,, du,, . . . . du, sont
prises pour inconnues, ce dénominateur contiendra, comme facteur
COMMUN, Z.Ts « ... &,y UpUy.... %,; d'un autre coté, le dénomina-
teur ¢commun relatif aux équations (29) est #,.#, .... @, : donc, si
I'on désigne par A le dénominateur de la valeur des inconnues dans les
équations

E4 X xr

1 1 1
T Yo+ TYy A e =T -y, =1,
al— @ —ul @ -l
T Y, + i y, - y 1
2 g E g TIT e E . == b
af — u® @ —u? @ —u; " 1))
2 1 2 2 $1
T, - , g - L.
5 T Yk T Y e e e P
ar— an — an—ui 7"

on aura, dans Pintégrale V

doodw, ... dy, == A wou, ooy wdude, oo d, o 0 0L (32)

n

24. Je vais maintenant démontrer que les équations (31) sont du
méme genre que les équations (1), traitées dans le numéro (8); c’est-
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a-dire que, eu égard aux formules (25), on a, par exemple :

xr T x X T X
2’ . ! 2 PO R L . "t =0..(83)

-+
" s 3 2 2 ] 2 2 2 P 2
a, — U, al—ug 02’—“1 G, — U, An — U; Gn — U,

En mettant pour 7, 23, .... #; leurs valeurs (25), ceci revient
faire voir que I'on a, identiquement :

(2 — ) (0 — ) e (@ —w2) (@2 —ud) (@2 — ) ... (a2 — ud)
(61— al) (a1 =) - (6 —ai) (=) (6 —a3) oo (a1 — i)
(ah— ) (@l — ) oo (h—wd)
(@ —a) (G—a)) o (i)

ou, pour plus de simplicité,

(¢, —uy) (@, —u;) ors (@, — u,) (@, — uy) (@, —u,) ... (@, —u,)

(@, —a,) (a,—a;) .... (6, — a,) (@,—a,) la,—a3) ... (a,— @,

. (84)

(a’n - uB) (a’n —"ll;_/‘) seee (an - un)

= 0.
(au - al) (au - az) eore (an - a"—‘)

Pour démontrer que la fonction contenue dans le premier membre
est nulle d’elle-méme, je prends la fraction rationnelle

ery = e R LU

dans laquelle le numérateur est du degré n—2, et le dénominateur
du degré n. Cette quantité peut se décomposer en = fractions simples,
de la forme —*-- Or, par les régles ordinaires,

o (ai—mu3) (@i—w) .. .. (ai—w,)
Ai = (@—a,)(@ai—a) ... (¢i—a,)

ce qui fait voir que la fonction (34) = 57A,. En méme temps, si I'on
remplace ¢ () par 2;‘;“_"—(}, et si Pon chasse les dénominateurs , I'équa-
tion (35) devient

(B—us) (3—uy) oo (3—u,) = 2T Ai(v—a,) (v—a,) ... (3—ai—y) (T—Cit1) ... (3—a,). (36)
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Si I'on développe actuellement les deux membres de cette équation
suivant les puissances descendantes de «, le premier terme du second
membre sera 2" 7'2"A,, tandis que le premier membre est seulement
du degré n—2. Donc, etc.

Il est clair que, par la comparaison des deux développements, la
formule (36) fournirait encore n—1 relations, plus ou moins impor-
tantes; je ferai seulement remarquer celle-ci :

Z"ii—-— UMy o e e W,
| ——

a; a,.a, ... a,

. (87)

Elle se déduit aussi de la formule (35), en y faisant » = 0.
25. Revenant aux éqnations (31), je leur applique la formule (15);
et j'obtiens, pour le carré du dénominateur commun A :

S S )(2 il st & 38
. _( i — )’ ‘(ai-uf)’) ("(a-;._u;-,y)' c O

Cette formule est beaucoup plus simple que celle qu’on aurait ob-
tenue en résolvant, par la méthode ordinaire, les équations (31) : ce-
pendant elle est susceptible d’'une réduction trés-remarquable.

Pour opérey cette réduction, je prends 'un quelconque des » fac-
teurs qui composent le second membre; le premier, par exemple.
En y mettant pour ; sa valeur donnée plus haut, ce facteur se trans-
forme en

. pl@i—u)) (et —wl) ... (at—w)
@ —u)(@i—al) . ... (@i—al)
il est bien entendu que le dénominateur ne contient pas o} —a;.

Afin d’exprimer cette fonction d’'une maniére plus simple, je consi-
dére la fraction rationnelle

(w) —ul) (w;—ul) .. .. (uf—-u,‘,)_

(ui—a) (ui—a) . ... (W—a) uj—d
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On a pour le numérateur de I'une des fractions simples,

_(af‘—ui) (ei—wl) . ... (ai}——u,“:)'

— (ttﬁi — a;) (a"} — a;) . ’. .. (a‘, —_ a,',) ’ e

d’olr, en comparant cette fonction a ce qui est écrit ci-dessus, on
conclut -
o z>% . () —uy) (] —ul) ... (u)—ad)

Ha—u) (i) (i —a) . (g —a)

(89)

Ainsti, la transformation que nous avons choisie jouit de cette pro-
priéié, qu'une certaine somme de carrés peut s’exprimer par un pro-
duit. 1l résulte anssi de cette transformation que la formule (38) se
réduit a

AP=TU.U, ... U ... Uj; . . . . . . (40
en posant
(wi—wl) (wi—ul) oo (Wi—uis)) (W —uipe) o ... (Wi—un) "
o i—a) (e —al) e (wi—az) ~ (1)
Par suite, dans la différentielle de V, I'on doit prendre,
dv,dz, ... .dz,=w, u, «oo. v dudu, oL du,. VU.U,....U0,. . . . (42

26. Cette derniére formule peut s’écrire autrement : remarquons
en effet que U, renferme comme facteur la différence «;— u3; tandis
que U, contient #; —u;; d’out il résulte qu’en omettant (—1)221 ) e
produit des numérateurs des fonctions U est un carré. Par suite, si 'on
désigne par D, le dénominateur de U,, on aura

II. (u°. —_ u"}) . (48)

e dudu, oo du,.
vVD.D, ....Di.... D,

de.dv, ... dv,=wu.u, ..

Dans cette formule, la letire II indique un produit de facteurs de
méme forme que celui qui suit cette caractéristique , I'indice ¢ pouvant
croitre de 1 a —1 inclusivement, et I'indice / étant plus grand que <.

11 est nécessaire d’observer qu’a raison du radical placé en déno-
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minateur, la fonction du second membre pourrait devenir imaginaire,
tandis que jusqu’ici, nous avons toujours supposé, tacitement il est
vrai, que toutes les fonctions considérées étaient réelles. Cette discor-
dance provient évidemment de la suppression du facteur (—l)ﬂ_-l)—

qui a été faite pour simplifier la formule. Mais si Uon rétablit ce fac-
teur, et si d’ailleurs la transformation exprimée par les équations (21),
est possible, la formule (43) ne pourra pas devenir imaginaire. Nous
éclaircirons tout cela dans le paragraphe suivant.

27. Si l'on suppose n =3 et a, = 0, on trouve

(1) —ul) (u) —w’) (ul —ul)
V(w x) (u;—a) (& —ul) (u)—a}) (6] —ul) (¢) — u?)

de dr,.dzy = du,.du,.du,.

Cette valeur est semblable, sauf la notation, a celle qui a été em-
ployée par M. Lamé '. Seulement, ce savant géométre est arrivé a sa
formule par un calcul direct, et en faisant attention aux réductions
entre les termes : or, cette méthode, bonne pour le but qu’il se pro-
posait d’atteindre, ne pouvait nullement faire prévoir ce qui arrive-
rait pour le cas de » variables; elle était méme tout a fait impraticable
pour un nombre de variables supérieur a trois.

' Journal de Liouville , tom. 1I, pag. 158.
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QUATRIEME PARTIE.

THEOREME SUR LES INTEGRALES DEFINIES ABELIENNES.

28. Fappliquerai les formules du paragraphe 3 a I'intégrale d’or-

dre n:
V= fdods, ....ds,; . . . . . . . . . (4)

les limites étant déterminées par

2 2 2
z x5 za
—— 7+ ...+
a*—a; a*—a;

(48)

IS
©
Q
SN
—
.

Les constantes positives a3, a3, .. .. a2 sont supposées inégales, et
telles que l'on ait

a?>a>al> ... >oan

Je supposerai, en outre, que les » variables ne recoivent que des
valeurs positives.

29. Sinous voulons remplacer les variables #,, #,, .... #, par d’au-
tres w,, u,, .... u,, de méme nature que celles qui ont été considé-
rées plus haut, il faudra, pour déterminer les limites de ces nouvelles
variables, assigner aux anciennes des valeurs arbitraires, satisfaisant
a la condition (45) ; puis, en désignant par A* la valeur positive et plus
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petite que P'unité que prend alors le second membre, résoudre I'équa-
‘tion

2 a
z, T
=+ -+ .+ -
Yy—a Yy—a, Y —au

T

~1

=h: . . . . . (46)

les » racines de cette équation seront les valeurs de u?, w3, .... u?,
correspondant aux valeurs choisies pour 23, 3, .... &

Si par exemple n= 3, et si #,, #,, #, sont les coordonnées rectan-
gulaires d’'un point compris dans 'ellipsoide représenté par I'équation
(45), les trois racines de I'équation (46) seront les carrés des coor-
données elliptiques de ce point, ou les carrés des paramétres des trois
surfaces orthogonales qui s’y croisent.

On prouve trés-facilement que P'équation en y a ses racines réelles
et inégales ' : cela démontre la possibilité du systéme de transfor-
mations représenté par les formules (24); systéme que nous avions
admis jusqu’ici, mais sans justifier son emploi. On sait, en outre,
qu'en désignant par u;, u;, .... u}, les racines de cette méme équa-
tion, 'on a

v >a>u>a> ... Dus>a; . . . . (47)

ce qui apprend que chacune des nouvelles variables, a 'exception de
u, , sera comprise entre deux termes de la suite a,, a,, . ... a,.

Afin de savoir si ces denx termes sont les limites ‘de I'intégrale par
rapport a cette nouvelle variable, je reprends les équations (25) :

1o En y supposant #, = #, = .... = #,= 0, auquel cas h = 0, elles
donnent

W=, U,==@q,, .. .. U,==0,;

20 En posant, dans ces mémes équations, #; = a*—aj;, et 2, = ;
=....=2,=0, ce qui donne A=1, il vient »,—a, u,=a.,
Cy U=,

! Voyez, sur ce point, le Journal de M. Liouville, tom. 1II, p. 338.
Tom. XIV. b
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Les valeurs limites de %, sont donc a, et a. On prouverait de la méme
maniére que les limites de I'intégrale relative & u, seront a, et a,; etec.

Ainsi, pour embrasser tous les éléments de l'intégrale V, on doit
attribuer 4 chacune des variables w,, u,, .... u,, toutes les valeurs
comprises entre les deux constantes qui, dans les inégalités (47), com-
prennent entre elles cette méme variable. _

30. Il résulte de 13, et de la formule (42), que Dintégrale (44) se
transforme en

Un—1 An—2

_/ / / Wity Yney Qtin—y oo wdu, VU, Uy oo Ui U3 L (48)

all— 1

en représentant par U, la méme fonction que précédemment; ou plutot,
en posant

(W —ui) (u,—ui) oo .o (Wi —ud) (Wi—uiy) . ... (Wi—uz)

(@2 —u3) (@2 —u?) .. .. (@i —ud) (wi—at ) .. .. (ui—ai)

= ;.. (49)
afin de n’avoir & considérer que des facteurs positifs.

D’un autre c6té, si I'on applique & I'intégrale V la formule de
M. Dirichlet ', on trouve

_ GV
I‘(l+,)

Vi —a}) (a>—a) .. .. (&> —ai);

et en comparant cette valeur a la précédente, on arrive a ce résultat
remarquable :

(50)

Ap—1 An— 3
._/ / / %, du, n—y QU _y o... wdu,. l/U,x U._;....U,.

Q,—y
31. Cette formule intégrale est susceptible de la méme simplifica-

! Journal de Liouville , tom. 1V, pages 168 et 225.
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" tion que la formule différentielle (42). Il est clair, en effet, que toutes
les différences telles que (u}— u’) se trouvent élevées au carré, sous
le radical du second nombre; et que P'on a alors, sans ambiguité de
signes et sans imaginaires :

(%Vﬂ.)" 2 2 2 2 2 2
(1) Vie'—a})(@—d))....(a"—a3)
Qpn—1 Qn—s a ) (51)
=/ / / oAty ey iy cvo H(u‘—;ul)
e, an—t @ \ " VDD,
en posant,
Di = (o] —ui) (@ —u?) . ... (6, —u%) (ui—a%) .... (ul—ai). . . (52)

Dans cette formule, l'indice £ doit varier de 1 a n»—1 et l'indice !
doit étre supérieur a 4.

32. Afin de simplifier un peu, je suppose a,=0: alors le facteur
uw;— a, de D, se réduisant a »>, détruit le facteur w, qui se trouve
sous les signes d’intégration; et 'on a

GV
T+ aV(a —a}) (a*—al) ... (a’—ai_,)

Qn—1 Qn—a a a .
=/ / / . ditny ... du,. i('i"_“‘)_;
o &, d Vp,D,....Dn,

D; étant égal a

(@} —u?) (a;—ul) . ... (@l —ul) (Wi—al) . ... (ui—an—)

En prenant, dans cette derniére formule, » =3, on retombe sur
Pintégrale triple trouvée d’abord par M.Lamé, et qui, démontrée depuis
par M. Poisson, I'a été tout récemment par M. Tortolini, de Rome .

! Journal de M. Liowville, tom. II,, pages 167 et 185 ; Tortolini, Sopra le trasformazions c
valors di alcunt intégralt definiti, etc.
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33. Jobserve actuellement que si I'on développe le produit repré-
senté par II (w; —u3), ou

(0 —ul) (ui— ) oo (W] —wn) (wl —ul) (wi—ul) eor (W2 —wl) oo (Wp—i—un), - (B4)
on obtient une expression dont le premier terme est

—2 — 2n— 2 .
uin—2, gn—4, y21—6, Up—y;

et dont tous les autres sont positifs ou négatifs, mais de méme forme
que celui-1a; de fagon que I'on peut écrire :

I (wi — 3) =2(:i:u,f"—2. W=t oL Un—s. Un—y) - « . . (88)

Si nous remplacons alors, dans I'équation (53), la fonction I par
son développement, les variables se sépareront ; et 'on aura

(/=)"
r(l=- )

aV (a*—a’)(@>—a’) .... (@*—an_)) =

éan- 1 dn—a
s [ﬂ:/ du, //un—x diup—r / w2n—*% du., /Zﬂ"—ﬁ du, . (56)
N VD, VD ey VD, VD,

34. Pour bien faire comprendre le sens que P'on doit attacher aun
théoréme exprimé par cette formule, je ferai observer d’abord que,
dans le second membre, chaque signe d'intégration porte sur une
fonction de la forme

x2(n—m) da

’

‘/A+Ba:’+Cx4+.... + Nz

m étant une quantité entiére, plus grande que 'unité, et au plus égale

a n. Chaque facteur du second membre est donc une intégrale définie
abélienne '

! Legendre, Traité des fonctions elliptiques, tom. IIl, 3me supplément , pag. 188. Poy. aussi
différents mémoires de M. Jacobi et de I'illustre Abel , insérés dans le Journal de Crelle.
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D’un autre c6té, on prouve trés- facilement, ainsi que l'a fait
M. Poisson, que dans le cas de n = 3, la propriété énoncée par la for-
mule ci-dessus, revient a celle qui constitue le théoréme de Legendre :

’

F,(b)E, (¢) + F, (0)E, (b)) —F,(B) F, (c) = § .

Il résulte, si je ne me trompe, de ces deux observations, que I'é-
quation (56) donue, pour les intégrales définies abéliennes d’un ordre
quelconque, le théoréme trouvé par Legendre, seulement pour les
fonctions elliptiques de premiére ou de seconde espéce.

Ordinairement, dans les intégrales définies abéliennes, on prend
pour la limite inférieure, zéro. 1l serait facile, au moyen d’un chan-
gement de variables, de transformer les intégrales ci-dessus en d’au-
tres, satisfaisant a cette condition : mais comme la formule (56) serait
remplacée alors par une autre assez compliquée, je me dispenserai de
faire le calcul que j’indique ici. |

35. Si I'on multiplie par #;. u; ..... u; la fonction I développée,
le résultat sera, comme on sait, égal au déterminant du systéme

A
A R A
. . (87)
'D , 1;: , 1:: P ’U; )
v, , v, , V3 , v, ;

en posant, pour simplifier, v, = w’.

Il résulte de 14 que 'on pourra déterminer la fonction placée sous
le signe = dans la dernié¢re formule, soit par la multiplication, soit en
appliquant au systéme ci-dessus la régle relative aux déterminants.
On devra avoir soin, si 'on emploie ce dernier moyen, de diminuer
d’une unité chacnn des exposants des lettres v.

36. En terminant, je ferai observer que, si 'on donne d’autres for-
mes A la fonction placée sous le signe [, dans I'intégrale (44), on ob-
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tiendra des théorémes sur les intégrales définies abéliennes, lesquels
seront aussi généraux que celui qui a été démontré dans ce paragra-
phe. J’en ai trouvé de la sorte plusieurs, que je ferai connaitre dans un
autre mémoire. (Ici s’arrétait le mémoire envoyé au concours).

37. Prenons, pour second exemple de Papplication des formules
contenues dans le paragraphe 3, l'intégrale

dz \* dz \*

dans laquelle #,, #;, .... #, seront des variables indépendantes, et
@, une fonction de ces variables, déterminée par la premiére des équa-
tions (25). On suppose cette intégrale étendue & toutes les valeurs po-
sitives de »,, #,, .... @, satisfaisant a la condition

B= fds,.ds, ... . da, \/1 N (dxl),

dz,

— 4+ S — 4 L.+ 2?l.....(%’){’)

donc la quantité sous le radical se transforme en

2 2\ 2 2 2
u, —a Z, \2 T, \? z, » u,—a\* ., Ti 2
z 2 .2 t 2 2 oo 2 Py —_ 2[ 2 2|
\ u,—a, u, —a, u,—a, T, u, —a

D’aprés le n° 26,

\

N ( zi )’ _ (wi—w) (w—ul) L () — )

"\ul—al) (W —dd) (P—al) .... (¥ —a)

Le radical devient

2 2 2 2 2 2
\/u,—aI u,—u, w, —Un .
. L 39

a? w—a; ul— a.

1
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ou, en mettant pour 27 sa valeur :

.
\/af——az a;—al e —an % ul —u; ul—ua

s 5 PO —— g - Py 2 r 3 e 2 2

p V al—wu, aj—ul @ —uy " U, —a ) —an

38. Actuellement, afin d’obtenir I'expression transformée du pro-
duit dz,, dz;, .... dw,,jemploie les équations (26), en supprimant
la premiére, et supposant », constante. '

Pour simplifier, je pose en méme temps

2 2 2
w, — al ul—a? u) — an

z, =3, - =, T3=12z, 5 Y . T, =35, . - - - - (60)
a,—a, @, — oy a, —@G.

. (af—w) oo (@—wa) _
Y (e;—ag) ... (aj—al) ’
: (ag—wi) ..o (a3—wi)
P (ai—a)) el (d3—an) ’ (61)
. (an—ui) . (an—us) 0
z, E—3
T ai—a) o (eiaiy)

Or, ces équations ne différent des équations (26), appliquées a n—1
inconnues, que par le changement des indices 1,2,3, ... n—1 en
2,3, .... n. Elles donneront pour dz, .... dz, une valeur qui se déduira
de la formule (44) par le méme changement; c’est-a-dire que 1'on aura

dz,dz, ....ds, =, uy ... u,.du,.du, .... du

. (62)

"VD.D;...0m....D

en posant
D, = (un—a}) (un—al) .. .. (us—az).

Dans cette formule, les indices ¢ et m croissent de 2 4 n—1 et de
2 a n, et l'indice / doit étre plus grand que <.



40 TRANSFORMATION DES VARIABLES

Au moyen des formules (60) et (62), et en employant pour le radi-
cal de dB, la valeur trouvée plus haut, on a

2 2 2 2 2 2

U, —u u—u I (w—ul
B = u, uy oo v, du,du, ... du, \/ e (i ) .. (63)
2 ¢ —% V'D,Dy.... D .... D

n

39. Si, comme au n° 32, nous supposons a, = 0, la formule pré-
cédente se transformera facilement en celle-ci :

B — du,.duy ... du, I (ui—u?) .
VAL, oo Dy ve A

(64)

Vindice 7 peut actuellement croitre de I 4 n—1, et
A= (4] —um) (@] —wum) .eos @z —um) (m—am) ... (Um—ai_y).
En employant ensuite toutes les considérations du ne 30, je trouve

B_// /’a,,_ du, du;.. du, 1 (u ‘_“21); coe .. (68)

NN

ou, en effectuant le produit I, et adoptant la méme notation qu’aunc 33:

On—1 On—3z u’ du P wen—b du
B= / It PN 22 gem—a | . (66
2 /. VAn—l / 5/&2 u1 > ( )

dn-—( a,

40. On peut obtenir une autre expression de l'intégrale B.
Observons pour cela, qu’en posant dans la formule (55) :

- 2 —  _» 5 2.
v, =y,Vui—a:, z,=y,Vu—a T, =y, Vu—al;

a®—a’ a;—a ‘0’ —a
A, = L 2 A3 L A = ! ;
= , = ..
: ui—al ul ~al " ul—a,

1

-

<

elle se transforme en

=2y — . —2yh
B =V (ai—a?) (vi—al) .... (] ——a,.)./jcl‘/2 dy, ... dy, \/1_ /; ——; . . (87)

yg—...-‘—"]n




