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huit heures du soir le 15 Octobre, et a six heures et demie
le 16 et le 17.
Le phénoméne que jannonce ici réclame une etude

spéciale avant que I'on puisse chercher a pénétrer la cause
de la coincidence remarquable dont il s’agit.

Quelques theoremes de Géomeétrie eléementaire; par
M. E. Catalan, associé de I’Académie.

{. Annexes d’'un triangle. Soilent M, N, P les points
symétriques des sommets A, B, G d'un triangle, relative-
ment aux cOtés BC, CA, AB. Si 'on meéne les droites PB,
NC, elles déterminent en général, avec BC, un triangle

Fig. 1.
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BCA' ("), que 'on peut appeler annexe de ABC, suivant BC.
De méme, CAB’, ABC’ sont des annexes. Ces triangles
jouissent de propriéteés assez remarquables.

2. Angles des annexes. Soit Bax le prolongement de AB.
D’aprés la construction,

A'Bx = PBA — CBA — B;
done

. A'BC = 2 — 2B.
De méme,
BCA" — 2¢ — 2C.

Par consequent,
A’ = 2% — 94, ()

Ainsi, les angles de Uannexe suivant BC sont les sup-
pléments des doubles des angles de ABC. 1l en est de
méme pour les deux autres annexes. Conséquemment , les
(rois annexes sont semblables ; et, en outre :

A'BC = ABC' = B',
BGA—ACH — €.
BAC' — CAB' = A".

3. Remarque. Soil O le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC. L’angle au centre, BOC, est double de A.
Donc BOC + A" = 2°: le quadrilatéere BOCA' est inscrip-

(*) Il est visible que, si 'angle A est droit, les lignes PB, NC sont
paralléles entre elles. Cette conclusion résulte, d’ailleurs, des valeurs
sulvantes.

(*") Lorsque A=17, A’ est nul, conformément a2 la remarque préce-
dente.
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tible. De méme, COAB', AOCA’ sont des quadrilatéres
inscriptibles (7).

k. Hexagone des annexes. Dans I’hexagone
A'C B'ACBA’,
les angles en A', B', C’ ont pour valeurs, respectivement :
29 — 24, 2 —2B, 2¢— 2C.
LL’angle en A égale
CAB' + A +~ BAC'=2A" + A = 4* — 3A.

Done Uangle exteriewr (**), B'AC’, est le triple de A. Sem-
blablement :

angle ext. BBCA = 3C ,
angle ext. C’'BA'= 3B.

9. Remarques 1. La somme des angles intérieurs, en
A, B, C, est

12 — 3(A + B + C) = 6%;
donc un aw moins, de ces (rois angles, surpasse 2 droils.

Il. L’hexagone est non-convexe.

llI. La somme des angles intérieurs, en A', B', C, éqgale
2 droilts.

(") Nous reviendrons sur cette propriété.
(**) L’expression : angle extérieur, n’a pas, ici, la signification habi-
tuelle.
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6. TueorkME 1°. La droite AA', qui joint un sommel
de ABC au sommel corres-
pondantd’une annexe BCA',
contient lecentre O dela cir-
conférence circonscrile au
premier Iriangle et le cen-
\ treo de la circonférence cir-

. conscrite a Uannexe; 2° le
\ } second cenlre est silue sur

;

/ la premiére circonference.
Soient Bf perpendiculaire
a BA, Cg perpendiculaire
a CA. D’apres la défini-
tion (1), ces droites sont bis-
sectrices des angles CBA',

BAC;donc elles se coupent
au centre o du cercle msecrit a 'annexe.

En second lieu, la circonférence décrite sur Az, comme
diametre, contienl les sommets B, C: elle est circonserite
au triangle ABC.

Menons la droitexA’,laquelle est bissectrice de I'angle A"
Nous aurons :

BxA’ — 2¢ — L(A’ + B') = A 4 B;

et, parce que BzA, BCA sont inscrits au méme segment :

| BxA — BCA = C.
Donc
BxA" 4+~ BaA — A +~ B 4+ C = 2%;

A'20A est une ligne droite.

7. Corollaires. 1. S§i, dans le cercle O, la corde BC est
fixe, et que le point A soit mobile, le liew du point A’ est
un arc de la circonféerence BOC (3).

[1. S, au contraire, le point A est fixe, et que la corde BC
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soit mobile, le liew du point A’ est le prolongement du

diametre passant en A (*).

8. Autre construction de Uannexe. Soit « le point dia-
métralement opposé a A, dans la circonférence circonscrite
au triangle ABC. De ce point, comme centre, décrivez la
circonférence tangente au coté BC. Des extrémités de ce
cote, menez les tangentes BA’, CA’ : elles se coupent en un
point A’, situé sur AO«; et BA'C est 'annexe demandée.

9. Annexes d’un polygone inscrit, ayant un nombre
impair de cotes. Soit, par exemple, le pentagone ABCDE,
inscrit a la circoniérence O. La construction indiquée

— ==

(*) On verra, tout a I’heure, comment on doit prendre la corde mobile,

pour que le point A” soit fize.
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ci-contre détermine les annexes DA'C, EB'D,.....; puis
le décagone AC'EB'D....., dans lequel les diagonales

se coupent au centre du cercle donné (") .

10. Circonférence des neuf points (lig. 4). Supposons
que A, B, C soient les milieux des cotés d’un triangle FGH.
La circonférence O devient la circonférence des neuf points
(milieux des colés, pieds des hauteurs, milieux des seg-
ments compris entre les sommets et le point de concours
des hauteurs), relative a ce triangle. D’aprés le theo-
reme (6), cette circonférence contient les centres c, [3, 7
des cercles inscrits aux annexes de ABC; et ces centres
sont diamélralement opposées a A, B, C.

T i
T — —

(*) En outre, les quadrilatéres AC'EO, EB'DO, DA’CO, CE’BO, BD’A(
sont inscriptibles
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Voila donc trois points ajoutés aux neuf (*) que l'on
connaissait (7).

11. Cercles ex-inscrits aux annexes (fig. 5). A'A est la
bissectrice de I'angle A'(6) Le coté BA, perpendiculaire a la
bissectrice B« de A'BC, est bissecteur de 'angle extérieur
A’Bx. Pour la méme raison, CA est la bissectrice de A'Cy.
Done A est le centre du cercle ex-inscrit a Uannexe BCA',
tangenl au cote BC. Le rayon de ce cercle est la hau-

teur AH.

Considérons les deux autres cercles ex-inscrits 8 BCA'.
Le centrede I'un est I'intersection de AB avee la droite YZ,
menée par A’, perpendiculairement a A'A; le centre de

’autre est I'tntersection de cette méme droite YZ avec AC.
Par conséquent :

l.es centres des cercles ex-inscrils aux l(rois annexes
sont :

1° Les sommets du triangle ABC;
2° Les intersections des coles de ce triangle avec les

droites YZ, ZX, XY, menées par A', B', C', perpendiculai-
rement a A’A, B'B, C'C.

(") Ou plutot aux quinze. ( Theorémes et problemes de Geométrie éle-
mentaire, 6m¢ edit., p. 177.)
(**) Je fais abstraction, bien entendu, des points remarquables, en

nombre indéfini, ou la circonférence O touche certains cercles. Loc. cil.,
p. 181.
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12. Remarque. Ces droitessont paralleles aux tangentes,

en A, B, C, au cercle 0.

kig. o.
A

[/

13. LemmE (fig. 6). Soit ABC un (riangle isoscele, inscril
a un cercle Q. Si Uon trace la corde AD, coupant en K la
base du [riangle, on a

AD AR 2xB?

Menons le diamétre AOG et la corde GD. Le quadrila-
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tere DEHG, qui a deux angles opposés droits, est inserip-
tible (*). Done

AD. AE—=AG. AH.

Fig. 6.

D’apres un théoreme
connu, le second mem-
breégale AB. AC=AB ;
donc la proposition est
démontree.

14. Relation métri-
que. L.e Lemme précé-
dent, appliqué a la fi-
gure 9, donne

~ 0BOC R
R=ror
puis
o
< A —r or’
ol
R Ol
AA' Al
De méeme :

R OR R OL

’ e — -

BB vy DR GG G
Par conséquent,
R R R OL. - OK 5 0L

— — 4+ — -+

A RE S T MR e

Mais 1l est connu (et évident) que la somme des trois

— —— = —

— e —

(*) Autrement dit, les triangles ADG, AHE sont semblables.
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derniers rapports se réduit & I'unité (*). Donc enfin
i 1 1

-4 — 4 —

A
ANFS BB 0 R

)

relation semblable a celle qui existe entre les rayons des
cercles tangents aux trois cotésd’un triangle (**). Par suite,
on peut construire un (riangle dans lequel ces quatr e

rayons soient éqaux a R, AA', BB’, CC' (***).

15. TaEorEME. 87 un triangle inscrit ABC (fig. 5) a
un sommet fixe A, et que le coté BC passe par un point
fixe 1, appartenant au diametre Ac., le sommet A' de ['an -

nexe est tnvariable.
En effet, on vient de voir que

R*

OA" = —.
Ol

16. Remarques 1. La réciproque est vraie : Si le som-
met A’ est fixe, toules les cordes BU passent en un point

fixe, situe sur AA’.

[I. La propriété qui vient démontrée complete I'une
de celles qui I'ont été ci-dessus (7, II).

(*) De la resulte que, dans tout triangle rectiligne,
sin 2A + sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin C.

Cetle proposition, egalement connue, est facile a veérifier directement.
(**) Théorémes et Problemes..., p. 198.
(22 Td.-p: 1 16.
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I11. Les points 1, A" sont réciproques (*). Donc la polaire

du point 1 est la droite YZ (1I). De méme, ZX et XY sonl
les polaires des points L, K.

17. Hexagone de Brianchon (fig. 7). Les diagonales de
I’hexagone A'CB’AC'B se coupent au point O. Donc cet
hexagone est circonscrit a une conique.

18. Hexagone de Pascal. En 1848, nous avons fail con-
naitre un théoréeme que I'on peut énoncer ainsi :
Les jonctions successives des sommels allernants «’un

(*) Eléments de Géométrie, p.114.
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hexagone de Brianchon, sont les cotés d’un hexagone de

Pascal (7).
On vient de voir que C'BA'CB’A est un hexagone de

Brianchon. Donc les droites C'A’, BC, A'B’, CA, B'C’, AB
sont les cotés successifs d'un hexagone de Pascal. Cet liexa-
gone est DEFGHI. Autrement dit, les points D, E, F, G,

H, I sont situés sur une conique.

18. Circonférence des neuf points. Supposons, comme
précédemment (10), que A, B, C soient les milienx des
cOolés d’un triangle T (7). Soit O la circonférence des neuf
points, relative a T, et soient ABC’, BCA’, CAB’ les an-
nexes de ABC. Les derniéres remarques donnent lieu a la
proposition suivante :

1° L’hexagone AC'BA'CB est circonscrit a une conique ;
2° L’hexagone DEFGHI, formé par les intersections
successives des droiles AB, C'A’, BC, A'B’, CA, B'C’, AB,

est tnscrit a une conique.

19. Remarque. 51, comme au n° 9, on remplacait le
triangle ABC par un polygone convenablement choisi, on
pourrail généraliser les derniéres proprietés. Mais en voila
assez sur ce sujel.

— — — — e — — e s

(*) Nouvelles Annales de Mathémaliques, 1852, p. 175; Bullelins
de I’ Académie, dec. 1878 ; elc.
(**) Non represente sur la figure.



