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RAPPORTS.

= -

Recherches sur le développement de la fonction T;

mémoire par M. Gilbert.

Rapport de M, E. Catalan.

« Afin que I'on puisse juger de 'importance des Recher-
ches effectuées par M. Gilbert, je vais en donner une ana-

lyse, aussi succincte que possible.

Partant des formules de Binet :

et de la relation fondamentale

C(x + 1) =pl(x),

(1)

(2)

notre confrére trouve trés-simplement : 1° la série de Gu-
dermann , avec une expression du reste; 2° le développe-
ment de T (1) sous forme de produit indéfini, donné par



(9)
Gauss. Une seconde démonstration de ce développement,

basée sur la formule de Stirling, me parait moins satisfai-
sante que la premiere. Elle est peut-étre moins originale

aussi que celle-cl.
I1.

La constante d’Euler a été mise, par Schlomilch, sous

la forme :
C=—/f"¢e*lade. . . . . (3)("
0

De cette formule, M. Gilbert déduit, non-seulement :

o __:d o
——C=£im(/‘e I—t—l.&‘):lim('/. E—dm+l.as),
: X x

E

€

mais encore :

“cos a
f md:ﬂ=—-(C+|.aE).
x

I11.

Si 'on désigne par F («) la fonction

X X
1+—:

er— 4 9

de maniére que

© 0P
tr(y)*:'/. e B(g)das, A1)y (%) (**)

0

—_—

(¥) Voir la Note I, a la fin du Rapport.
(**) Voir la Note II.



on trouve aisément :

F (I) = 24 211:1 nn? 4+ 2 (b')
Par suite,
s o L
=(#) Emi n*n® + o )

0

Aprés avorr rappelé cette formule, due a Cauchy, M. Gil-
bert en conclut d’abord :

, PR, *sin2nrz | ° dz » SIN 2n7rz
—— 3 - dz —— 7);
E(P’-) ?rE{ﬂ Py ﬂ_'/‘ #_‘_ZEI n ()

0 0

puis, observant que

"= sIn NU r — U

e 2

n

pour toute valeur de w comprise entre 0 et 2w, notre
confrére décompose I'intégrale en une infinité de parties,
convenablement choisies, et il trouve cette nouvelle for-

mule :
i

]
e (:z_ﬂ:)dm

> R

k 0 P-—l—-k-l—il?
0

Il

1O |

o (p) =

Comme le dit avec raison I'auteur : « la derniére trans-
» formation présente ceci de remarquable, que la fonc-
» tion =(¢), ...... se trouve, dans I’équation (8), repré-
sentée par une série d’intégrales définies a différentielles
» rationnelles. »

Aprés avolr retrouvé, au moyen de I'équation (7), la
serie de Gudermann et la serie de Binet, M. Gilbert fait

)

S



(7)

subir diverses transformations a cette formule (7), et 1l en
" conclut :

O 1 o A
“(’“):EEG (21 + 2k + 1)’ +§E{. (2u + 2k + 1)*
S 1
+? ﬂ(2y+2k+i)ﬁ+“” o I SRR SR |

Lorsque « — *, cette nouvelle relation donne la « for-
» mule curieuse :

T nt 7°

1——1'2— B B -+ B""“.... - *,*
T NI T T R T e ()

» qui associe, dans une méme équation, les nombres ber-
» noulliens, le nombre = et le logarithme népérien de 2. »

L’intégration par parties, appliquée a I'équation (8), con-
duit M. Gilbert 2 d’autres développements de la fonction
=(); par exemple celui-ci :

i 1 Rl Ladon 1
sl =33 Eﬂ (4K (e +k+1) 3.5.2° E“ (2 + k) (a+k+1)°
1.2 1

g 5-5..7_2-Ilr 2“ (#__‘_ k)'i (F- 7% k+d)3— oo

IV.

Au moyen d'une identité due a Stirling, et dont MM. Ge-
nocchi et De Tilly avaient déja fait d’heureux usages,
M. Gilbert retrouve la série de Binet, avec 'expression du
reste. Les géométres que je viens de citer avaient déja résolu
cette question du reste; mais seulement pour des valeurs

(*) Voir la Note IIL.
(**) L’auteur appelle B,, B,, B;, ... ce que je désigne ici par B,, — By,
+B;,.... On sait qu’il y a plusieurs définitions des nombres de Bernoulli.



(8)

entieres de «. Apres avoir démontrée la relation :
1 1.2.5....(n—1)

R, : 10
<8;.c9 (e +1)cees (& +n—1) ()
notre confrére en conclut :
i i
Rn < (1])

842 1 + Cpu+ ul.(n—1) |

Cetle seconde limite de R, est, me semble-t-il, un peu
grande (7).

M. Gilbert fait observer, en passant, que les séries de
Gudermann et de Binet ne sont pas essentiellement diffé-
rentes : on peut déduire une de 'autre. Cette remarque
avait déja été faite par M. De Tilly.

De simples identites, d’ou I'on conclut le développement
de - +:¢ — en sommes de fractions dont les deux termes
sont des factorielles, conduisent 'auteur a la découverte
d’une infinité de séries propres a représenter = («), et dont

“la série de Binet est un cas trés-particulier. Citons celle-ci,
par exemple :

i
11 1 ( ,])
Erp el e 3 e
(Jﬂ) 2[F+P+1]'/ i el R 2 x

0

W Eo e W

0

+1[ 1 . 1 ]
6Lu(u+2)(u+4)  (e+1)(p+3) (u+D)

fix(ﬂ—m) (4 — x) (:1:-——- %) dx




Reprenant la formule :

v a= 71 ®sin 2nnz
o) = — — iy T
(1) = §=i n f “ 4z ’

0

et opérant, comme 1l le dit « de simples intégrations par
» parties, » M. Gilbert retrouve la série de Stirling, avec
deux nouvelles expressions du reste. Je ne suis pas bien
sur que ces limites soient préférables a celles que I'on con-
naissait déja.

Pour terminer ce paragraphe, I'auteur conclut, de ’équa-
tion ci-dessus, le curieux développement de =(«) en série
périodique, di a M. Kummer. Il déduit ensuite, de cette

seérie, diverses intégrales définies remarquables. Je citerai
seulement celle-ci :

M 1
'/ ].I'(p:) CcoS Qk{xw—“: —_
hx

0

VL

Dans ce paragraphe, qui constitue la partie la plus
abstraite de son travail, M. Gilbert considére encore I'inté-

arale
1 1 N
( — + ) : dz;
f e’— 1 z 2 4

mais il suppose z imaginaire, et il étend I'intégration a un
certain contour fermé. Appliquant, avec beaucoup de saga-




(10)
cité et de pénétration, la théorie des fonctions d’une va-

riable vmaginaire, théorie encore nouvelle, il arrive a ces
deux équations, bien remarquables :

R=EBOR fln,ur 1 3 (1 ) sin 2ux
= — — —cot
F) 2 n=1 %f 4 i i X dm, (12)

0

© (1 cos 2ux s=o oin
f (——— cot :r:) gy E i
. x x n

n=1

La seconde conduit I'auteur a des résultats étonnants,

presque paradoxaux, parmi lesquels je citerai seulement
celui-ci : I'intégrale

oS 2ux — cos 2ax
cot xdx
M 1

0

a des valeurs tres-differentes, selon que les paramétres g,
a sont entiers ou fractionnaires. Cette discontinuite, dont

on ne connaissait que peu d’exemples, me parait suscep-
tible d’applications importantes.

VIL.

M. Gilbert reprend la formule (12), en I’écrivant ainsi :

Fian——_ Y Y | sin 2ux
ET([-&)=—-§L‘251.HP‘F+ -2-./‘ (E: — cot .’L') ;I,'# -dx . (15)

0

(") Cette notation signifie que le sinus est pris en valeur absolue :

1
l. 2sin ur= = l. (4 sin* ur).

-



(H
Combinant cette équation (13) avec les propriétés de la

fonction = (), notre confrére trouve des intégrales définies
nouvelles et remarquables; savoir :

“sinx — X COS X i i
- cos (2p +1)xdx =1 — y.+-2') . l+F :

X

“sinx—xcosx sin(2u+1)x
2

dx=(2n+1)+21. [-1.5.5...‘2?1-——1]

e ey

xT SIin X
© - n—1
, SIn T
SIN X — X COS X n q 1 : [1 g i 1]
g — —— . vidot)ooe TU—
pr g (n ) + n
Sin —
0 n

i f-;l. [1.28.3%... (n— 1)'=1]; ete.

Ce paragraphe est terminé par les développements de

=(p) en séries procédant suivant le sinus intégral et le
cosinus intégral de nm.

VIILI.

Apres avoir prouvé que

g In 2
f (-——cotx)sm #Id:::=2;z—(2;¢—1)l.p
x x

0

i in (2p — 1
+f [(Q,u—-i)cos?a: Sm(? )x]d:c,
sin

0

"auteur, au moyen de cette transformation, met la fonc-
tion =(p) sous une nouvelle forme; il en conclut :

| T 1 i sin (2u—1)x7dx
.T(p)=-1. - — o A TR s i &
(1) 2 sin ur 2{/‘ [( Sl i sin ] % (14)

0




(12)

« Cette expression », dit notre confrére, « ne semble pas,
» au premier abord, se préter facilement a I'étude des pro-
» priétés de la fonction r(u) (*)... Néanmoins, il est trés-
» curieux que cette équation conduise, de la maniére la
» plus simple et la plus naturelle, aux propriétes caracte-
» ristiques de la fonction r'... ».Je n’a1 pas besoin d’ajou-
ter que M. Gilbert justifie, amplement, cette appréciation.

Le Mémoire se termine par la démonstration de la for-
mule

G dz i ' l—a:f"‘_’d
: (1 +2%) (e*™*— 2 cospr+e BT hsinur DT ik

0 0

Cette démonstration me parait trop longue (™).

En résumé, et malgré quelques points que j’a1 cru pou-
voir critiquer, le Mémoire de notre confrére est certaine-
ment aussi important, au fond, que remarquable sous le
rapport de I'élégance des transformations et de la variéte
des résultats. Ce travail est, a ma connaissance, le meil-
leur commentaire du célébre Mémoire de Binet. J'a1 donc
'honneur de proposer I'insertion des Recherches sur le
développement de la fonction T, dans 'un des recueils de
I’Académie. » '

MM. J. Liagre et J. De Tilly, deuxiéme et troisiéme com-
missaires, déclarent qu’ils partagent I'opinion de M. Catalan
sur le mérite du mémoire de M. Gilbert, et qu’ils adhérent
aux conclusions du rapport ci-dessus; la classe décide,
en conséquence , d'imprimer ce travail dans le recueil des
Mémoires 1n-4°.

(*) 1l fait observer, avec raison, que la formule (14) devient illusoire
lorsque g est entier,
(**) Note V.



(19 )

NOTES.

En geéneral ,

M:/ e—2 g1, zdx,

d _
0

d.l. fie s
-—P(M — [E - dm_
d _ x i —e-
0

Si I'on fait e—*=z, cette derniére équation devient :

d.I.I‘(,u)___ 1 _L+ Eﬂ_l]dz
du G R
0

C étant la constante d'Euler, on a:

C l 1-+-1 dz;
o 8 o g o
1

d.l. 14 — zp—1
(&) +C=/ dz.
a X 1—3
0

Le second membre s’annule pour & = 1; conséquemment,

el

donc

d.l. ®
-—G=|:__.£_(ﬁl] — e—?]|, xdxr; .

dp

formule de Schlomilch.

I1.

La célebre formule de Poisson :

®  sinax
11‘(:1:):’2.113/I e %,

U




(14 )

donne :

® g—MT d sin o 5 e g
X doe =2
i 270 _ | e2ra — 1
dx
/ e— % gin g — °
T

0

LN ey T L o
L’intégrale relative a o est g — arc tg = arc tg 2 donc

© dz o
m(#)=?/ Sz are tg;;

&
0

formule trouvée par Binet, un peu moins simplement.

I1I.

Si, dans I'équation (9), on transforme chaque fraction en intégrale dé-
finie, on retombe sous la formule (2). Réciproquement, on peut conclure,
de celle-ci, 'équation (9). En effet, si I'on change x en 2x, on peut mettre
cette équation (2) sous la forme :

dzx.

=1=3 1—e % s

1 /"“' e~ @+ pe* 4 e~ %) — (62 — e~ 9)
2

0

La premiére fraction égale

k=
E e—{iy. +!k+l}r_
k=0

La seconde est la dérivée de

e!_e—:ﬂ—l% 1+ m! wi +
SR 1.2.5 ' 1.2.3.4.5 |

Le développement de cette seconde fraction est donc




(15)

Par suite,

k=w 5
1::(#)-—2 . g - ]e—{!F+!ﬁ+"}rd¢:
y (& 5 126. 5 Y. 2.5.4.5.1

et il est visible que cette formule ne differe pas de I'equation (9).

IV.

On a, pour de grandes valeursde n:

n--- -{ﬂ.-—l;|

1.2.5...n—1 —-Vﬂzr(n-—’l)

___( ____1):“"!""—‘2‘ e (n—1)

) =Vor — ")
(k1) (F42)...... (v +n—1) 2 ) (")

Donc, I'inégalité (10) devient:

() .
n<"BJU. (n._.'l) . . . . . . {11ﬁ )

Soit n = 101 : la formule (11) devient :

1 1
8u? 14 p,3,18239’

R, <

et la formule (11%) :
1 T(x)
8u? 100K

R, <

Si w =1, la premiere formule donne

|
R, -
< 49,459

et la seconde :

n<%ﬁ

l L] - [ ] - L L L]
Pour # = ¥ les limites seraient moins écartées; mais la seconde est
toujours notablement plus petite que la premiére.

(*) Mémoire de M. Gilbert, p. 5.
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4

Soit, comme dans la Note I':

d.. 1 4 zp—!
r'(m C_/’ AP

1—-:c

Si I'on fait z =e¢—2%, on trouve :

Ceoll—=10 — eg—(L-1)c
A ==3 e~ du.
. e¥—e %

0

D’aprés une remarquable formule de Poisson (*), on a:

« of3
| cos— d
elp—No _ g—(p=va 2 gl
—— = —— SIn M7 - -
g% — g— 0 T eﬁ-—)cos.u::r-l-e a
0
" cos ol
= — 2sin u7r — af ("").
g f eTt— 2 COS uT—+4-e— 7!

: 0
Substituant, je trouve :

: i dt ®
A=—4sinpur f cos wt.e— Ko de.
e7t— 2C0S U7 4 e~ 7*

0

U

L’integrale relative a - a pour valeur = _ﬁ et donc

A ARV % 1 dt
_ — S1n -
# i / et — 2 COs MT + e~ 7! 12 4 m2’

0
ou, plus simplement,

A 1si ® 1 dz
—_ — LT .
i, f LTz — 2 COS UT 4 e~ K77 ] 4 32
0

valeur trouvée par M. Gilbert.

i

(*) Journal de I’Ecole polytechnique, 18¢ cahier, p. 306.
(**) p est une fraction proprement dite; donc la fraction transformeée est néga-

tive ; el les deux intégrales définies sont positives.



