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Recherches sur les déterminants, par M. CATALAN, répéti-
teur a I'Ecole polytechnique, secrétaire de la Société
philomatique de Paris, etc.

Divers géométres, parmi lesquels il suffit de citer
MM. Cauchy, Binet, Jacobi et Lebesgue, se sont occupés,
a plusieurs reprises, des propriétés nombreuses dont jouis-
sent les fonctions connues sous le nom de déterminants.
Jal indiqué aussi quelques-unes de ces propriétés, dans
mon Mémoire sur la transformation des variables dans les
intégrales multiples (7).

Dans le travail que jyai I'honneur de présenter a I'Aca-
démie, je me suis principalement proposé de calculer les
valeurs numériques des déterminants, lorsque les coeffi-
cients des équations données sont des expressions Lres-
simples, telles que + 1, —1, 0, ete. Celte recherche m’a
obligé de reprendre, sous un point de vue qui me parait
simple et nouveau, I'étude des déterminants. Les considé-
ratioils dont j'ai fait usage m’ont tres-aisément conduit aux
principaux théorémes connus, el a d’'autres, qui n'avaient
peut-étre pas été remarqués. Enfin, la connaissance des
valeurs numériques dont je viens de parler, m’a donné
quelques intégrales multiples qu’il serait difficile, je pense,
de déterminer par d’autres moyens.

1. Je commence par expliquer quelques définitions et
quelques notations.

(*) Mémoires couronnes par I’ Académie de Bruxelles , tome X1V,
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Si 'on considére les n équations suivantes,

@, 2, 4+ b, v, ¢, 234+ ..+ kv, +l 2 =u,
a:$n+bn$:+c=_m3+"'+kn$u—1+lzmu=u2! (l)

L] . - ] - - - - & - - L |

o, 2, +b, v, ¢, 2% 4+ ...+ £k, g ot 3 ==,

le dénominateur commun des valeurs des inconnues
X,, &,, L3, ... T,, est ce quon appelle le déterminant
des n* quantités '

a:‘! bi! 011

k
ﬂz:bnscna-!'kg:;za | onlk 1 (2)
a,, bnﬂ Coo o0 kﬂ! tu!

Ce déterminant, que P'on peut former de différentes
maniéres, a un signe qui dépend de celui que 'on adopte
pour le terme a, b, c; ... k,_ 1. Afin d’éviter toute am-
biguité, nous supposerons que ce terme, que I'on pourrait
nommer terme caractérisque, est pris posilivement, et tqu il

est écrit le premier.
2. Pour abréger, je représenterai généralement par
A, B, G, ... I'ensemble des lettres contenues dans la

premiére, la seconde, la troisiéme, ... ligne d’'un systéme
tel que (2); de facon qu'un pareil systéme pourra étre re-
présenté par

A,

B,

C

7

ou encore par (A, B, C, ...). Le déterminant de ce sys-
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téme pourra, d'une maniére analogue, étre représenté
par dét. (A, B, C, ...).

3. On sait que si 'on change l'ordre de deux des ce-
lonnes horizontales du systéme (2), le déterminant change
de signe; d’ou I'on conclut que si 'on remplace une ligne
par une autre, sans opérer le changement réciproque, le
déterminant devient zéro. Ges deux propriétés sont expri-
mées commodément par

dét, (B, A, C, ... )= —dét. (A, B} €50\ )
et dét. (A, A, Cs.v04 )=,

4. Théoréme. Soient les trois systémes

A+ M,

A, M,
B;

B; B;

on aura, entre leurs déterminants, la relation | |
dét. (A 4+- M, B) =dét. (A, B) 4 dét. (M, B).

Démonstration. Un terme quelconque du premier déter-
minant provient de la multiplication d'un terme de B par
un terme de A + M; or, celui-ci est égal a la somme des
termes qui lui correspondent dans A et dans M; et, d'un
autre cOté, ces deux termes, multipliés respectivement par
le terme de B dont il s’agit, ont formé, 'un un terme du
déterminant de (A, B), l'autre un terme du délerminant
de (M, B); donc, ete.

5. Ce théoréme trés-simple parait fondamental dans la
théorie qui nous occupe; il conduit immédiatement aux
corollaires suivants :

1o dét. (A+M, B, C, ...)=dét. (A, B, C, ...)+ dét. (M, B, C, ...).
P dét. (A-+M, B+-N) = dét. (A, B)+dét. (A, N) = dét. (M, B)~dét. (M, N).
3° dét. (A4-M, B+4-N, C4-P) = dét. (A, B, €) +- dét. (M, B, €) - ete.
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6. Considérons un systéme semblable au systéme (2),
et décomposons chaque ligne horizontale en deux parties,
dont la premiére contienne p lettres @, b, ¢, ... f, et la
seconde, n—p lettres g, h, ... k, I. Nous pourrons
représenter ce systéme par |

A1+M1!
' A5+Mn'}

.A,, + M.
D’aprés le corollaire 3°, étendu a2 un nombre quelconque
d’équations, le déterminant sera donné par la formule

A==dét. (A, A,, wvey) 4 Edét (A5 Ay ore Ay i s M,)
+Sdét. (A, A,,...A,_,, M _,. M) ..
-+ I dét. (AI, A,y e Ap, My, MP..‘_g, con Mu) ~+ oo
+dét. (M, , M,, ... M,).

Nous représentons par 3 dét. (A,, A,, ... A,_,, M,)]a
quantité

QO TAL A,y oroidhy o s Bt dte (By5 Ayh coo Mu o ADickt0u.
+ déts (M,, A,, «.v A,);

et ainsi des autres.

Observons maintenant que si un systéme d’équations du
premier degré n’est pas complétement déterminé, le dé-
nominateur des valeurs des inconnues sera égal a zéro. Or,
le systeme (A,, A,, ... A,) répond a n équations entre p
mconnues ; le systéme (A, A,, ... A,_,, M,) répond a
n—1 équations entre p inconnues, etc. Tous ces systémes
ont donc des déterminants nuls, et la formule se réduit a

Am=Sd6t. (Ay A,y ies Apy Moot Mptess ooe M) - (8)
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Dans le second membre ; considérons en particulier le
déterminant du systéme (A , A,, ... A,, M., ... M,).
Ce déterminant contient les termes

g Bilbodd oy et W N A Ay R i

c'est-a-dire qu'il renferme le produit de a, b, ... [, par la
quantité

gp-l-[ . kn-——rl ‘ﬂ."""“'gp-{-r N !n—-[ kn = 00y

laquelle est égale an délerminant du systeme (M.,
M,..,...M,). Une seconde partie de ce déterminant sera

_bI az lllfpdﬁtl- (Mp—-l—[, 'R M"); 'BIL'
Il résulte de cette observation que

dét. (A'l'-l A‘E? B AF, BIP—I"I'.I h’lp_!.—g, TR Mn)

'k
— dét. (A” Az, ok AP) dét. (Mp+; ; Mp..‘_a, R Mn). : )

Par suite, I'éguation (3) peut étre mise sous la forme

A s dét- (Al'-l Ai'—' T A’P) dél. (Mjl-l-l':r Mj:-—[—!‘- - Mn)
iy dét. (A“l . AE‘!' st Ap_.l, A‘P"I"l) dét. (Mp, MP"I"!! ees Mﬂ) (5)
AL A L ) AR ARIDG L Mo A

- : . 2 ;
en observant que, daprés le n® 5, un terme du second

membre doit avoir le signe -+ ou le signe —, suivant que
les indices présentent un nombre pair ou un nombre
impair dinversions numeriques.

7. Pour appliquer le théoréme précédent, supposons
d’abord p=1 : alors les suitesA,, A,, ... A, se réduisent a
leurs premiers termes a,, a,, ... d,, et 'éguation (5) devient

A =a, dét.(M,, My, ... M) —a, dét.(M,, M, .. M,) ...

6
See aet. (. M., o B L) (6)

le signe + répondant au cas de n impair.
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8. Supposons ensuite p = 2, de maniére que les quan-
tités A, A,, ... A, contiennent les lettres a et b. L’équa-
tion (5) étant développée, donnera
A=(ab,—a,b,)dét.(M;,M,,...M,)—(a,b;—a;b,)dét.(My,M,,...M,)+-...

:I:(ﬂ{bn—ﬂnb.:)dét.(M;,Mh .a -Mn—-{) )

+(@;b,—~ab,)dét.(M,,M,,...M,)—(a,b,—a,b,)dét.(M,,M;,.. . M,)+...
:F (ﬂgbﬂ‘“anbj)dét. (M.”ME, e lMﬂ-——{)

1

(7)
= 5 SRR SN S TS I U T TONE TR Rl Ve, Tl S AT
+(ﬂﬂmibn—ﬂﬂbﬂ_—i)dét.(ml . Mg, oo M-n—g) . ' “

Si par exemple n =4, cette formule donnera, pour le
déterminant du systeme

a,, b, ¢, d,,
@bty

) 27
as, ba:- C3, d3=

2 9 a9

"

A = (albz i aﬂbl) (ng& i 8y cddS) i (GJBE _— a'?-bl-) (cndfi_ Gddn)
e (alb[; i 98 § adbl) (cnd3.—' c3d2) 55 (a’zbfi - . a3bz) (c.ldd_cidl)
LR (azbd'* a’dbﬂ) (Gxd'i T c?sd:) -+ (a3bd Lo ﬂdb3) (cldi— cndt) ’

ce qui est exact.

9. Supposons encore, dans la formule (5), p=n—1;
auquel cas les suites M,, M, ... M,, se réduisent a /,, [,, ... 1,,
nous aurons | ' '

ﬂ:lndét-(Alg Aﬂ, "-'Ail,‘l—l)_lﬂ—l détn(Alg A:ji--An—!! Aﬂ.) +=se (3)
I, dét.(A,, Ay, ... A,).

Cette nouvelle formule, qui permet évidemment de pas-
ser du déterminant de n — 1 lettres au déterminant de
n lettres, ne différe que par la notation, de celle que jai
donnée dans le mémoire déja cité.

10. Soient les deux équations

6, % + b, 2, =u_,

a,s, + b, ¢, = u,.
ToME XiiI. o7
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Supposons quon les remplace par deux nouvelles équa-
tions, dont les premiers membres soient

(2, 8, + &, a,)% + (2, b, + a,b,)7,,
(‘31 al o '32 #2) 31 i (BI b: . ﬁn bz) .fl?,-

On pourra exprimer facilement le déterminant A du nou-
veau systéme, a l'aide des déterminants D et ¢ des systémes

al# b: dl? 51

ﬁ:, b'.! "I'_:H '6:‘

En effet, si nous représentons par (A,, A.) le premier
de ces deux systémes, nous aurons

A=dét. (z, A, + a, A,, B, A, + B, A,)
= a, 3, dét. (A,, A,) + «, B, dét. (A, A,)
= Oy B[ dét' (A:! AI) S &, ﬁz dét' (Az‘! A:)'

Le premier et le dernier de ces quatre déterminants sont
nuls; et dét. (A,, A,)= — dét. (A,, A,) = — D; donc

A== (a2, B,—a B,)D=2dD,

11. Supposons encoré quayant le systéme représenté
par (A, A,, A;) et le systéme

a]‘,! ﬁl? 9’1!
a5 B Y.,
439 B3, Y39

nous formions le systéme résultant

a, A+ g, A, + &3 Aj,
al‘. A‘I —+ 65 A: - 63 A’3-!
% A; + 9, A, + 95 A,

Le déterminant de ce nouveaun sysi¢me sera, en négligeant
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les déterminants nuls :

A==a, az ':"’?;dét‘ (An A-:a'.l AB) =+ II‘:-‘:-ﬁfy: deét. (Au AS? A:)
“+ 2, 63 " dét-(ﬁ.z, Aa, A‘I) + a, Bﬂ}’a dét-(sz, AI'J A;)
-+ ﬂ3ﬁl ‘:P': détt (Aa, A‘I! AE) -1 ﬁ3 {gj ‘yl détt (Ag, A:,-AI)- .

D’ailleurs, tous les déterminants qui entrent dans le se-
cond membre de cette formule sont égaux a-+D oua—D,
selon que les indices présentent un nombre pair ou un
nombre impair d'inversions; donc

3 =(“1 ﬁzyfi—“lﬁﬂyz +a, ﬁ3 Vi, ﬁl 3+ ﬁ‘3‘91 Va—&;3 ‘Giyl) D.

La quantité entre parenthéses contient tous les termes qui
doivent entrer dansd; de plus, ces termes sont positifs ou

négatifs, selon que le nombre des inversions est pair ou

impair; donc cette quantité est précisément égale a J; et
conséquemment

A=d.D.

12. Le méme mode de démonstration sétendrait évi-
demment a des systémes composés d’'un nombre quel-
conque de lettres : nous pouvons done établir le théoréme
suivant, démontré d’abord par M. Cauchy () :

« sil'on a deux systémes de quantités

ﬂ'I} b.I, c{;, 4808 ZI’ #I’ ﬁl, yI, LN AI:
a’:’ b:: ? c’: 3 %o I:z! &, 9 ﬁz? Voa e ;‘1 9
- - [ - - . » [ » - -

a,, bn! Cry oee zu; : %n 9 Bn? Yny ooe }'”;

— s e =

(*) Jowrnal de ¥ Ecole polytechnique , 17¢ cahier.
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» et si, a I'aide de ces quantités, on forme le systéme

#lai'hﬁlai 5 pd '+¢uaﬂ1 ﬂibi""mib!"'" vor =t ﬂ-nbu, hee ‘Ii!-l'l"aizi"i‘ cen +i-"ufn1
ﬂla]‘l"ﬁiﬂl"l" sal +ﬁ|a-. " ﬁib{"l-ﬁlb"'l- ™ + ﬂub" g ees ﬂ{h—l-ﬁ,f;-l-. .e + BH!",

A{ai-}_}l-.ai"l" *ae + Aﬂﬂﬂ, A Aibl+;tlbl+ . ll+ Aﬂb’ﬂ nees )&ili-l-}"ili—‘-l- . + }bnzﬂj
le déterminant du troisiéme systéme sera égal au produit

des déterminants des deux autres systémes. »
13. Supposons maintenant qu'étant donné le systéme

Ay
A

27

Jsol e

Au!

dont le déterminant est A, on ait combiné par voie d’ad-
dition et de soustraction les équations dont les premiers
membres sont représentés par A, , A,, .... A,; et, par exem-

ple, qu'on ait déduit du systéme (A) le systéme suivant

A,+A, 4+ o +A,,

A: “Az?
AL AR o1 QU U IUB)
An—l-—-An#

dont la considération nous sera utile plus loin. Soit A’ le
déterminant de ce nouveau systeme : d’apres les n® (3)
et (4), neus aurons,

$!=dét.(AI,'—A2,'—A31 un-,-——An)—[—dét-(Aﬂ,AI,H—A31-——A&, "'_—AH)
S8 VL 7Y BT YRS VU W WO 74 Y NI VO W

On sait que si 'on change les signes des termes d’une
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colonne horizontale, le délerminant change de signe; done

&r=(__l)u—i dét.(Aﬂ A,}-" An)_}_(—-l)"'"!dét. (A:‘a'ﬂ AI! A3, "'An)
+(___l)ﬂ—-3 dét. (A3, AI,IAE, A&, ses AH) = cesnn
™ (_])dét‘ (An—:! AI! Aﬂ e An—-:! An) 3 dét"(An'l AHA:I'-’ o e Aﬂ—l)'

Dans la premiére parenthese, il n’y a pas d’inversion ; dans
la seconde, il y a une inversion, etc.; donc

M b I B Apcsli e e (D)

14. Si la premiére ligne du systéeme (B) avait renfermé
seulement p des quantités A,, A,, ... A,, nous aurions
trouvé , pour le déterminant de ce systéme,

Af =l o R TV oo iaid s bneni b {1D)

15. Pour donner une application des théorémes (9) et
(10), supposons que le systeme (B) se réduise &

:I'I+:Eﬂ+:v3 +$5+ ese 1+ .Q?P:u”

wl o "r:z ek H:I
Wy Ry WEE WY
Ty = T, = U,;

alors, comme le déterminant A se réduit évidemment i
'unité , nous aurons

ﬁ’ == (-—'l )n-—l P-
Ainsi, en particulier, le déterminant relatif aux équations

T, + T, + T3 =u,

®q. = &y = %,
T, — T3 l — U3,
11?3—5!?& =H&,

.2?‘&—- s = Uj;,
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sera
A== S,

16. Nous avons suppesé tout a I'’heure que les équations
représentées par A,, A,, A;, ... ete..; étaient combinées
par voie de soustraction; dans I'ordre le plus naturel,
c'est-d-dire, que la seconde était retranchée de la pre-
miére, la troisiéme retranchée de la seconde, etc. Mais
comme il est permis d’écrire d’abord, dans un ordre quel-
conque, les équations proposées, il s'ensuit que le déter-
minant A’ de tout systéme déduit du systéme primitif par
voie de soustraction, sera toujours exprimé par == pA,
p étant le nombre des équations qui ont été ajoutées. 11 est
d'ailleurs bien- entendu que les équations doivent étre
combinées de telle sorte, que le systéme résultant ne soit
pas indéterminé.

Si, par exemple, le systéme proposé est (A,, A,, A;, A,
As, Ag), et que 'on en déduise les équations représentées

par
A, + A + A,
A, = X,
Be AL,
Az YT Aaa
Aﬁ o AS&
Ag — Ag;
on aura
A== == 8A,

17. Afin de sortir de ces généralités, considérons les
équations |
— T, 4+ T, Ty + ee 2, =u,,

¥, — 2, + &3 4+ o0 4+ 2, =u,,

L] . [ a - . » . . .

-

n n*

T, F T, 4+ T3 4 a7
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En prenant pour inconnue auxiliaire la somme s de toutes
les inconnues, on trouve

ﬂr-l-’l&,—l*n--l-ﬂn

§ e

n—2 ’

et

,.’I}'=‘ - v ,--.$n= |

2

Pour obtenir le déterminant A, je remplace d’abord les
équations données par les suivantes :

(n—ﬂ)ml+(ﬂ—-—ﬂ)wz+ see (ﬂ—2)£n=1&1+ 'H—n-l-u--l-ﬂ«n,
N ﬂmr""ﬂ‘gz =H-I'-'—ﬁ2.,
— 20, 4 20y =U, — Uy,

— 2, +22, =—u, —u,

D’aprés ce qui précede, le déterminant A’ du nouveau
systéme sera (—1)" " nA.

Mais, d’'un autre coté, en comparant A’ au déterminant
A" du systéme

$I+$.’+$3+-n+$u= aan

s cang xl + mn c— ann
P 5}'2 -+ 3?3 — e
i :‘.Fn_._l "I"" .fl'?n = ea® 4

onaA = (n—22""A”. Enfin, d’aprés le n® 15, et en
observant que les quantités A, — A,, A,—A;, ... ont
1c1 changé de signe,

Al == n.



(546 )

On .déduit, de ces diverses formules,
A= (n—2)(— 2)"".

18. Soient, plus généralement, les équations

-—-:I?I-——m':—-..wivp+wp+l+.-.+$n=ﬂ,,
:FI_m:__"iii__"mp_':rp_‘_l+ii.l+xn=u1,

__"r‘l__x:-—-"' +£P+$P+I+...-—g:ﬂ=uni.

dans lesquelles nous supposerons p < §n : si p était égal
a in, ces équations seraient évidemment indéterminées.
Pour obtenir le déterminant A, formons la somme de ces
équations et retranchons-les deux & deux; nous aurons

(n—2p)z, + (n—2p) 2, + o + (n —2p) 7, = ...
2, ey |

L

. L] ] » [ ] [ ] L

— 27, -+ 2% 4.3 == eus

ll-'ll;

et nous aurons, par les mémes considérations que ci-dessus,

A =a(—1)"""A = a(n— 2p)2"(— 1)*"?;

done

_ A= (n—2p) (— 2
19. Considérons actuellement les équations

T+ T, + T3+ oo + T =u,

$=+m3+lli +$p+1= 29
a""_.—p_l..ﬂ "'I"' .i?n_P,*_n + “se + "F'l —_ ‘u'n_P_'_’ )

[ ] (] L L L] & ] L] L] - ] L]

By By Ty e A Ty,

== 9.
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On voit que le premier membre de chacune de ces équa-
tions est égal & la somme de p des inconnues z,, ,, ... &,;
et que si ces inconnues étaient disposées circulairement,
les p d’entre elles, qui entrent dans chacun des premiers
membres, seraient toujours consécutives.

Pour essayer de résoudre ces équations, écrivons-les
dans I'ordre suivant :

3?,+$2+-.-+:'Fp ='H'I,
wp—l—l + wp_l_a + aes """" $,P= up_._.lg
Tig—)pa1 F Fg—p)pta Foer + Tgp = Ug—1)ppr>
:F,?P_l_l - :qu+3 4= ese -+ .i?p_r —_— qu-—l—l 5

L - - - L | [T - L] - 'Y ™

en représentant par ¢ le quotient, et par r le reste de la
division de n par p.

Cela étant, il pourra se présenter deux cas :

1° Si n et p ont un facteur commun 6, on pourra poser
n=n'l, p=p0, n et p’ étant premiers entre eux; alors
la n’e équation se terminera par x,, et la somme des pre-
miers membres sera p’s, s étant la somme de toutes les
inconnues. En effet, chaque équation renferme p incon-
nues, et I'on a n'p =np’.

D’un autre coté, en ajoutant toutes les équations pro-
posées, on trouve ps = u, + u, + ... + u,. Les deux
valeurs de s, savoir

ul+“P+I +“3P‘+'I+.” ﬁl+u2+ lli+uﬂ

’ y

P | ¢

 ——

seront 1dentiques ou différentes : donc les équations pro-
posées sont indéterminées ou incompatibles.
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2¢ Sin et p sont premiers entre eux, posons I'équation

nt — pv = 1,

Soient ¢ =a, y=~>0 les valeurs entiéres positives les
plus simples satisfaisant a cette équation. Si nous prenons
les b premiéres des équations ci-dessus, la 0° sera

et ]a somme dés premiers membres sera as—- x,; donc

A8 == &, = U, 4+ Upyy = Uppguy = vie = Uyl jy 5

puis

.fvn=§ (2,2 o U, ) (U Uy g - Ugpy i aee Uy ),
valeur finie et déterminée.

Cette discussion nous apprend que les équations pro-
posées formeront un systéme complétement déterminé,
seulement dans le cas ou n et p sont premiers entre eux.

20. Le déterminant A relatif i ces équations s'obtiendra
bien facilement & I'aide des considérations précédentes. En
effet, remplacons le systéme proposé par

pr; + Ppr, + o = pE, = .
Ty = Tpga == .
:FE -~ JTP""‘“ == e
Vyey = mp—! == ses,

En comparant ces équations a celles du n° 18, nous voyons
que leur déterminant sera

A e (—=1)"" A 2= up (—1)"";
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done
ﬂ=p-

21. Jindiquerai encore ici une propriété remarquable,
dont jouit le déterminant A du systéme

Gyy Qo5 A3 a0 A,y
Gpy Q35 Gpy eee Gy,

. » s ¢ . . .

Apy Qry Qyg eoe Gpyoye

Nommons s la somme des lettres a,, a., ... a,: d’aprés
le n° 13, la recherche de A se réduit a celle du détermi-
nant A’ du systéme suivant :

§, G, — Q,, O, — Q3,5 +ss Qy_; — Q,,
3, ﬂg—ﬂgiﬂg—'ﬂdg T ﬂn'—'ﬂr!,
89 O3 —— G4y Gp = G54 <00 G; — @,,
Y . L] - L L ] - L) L] L] L] L]

3,“ —ﬂ'I, ﬂl—"'ﬂ:, s O

n

La formule (9) donne en effet :

n---l:l ’
A = (—1) — 4.

D’un autre coté, si nous désignons par A,, A,, ... A, les
diverses lignes. horizontales ci-dessus, abstraction faite
du terme s qui entre dans chacune d’elles, nous aurons

r

T—'—_-dét-(an! AE‘J beo An)u dét. (AI’ A3’ Vol A")

o+ dét. (A, A, AL, ceo A —ae i [=1) 2l (A, Ay ee e AL )

Observons maintenant que, daprés lés équations ci-
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dessus , nous pouvons écrire
A,=— (A, 4+ A, 4+ ...+ A__)).
En effet, le terme a, — a, est égal h‘
— [ (a,—a,) + (a, --— a3) + oo+ (@,-, —a,)]; etc.

Remplacant A, par sa valeur, et négligeant les détermi-
nants nuls, nous trouvons

f; 2 Qg O agh f BLIRhESafarion Sl s yioaigs
+déte (A, A,, Ay oA, s —Ag)— .
= (—=1)"""dét.(A,,A,, ... A, )—(—1)"dét.(A,,A,, ... A,_))
+ (—1)""3dét. (A,, A,, i A, ) —...
n(—1)"""dét. (A,, A,; oA, )

Par suite -
At e'deti (A, K, VN BRI

Ainsi, le déterminant du systéme proposé s'obtiendra en
multipliant a, + a, + ... 4+ a, par le déterminant du sys-
téme

— a

al- ———— an, ﬂ: — ﬂg, fan ﬂ-n_l n?

ﬂ "'_"a31 33-—&5, Ty ﬂn —-a;,

L - L] L ]

an " A an'.l GH i i a’l B i ﬂn___g e au—-::t'

22, On sait que si l'on a une intégrale multiple dans
laquelle les variables soient z,, 2., ... x,, et que l'on
veuille transformer cette intégrale en une autre dans la-
quelle les variables soient u,, ., ... %., on doit remplacer
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I’élément
1 |
dz, dv, ... dv, par = du, du, ... du,,

A étant le déterminant des équations

du, s d | du
dz, U d:r; i d.‘b’
du du, du
- - e "o s 3 d P d
- dz, + . ~dz, + .. + =y z, %, ,
du, du du

o .d Tae = d p— d
dg, " g, R, R e

dans lesquelles on regarde dx,, dx., ... dx, comme des
inconnues (°)

Il résulte de 1a que la connaissance d’un certain nombre
de déterminants peut donner la valeur de certaines inté-
grales multiples qu'il serait difficile de calculer directe-
ment. Par exemple, les formules des n* 17, 18 et 20 vont
nous donner des intégrales multiples remarquables.

25. Soit d’abord I'intégrale

+4-®

3 2 3
A =/|- eﬂ[u1+u2+““+uﬂ] dli:l dmg iee dmn.!'

dans laquelle on a fait, pour abréger,

—. T T w8 W,
lrl e v 2 :FE + se e + :Fn —_— ﬂ:!,

L . L - L] ® ® L £

:FI +.:I?: + I ;'l?u = ﬂﬂ'

Afin de déterminer cette intégrale, transformons-la en

(*) Voyez le mémoire déja cité.
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une autre, dans laquelle les variables soient préciscment
U, s U,y oo U, L déterminant A que nous devons calculer
d’aprés la regle précédente, est évidemment celui que nous
avons trouvé au n° 17 ; de plus, les limites des intégra~
tions sont encore — o et + o ; done

1 4+ @ . .
e [ s ey Jdu;. des, ... du, ;

=m

ou plutot,
1 ¥,
A = e (/ e“"du) ;
(n—2) 2" o
et enfin,

n

/3

(n—2) 2+

. w

Par exemple,

+ + o
./' f ./.—(*W-H‘i“)" (-1'—.?":1")"'(”4‘.?‘—_5)‘ lodyds= i’_v;

24. Considérons l'intégrale
dz, ... dz, ,

dans laquelle on suppose

wﬂ+.x=+ill+$p =ﬂl,
.'17, +£3 = cae -1 xp+l=u=5

L ] L] L . - L L] L] L »

Si nous prenons pour variables u,, u., ... %,, nous au-



(993 )

rons, d’aprés le n° 20, et en supposant n et p premaers
enlire eux ,

bk 2 2 2]
1 — ) ttg® = oy U
B= — f.... Mg ) du,. dw,s «. du,;
) g '

- 0N

ou

W=

g
B
25. Prenons l'intégrale

+ o
5 ./. dz,. dz,. ... dz,
e sasBRd _(l--l-'. “12) (l"l“unﬂ) b (l"i"ﬂn:) ?

B

dans laquelle
—.’I‘-'[-I-.ﬂz—l- aes +$n=u15

Ty, ==&y eee + T, =U,,

Nous aurons, par les transformations employées plus
haut,

2~ » i
_.C 1 (f du x’"
~ (n—2) 2™ 1+u2/ (n—2) 2"
. - 0

26. Pour dernier exemple, prenons I'intégrale

4= @
D _'f dv .dv, ... dz, ‘
[l '-I-"I-GIE +'ﬂ*22 '+" aaw +ﬂ?ﬂn]" /

—

dans laquelle u_, ,, ... w, représentent les fonctions déja
considérées dans I'intégrale précédente.
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Nous aurons d’abord
1

— U
Gu—1 (n_g)

en posant

By
U _f duy. du, ... du,
n XI111L [1+ng+u:+ L +uu:]p

—

Pour réduire celte intégrale, posons

u:l:.#g Vl—l-"u:l,:, “3"'-—-'—-'-":3 '/1+'u12, YL ‘!&n=#n Vl-l-uf;

d’ou
+ ®
U, fl+u iy e e :
v, [l+a: + . +a:n]1’

ou plutot

+ @ P
U, =12, (1 +B=)2 df,

e
D

en représentant par U,—:1 la fonction que I'on déduit de
U. par le changement de n en n—1.
En posant 6 =/ 25, on transforme le multiplicateur

de Un—l en
1

A8y p.._"'+3
fx ) AT ot o %
L

Ly

Pour que cette intégrale soit finie, il faut que I'on ait

n l
p> 3
Si cette condition est vérifiée,

P(%)F(P—-":l)

Uﬂ — Uﬂ-—l
r'(p—3)

7



d’ou
1
e (p— 25 )
U,=0, .
r'(p—1%)
D’ailleurs
4= @
J =f du, _T(HT(p—1)
y (14u,%)" T (p)
donc -
EI‘( n+1)
o a1
U = - KLy

Par suite, l'intégrale proposée a pour valeur,

;F( ﬂ-+|)
7' T'\p —
2

T (n—2)2""'r(p)

Magnétisme terrestre. (Extrait d'une lettre de M. Lamont,

directeur de I'Observatoire royal de Munich, a M. Que-
telet.)

..... M. Bravais a eu la bonté de m'envoyer les observa-
tions magnétiques qu’il a faites en Suisse et en France
pendant 'année 1844 (1) : voici les résultats que j'en ai
~déduits, en tenant compte des variations telles qu ‘elles

ont été observées & Munich : R

(1) Voyez les Observations des phénomeénes périodiques, page 42, dans le
tome XVIII des Mémoires de I’ Académie royale de Bruaxelles, ou les mémes
observations , communiquées par M, Bravais, ont été calculées par I'auteur.
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