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Nature de I'exposé

v Quelques perspectives pour un PER sur les
fonctions

v Niveau de détermination : domaine
mathematique

v Eaire le choix d’un caractére fondamental du
savolr

Seurcees; ; Knysinska (2007), Schneider (19686, ...), AHA
et commissiens; de programmes




Plan de I’expose

v Un certain regard sur les fonctions

v Articulation avec 'enseignement de 'analyse au
Lycee

v Retombées sur I'enseignement de 'algebre au
College




Une hiérarchisation a faire dans les
« demandes » de I’enseighement supérieur

« Fonctions : connaitre la noetion de fonction et le vocabulaire
associe (variable, fonction constante, fonction positive, ...) au
niveau graphigue et/ou analytique ; donner le domaine de definition
et le graphe d'une fonction; connaitre le vocabulaire elementaire
associe aux graphiques (abscisses, ordonnees ...); interpreter le
graphe d'une fonction; relier le graphigue d'une fonction a une
expression analytigue; connaitre la netion de continuite d'une
fonction et peuvoir calculer les limites, de fenctions simples;
connaitre la notien de derivee d une fonction; peuvoir etablirla
fionction resultant de la compesition de' deux fienctions; connaitre les
notions;de base relatives aux fenctions;legarithmes: et
exponentielles; (graphes, dernvees, proprietes elementaires) »
(FUNDP, Projet « prerequis »)




Quelques flashes sur I’emergence
des fonctions dans |’histoire

Chez Archimede :
La quadrature duisegment de parabole et |1a

cubature de la pyramide sont des problemes
differents bien que relevant tous deux de la
methoede dexhaustion




Quelques flashes sur ’émergence
des fonctions dans I'histoire
Un travail a refaire dans chaque cas




Quelques flashes sur I’emergence
des fonctions dans I’histoire

= C’est le meme probleme : primitive d’'une
fonction du second degre oul limite de sommes
de Riemann de meme structure

= | 3 determination d’ une aire sous Une courbe est
un modele « standard! » des problemes relevant
d'Une Integrale d'une fienction d une variable

= Une classiiication algebrigue ...




Quelques flashes sur I’emergence
des fonctions dans I’histoire

« Mais pour qu-on:ait le droit de voirla un

“ calcul integral”, il faudrait y mettre en evidence,
a travers la multiplicite des apparences geome-
trigues, quelgue ebauche de classification des

problemes suivant la nature de * l'integrand *
sous-jacent. Au XVlIe siecle, nous allens le voir,
la recherche diune telle classification devient
PEU a peu l'un des; principaux soucis des
geometres » (Bourbaki)




Quelques flashes sur I’emergence
des fonctions dans I’histoire

= Une classification algebrigue quii permet d unifier
les problemes a I'origine du calcul infinitesimal :

v_Aires et velumes « cunvilignes »

v Tangentes
v \/itesses
v Optimisation
= Releve d'un certain degre d algebrisation (Bolea
etal.)




Quelques flashes sur I’emergence
des fonctions dans I’histoire

|_"ebjet du calcul infinitesimal formule :

= en termes de grandeurs chez Newton

Etant donne la relation liant 1es quantites, fluentes entre
elles, determinerairelation, entrer/es Huxions;

trouver'es fiuentes: a pariilr des fuxions

en termes; d eperateurs;de fenctions par Lagrange

Connalissant Une ionclion i trolVer: SES AErVEES el
IAversenient




Choix d’une situation fondamentale

= Une provocation : les fonctions pour permettre le
calcul des derivees (et des primitives) ou les
derivees comme outil d’etude des fonctions ?

= Une « competence » majeure : connaitre les

principaux modeles fonctionnels parametres,
leurs caracteristiqgues et raisons d etre, leurs
opportunites et conditions d'emplo)




Choix d’une situation fondamentale

C’est la parametrisation des modeles
fonctionnels qui permet de :

= Categoriser des phenomenes specifiques

= Adapter le modele choisi aux contraintes
particulieres du proebleme: traite




Choix d’une situation fondamentale

= Quels modeles ?
= Quels criteres de choix : entre I'experimental et

|a theorie 7
= | e critere de simplicite (Popper)




Etude des modéles fonctionnels parameétres

= Fiude graphique de modeles algebrigues

= lodes de validation des caracteristigues memes
des modeles ?




Etude des modéeles fonctionnels parametres

Etudier les fonctions classe par classe mais, le cas
echeant, une par une

Distinguer modelesia « identite graphigue » forte des
autres

Admettre une validation hykride pour certains modeles
ielevant diun petit nombre dideegrammes (y=ai(bx+c)):
VErite premiere drondre graphigue avec Une hypotnese
Implicite de continuite; traduction analytigue des
translations’ et affinites; panticulieres

[Rapprecherlesimodeles des ouils d'analyse les plus
PErINENTS




Etude des modéles fonctionnels parameétres

= Dans une telle etude, certains aspects
particuliers sont « relativises » ou situes
autrement : le domaine de définition, le
vocabulaire associé aux fonctions, la continuite

" | es cas de limites sont hiérarchisés, étudiés
dans un ordre different et dans un encheveétre-
ment de deux ONM dont Il faut assurer la visibilite




Une bicéphalie de fait
dans I’enseignement de ’analyse

Deux OM locales emergent d'une analyse empirigue de
pratiques enseignantes « bicephales »(Bosch et al.,
2003);:

v |’algébre des limites, les taches étant des calculs de

limites, tous casi confondus sur base d un peint de vue
axiomatique

v/ Tjopologie des limites, |es taches consistant & prouver
|ES| preprieteside cette algebre oul'existence de limites




Une bicéphalie assumée dont le premier pole
est constitué de deux OM

Deux OM enchevétrées et a rendre « visibles » :
v OM « grandeurs: » et
v OM « modélisation fonctionnelle »

Dans chacune delles, iline faut pas reserver le meme sort aux
differents cas de limites :

v imite reelle enune valeur réelle de son domaine de definition eu de
continuite

v [Limite reelle en unireel n'apparienant: pas auldomaine mais a son
adherence

v/ Limite réelle aux infinis
v ILimite infinie en un réel
v Limite infinie aux infinis




OM « Grandeurs »

- Recherche d’aires, de vitesses, ... : limites de suites et
indeterminations de type « 0/0 »

e concept de limite n'est pas, a ce stade, Al un concept
unificateur, nNi Un « proei-generated concept »

lLes guestions des elevesisont relatives aila pertinence

durmodele : le calculide larlimite donne-t-lfbien ce quren
cherehe 7

Souvent le calcul des, limites precede celui des
dernivees, ... et pourtant




OM « Grandeurs »

Plan d’un cours de « mathematigues generales » (J. Stewart)
v Un aper¢u du calcul différentiel et intégral

v |e probleme de I'aire

v' e probleme de |la tangente

v’ La vitesse

v. La limite d'une suite (paradoxe de Zenon))

v La somme d’une série
v_ Les limites et dérivées

v' Les problemes de tangente et de vitesse

v. La limite d’une fonction




OM « modélisation fonctionnelle »

v Quels sont les cas de limites qui apportent le
plus a I'etude graphigue des fonctions ?

v Quelles sont les fonctions pour lesguelles I'étude

du comportement graphigue necessite vraiment
le caleul des limites 7 Ou celles: pour lesquelles
ce calcull suiifit presque ?




OM « modélisation fonctionnelle »

= N'est-il pas « surrealiste » de commencer par un
cas tel que limite de y = x2 quand x tend vers 1
oul des fonctions definies par morceaux ?

= | es cas de limites correspondant a l'existence

d'asymptotes :
= sontiles plus significatiiis du peint.de vue de |a
modeglisation fonctionnelle

= peuvent ouvrrr suif UnRrquestionnement plus; theergue::
O« moule deducti=




Vers une OM « moule déductif »

Questions sur I'existence d'asymptotes verticales : Ia
fonction 1/1(x) pessede-t-elle une A.V. la ou f(x) s‘annule?
Interet d'une preuve car Il n‘existe plus de technigue
decriture « parlante » comme dansi certains cas d'A.H.

ou d’A.O.

v/ « Cest |a ot lerdéneminateur s’fannule ». Oui, mais:...il existe des
graphigues « & trous, » et des fonctions; sans deneminateur quiront
une A.V.

v/ Dol la nécessité de considérer au minimum une hypothése de
continuite et.donc des limites en un reel apparienant aujdomaine de
continuite et des cas de limites) « tordus;» comme contre-exemples

v/ C’est dans ce cadre que sont travaillées les premiéres expressions
du concept (formalise) de limite




Vers une OM « moule déductif »

-




Quelques écueils de
I’enseignement de I’algebre

= | "absence de fonctionnalite de I'algebre au college

« A ['ISStie du' college, la manipulation. des; expressions
algebriques nrest tendue vers aucun but exterieur au
calcul algeprique; lequel doit trouveren lyi-neme:la
source de Ses propres exigences. Aussi, les « regles »
de cette manipulation: sent-elles immolVees, purement
formelles, siexprimant par des; consignes elles-menies
Standard/Sees (Aevelopper;, factoriser) » (Chevallard)

Un malaise a prepos dela valiaation des regles
algebrigues : regles de « coniormite », theeremes

« eleves)y, theoremes: « proeiesseurs  (IVlercier, IREIV]
\Vientpellier)




Quelques écueils de
I’enseignement de I’algebre

= | a pseudo-algorithmicite::
« D'une maniere generale, |'enseignement usuel tena a
diminuer l'incerdittde inherente a l-activite: mathematiqgue
enl feyrnissant a.l:eleve. unrcode de. conduite,, nulle: part
explicite comme) tel, mais, extremement préegnant, qui
engendre Un quasi determinisme des pratiques
mathematiques; scolalres, ¢e que neus nemmerons:/a
pseydo-algorthimicite » (Chevallard)

On a uni carre (1 + cos 2x)2, DONC onile developpe

@n al 2 enlfacteur communidans: 2 + 2cos2x, DONEC on
factonise : 2 + 2c0s2%x = 2(1 + cos2Xx)




Quelques écueils de
I’enseignement de I’algebre

= |gnorer que les expressions denotent :

v Une expression comme. y (2% + V) a une valeur
AUmerique qui depend des valeurs ae x. et de y.et qui
1 €St pPas moeagifice parles transtormations, Confermnes
aux regles; algeprigues (Sackur et al.)

v_ Contraintes versys etiquettes (ILebeau et Sechneider)




Ignorer que les expressions dénotent

Invite a factoriser I’expression

(2x - 3)? -4(x + 1) (4x - 6) + (4x% - 9), un éleve. obtient le résultat
« attendu » : -4 (2x - 3) (X + 2).

Mais; voicl quiil attenad ae vous Une appronation, et vous /e dit . ne se
serait-il- pas; trompe 7.V ous croyez hanile de Ui repondre qu.il
pourrait tenter de proceder par lui-zmeme: a quelques Verifications,
enrdoennant a X des, valeurs: numerques simples:|[...[:

Volre eleve d-ececasion, pourant, ne parait Hen entenare arce
discours. Sonetonnement Vous etonne. Vous repetez votre
suggestion. « Onina jamalsiait car. .. », init-i par aveuer: Vous
comprenez entin quiilinry a peur Il a et instant, aucun lien: entre./a
transiormation quilaralt sublr al eExXpression: algenrque. PropoSEE,
d Une part, erleait de substitter ades valeurs numerngues; arce.. .
PELl X quil arsitianliement manipule; d-auire: parm Aucun:»

(Chevallard)




Quelques écueils de
I’enseignement de I’algebre

Le regne des Identités:

une histoire. belge ?
Reactions de professeurs
montrant que ce sont les
[dentites: qui’ gouvernent
FuRIvers algebrigue;

malgre Ifetude de Certaines
eguations




Difficulté de passer du mode de pensée
« iInconnue » au mode de pensée « variable »
(A. Sierpinska)

Deux compagnies lotent des photocopleuses. Elles prennent
respectivement 300 $ et 250 $ de location par machine et par mois
et 0,04 $ ou 0,06 $ par photocopie.

1. Pour quel nombre de pholecoples. par mois, Ie prix de deux
compagnies; serait'le meme. 7

2., SI.VoUs etes un: grand utllisateur de pholecoples, Iaquelle des
deux: compagnies; ChoISInezZ=Vous; 7

Baisse de periermance ohsenvee a la seconde question: par rapport
a la premiere.

Obstacle epistemoelogique oul didactigue ?




Construction d’une OM « modélisation
fonctionnelle » des le college

= | 'OM « algebre » est une OM auiservice des
autres OM (Bosch et Gascon)

" Apres OM._ ... (programmes, de calcul) et

OM iy eqn, Il@lgebre doit laisser place aila
modelisation| fonctionnelle au secondaire
Superieur (Besch)




Construction d’une OM « modélisation
fonctionnelle » des le college

" Proposition d'une OV « modelisation
fonctionnelle » quilintegre I'algebre sans
exclure dautres domaine: de fenctionnalité
de celle-ci :

= Geometrie analytigue
= Caleul de grandeurs




Construction d’une OM « modélisation
fonctionnelle » des le college

= Un demarrage par les « problemes de denombrement ». :

v Regard d'embléee fonctionnel : il n’y a plus de difficulté
de passer duimoede de pensee « Inecennue » au moede
de pensee « variable »

v Denotation incontournable
v iravail d’equations
v  Equivalence de modeles : fonctionnalite desiidentites

v. Coniraste entre fonction) equation;, Identite qui
iestaure lfincentittde




Construction d’une OM « modélisation
fonctionnelle » des le college

4 . | N
1+4+49+16 | ... |1+22+,..+n?

Etape

Nombre




Construction d’une OM « modélisation
fonctionnelle » des le college

" Faire de I'étude de modeles fonctionnels un des
principaux enjeux des problemes de
denombrement

= iais quels modeles privilegier au debut?
= Comment les valider ?




Choix des premiers modeles : nombres
triangulaires, carreés, ... ?

il

n

1+4+9+16

1422+, .+n?

Etape

Nombre




Choix des premiers modeles : progressions
arithmétiques ou géometriques... ?

Etape

Nombre

Etape

Nombre




Intéret des progressions arithmeétiques
ou geometriques

Offrent une double lecture, itérative et fonctionnelle

\/alidation assuree par la definition; du produit comme
addition repetee et de la puissance comme multiplication
epetee

fFaisabilite d'uni classement qui se peut se traduire par:
U parametrage

Soeurces de modelesicontinus Importants: : fonctions du
premier degre, fonctions exponentielles et
logarnthmigues

A contraster rapidement avee d autres modeles et
drautres; types d eguations; : €.a. desiseconds degres
SOUS, forme faclerisee




Densifier les modeéles :
une dialectique entre numeérique et algebrique
une validation « socioconstructiviste »

l_es modeles sont definis en fonction de projets precis :
leur' validation n'est pas fondee sur'le critere de non-
contradiction; mais surla pertinence duimodele euiegard
auiprojet :

= Exemple deila fonctions sinus

= Exemple deila fonction exponentielle

[Regard socioconstructiviste au sens des epistemologues




Densifier les modeéles :
une dialectique entre numeérique et algebrique
une validation « socioconstructiviste »

= | es modeles exponentiels et logarithmiques, : presenver
une regularite qui prefigure les equations fonctionnelles

T(xHy) = 10T et tixy) = 1(x)1(y)
Construction progressive duisens de |'ostensifi 2X pour

des x appartenant a des ensembles de plus en plus
Vastes : Jusqu'a l'axiome des intervalles emboites etila

contnuIte RUMERgUE

=2 0 |1/2 : 4,6
7 1 |?




Densifier les modeéles :
une dialectique entre numeérique et algebrique
une validation « socioconstructiviste »

Le numeriqgue aux commandes de |'algebrigue
oullfalgebrigue aux commandes du nUMerque

|_"exemple des nombres relatifs et |1a velonte d assecier
un seul estensii'algebrigue a cette entite geometrigue
guiest une dreite : y/ = ax + b




Fonctions, (in)equations, identités

= Dans cette OM, les fonctions constituent le
principal objet d etude

= | es equations et Inequations: sont interpretees
en termes fonctionnels y: compris graphiquement

= | es identites sont des outils de transiormations
de fenctions en fenction de besoins particuliers :
factoriser pour ebtenir les racines, ...




Fonctions, (in)equations, identités

= | es problemes de denombrement amenent la
guestion de I'equivalence de deux modeles pour
un meme systeme (Noirfalise)

= |ais leur caractere discret n'autorise qu une
falsification desi regles nen « Coniormes »

= | e calcul des grandeurs, reste alers un creneau
Interessant de validation socieoconstructiviste qui
suppose Implicitement que e continu
geometrigue a son equivalent numerigue




En guise de conclusion

= PDes OM enchevétrees

= [Des modes de validation hybrides : de |a
difficulte d’ accepter un; discours

lechnoelogigue gui ne soit pas; calgue: sur:
Une theorie standardisee

m [Desi dispositiisi didactigues susceptibles
d'assurerla « visipilite » de chacune de
ces O




