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Nature de lNature de l’’exposexposéé

Quelques perspectives pour un PER sur lesQuelques perspectives pour un PER sur les
fonctionsfonctions

Niveau de dNiveau de déétermination : domainetermination : domaine
mathmathéématiquematique

Faire le choix dFaire le choix d’’un caractun caractèère fondamental dure fondamental du
savoirsavoir

Sources : Sources : Krysinska Krysinska (2007), Schneider (1988, (2007), Schneider (1988, ……), AHA), AHA
et commissions de programmeset commissions de programmes



Plan de lPlan de l’’exposexposéé

Un certain regard sur les fonctionsUn certain regard sur les fonctions
Articulation avec lArticulation avec l’’enseignement de lenseignement de l’’analyse auanalyse au

LycLycééee
RetombRetombéées sur les sur l’’enseignement de lenseignement de l’’algalgèèbre aubre au

CollCollèègege



Une hiUne hiéérarchisation rarchisation àà faire dans les faire dans les
« « demandesdemandes » » de l de l’’enseignement supenseignement supéérieurrieur

« « Fonctions : connaFonctions : connaîître la notion de fonction et le vocabulairetre la notion de fonction et le vocabulaire
associassociéé (variable, fonction constante, fonction positive,  (variable, fonction constante, fonction positive, ……) au) au
niveau graphique et/ou analytique ; donner le domaine de dniveau graphique et/ou analytique ; donner le domaine de dééfinitionfinition
et le graphe det le graphe d’’une fonction; connaune fonction; connaîître le vocabulaire tre le vocabulaire éélléémentairementaire
associassociéé aux graphiques (abscisses, ordonn aux graphiques (abscisses, ordonnéées es ……); interpr); interprééter leter le
graphe dgraphe d’’une fonction; relier le graphique dune fonction; relier le graphique d’’une fonction une fonction àà une une
expression analytique; connaexpression analytique; connaîître la notion de continuittre la notion de continuitéé d d’’uneune
fonction et pouvoir calculer les limites de fonctions simples;fonction et pouvoir calculer les limites de fonctions simples;
connaconnaîître la notion de dtre la notion de déérivrivéée de d’’une fonction; pouvoir une fonction; pouvoir éétablir latablir la
fonction rfonction réésultant de la composition de deux fonctions; connasultant de la composition de deux fonctions; connaîître lestre les
notions de base relatives aux fonctions logarithmes etnotions de base relatives aux fonctions logarithmes et
exponentielles (graphes, dexponentielles (graphes, déérivrivéées, propries, propriééttéés s éélléémentaires)mentaires) » »
(FUNDP, Projet (FUNDP, Projet « « prpréérequisrequis » »))



Quelques flashes sur lQuelques flashes sur l’é’émergencemergence
des fonctions dans ldes fonctions dans l’’histoirehistoire

Chez ArchimChez Archimèède :de :
La quadrature du segment de parabole et laLa quadrature du segment de parabole et la
cubature de la pyramide sont des problcubature de la pyramide sont des problèèmesmes
diffdifféérents bien que relevant tous deux de larents bien que relevant tous deux de la
mmééthode dthode d’’exhaustionexhaustion



Quelques flashes sur lQuelques flashes sur l’é’émergencemergence
des fonctions dans ldes fonctions dans l’’histoirehistoire

Un travail Un travail àà refaire dans chaque cas refaire dans chaque cas



Quelques flashes sur lQuelques flashes sur l’é’émergencemergence
des fonctions dans ldes fonctions dans l’’histoirehistoire

 CC’’est le mest le mêême problme problèème : primitive dme : primitive d’’uneune
fonction du second degrfonction du second degréé ou limite de sommes ou limite de sommes
de Riemann de mde Riemann de mêême structureme structure

 La dLa déétermination dtermination d’’une aire sous une courbe estune aire sous une courbe est
un modun modèèle le « « standardstandard » » des probl des problèèmes relevantmes relevant
dd’’une intune intéégrale dgrale d’’une fonction dune fonction d’’une variableune variable

 Une classification algUne classification algéébrique brique ……



Quelques flashes sur lQuelques flashes sur l’é’émergencemergence
des fonctions dans ldes fonctions dans l’’histoirehistoire

« « Mais pour quMais pour qu’’on ait le droit de voir lon ait le droit de voir làà un un
“ “ calcul intcalcul intéégralgral ” ”, il faudrait y mettre en , il faudrait y mettre en éévidence,vidence,
àà travers la multiplicit travers la multiplicitéé des apparences  des apparences ggééomoméé--
triques, quelque triques, quelque éébauche de classification desbauche de classification des
problproblèèmes suivant la nature de mes suivant la nature de “ “ ll’’intintéégrandgrand  ””
sous-jacent. Ausous-jacent. Au XVII XVIIee  sisièècle, nous allons le voir,cle, nous allons le voir,
la recherche dla recherche d’’une telle classification devientune telle classification devient
peu peu àà peu l peu l’’un des principaux soucis desun des principaux soucis des
ggééomomèètrestres » » (Bourbaki) (Bourbaki)



Quelques flashes sur lQuelques flashes sur l’é’émergencemergence
des fonctions dans ldes fonctions dans l’’histoirehistoire

 Une classification algUne classification algéébrique qui permet dbrique qui permet d’’unifierunifier
les problles problèèmes mes àà l l’’origine du calcul infinitorigine du calcul infinitéésimal :simal :
Aires et volumes Aires et volumes « « curvilignescurvilignes » »
 TangentesTangentes
VitessesVitesses
OptimisationOptimisation

 RelRelèève dve d’’un certain degrun certain degréé d d’’algalgéébrisation (brisation (BoleaBolea
et al.)et al.)



Quelques flashes sur lQuelques flashes sur l’é’émergencemergence
des fonctions dans ldes fonctions dans l’’histoirehistoire

LL’’objet du calcul infinitobjet du calcul infinitéésimal formulsimal formuléé : :

 en termes de grandeurs chez Newtonen termes de grandeurs chez Newton
Etant donnEtant donnéé la relation liant les quantit la relation liant les quantitéés fluentes entres fluentes entre
elles, delles, dééterminer la relation entre les fluxions;terminer la relation entre les fluxions;
trouver les fluentes trouver les fluentes àà partir des fluxions partir des fluxions

 en termes den termes d’’opopéérateurs de fonctions par Lagrangerateurs de fonctions par Lagrange
Connaissant une fonction f, trouver ses dConnaissant une fonction f, trouver ses déérivrivéées etes et
inversementinversement



Choix dChoix d’’une situation fondamentaleune situation fondamentale

 Une provocation : les fonctions pour permettre leUne provocation : les fonctions pour permettre le
calcul des dcalcul des déérivrivéées (et des primitives) ou leses (et des primitives) ou les
ddéérivrivéées comme outil des comme outil d’é’étude des fonctions ?tude des fonctions ?

 Une Une « « compcompéétencetence » » majeure : conna majeure : connaîître lestre les
principaux modprincipaux modèèles fonctionnels les fonctionnels paramparaméétrtrééss,,
leurs caractleurs caractééristiques et raisons dristiques et raisons d’ê’être, leurstre, leurs
opportunitopportunitéés et conditions ds et conditions d’’emploiemploi



Choix dChoix d’’une situation fondamentaleune situation fondamentale

CC’’est la est la paramparaméétrisation trisation des moddes modèèlesles
fonctionnels qui permet de :fonctionnels qui permet de :
 CatCatéégorisergoriser des ph des phéénomnomèènes spnes spéécifiquescifiques
 AdapterAdapter le mod le modèèle choisi aux contraintesle choisi aux contraintes

particuliparticulièères du problres du problèème traitme traitéé



Choix dChoix d’’une situation fondamentaleune situation fondamentale

 Quels modQuels modèèles ?les ?
 Quels critQuels critèères de choix : entre lres de choix : entre l’’expexpéérimental etrimental et

la thla thééorie ?orie ?
 Le critLe critèère de simplicitre de simplicitéé (Popper) (Popper)



Etude des modEtude des modèèles fonctionnels paramles fonctionnels paraméétrtrééss

 Etude graphique de modEtude graphique de modèèles algles algéébriquesbriques
 Modes de validation des caractModes de validation des caractééristiques mristiques mêêmesmes

des moddes modèèles ?les ?



Etude des modEtude des modèèles fonctionnels paramles fonctionnels paraméétrtrééss

 Etudier les fonctions classe par classe mais, le casEtudier les fonctions classe par classe mais, le cas
ééchchééant, une par uneant, une par une

 Distinguer modDistinguer modèèles les àà  « « identitidentitéé graphique graphique » » forte des forte des
autresautres

 Admettre une validation hybride pour certains modAdmettre une validation hybride pour certains modèèlesles
relevant drelevant d’’un petit nombre dun petit nombre d’’ididééogrammes (ogrammes (y=y=afaf((bxbx+c+c)) :)) :
vvééritritéé premi premièère dre d’’ordre graphique avec une hypothordre graphique avec une hypothèèsese
implicite de continuitimplicite de continuitéé; traduction analytique des; traduction analytique des
translations et affinittranslations et affinitéés particulis particulièèresres

 Rapprocher les modRapprocher les modèèles des outils dles des outils d’’analyse les plusanalyse les plus
pertinentspertinents



Etude des modEtude des modèèles fonctionnels paramles fonctionnels paraméétrtrééss

 Dans une telle Dans une telle éétude, certains aspectstude, certains aspects
particuliers sont particuliers sont « « relativisrelativisééss » » ou situ ou situééss
autrement : le domaine de dautrement : le domaine de dééfinition, lefinition, le
vocabulaire associvocabulaire associéé aux fonctions, la continuit aux fonctions, la continuitéé

 Les cas de limites sont hiLes cas de limites sont hiéérarchisrarchiséés, s, éétuditudiééss
dans un ordre diffdans un ordre difféérent et dans un enchevrent et dans un enchevêêtre-tre-
ment de deux OM dont il faut assurer la visibilitment de deux OM dont il faut assurer la visibilitéé



Une bicUne bicééphalie de faitphalie de fait
dans ldans l’’enseignement de lenseignement de l’’analyseanalyse

Deux OM locales Deux OM locales éémergent dmergent d’’une analyse empirique deune analyse empirique de
pratiques enseignantes pratiques enseignantes « « bicbicééphalesphales » »(Bosch et al.,(Bosch et al.,
2003) :2003) :

 LL’’algalgèèbre des limites, les tbre des limites, les tââches ches éétant des calculs detant des calculs de
limites, tous cas confondus sur base dlimites, tous cas confondus sur base d’’un point de vueun point de vue
axiomatiqueaxiomatique

 Topologie des limites, les tTopologie des limites, les tââches consistant ches consistant àà prouver prouver
les propriles propriééttéés de cette algs de cette algèèbre ou lbre ou l’’existence de limitesexistence de limites



Une bicUne bicééphalie assumphalie assuméée dont le premier pe dont le premier pôôlele
est constituest constituéé de deux OM de deux OM

Deux OM enchevDeux OM enchevêêtrtréées et es et àà rendre  rendre « « visiblesvisibles » » : :
OM OM « « grandeursgrandeurs » » et et
OM OM « « modmodéélisation fonctionnellelisation fonctionnelle » »

Dans chacune dDans chacune d’’elles, il ne faut pas relles, il ne faut pas rééserver le mserver le mêême sort auxme sort aux
diffdifféérents cas de limites :rents cas de limites :
Limite rLimite rééelle en une valeur relle en une valeur rééelle de son domaine de delle de son domaine de dééfinition ou definition ou de
continuitcontinuitéé
Limite rLimite rééelle en un relle en un rééel nel n’’appartenant pas au domaine mais appartenant pas au domaine mais àà son son
adhadhéérencerence
Limite rLimite rééelle aux infiniselle aux infinis
Limite infinie en un rLimite infinie en un rééelel
Limite infinie aux infinisLimite infinie aux infinis



OM OM « « GrandeursGrandeurs » »

 Recherche dRecherche d’’aires, de vitesses, aires, de vitesses, …… : limites de suites et : limites de suites et
indindééterminations de type terminations de type « « 0/00/0 » »

 Le concept de limite nLe concept de limite n’’est pas, est pas, àà ce stade, ni un concept ce stade, ni un concept
unificateur, ni un unificateur, ni un « « proof-proof-generated generated conceptconcept » »

 Les questions des Les questions des ééllèèves sont relatives ves sont relatives àà la pertinence la pertinence
du moddu modèèle : le calcul de la limite donne-t-il bien ce qule : le calcul de la limite donne-t-il bien ce qu’’onon
cherche ?cherche ?

Souvent le calcul des limites prSouvent le calcul des limites prééccèède celui desde celui des
ddéérivrivéées es …… et pourtant et pourtant



OM OM « « GrandeursGrandeurs » »

Plan dPlan d’’un cours de un cours de « « mathmathéématiques gmatiques géénnééralesrales » » (J. Stewart) (J. Stewart)
 Un aperUn aperççu du calcul diffu du calcul difféérentiel et intrentiel et intéégralgral

 Le problLe problèème de lme de l’’aireaire
 Le problLe problèème de la tangenteme de la tangente
 La vitesseLa vitesse
 La limite dLa limite d’’une suite (paradoxe de Zune suite (paradoxe de Zéénon)non)
 La somme dLa somme d’’une sune séérierie

 Les limites et dLes limites et déérivrivééeses
 Les problLes problèèmes de tangente et de vitessemes de tangente et de vitesse
 La limite dLa limite d’’une fonctionune fonction



OM OM « « modmodéélisation fonctionnellelisation fonctionnelle » »

Quels sont les cas de limites qui apportent leQuels sont les cas de limites qui apportent le
plus plus àà l l’é’étude graphique des fonctions ?tude graphique des fonctions ?

Quelles sont les fonctions pour lesquelles lQuelles sont les fonctions pour lesquelles l’é’étudetude
du comportement graphique ndu comportement graphique néécessite vraimentcessite vraiment
le calcul des limites ? Ou celles pour lesquellesle calcul des limites ? Ou celles pour lesquelles
ce calcul suffit presque ?ce calcul suffit presque ?



OM OM « « modmodéélisation fonctionnellelisation fonctionnelle » »

 NN’’est-il pas est-il pas « « surrsurrééalistealiste » » de commencer par un de commencer par un
cas tel que limite de y = xcas tel que limite de y = x22 quand x tend vers 1 quand x tend vers 1
ou des fonctions dou des fonctions dééfinies par morceaux ?finies par morceaux ?

 Les cas de limites correspondant Les cas de limites correspondant àà l l’’existenceexistence
dd’’asymptotes :asymptotes :
 sont les plus significatifs du point de vue de lasont les plus significatifs du point de vue de la

modmodéélisation fonctionnellelisation fonctionnelle
 peuvent ouvrir sur un questionnement plus thpeuvent ouvrir sur un questionnement plus thééorique :orique :

OM OM « « moule dmoule dééductifductif » »



Vers une OM Vers une OM « « moule dmoule dééductifductif » »

Questions sur lQuestions sur l’’existence dexistence d’’asymptotes verticales : laasymptotes verticales : la
fonction fonction 1/ f(x)1/ f(x) poss possèède-t-elle une A.V. lde-t-elle une A.V. làà o oùù  f(x)f(x) s s’’annule?annule?
IntIntéérrêêt dt d’’une preuve car il nune preuve car il n’’existe plus de techniqueexiste plus de technique
dd’é’écriture criture « « parlanteparlante » » comme dans certains cas d comme dans certains cas d’’A.H.A.H.
ou dou d’’A.O.A.O.

 « « CC’’est lest làà o oùù le d le déénominateur snominateur s’’annuleannule » ». Oui, mais . Oui, mais ……il existe desil existe des
graphiques graphiques « à« à trous trous » » et des fonctions sans d et des fonctions sans déénominateur qui ontnominateur qui ont
une A.V.une A.V.

 DD’’ooùù la n la néécessitcessitéé de consid de considéérer au minimum une hypothrer au minimum une hypothèèse dese de
continuitcontinuitéé et donc des limites en un r et donc des limites en un rééel appartenant au domaine deel appartenant au domaine de
continuitcontinuitéé et des cas de limites  et des cas de limites « « tordustordus » » comme contre-exemples comme contre-exemples

 CC’’est dans ce cadre que sont travaillest dans ce cadre que sont travailléées les premies les premièères expressionsres expressions
du concept (formalisdu concept (formaliséé) de limite) de limite



Vers une OM Vers une OM « « moule dmoule dééductifductif » »



Quelques Quelques éécueils decueils de
ll’’enseignement de lenseignement de l’’algalgèèbrebre

 LL’’absence de fonctionnalitabsence de fonctionnalitéé de l de l’’algalgèèbre au collbre au collèègege
« « A lA l’’issue du collissue du collèège, la manipulation des expressionsge, la manipulation des expressions
algalgéébriques nbriques n’’est tendue vers aucun but extest tendue vers aucun but extéérieur aurieur au
calcul algcalcul algéébrique, lequel doit trouver en lui-mbrique, lequel doit trouver en lui-mêême lame la
source de ses propres exigences. Aussi, lessource de ses propres exigences. Aussi, les    « « rrèèglesgles » »
de cette manipulation sont-elles immotivde cette manipulation sont-elles immotivéées, purementes, purement
formelles, sformelles, s’’exprimant par des consignes elles-mexprimant par des consignes elles-mêêmesmes
standardisstandardiséées (des (déévelopper, factoriser)velopper, factoriser) » » ( (ChevallardChevallard))

 Un malaise Un malaise àà propos de la validation des r propos de la validation des rèèglesgles
algalgéébriques : rbriques : rèègles de gles de « « conformitconformité »é », th, thééororèèmesmes
« é« éllèèvesves » », th, thééororèèmes mes « « professeursprofesseurs » » (Mercier, IREM (Mercier, IREM
Montpellier)Montpellier)



Quelques Quelques éécueils decueils de
ll’’enseignement de lenseignement de l’’algalgèèbrebre

 La pseudo-La pseudo-algorithmicitalgorithmicitéé  ::
« « DD’’une maniune manièère gre géénnéérale, lrale, l’’enseignement usuel tend enseignement usuel tend àà
diminuer ldiminuer l’’incertitude inhincertitude inhéérente rente àà l l’’activitactivitéé math mathéématiquematique
en fournissant en fournissant àà l l’é’éllèève un code de conduite, nulle partve un code de conduite, nulle part
explicitexplicitéé comme tel, mais extr comme tel, mais extrêêmement prmement préégnant, quignant, qui
engendre un quasi dengendre un quasi dééterminisme des pratiquesterminisme des pratiques
mathmathéématiques scolaires, ce que nous nommerons lamatiques scolaires, ce que nous nommerons la
pseudo-pseudo-algorithmicitalgorithmicité é »» ( (ChevallardChevallard))
On a un carrOn a un carréé (1 + cos 2x) (1 + cos 2x)22, DONC on le d, DONC on le dééveloppeveloppe
On a 2 en facteur commun dans 2 + 2cos2x, DONC onOn a 2 en facteur commun dans 2 + 2cos2x, DONC on
factorise : 2 + 2cos2x = 2(1 + cos2x)factorise : 2 + 2cos2x = 2(1 + cos2x)



Quelques Quelques éécueils decueils de
ll’’enseignement de lenseignement de l’’algalgèèbrebre

 Ignorer que les expressions dIgnorer que les expressions déénotent :notent :
Une expression comme y (2x + y) a une valeurUne expression comme y (2x + y) a une valeur

numnuméérique qui drique qui déépend des valeurs de x et de y et quipend des valeurs de x et de y et qui
nn’’est pas modifiest pas modifiéée par les transformations conformese par les transformations conformes
aux raux rèègles alggles algéébriquesbriques ( (Sackur Sackur et al.)et al.)

Contraintes versus Contraintes versus éétiquettestiquettes (Lebeau et Schneider) (Lebeau et Schneider)



Ignorer que les expressions dIgnorer que les expressions déénotentnotent

InvitInvitéé  àà factoriser l factoriser l’’expressionexpression
(2x - 3)(2x - 3)22 - 4(x + 1) (4x - 6) + (4x - 4(x + 1) (4x - 6) + (4x22 - 9), un  - 9), un ééllèève obtient le rve obtient le réésultatsultat
« « attenduattendu » » : - 4 (2x - 3) (x + 2). : - 4 (2x - 3) (x + 2).
Mais voici quMais voici qu’’il attend de vous une approbation, et vous le dit : ne seil attend de vous une approbation, et vous le dit : ne se
serait-il pas trompserait-il pas trompéé ? Vous croyez habile de lui r ? Vous croyez habile de lui réépondre qupondre qu’’ilil
pourrait tenter de procpourrait tenter de procééder par lui-mder par lui-mêême me àà quelques v quelques véérifications,rifications,
en donnant en donnant àà x des valeurs num x des valeurs numéériques simples [riques simples [……].].
Votre Votre ééllèève dve d’’occasion, pourtant, ne paraoccasion, pourtant, ne paraîît rien entendre t rien entendre àà ce ce
discours. Son discours. Son éétonnement vous tonnement vous éétonne. Vous rtonne. Vous rééppéétez votretez votre
suggestion. suggestion. « « On nOn n’’a jamais fait a jamais fait çça a … »… », finit-il par avouer. Vous, finit-il par avouer. Vous
comprenez enfin qucomprenez enfin qu’’il nil n’’y a pour lui, y a pour lui, àà cet instant, aucun lien entre la cet instant, aucun lien entre la
transformation qutransformation qu’’il a fait subir il a fait subir àà l l’’expression algexpression algéébrique proposbrique proposéée,e,
dd’’une part, et le fait de substituer des valeurs numune part, et le fait de substituer des valeurs numéériques riques àà ce ce……
petit x qupetit x qu’’il a si habilement manipulil a si habilement manipuléé, d, d’’autre part. Aucun.autre part. Aucun. » »
 ( (ChevallardChevallard))



Quelques Quelques éécueils decueils de
ll’’enseignement de lenseignement de l’’algalgèèbrebre

Le rLe rèègne des identitgne des identitéés:s:
une histoire belge ?une histoire belge ?
RRééactions de professeursactions de professeurs
montrant que ce sont lesmontrant que ce sont les
identitidentitéés qui gouvernents qui gouvernent
ll’’univers algunivers algéébrique,brique,
malgrmalgréé l l’é’étude de certainestude de certaines
ééquationsquations

€ 

3a + 6
3

= a + 2

3a + 6
3

= a + 6

3a + 6
3

= 3a + 2



DifficultDifficultéé de passer du mode de pens de passer du mode de pensééee
« « inconnueinconnue » » au mode de pens au mode de penséée e « « variablevariable » »

(A. (A. SierpinskaSierpinska))

Deux compagnies louent des photocopieuses. Elles prennentDeux compagnies louent des photocopieuses. Elles prennent
respectivement 300 $ et 250 $ de location par machine et par moisrespectivement 300 $ et 250 $ de location par machine et par mois
et 0,04 $ ou 0,06 $ par photocopie.et 0,04 $ ou 0,06 $ par photocopie.
1. Pour quel nombre de photocopies par mois, le prix de deux1. Pour quel nombre de photocopies par mois, le prix de deux
compagnies serait le mcompagnies serait le mêême ?me ?
2. Si vous 2. Si vous êêtes un grand utilisateur de photocopies, laquelle destes un grand utilisateur de photocopies, laquelle des
deux compagnies choisiriez-vous ?deux compagnies choisiriez-vous ?

 Baisse de performance observ Baisse de performance observéée e àà la seconde question par rapport la seconde question par rapport
àà la premi la premièère.re.

Obstacle Obstacle éépistpistéémologique ou  didactique ?mologique ou  didactique ?



Construction dConstruction d’’une OM une OM « « modmodéélisationlisation
fonctionnellefonctionnelle » » d dèès le colls le collèègege

 LL’’OM OM « « algalgèèbrebre » » est une OM au service des est une OM au service des
autres OM (Bosch et Gascon)autres OM (Bosch et Gascon)

 AprAprèès s OMOMarithmarithm  (programmes de calcul) et(programmes de calcul) et
OMOM(in)(in)ééqnqn, l, l’’algalgèèbre doit laisser place bre doit laisser place àà la la
modmodéélisation fonctionnelle au secondairelisation fonctionnelle au secondaire
supsupéérieur (Bosch)rieur (Bosch)



Construction dConstruction d’’une OM une OM « « modmodéélisationlisation
fonctionnellefonctionnelle » » d dèès le colls le collèègege

 Proposition dProposition d’’une OM une OM « « modmodéélisationlisation
fonctionnellefonctionnelle » » qui int qui intèègre lgre l’’algalgèèbre sansbre sans
exclure dexclure d’’autres domaine de fonctionnalitautres domaine de fonctionnalitéé
de celle-ci :de celle-ci :
 GGééomoméétrie analytiquetrie analytique
 Calcul de grandeursCalcul de grandeurs



Construction dConstruction d’’une OM une OM « « modmodéélisationlisation
fonctionnellefonctionnelle » » d dèès le colls le collèègege

 Un dUn déémarrage par les marrage par les « « problproblèèmes de dmes de déénombrementnombrement » » : :
Regard dRegard d’’emblembléée fonctionnel : il ne fonctionnel : il n’’y a plus de difficulty a plus de difficultéé

de passer du mode de pensde passer du mode de penséée e « « inconnueinconnue » » au mode au mode
de pensde penséée e « « variablevariable » »

DDéénotation incontournablenotation incontournable
 Travail dTravail d’é’équationsquations
Equivalence de modEquivalence de modèèles : fonctionnalitles : fonctionnalitéé des identit des identitééss
Contraste entre fonction, Contraste entre fonction, ééquation, identitquation, identitéé qui qui

restaure lrestaure l’’incertitudeincertitude



Construction dConstruction d’’une OM une OM « « modmodéélisationlisation
fonctionnellefonctionnelle » » d dèès le colls le collèègege

1+4+9+161+4+9+16
44

1+21+222++……++nn22……1+4+91+4+91+41+411NombreNombre
nn……332211EtapeEtape

……
……

6464
44

nn3327278811NombreNombre
nn332211EtapeEtape



Construction dConstruction d’’une OM une OM « « modmodéélisationlisation
fonctionnellefonctionnelle » » d dèès le colls le collèègege

 Faire de lFaire de l’é’étude de modtude de modèèles fonctionnels un desles fonctionnels un des
principaux enjeux des problprincipaux enjeux des problèèmes demes de
ddéénombrementnombrement

 Mais quels modMais quels modèèles privilles priviléégier au dgier au déébut?but?
 Comment les valider ?Comment les valider ?



Choix des premiers modChoix des premiers modèèles : nombresles : nombres
triangulaires, carrtriangulaires, carréés, s, …… ? ?

1+4+9+161+4+9+16
44

1+21+222++……++nn22……1+4+91+4+91+41+411NombreNombre
nn……332211EtapeEtape

……
……

6464
44

nn3327278811NombreNombre
nn332211EtapeEtape



Choix des premiers modChoix des premiers modèèles : progressionsles : progressions
arithmarithméétiques ou gtiques ou gééomoméétriquestriques…… ? ?

5+(5+(nn-1)-1)××44……5+35+3××445+25+2××445+45+455NombreNombre

nn……44332211EtapeEtape

22××3333

44

22××33n-1n-1……2 2 ×× 3 3222 2 ×× 3 322NombreNombre

nn……332211EtapeEtape



IntIntéérrêêt des progressions arithmt des progressions arithméétiquestiques
ou gou gééomoméétriquestriques

 Offrent une double lecture, itOffrent une double lecture, itéérative et fonctionnellerative et fonctionnelle
 Validation assurValidation assuréée par la de par la dééfinition du produit commefinition du produit comme

addition raddition rééppééttéée et de la puissance comme multiplicatione et de la puissance comme multiplication
rrééppééttééee

 FaisabilitFaisabilitéé d d’’un classement qui se peut se traduire parun classement qui se peut se traduire par
un paramun paraméétragetrage

 Sources de modSources de modèèles continus importants : fonctions dules continus importants : fonctions du
premier degrpremier degréé, fonctions exponentielles et, fonctions exponentielles et
logarithmiqueslogarithmiques

 A contraster rapidement avec dA contraster rapidement avec d’’autres modautres modèèles etles et
dd’’autres types dautres types d’é’équations : e.a. des seconds degrquations : e.a. des seconds degrééss
sous forme factorissous forme factorisééee



Densifier les modDensifier les modèèles :les :
une dialectique entre numune dialectique entre numéérique et algrique et algéébriquebrique

une validation une validation « « socioconstructivistesocioconstructiviste » »

Les modLes modèèles sont dles sont dééfinis en fonction de projets prfinis en fonction de projets préécis :cis :
leur validation nleur validation n’’est pas fondest pas fondéée sur le crite sur le critèère de non-re de non-
contradiction mais sur la pertinence du modcontradiction mais sur la pertinence du modèèle eu le eu éégardgard
au projet :au projet :
 Exemple de la fonctions sinusExemple de la fonctions sinus
 Exemple de la fonction exponentielleExemple de la fonction exponentielle

Regard socioconstructiviste au sens des Regard socioconstructiviste au sens des éépistpistéémologuesmologues



Densifier les modDensifier les modèèles :les :
une dialectique entre numune dialectique entre numéérique et algrique et algéébriquebrique

une validation une validation « « socioconstructivistesocioconstructiviste » »

 Les modLes modèèles exponentiels et logarithmiques : prles exponentiels et logarithmiques : prééserverserver
une rune réégularitgularitéé qui pr qui prééfigure les figure les ééquations fonctionnellesquations fonctionnelles
f(x+y) = f(x)f(y) et f(f(x+y) = f(x)f(y) et f(xyxy) = f(x)+f(y)) = f(x)+f(y)

 Construction progressive du sens de lConstruction progressive du sens de l’’ostensif 2ostensif 2xx   pour pour
des des xx appartenant  appartenant àà des ensembles de plus en plus des ensembles de plus en plus
vastes : jusquvastes : jusqu’à’à l l’’axiome des intervalles emboaxiome des intervalles emboîîttéés et las et la
continuitcontinuitéé num numéériquerique

??2244223322223322??11??

4,64,6443322??111/21/200- 2- 2



Densifier les modDensifier les modèèles :les :
une dialectique entre numune dialectique entre numéérique et algrique et algéébriquebrique

une validation une validation « « socioconstructivistesocioconstructiviste » »

 Le numLe numéérique aux commandes de lrique aux commandes de l’’algalgéébriquebrique
ou lou l’’algalgéébrique aux commandes du numbrique aux commandes du numéérique :rique :

LL’’exemple des nombres relatifs et la volontexemple des nombres relatifs et la volontéé d d’’associerassocier
un seul ostensif algun seul ostensif algéébrique brique àà cette entit cette entitéé g gééomoméétriquetrique
ququ’’est une droite : est une droite : y = y = ax ax + b+ b



Fonctions, (in)Fonctions, (in)ééquations, identitquations, identitééss

 Dans cette OM, les fonctions constituent leDans cette OM, les fonctions constituent le
principal objet dprincipal objet d’é’étudetude

 Les Les ééquations et inquations et inééquations sont interprquations sont interprééttééeses
en termes fonctionnels y compris graphiquementen termes fonctionnels y compris graphiquement

 Les identitLes identitéés sont des outils de transformationss sont des outils de transformations
de fonctions en fonction de besoins particuliers :de fonctions en fonction de besoins particuliers :
factoriser pour obtenir les racines, factoriser pour obtenir les racines, ……



Fonctions, (in)Fonctions, (in)ééquations, identitquations, identitééss

 Les problLes problèèmes de dmes de déénombrement amnombrement amèènent lanent la
question de lquestion de l’é’équivalence de deux modquivalence de deux modèèles pourles pour
un mun mêême systme systèème (me (NoirfaliseNoirfalise))

 Mais leur caractMais leur caractèère discret nre discret n’’autorise quautorise qu’’uneune
falsification des rfalsification des rèègles non gles non « « conformesconformes » »

 Le calcul des grandeurs reste alors un crLe calcul des grandeurs reste alors un crééneauneau
intintééressant de validation socioconstructiviste quiressant de validation socioconstructiviste qui
suppose implicitement que le continusuppose implicitement que le continu
ggééomoméétrique a son trique a son ééquivalent numquivalent numéériquerique



En guise de conclusionEn guise de conclusion

 Des OM enchevDes OM enchevêêtrtrééeses
 Des modes de validation hybrides : de laDes modes de validation hybrides : de la

difficultdifficultéé d d’’accepter un discoursaccepter un discours
technologique qui ne soit pas calqutechnologique qui ne soit pas calquéé sur sur
une thune thééorie standardisorie standardisééee

 Des dispositifs didactiques susceptiblesDes dispositifs didactiques susceptibles
dd’’assurer la assurer la « « visibilitvisibilité »é » de chacune de de chacune de
ces OMces OM


