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Quelques écueils a priori

Des énonces d’ exercices supposant des
« connaissances de contrat » :

Precise Sl /e resultat du.calcul sulvant est.un permetre,
une aire, un volume ou. aucun aes trois: :

3a + 5a

Simplifie:en utilisant toutes /es regles algebrques VUes:
(9= 2a) 3d (2'-b)




Quelques écueils a priori

Que vous inspirent ces
trois lignes ?

|_ecture en termes

d” erreurs de calcul
formel plutot qu’ en
termes de statuts
difféerents d” égalités :
[dentite, equation
aVEC OU sans solution




Quelques écueils a priori

Au lycee, il ne s” agit plus de respecter une regle
OU Une consigne mais d” assumer un certain
degré d incertitude et des prises de décision

Ainsi, suivant les circonstances, Il faudra choisir
parmi ces expressions equivalentes :

2X% = 3x + 1
2 (X-1)(x-1/2)
X2 (2= 3x +1/x%)




Quelques écueils a priori

Ce changement de contrat est une cause majeure

d echec : « A ['/ssue du college, la manipulation des
expressions algebriques n est tendue vers aucun but
exterieur au.calcul algebriqgue, lequel doit trouver-en lul-
mEme la source de Ses propres exigences. AusSI, les

« regles » de cette manipulation sont-elles immotivees,
purement formelles, s exprimant par-des consignes
elles-memes Standard/SEES (AeVeIoppPEr; Tactorser) »

Chevallard)
Cette absence de fonctionnalite de " algebre conduit a :




Quelques écueils a priori

= | a pseudo-algorithmicite :
« D une maniere générale, | enseignement usuel tend a
diminuer [ incertitude inhérente a [ activité
mathematique en fournissant a | éleve un code. de
conduite, nulle part explicite comme tel, mais
extremement pregnant, qui engendre un .quasi.
determinisme: des pratigues mathematiques scolaires, ce
gue nous nemmerons: /la pSeudo-
algorithmicite » (Chevallard)

On a un carnre (1" + cos 2x)%, DONEC on le developpe

@On a 2 en facteur commun dans 2 + 2cos2x, DONEC on
factorse : 2 + 2c0S2x = 2(1 + cos2Xx)




Quelques écueils a priori

= Un malaise a propos de |la validation des regles
algebriqgues : regles de « conformite », theoremes
« eleves », theoremes « professeurs » (Mercier, IREM
Vientpellier)

= Une ignerance de la denotation :

v-Une expression comme.y. (2x + V) a une valeur
numerque qui.depend . des valeurs ade x. et de. y.et qui
N, est pas modifiee parles transformations conformes
aux regles algeprigues (Sackur et al.)

v Expressions analytiques des fonctions vues comme
« etiguettes » et non comme contraintes (Sehneider)




Quelques écueils a priori

= Dans plusieurs recherches anglo-saxonnes, on
S’ ingenie a trouver une coherence, au cas par cas, aux
erreurs algebriques habituelles (p.ex. 2a + 5a +3 b =10
ab) que I on peut les interpréter toutes en termes de
contrat didactiqgue : respect de la complexite ostensive
de |I” expression Initiale et conception de ce qu” est une
[EPONSE en arithmetique.

Eaire des catégories d” erreurs relevant dui « non sens »
a-t-il un intérét 2 L important n' est pas tant de les
passer en revue mais de constater qu” apres 2 ans de
college, les eleves (lbelges) ne savent pas ce que
signifie : verifier que 2 est solution de " equation 3’ x— 6
= (0 (Vlassis et Demonty)




Quelle fonctionnalité pour I algebre ?

= Geometrie analytigue
= Calcul de grandeurs

= |."analyse et |I" étude des fonctions en
particulier

= | 3 programmation lineaire
= [ “algebre financiere




Quelle fonctionnalité pour |” algebre ?
La piste de la modélisation fonctionnelle

" | “idee est d” intégrer " algebre d” entree de jeu
dans une perspective de modelisation
fonctionnelle; ce quin” exclut pas d” autres
fonctionnalites

= Elle est proche et differente a la fois du poeint de
Vue adopte par Bosch et Gascon pour qui
[“algebre est une Organisation Mathematique au
service des autres; lesiOM . (programmes de
caleul) et OM (i« laissant placeraila
modelisation fonctionnelle au lycee




Quelle fonctionnalité pour |” algebre ?
La piste de la modélisation fonctionnelle

= Negociation dans la commission des
programmes des le milieu des annees 60,
experimentations « sauvages » et formations

" Introduction modeste dans les textes officiels
des 1990

" Reprise de cette piste dans " idéologie des
« activites »

= Une recherche qui precure quelgues referents
en la matiere




Quelle fonctionnalité pour |" algebre 2
La piste de la modélisation fonctionnelle

Problemes de déenombrement en 1€ % %%
Suites d” objets proposees aux eleves
¥ % ¥E
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Quelle fonctionnalité pour |” algebre ?
La piste de la modélisation fonctionnelle

v/ Question sur le nombre d* objets a une étape
eloignée, a n" importe quelle etape

v Question sur le numéro d* étape a laguelle ena un
nombre donné d” objets

v-Exemples quise prétent a plusieurs « programmes de
calcul » equivalents

v_Question sur les similitudes et regroupement
d" exemples

Permet de distinguer d*emblee equation,
identite; modele fenctionnelly: compris parametre




Quelle fonctionnalite pour |“algebre ?
La piste de la modélisation fonctionnelle

Quelques résultats experimentaux en 1€ annee de
collége-12 ans (Krysinska) :

Progressions arithmetiques et geometrigues facilement
identifiables car possibilite de double lecture, iterative et
fonctionnelle, validee par la definition du produit comme
addition repetee et de la puissance comme multiplication
repetee

Eaisabilité d” un classement qui se peut se traduire par;
Un parametrage

Une institutionnalisation des PA et des PG serait.donc
possible a ce stade. " etude de quelques autres
relations fonctionnelles permettrait alors d* elargir
[Fhoerizon futtr
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Quelle fonctionnalité pour |” algebre ?
La piste de la modélisation fonctionnelle

= | es problemes de denombrement amenent la
question de I equivalence de deux programmes

de calcul

= | a denotation autorise une falsification des
regles algebrigues non « conformes » et le
contexte du probleme rend plausibles et
intelligibles lesrautres

= . dont certames rendent compte de pPropretes
du' calcul des grandeurs




Quelle fonctionnalité pour |” algebre ?
La piste de la modélisation fonctionnelle

A ce stade, les regles algebriques acceptees
sont celles qui permettent de transformer. une
expression en une autre que I” on reconnait

d" avance comme équivalente pour des raisons
plutot pragmatiques

Avant de devenir les regles qui permettent de
déemontrer I equivalence de deux expressions




Des suites de nombres figures aux modeles
fonctionnels parameétrés

I's” agira ensuite de densifier les premieres suites

rencontrees en jouant sur une dialectigue numerique/

algebrique

= Ainsi|* extension a tous les points d* une méeme droite
d" une meme relation y = axou y = ax + bou le
regroupement de toutes les droites du plan.en un: seul
et meme ostensifiimposent des regles relatives aux
operations: sur: les relatifs gue ceux-ci seient des
variables ou des parametres. € est " algebrigue qui
commande icilau numEerique puisqu’ il's-agit de
prolenger un meme calculilitteral des naturels aux
relatifs en definissant en consequence | extension des
OPErations




Des suites de nombres figures aux modeles
fonctionnels parametrés

Autre exemple : construction progressive du sens de

" ostensif 2 pour des x appartenant a des ensembles de
plus en plus vastes : jusqu”a |" axiome des intervalles
emboites et la continuite numerigue

Les modeles fonctionnels sont alors construits comme
solutions d” equations fonctionnelles (ici, f(x+y) = f(X)f(y)
puIS f(x) = kf(x) ) et I unicite d" une fonction engendree
par des programmes de calcul equivalents est geree
dans ce cadre
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Des suites de nombres figures aux
modeles fonctionnels paramétrés

Dans ce parcours, les fonctions constituent le
principal objet d” étude

" étude des équations et inégquations est
suboerdonnee a celle des fonctions

Les Identites sont des outils de transformations
de fonctions liees a des besoins particuliers :
factoeriSer pour obtenir Ies racines, ...

lLes sephistications technigues sent liees au
choeix des modeles et alla maniere de les
ntreduire




Etude des fonctions par
classes parametrees

= | e but est de privilegier la modelisation fonction-
nelle et de restreindre les dits « exercices de
variation de fonctions »

= | es fonctions sont etudiees par. classes para-
metrees, les parametres etant les degres de
liberte permettant d” ajuster le modele aux
SpEecificites du probleme etudie

" | es modeles sont choisis et etudies en refe-
[ENce a des applications standara




Etude des fonctions par
classes parametrées

Dans cette etude, les fonctions de reference et leurs composees
avec certaines affinites sont centrales
On peut y accéder assez tot dans le cursus au prix d* un discours
technologique hybride qui permet d” aller au-dela des seules
constatations mais qui n’ est pas forcément calqué d” une theorie
standardisee :

= [Des axiomes « graphiques » toutefois etayes de considerations

AUMERQUES

= Pu travail relevant de la geometre analytiqgue :



Etude des fonctions par
classes parametrées

= Toute tache ou technigue algebrigue peut etre
jaugee a |"aune d" un tel parcours tout comme

3
f(“)ziiz'
1

Démont =1 :
émontrer que f(z) =1+ Y

Démontrer que f est décroissante sur | — 2; 4-00] .

" Sans oublier que la pejoration dont I algebre fait

[ objet a souyvent, dans le contexte scolaire, un
parfum d”elitisme




En guise de conclusion

Ce parcours se heurte effectivement aux
pratigues enseignantes

Si | algebre apporte une grande economie de
pensée, on craint d” en faire profiter les éleves
en cherchant une certaine complexite la ou

¢ est sans doute moins justifie que dans

d" autres domaines mathematiques




Quatrieme exemple : les nombres relatifs

« Justifier » les regles de multiplication dans les relatifs
par le souhait d” avoir une seule formule :

'Position sur la
droite graduge : p

' Temps : 1
Position  sur Ia| 24
(droite graduée :p | | |




Quatrieme « enseignement » : savoir lire
(entre les lignes) du programme

Programme de beme :

Organisation et gestion de donnees. Fonctions

= | a resolution de problemes de proportionnalite est deja travaillee
a | ecole primaire. [...] Elle fait " objet d* un apprentissage
continu et progressif sur les 4 années du college. [...] A" école
primaire , les eleves ont ete mis en situation de prendre de
I“infoermation a partir de tableaux, de diagrammes ou de
graphigues. Le travail se poursuit au college [...] eniliaison avec
d" autres disciplines

Propriete de linearite et tableau de proportionnalite enlien avee
Uncontexte




Quatrieme « enseignement » : savoir lire
(entre les lignes) du programme

Programme de Seme :

Organisation et gestion de donnees. Fonctions

|_a résolution de problemes a pour objectifs [...] d initier les
eleves au reperage sur une droite graduee ou dans le plan muni
d"un repere, [...]

Completer un tableau de nombres representant une situation de
proportionnalite [...]

I'est possible d* envisager, dans une formule, des variations
d" une grandeur en fonction d* une autre grandeur mais toute
definition de |a notion de fonction est exclue.

Utiliser une expression litterale. De nombreux themes du
programme, notamment dans le domaine des grandeurs et
mesures, conduisent a utiliser des expressions litterales
(fermules)

Aclivites graphigues:: [...| reperage dans le plan a relieravec
des situations de lavie quotidienne. [Le vocabulaire n est pas un
objet d” apprentissage pour lui-meme




Quatrieme « enseignement » : savoir lire
(entre les lignes) du programme

Programme de Seme :
Nombres et Calculs

= | 3 notion de nombre relatif est introduite a partir d* un probleme
qui en montre la necessite [...] Une relation est faite avec la
possibilite de graduer entierement la droite, puis de reperer dans
le plan

Programme de 4éme :

Grandeurs et mesures et resolution de problemes

= | es notions de mouvement uniforme et de vitesse ont ete
travaillees en classe de Seme dans le cadre de la
proportionnalite. La noetion de vitesse en tant que grandeur:
guotient est abordee pour la 1ere fois en classe de 4eme.

Grandeurs quoetients courantes. Calculer des distances
Parcoeurues, des vitesses moyennes et des durees de parcours
en utilisant [*egalite d/= vt




