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| |
Séries de Fourier Séries d’ondelettes

* Du Bois Raymond (1873) : Il existe une
fonction de C(T') dont la série de Fourier
diverge en un point.
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] ]
Séries de Fourier Séries d’ondelettes
* Du Bois Raymond (1873) : Il existe une * Haar (1910) : Construction d’un base
fonction de C(T) dont la série de Fourier orthonormée de L?(T) dans laquelle
diverge en un point. I'expansion de toute fonction de C(T)
« Kahane et Katznelson (1966) : Si converge uniformément sur tout
A C Testun F,, de mesure de compact.
Lebesgue nulle, il existe f € C(T) dont * Base d’ondelettes et convergence
la série de Fourier diverge en tout point uniforme de I'expansion de toute
de A. fonction de C(T) (Walter 1995).

C. Esser (Université Lille 1) Divergence de séries d'ondelettes Lille, Novembre 2015 2/1



Introduction

|
Séries de Fourier

* Du Bois Raymond (1873) : Il existe une
fonction de C(T) dont la série de Fourier
diverge en un point.

Kahane et Katznelson (1966) : Si

A C T estun F, de mesure de
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Introduction

|
Séries de Fourier

* Du Bois Raymond (1873) : Il existe une
fonction de C(T) dont la série de Fourier
diverge en un point.

Kahane et Katznelson (1966) : Si

A C T estun F, de mesure de
Lebesgue nulle, il existe f € C(T) dont
la série de Fourier diverge en tout point
de A.

Carleson et Hunt (1967) : Si f € LP(T)
(p > 1), sa série de Fourier converge
presque partout.

Question commune.

|
Séries d’ondelettes

* Haar (1910) : Construction d’'un base
orthonormée de L?(T) dans laquelle
I'expansion de toute fonction de C(T)
converge uniformément sur tout
compact.

* Base d’'ondelettes et convergence
uniforme de I'expansion de toute
fonction de C(T) (Walter 1995).

* Kelly, Kon et Raphale (1994) : Si
f € LP(T) (p > 1), son expansion en
ondelettes converge presque partout.

Soit  un point de divergence du développement de f € LP(T). Caractérisation du
taux de divergence ? Taille de I'ensemble des points ayant un taux de divergence

donné ?
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Dimension de Hausdorff

Soit B C R" et s > 0. On pose

H3(B) = inf Zdiam(Bj)s : (Bj)jen 0 — recouvrement de B
JEN

et on définit la mesure extérieure de Hausdorff H* par

H*(B) =supH;(B) = lim Hj(B)
5>0 §—0+

C. Esser (Université Lille 1) Divergence de séries d'ondelettes Lille, Novembre 2015 3/1



Dimension de Hausdorff

Soit B C R" et s > 0. On pose

= inf Zdiam(Bj)s : (Bj)jen 0 — recouvrement de B
JEN

et on définit la mesure extérieure de Hausdorff H* par

H*(B) =supH;(B) = lim Hj(B)
5>0 d—0F

Il existe une valeur critique pour laquelle s — H*(B) “saute” de I'infini a 0. La
dimension de Hausdorff dimy (B) de B est définie par

|dimH(B) =sup{s > 0:H*(B oo}|
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Introduction

Cas des séries de Fourier

Si f € LP(T),
1S fllse < Con' P £l
Question.

Soit 8 € [0, 1/p]. Que peut-on dire sur la taille de I'ensemble des points x tels que
S f ()| ~ 2
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Cas des séries de Fourier

Si f € LP(T),
1S flloo < Cpnl/pr”p

Question.

Soit 8 € [0, 1/p]. Que peut-on dire sur la taille de I'ensemble des points x tels que
|Snf ()] = nP?

Aubry (2006)
Sip> letsi f € LP(T), alors

dimy {x : limsupn_ﬁ|Snf(x)| > 0} <1-p8p, VBel0,1/p].
n—r oo
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Si 5 € [0,1/p] est fixé, le résultat d’Aubry est optimal.

Aubry (2006)

Etant donné un ensemble E tel que dimy F < 1 — Bp, il existe f € LP(T) tel que

limsupn=?|S, f(z)| = +o00 Vz € E.

n—oo
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Si 5 € [0,1/p] est fixé, le résultat d’Aubry est optimal.

Aubry (2006)

Etant donné un ensemble E tel que dimy F < 1 — Bp, il existe f € LP(T) tel que

limsupn=?|S, f(z)| = +o00 Vz € E.

n—oo

Indice de divergence au point z :

log | Sy,
By(x) = inf {B>0: (S, f(z) = O(n?)} = i sup og Ilogj;(:z:)l

Bayart, Heurteaux (2011)
Quasi-toute fonction f € LP(T) satisfait

dimy {z : Bf(z) =B} =1—Bp, VB €[0,1/p].
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Si 8 € [0,1/p] est fixé, le résultat d’Aubry est optimal.

Aubry (2006)
Etant donné un ensemble E tel que dimy F < 1 — Bp, il existe f € LP(T) tel que

limsupn=?|S, f(z)| = +o00 Vz € E.

n—oo

Indice de divergence au point z :

log | Sy,
By(x) = inf {B>0: (S, f(z) = O(n?)} = i sup og Ilogi(x)l

Bayart, Heurteaux (2011)
Quasi-toute fonction f € LP(T) satisfait

dimy {z : Bf(z) =B} =1—Bp, VB €[0,1/p].

Pour ces fonctions, on a en particulier

dimy {x :limsupn=P|S, f(x)| > 0} =1-pp, VB8€][0,1/p].

n—o0
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Divergence de séries d’ondelettes

Soient ¢ et W tels que les fonctions
Op:x—P(x—k), keZ
U,p w2202 — k), jENKEZ

forment une base orthonormée de L?(R).
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Divergence de séries d’ondelettes

Soient ¢ et W tels que les fonctions
Op:x—P(x—k), kelZ
{ Ui iae 2/20(Vz —k), jENKEZ
forment une base orthonormée de L?(R).

Base d’ondelette de L?(T). Une base orthonormée de L?(T) est donnée par la
fonction constante égale a 1 et les ondelettes périodisées

ik x> Y Wiple—1), jeN ke{o,... .27 -1},
leZ

Si f € L*(T), ses coefficients d'ondelettes sont notés c; , = < f, V5 >.
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Divergence de séries d’ondelettes

Soient ¢ et W tels que les fonctions
Op:x—P(x—k), kelZ
{ Ui iae 2/20(Vz —k), jENKEZ
forment une base orthonormée de L?(R).

Base d’ondelette de L?(T). Une base orthonormée de L?(T) est donnée par la
fonction constante égale a 1 et les ondelettes périodisées

ik x> Y Wiple—1), jeN ke{o,... .27 -1},
leZ

Si f € L*(T), ses coefficients d'ondelettes sont notés c; , = < f, V5 >.

Hypothése. VU est a décroissance rapide.
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Si f € LP(T),

(1 _ 1 kA
lejil < Cp27F 72| fll, = llesntinlloo < Cy2¥
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Si f € LP(T),

(1 1 J
lejuel < Cp2?GT 2| fll, = llejutbnllos < Cy27

Aubry (2006)
Sip> letsif € LP(T), alors

J 271

dimy { x : limsup 2“”2 Z lejpthje(x)] >0 <1—pp, VBe[0,1/p]
J—o00 =0 k=0
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Si f € LP(T),

(1 _ 1 J
lejnl < Cu2G 72| fll, = llejutbinlloo < Cy27

Aubry (2006)
Sip> letsif € LP(T), alors

J 271

dimy { x : limsup 2—ﬂJZ Z lejpthje(x)] >0 <1—pp, VBe[0,1/p]
J—o0 =0 k=0

Réciproquement, si 1/ est 'ondelette de Haar, étant donné un ensemble E tel que
dimy E < 1 — Bp, il existe f € LP(T) tel que

J 29-1
lim sup 2777 cix¥ik(x)| =400 Ve E.
mow |32 5 605u(e)
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Analyse multifractale de la divergence

Exposant de divergence de f en x :
d¢(z) =sup{y: 3C >0, I(in,ln,kn)s € kn Vi kn (T)] > Cc27n}
Spectre de divergence de f

Dy vy dim{z: ds(z) =~}
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Analyse multifractale de la divergence

Exposant de divergence de f en x :
d¢(z) =sup{y: 3C >0, I(in,Jn,kn)s |G knVjn kn (T)] = Cc27n}
Spectre de divergence de f

Dy vy dim{z: ds(z) =~}

Remarque. Un exposant de divergence ne donne une divergence de la série
d’'ondelette que s'il est positif | Néanmoins, les résultats que nous obtenons sont aussi
valides pour des exposants négatifs.
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Divergence de séries d'ondelettes

Espaces de Besov

On utilise une ondelette v suffisamment réguliere (au moins continue par morceaux)
et une normalisation L°° des ondelettes, i.e. on pose

Vik=1v(2'z—k), jEN, keZ.

Les coefficients d’ondelettes de f sont donnés par

cjip =2 / f(x)p(2z — k)da.
R
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Espaces de Besov

On utilise une ondelette v suffisamment réguliere (au moins continue par morceaux)
et une normalisation L°° des ondelettes, i.e. on pose

Vik=1v(2'z—k), jEN, keZ.

Les coefficients d’ondelettes de f sont donnés par
c]k—QJ/f (20 x — k)dz.

Caractérisation des espaces de Besov. Soient s € R et p, ¢ > 0. Alors

1/p
S|P
feBy (Z ’cj,k2(s‘%)3‘ ) —¢; avec g€l

kEZ
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Divergence de séries d'ondelettes

1/p
S|P
feBy e [ Y |2t 3]
kEZ
En particulier,
271 N
IC>0:Y D Rt p<e =
k=0

— . . q
=¢; avec ¢ €l

el < C2G 79
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Divergence de séries d'ondelettes

S|P
feBy (> ‘cj,k2(s—%)f‘

1/p

— . . q
=¢; avec ¢ €l

joj ] < CF27

kez
En particulier,
271 N
IC>0:Y D Rt p<e =
k=0
Conséquence. Si f € B;?, alors
1
d¢(z) < ’ —s, VxeR.
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E., Jaffard (2015)
Si f € B4, alors pour tout y € [—s, 117 —s],ona

dimy {z: ds(z) >~} <1—sp—p.
En particulier, le spectre de divergence de [ satisfait

Dy(y) <1—sp—p.
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E., Jaffard (2015)
Si f € By, alors pour tout y € [—s, 1—1) —s],ona

dimy {z: ds(z) >~} <1—sp—p.
En particulier, le spectre de divergence de [ satisfait

Dy(y) <1—sp—p.

Preuve. On pose

B o= {k i el 229}, By o= () |w277 — 26707 g2 42l |
keEj ~
ES :=limsup E .
j——+oo ’
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E., Jaffard (2015)
Si f € By, alors pour tout y € [—s, % —s],ona

dimy {z: ds(z) >~} <1—sp—p.
En particulier, le spectre de divergence de [ satisfait

Dy(y) <1—sp—p.

Preuve. On pose

B o= {k i el 229}, By o= () |w277 — 26707 g2 42l |
keEj ~
[SEE— €
ES :=limsup E7 .
J—+oo
Ny
Puisque >, |cj,k2(s_5)’|1’ <C,ona
L)
#E;, <C- o(1=sp=7p)j
et donc 1
- —Sp—P
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Divergence de séries d'ondelettes
Siona

on aura alors

{z:dy(x) >~} CE; Ve>0,

dimy{z : ds(x) >y} <1—sp—7p Vr.

o F = E DAy
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Divergence de séries d'ondelettes

Siona
{1 ds(z) >~} CE, Ve>0,

on aura alors
dimy{z : ds(z) >~} <1—sp—yp Vr.

Par conséquent, pour tout 6 > 0, on aura
dimy{z : df(z) > v} < dimy{z:d(z) >y -0} <1—sp—(y—9)p

d’ou
dimy{z : ds(z) >~} <1—sp—p.
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Divergence de séries d'ondelettes

Montrons que

v ¢ By = dy(2) <

Divergence de séries d’ondelettes



Divergence de séries d'ondelettes

Montrons que

x ¢ B, = ds(x) <~

On estime |¢; %, (z)|. Rappelons que

Eﬁ = lim sup U ]k2—j — 2(5—1)j7 k277 4 2(5—1);’[
j—r+o0 keE, .
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Divergence de séries d'ondelettes

Montrons que

x ¢ B, = ds(x) <~

On estime |¢; %, (z)|. Rappelons que

Eﬁ = limsup U ]k2—j — 2(6—1)j7 k277 4 2(5—1);’[
J—+oo kEE; .,

1.k ¢ Ej . ie. |cj,| <2, alors |¢; ph;6(x)] < 279
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Divergence de séries d'ondelettes

Montrons que

x ¢ B, = ds(x) <~

On estime |¢; k1,1 (x)|. Rappelons que

EZ = limsup U ] i =i ko=i 4 2(6—1)]’[
Jj—+o0 kEE; .,

1.k ¢ Ej . ie. |cj,| <2, alors |¢; ph;6(x)] < 279

2.k € Ejie.|cjk| > 27 Vuladécroissance rapide des ondelettes,

Cn
(1 + 27z — H)N

Comme z ¢ EX etk € Ej,ona |27z — k| > 2 si j > et donc

VN, 3Cy telque [1(27z — k)| <

W27z — k)| < On27=N.
Rappelons que |¢; | < C2~(=1/P)J dou
|cj k()] < CnC27C~1/PIg=NT < 977 i j>
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Optimalité du résultat

Optimalité du résultat
E., Jaffard (2015)

Quasi-toute fonction f € B, ? satisfait

et
. 1
Dy () = dimy {x tdp(z) = 7} =1—sp—9p, Vv € [—3,1—9 — s] .
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Optimalité du résultat

Optimalité du résultat
E., Jaffard (2015)

Quasi-toute fonction f € B, ? satisfait

et

g 1
Dya) = i o) =7} =1~ 7p, Wy [ L]

Remarque. On se place dans un premier temps sur [0, 1] et on considére les
ondelettes ¢ 1, j € N, k € {0,...,27 — 1}.
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Optimalité du résultat

Optimalité du résultat
E., Jaffard (2015)

Quasi-toute fonction f € B, ? satisfait

et

~ 1
Dy(y) = dimy {z: ds(2) =7} =1 —sp—p, ¥y € [_575—8].

Remarque. On se place dans un premier temps sur [0, 1] et on considére les
ondelettes ¢ 1, j € N, k € {0,...,27 — 1}.

Fonction de saturation F}, :

1 ; E K
— 267999737 avec — = 5 K ¢2Z
Cjk = ja 27 2

0 si k=0
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Optimalité du résultat

Montrons que
(1) Fu € By

() dp,(z) € [—s, 5 - s} pour tout =

(8) dimy {z : dp,(z) =~} =1— sp—yp pourtouty € [—s,% — s}
(4) Construction du G5 dense a partir de F,
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Optimalité du résultat

Montrons que
(1) Fu e By

() dp,(z) € [—s, 5 - s} pour tout =

(8) dimy {z : dp,(z) =~} =1— sp—yp pourtouty € [—s,% — s}
(4) Construction du G5 dense a partir de F,

Lemme
Sia >+ + ¢, alors F, € Bye. J
Preuve. PourtoutJ < j,ilya 27 coefficients tels que 2% = % Donc
J
Z l¢; kQ(s *)J|P — _p Z (2~ % = jl-op,

et il faut

> G <o

Jj=1
col : : 1,1
Oksi(:z —a)g< —lie.sia> <+ .
p p q
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Optimalité du résultat

Montrons que
(1) Fu € By v

(@) dp,(z) € {—s, 1_ s} pour tout =

p
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Optimalité du résultat

Lemme
Il existe C > O et (ji, ki), ! € {1,..., L}, tels que

vee0,1]ANe{1,...,L}: @z —k)| > C.

Preuve. Pour tout = € [0, 1], il existe une ondelette 1, ;. telle que ¥(27x — k) # 0.
Par continuité, il existe un voisinage I,. de = sur lequel

Vyel,, |[v(y—k)|>C,>0.

Puisque ces boules recouvrent [0, 1], on peut en extraire un recouvrement fini. O

C. Esser (Université Lille 1) Divergence de séries d’ondelettes Lille, Novembre 2015 16/1



Optimalité du résultat

Lemme
Il existe C > O et (ji, ki), ! € {1,..., L}, tels que

vee0,1]ANe{1,...,L}: @z —k)| > C.

Preuve. Pour tout = € [0, 1], il existe une ondelette 1, ;. telle que ¥(27x — k) # 0.
Par continuité, il existe un voisinage I,. de = sur lequel

Vyel,, |[v(y—k)|>C,>0.

Puisque ces boules recouvrent [0, 1], on peut en extraire un recouvrement fini. O

Soit Jo = max;e(y,...,ry ji- Pour tout et tout j, il existe une ondelette V(2 — k)
telle que | " — j| < Jo et [¢(2x — k)| > C.
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Optimalité du résultat

Lemme
Il existe C > O et (ji, ki), ! € {1,..., L}, tels que

vee0,1]ANe{1,...,L}: @z —k)| > C.

Preuve. Pour tout = € [0, 1], il existe une ondelette 1, ;. telle que ¥(27x — k) # 0.
Par continuité, il existe un voisinage I,. de = sur lequel

Vyel,, |[v(y—k)|>C,>0.

Puisque ces boules recouvrent [0, 1], on peut en extraire un recouvrement fini. O

Soit Jo = max;e(y,...,ry ji- Pour tout et tout j, il existe une ondelette 1/1(2j,:r, — k)
telle que |5/ — j| < Jo et [¢(27'z — k)| > C. On a alors

, ) o
ey w2z — k)] > C]Taﬁ—s)] 2737 >

Par conséquent,
dr,

a

(x) > —s, V.
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Optimalité du résultat

() F,e Byt v
() dp,(v) € [—s, Il) — s} pour tout z v

()dlmH{m dp, (z 'y}—l—sp vp pourtoutwe[ s;—s]
(4) Construction du G5 dense a partir de F,
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Optimalité du résultat

(1) F,e Bye v

() dr,(v) € [—s, % — s} pour tout z v

(8) dimy {x cdp, (x) = 'y} =1—sp—yp pourtouty e [—s,% — s}
— Approximation par les dyadiques
(4) Construction du G dense a partir de F,
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Approximation par les dyadiques

Remarque. Vu les hypothéses sur v, on peut considérer C' > 0 et un sous-intervalle
v C [0, 1] tels que
Veew, |Pp()|=C.
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Optimalité du résultat

Approximation par les dyadiques

Remarque. Vu les hypothéses sur v, on peut considérer C' > 0 et un sous-intervalle
v C [0, 1] tels que

Veev, |Y()]=C.

Points de type o > 1. On note z € T, s'il existe (J,,, K,,) tels que

1. K, ¢ 27,
K, K,+1
2.z e 50 odn )
1
n
3. .’13—2Tn _—Q[QJn]’

4. sik,, correspond & l'intervalle dyadique de taille 2-[*/»] qui contient z, alors

olonly kn € v.
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Optimalité du résultat

1 -3 : Définit 'ensemble D, des points a-approximables par les dyadiques

1 .
Cjk = j_aQ(%—s)J2—%Jn ol ] _ [OéJn], k=k,
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Optimalité du résultat

1 -3 : Définit 'ensemble D, des points a-approximables par les dyadiques
1 1 i1 N
Cik = j_az(p $)i9=%In  ou J=lodn], k= ky

4 : 'ondelette correspondante est suffisamment grande au point considéré

k()] >C ot j=[a], k= kn.
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Optimalité du résultat

1 -3 : Définit 'ensemble D, des points a-approximables par les dyadiques
1 .
Cjk = -_2(%_3).72_%Jn ol ] _ [OéJn], k=k,
]a
4 : 'ondelette correspondante est suffisamment grande au point considéré

k()] >C ot j=[a], k= kn.

Lemme

Siz € 7T,, alors I'exposant de divergence en x est plus grand que 1—1) — s — aip, i.e.

%Q{x:dpa(x)zl%—s—i}.
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Optimalité du résultat

Question. Calcul de dimy 7, ?
+Ona7, C D,
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Optimalité du résultat

Question. Calcul de dimy 7, ?

+Ona7, CD,
« dimy D, = L (enfait, H# (D) > 0) = dimy To, < L
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Optimalité du résultat

Question. Calcul de dimy 7, ?
+Ona7, C D,
« dimy D, = L (enfait, H# (D) > 0) = dimy To, < L

« Techniques d'ubiquité : 7, = ensemble limsup dont les éléments sont les
intervalles 271 (v + k) de coté r; = 27127
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Optimalité du résultat

Question. Calcul de dimy; 7, ?
+Ona7, C D,
« dimy D, = L (enfait, H# (D) > 0) = dimy To, < L
« Techniques d'ubiquité : 7, = ensemble limsup dont les éléments sont les
intervalles 271 (v + k) de coté r; = 27127

- Ces intervalles “recouvrent bien” [0, 1] : si D > 0 est choisi suffisamment grand,

les intervalles dyadiques de méme centre et de c6té Dr;/a recouvrent [0, 1]

1
= dimy To = —
o
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Optimalité du résultat

Question. Calcul de dimy; 7, ?
+Ona7, C D,
« dimy D, = L (enfait, H# (D) > 0) = dimy To, < L
« Techniques d'ubiquité : 7, = ensemble limsup dont les éléments sont les
intervalles 271 (v + k) de coté r; = 27127

- Ces intervalles “recouvrent bien” [0, 1] : si D > 0 est choisi suffisamment grand,

les intervalles dyadiques de méme centre et de c6té Dr;/a recouvrent [0, 1]

1
= dimy To = —
o

Puisque

on en tire que
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Raffinement du résultat précédent

On a méme plus...
« He2(T,) >0
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Raffinement du résultat précédent

On a méme plus...
- Ha2(T,) >0

. {x:df(m)>%—s—
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Raffinement du résultat précédent

On a méme plus...
- Ha2(T,) >0

. {x:df(m)>%—s—aip}: U{m:dpa(m)z
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Raffinement du résultat précédent

On a méme plus...
- Ha2(T,) >0

neN
dimq{=é—%
1 1
— o2 ({x cdp, () > - —s— —}) =0
p ap
T C{xd () =1 - —i}u x:d (az)>l— L
«@ F, ™ ap F, ap
Ha?>0 e
Ha =0
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Optimalité du résultat

Raffinement du résultat précédent

On a méme plus...

- Ha2(Ty) >0

neN p op "
dimq{=é—%
1 1
— a2 ({x dp,(z) > - —s— —}) =0
p ap
1 1 1 1
Ta C{x dr,(z) = 5 - —a—p}u z:dp, () > - — o
Ha 250 1
Ha?=0
1 1 1
:>dim7.¢{x:dpa(x):——s——}:—
p ap @
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Optimalité du résultat

1
dimy {:c cdp, (x) =

1} 1
s — = —,
p ap

Va >1
«
| = dimy {z:dp, (@) =1} =1—sp—p, Vv >—s

=} F = E DAy
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Optimalité du résultat

1 1 1
dimy{m:dpa(x)z——s——}:—, Va >1
P ap a

|:>dim7{{:c:dpa(x):'y}:l—sp—’yp, Vy > —s

(1) FoeBy? v

() dp,(v) € [—s, Il) — s} pour tout z v

(8) dimy {z : dp,(z) =~} =1— sp—yp pourtouty € [—s,% - s} v
(4) Construction du G5 dense a partir de F,
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Construction de I'ensemble résiduel

Cas p,q < +o0
9 1 a/p\ 1/
1y:]P
Wl = | 30| 2 Jesn2 |
7>0 k=0
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Construction de I'ensemble résiduel

Cas p,q < +o0

a/p\ /4

271

_ 1y |P

I lsge = | 22 D2 Jesn2t=]
k=0

320 \ k=

« Lensemble (f,,)nen des séries d’ondelettes finies a coefficients rationnels est
dense dans B
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Construction de 'ensemble résiduel

Cas p,q < +o0

a/p\ /4

271

_ 1y |P

I lsge = | 22 D2 Jesn2t=]
k=0

320 \ k=

« Lensemble (f,,)nen des séries d’ondelettes finies a coefficients rationnels est
dense dans B

- On considére une suite croissante (N, ), telle que les coefficients d’ondelettes
de f, sont nuls pour j > N,
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Construction de 'ensemble résiduel
Cas p,q < +o0

a/p\ /4

271

_ 1y |P

I lsge = | 22 D2 Jesn2t=]
k=0

320 \ k=

« Lensemble (f,,)nen des séries d’ondelettes finies a coefficients rationnels est
dense dans B

- On considére une suite croissante (N, ), telle que les coefficients d’ondelettes
de f, sont nuls pour j > N,

* Gn = fn+ N%LF@ a les mémes propriétés de divergence que F, et (gn )nen est
dense dans B
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Construction de 'ensemble résiduel
Cas p,q < +o0

a/p\ /4

271
_1y:|P
1 lmge = | 22 D2 Jesn2t—]

7>0 \ k=0

« Lensemble (f,,)nen des séries d’ondelettes finies a coefficients rationnels est
dense dans B

- On considére une suite croissante (N, ), telle que les coefficients d’ondelettes
de f, sont nuls pour j > N,

* Gn = fn+ N%LF@ a les mémes propriétés de divergence que F, et (gn )nen est
dense dans B

+ On considére le G5 dense

R= ﬂ U B(gnarn), ou rn:22]\'732—%

meNn>m
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Optimalité du résultat

R= ) U B(gn,rn), ol rn=2]ba2_

Nn

P

2791
FEBgnra) = > (2077995 | fi0 — gl

>0 k=0
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Optimalité du résultat

R=() U Blgnra), ot r,= L -

meNn>m 2Nﬁ
i 1 q/p
f € B(gn,mn) = Z 2(op=1)7 Z |fj,k _g?,k|p <7q
7=>0 k=0
_1 CN, .k
— 2(5 l)Nn —_ <r
P f ns Nn n
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Optimalité du résultat

meNn>m n
9i_1 a/p
—1)5 p
FEB(gnra) = D (27793 [ fin — giu] <
>0 k=0
_1 C
— 9(s=3)Nn mek_M <r,
N,
fN = CN’FL7k —SNn
"N, | T 2N
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Optimalité du résultat

meNn>m 2Nﬁ
i 1 q/p
f € B(gn,mn) = Z 2(op= 1) Z |fj,k _g?,k|p <7q
>0 k=0
c
= 26 Nnlp _% <rp
n
— ‘fzv L e
wE TN S oNe
1 1
> > — — 2—SN7,_
| Nkl > NnICNn,kl IN
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Optimalité du résultat

fGR:fEB(gnmrm)v leN

On note = € T,(f) s'il existe une infinité de K tels que si j = N,,,
1. K; ¢ 27,
K
2. x € —Z,M ,
2lz]" 2ld]
K 1
X — - < -,
olal| = 27

4, si k; correspond a l'intervalle dyadique de taille 277 qui contient z, alors

3.

2jl‘—k‘l c .
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Optimalité du résultat

fe€R= feB(gn,m,), €N

On note = € T,(f) s'il existe une infinité de K tels que si j = N,,,
1. K; ¢ 27,
K, K;+1
2. x| —,—— |,
v {2[;1 2l 2] )
K; 1
X — - < -,
ol&l| = 2

4, si k; correspond a l'intervalle dyadique de taille 277 qui contient z, alors

3.

2jl‘—k‘l c .

Remarque. La définition de 7,,(f) est similaire a celle de 7, excepté que seulement
une sous-suite d’entiers (définie a partir de f) est prise en compte.
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Optimalité du résultat

Donc si z € To(f), ona |k (x)| > C et
1 2(%—3)1'2—%,[‘37]‘

Cjke = je

pour j = Ny,.
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Optimalité du résultat

Doncsiz € To(f), ona |y, (z)] > Cet

1 L
Cjky = j_a2(%_5)]2_%[%]

pour j = N,,,. Comme f € B(gn,,"n,), on obtient

1 1.
|fj,kl| > 3|Cj7kl| — 2]_112 J
> Lg-wig-dii - Loy
- ettt 2j¢
> L oGoig-iid)
= gjatl
si [ >. Donc,
d5(x) > 1 1
r)=z>——8— —.
f » ap
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Optimalité du résultat

Comme fait précédemment, on trouve que

iy (Ta(f)) =

et plus précisément que

H>2(Ta(f)) > 0.
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Optimalité du résultat

et plus précisément que

A nouveau, on en déduit que

({14

|dim;{{m:df(x):7}:1—3p—’yp, Yy > —s, VfE'R|

d’ou

O
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Optimalité du résultat

Cas p < 400,q = +©

1
1 /p

2J _
| P
1 lsgr =sup | D [esu2=3]
720\ k=o
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Optimalité du résultat

Cas p < 400,q = +©

1/p

1711552 = sup Z\c w2’

Pour tout V € N, on considére 'ensemble E'y des fonctions de B;? dont chaque
coefficient est un multiple non-nul de ~L

Lemme
Lensemble | J,; Ex est dense dans B9 J

Preuve. Soit f € B,»?. Pour tout IV, on définit la fonction g en posant

N _
95k =

W (2] 9 [S0] 20
0

sinon.
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Optimalité du résultat

[Cka]’ } s {Cakf]k] 70

” Ez]v_ sinon.
Alors | | N N | |
I\ A 11 1 M S B S S P
|fJJ€ g],k| N Cj,kaJc |:Cj,kfj’k:| STy
et )
2! Cik 1y,|P r 1
sup Z\JW’W‘E”\ = lFullge — 08 N — o0

>0
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Optimalité du résultat

g { (] s (2] e
’ X sinon.
Alors | | N | |
I\ A 11 1 M S B S S P
|fJJ€ g],k| N Cj,kaJc |:Cj,kfj’k:| STy
et
29 1 p
Cjk o(s—1)5|P 1 .
sup > +r207 = S Fullpge = 08N = oo
J=Z _
Ensemble résiduel : On pose
1 -N
Ay =F B(0 ou = 27
N N+ B(0,7y) ol ry SNa

et

R=) U A~

meN N>m
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Autres résultats

+ Passage a R : on prend comme fonction de saturation la fonction

F,= Ze‘kFa(a: —k)
kEZ
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Autres résultats

+ Passage a R : on prend comme fonction de saturation la fonction

F, = Ze‘kFa(x —k)
kEZ

* Les résultats précédents sont également vérifiés pour les cas p = q¢ = +o00 et
p = 400, q < +00, ainsi que dans les espaces de Sobolev.
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Autres résultats

+ Passage a R : on prend comme fonction de saturation la fonction

F, = Z e "F,(z—k)
kEZ

* Les résultats précédents sont également vérifiés pour les cas p = q¢ = +o00 et
p = 400, q < +00, ainsi que dans les espaces de Sobolev.

+ Résultats similaires obtenus avec la notion de prévalence. Lidée est de
considérer les coefficients
ik o(L—s)jo—1J
cjp =252y

ou les &, ~%4 N(0,1).
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Autres résultats

+ Passage a R : on prend comme fonction de saturation la fonction

F, = Z e "F,(z—k)
kEZ

* Les résultats précédents sont également vérifiés pour les cas p = q¢ = +o00 et
p = 400, q < +00, ainsi que dans les espaces de Sobolev.

+ Résultats similaires obtenus avec la notion de prévalence. Lidée est de
considérer les coefficients

Eik o(L—s)jo—1J
cjp = 2225

ou les &, ~%4 N(0,1).

+ Résultats similaires obtenus avec la notion de linéabilité, en prenant I'enveloppe
linéaire des F,, a > i + %.
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