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MODELES MATHEMATIQUES EN
HYDROGEOLOGIE ET PARAMETRISATION'

par
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ABSTRACT.- Mathematical models are more and mor
of the basic physical principles and mathematical framework
Physically based models are needed to provide reliable results i
transport equations are presented and the part of each parameter

e used to simulate groundwater. A shortreview
of grounwater flow and modelling is given.
n the future. The flow and the solute
is pointed out. By the same way, allthe

data needed for a simulation, the different kinds of boundary conditions and the validation of the model by

the calibration procedure are discussed.

RESUME.- Des modéles mathématiques sont de plus en plus souvent utilisés afin de simuler le

comportement des nappes souterraines. Les principes
écoulements souterrains, et a leur simulation num
indispensable d'utiliser des modéles physiquement signi
prévisionnels. Les lois utilisées pour les écoulements et pour le trans

physigues et les bases mathématiques relatifs aux
érique, sont repris de fagon synthétique. |l est
ficatifs afin d’assurer la fiabilité des résultats
port de produit dissout, en milieu

poreux, sont présentées et le rdle des différents parametres intervenant dans ces lois est souligné. De
méme, sont discutés les différents types de données indispensables & une simuiation; les diverses

conditions aux frontigres possibles et la validation d

l.- tINTRODUCTION

Les écoulements souterrains constituent la
partie «<cachée» du cycle hydrologique. C'est la
raison pour laquelle certaines de leurs caractéris-
tiques, mesurables ponctuetlement seulement,
restent parfois incertaines. Cependant I'étude de
ces écoulements et des ressources gu'ils sont
susceptibles de nous fournir ne peut étre négligée
dans la gestion générale des eaux.

Le mouvement de I'eau dans le sous-sol est
trés lent par rapport aux vitesses de ruissellement
en surface, ce qui implique un long temps de
séjour dans le sous-sol et de faibles flux. Le colt
d'extraction de I'eau hors des nappes aquiferes est
souvent plus élevé que le simple prélevement des
eaux de surface, lorsque celles-ci ne doivent pas
atre traitées. Mis & part les incertitudes liges au
caractére souterrain de ces écoulements, leur
exploitation offre des avantages certains:

_ une meilleure protection contre la pollution;
- une température relativement constante;

u modé&le via sa phase de calibration.

. de taibles distances enire la source et
I"utilisation;

- une réponse & la demande peu variable dans le
temps et dont les extrema sont décalésde una
six mois par rapport aux extrema pluviomé-

triques.

L'exploitation optimum des ressources souter-
raines implique une connaissance préalable des
conditions hydrologiques, permettant le calcul du
bilan et de la courbe de tarissement. les
informations hydrogéologiques étant fournies par
des essais de pompages et des piézométres, leur
nombre est forcément limité. Dans le cas d'une
étude quantitative, le réle d'un modéle mathéma-
tique est d'intégrer toutes les données disponi-
bles, d’approximer de fagon logique et fiable les
données manquantes et de fournir une réponse
globale montrant toutes les tendances de la nappe
en régime permanent ou transitoire.

1. Manuscrit recu en décembre 19839,
2. Laboratoires de Géologie de [Fingénieur, d"Hydro-
géologie et de Prospection géophysique. Université de Liége.
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De nos jours, la gestion des nappes aquiferes
comprend également des aspects qualitatifs: les
problé@mes de pollution. Les décharges de déchéts
industriels et ménagers, officielles ou sauvages,
situées au gré de la topographie ou d'anciennes
exploitations, sont autant de sources potentielles
de pollution si certaines précautions ne sont pas
prises. Bien souvent dans ce cas, la contamination
éventuelle des eaux de la nappe est constatée,
alors que les décharges sont«oubliées» depuis des
années sous une couverture de terrain cultivé. A
quelgues exceptions prés (roches calcaires frac-
turées ou karstifiées), les écouiements d'eau, et
les phénoménes de dispersion et de diffusion
peuvent, en effet, &tre considérés comme relati-
vement lents dans le sous-scl.

L'épandage des fertilisants, les puits perdus et
les accidents routiers impliguant des camions
contenant des produits toxigues, sont autant de
sources de polluants pouvant déboucher sur une
contamination grave des aquiféeres.

Ce type de pollution comporte de trés longs
effets dans le temps et son élimination reste le
plus souvent partielle.

De nombreux pays dont la Belgique ont souffert
et souffrent actuellement de problemes de
contaminations. L'élimination de celles-ci et
I'étude de leur évolution sont trés onéreuses.
Toute mesure de sauvetage ou de prévention doit
&tre précédée d'une excellente compréhension
des conditions existantes. Les modéles mathéma-
tiques fournissent un moyen d’intégrer tous les
paramétres d'un tel probiéme. lls constituent un
outil, indispensable, pour guider l'interprétationet
laligne de conduite & appliquer dans les problémes
de pollution.

Il.- MODELES MATHEMATIQUES
DETERMINISTES ET STOCHASTIQUES

Un modéle est par définition une représenta-
tion simplifiée de la réalité. Cette représentation
doit cependant étre la plus conforme possible du
point de vue des mécanismes et processus
simulés. .

|| existe des modéles physiques ou électriques
représentant différents phénoménes, mais actuel-
lement, les modéles mathématiques sont les plus
utilisés de par leur applicabilité pius générale.

Un modéle mathématique est constitué d'un
ensemble d'équations qui, moyennant certaines
hypothé&ses et certaines approximations, décrivent
le phénomeéne étudie.

Deux types de modéles mathématiques sont
possibles:

les modéles déterministes,
les modeéles stochastiques (probabilistes).

1

L'approche déterministe d'un probléme phy-
sique se base sur le principe de causalité liant par
une relation unique Ia cause et les résultats. En
appliquant ce principe aux écoulements souter-
rains {fig.1}), on obtient:

une nappe aquifére représentée par ses
caractéristiques (paramétres p;, pa....px), rece-
vant une <«sollicitation» extérieure représentée
par des variables indépendantes (x;, X;,...xn},
elle réagit d’'une seule maniére et les variables
dépendantes {y;, V¥s...yn} fournissent une
mesure de cette réaction.

Les parameétres de la nappe peuvent étre par
exemple la porosité et la transmissivité. les
variables indépendantes peuvent représenter
I'infiltration dans la nappe ou le taux de pompage
et les variables dépendantes peuvent étre les
pressions ou les hauteurs piézometriques.

variables indépendantes

Xy Xy, Xl Xge Xy

1 Sollicitation extérieure

Paramétres de la nappe
aguifére

By Pgrees

1 Réacticn/Réponse

¥yr ¥You ¥aree ¥5-00¥y Variables dépendantes

Fig.1.- Schéma physigue lors de la sollicitation
d’'une nappe aquifére

Une loi ayant la forme d‘une fonctionnelle

i=1,...n j=1i,...m 1=1,...% (1)

¥

i T TRy By

pent étre trouvée le plus souvent, en intégrant une égquation aux
dérivées partielles. La valeur réelle de la réponse y peut

s’écrire

Yr,i ® Yaae,i © fdet,:

o £ est lferraur.

Cette erreur peut étre due & plusieurs raisons :

- des incertitudes dans la paramétrisation et la
dafinition de la nappe aguifére:

des erreurs de mesure;

- des erreurs numérigues et dues 2 1l‘approximation
faite lors de 1l‘intégration.



L'approche stochastique ou probabiliste pos-
tule que ies paramétres représentant la nappe et
les variables indépendantes sont des variables
aléatoires ou stochastiques possédant des fonc-
tions de probabilité déterminées (de Marsily,
1982). En utilisant les mémes équations différen-
tielles que les modeles déterministes ou des lois
statistiques empirigues, les modéles probabilistes
déterminent la loi de distribution de probabilités de
fa variable Yi:

P(y; =t) =2 (xj, Py ¥y) (3}
avec 1 = 1,...n =1, 1~=1,...k

(probabilité que Y, prenne une valeur inférieure ou
égale 4 une valeur donnée t}.

La valeur réelle de la réponse a la sollicitation
sfécrit r

¥, t4)

r,i <thcb,i> + t:p::‘cb,i.
En comparant les relations (2) et (4) on obtient :
<yprob,i> + sprcb,i = ydét,i + |:d(f,-t‘.,i

avet ¥Yyat,i * Yprob,i

L'approche probabiliste permet de quantifier
exactement Ferreur (Eprob.i) mais cette précision est
illusoire car elle suppose gue le milieu est
parfaitement représenté par les fonctions de
probabilité des parameétres et des sollicitations.
Cette derni@re condition est rarement satisfaite.

Dans la suite de cette synthése, seuls les
modéles déterministes seront abordés. Dans ce
type de modeéles, deux catégories peuvent éire
distinguées:

a) les modeéles de type <«hoite noires qui
fournissent des résultats calculés par unerelation
totalement empirique;

b) les modeles physiquement significatifs qui
se servent de I'expression mathématique des lois
physiques qu'ils simulent.

li est évident que les modeéles du premier
groupe sont peu recommandables car pour qu'une
simulation par ordinateur soit fiable, il est non
seulement nécessaire que les méthodes numéri-
ques utilisées soient précises et fiables, mais
également que la description physique, convertie
en données mathématiques, du processus devant
&tre simulé, soit correcte. lls ne peuvent donc en
aucun cas étre utilisés pour des prédictions.

Les modeéles hydrogéologiques, physiquement
significatifs, sont basés sur des lois d’écoulement
en milieu poreux utilisant comme paramétres la
transmissivité {ou la perméabilité), le coefficient
d'emmagasinement et des coefficients d'infiltra-
tion, Le calcul est réalisé en résolvant I'égquation
différentielle avec les paramétres spécifiés, les
sollicitations extérieures et les conditions aux
limites imposées. La solution proposée par le
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modéle consiste en une description de la
piézométrie (ou du champ de pression).

Cette solution peut é&tre obtenue analyti-
quement ou par des méthodes numériques. Les
solutions analytiques sont exactes dans leurs
développements mathématiques mais supposent
des conditions géologiques homogénes et des
sollicitations uniformes. Les simulations les plus
réalistes sont obtenues & l'aide de méthodes
numérigues telles que les méthodes des diffé-
rences finies, éléments finis et éléments frontié-
res.

ill.- LOIS ET BASES MATHEMATIQUES

3.1.- ECOULEMENT EN MILIEU POREUX
3.1.1.- Eguations et hypothéses

La foi de Darcy, établissant que le flux est
inversément proportionnel au gradient hydrau-
lique s'écrit:

&n

q; = - K, o —— i,j=1,2,2 (5)
5 5 Ry . .2,
1
avec Ki. = tenseur des perméabilités du milieu
e
~1

q; = vecteur £lux [LT "1

xj = coordonnée [ L ]

h = hauteur piézométrigue [ L )

Cette loi, écrite sous forme scalaire, consiste
en fait en 3 équations avec 4 inconnues:lesqgiet la
hauteur piézométrique h. La 4iédme équation
scalaire est fournie par I'expression du principe de
conservation de la masse. En combinant la loi de
Darcy st {"équation de continuité {fig.2), on obtient
I'expression de I'«équation de diffusivités:

a8
ax.
i

an sh
[Kij axj ] Q Ss e (8)

avec 5, = coefficient d¢’emmagasinement spécifigue
-1
L]
t=temps [T ]
Q0 = terme de flux externes {pompages,

réinjections, infiltrations) el

Lorsque la nappe étudiée peut se réduire a un
probleme 2D, l'équation est ramenée a 2
dimensions par intégration sur I'épaisseur de [a
hauteur saturée. Cette simplification repose sur
I'hypothése que les vitesses d'écoutement hori-
zontales sont trés supérieures aux vitesses
verticales (hypothése de Dupuit).

s _ 2 [mx.—Lh} + "’—[ y.——ah) -a (N
ot ax ax iy ay

avec S8 = coefficient d’emmagasinement
Q = flux externe P
T = transmissivité [L°T 7]

X, ¥ = coordonnées horizontales
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Fig.2.- Combinaison de la loi de Darcy au principe
de conservation de la masse pour obtenir
I'équation de diffusivité.

Cette équation est uniquement valable pour
des flux horizontaux en nappe captive, mais elle
est également utilisée comme approximation en
nappe libre avec T=K.e, e représentant I'épais-
seur des terrains saturés de la nappe.

3.1.2 - Parameétres
- Perméabilité et transmissivité

Le coefficient de proportionnalité apparaissant
dans la loi de Darcy est appelé en fait«conductivité
hydraulique» ou <coefficient de perméabilité»
dépendant de la «perméabilité intrinséque» du
milieu poreux par rapport au fluide:

X =k.p.g/m (8)
avec K = coefficient de perméabilité [LT—l]
k = perméabilité intrinségue [sz

) densité du fluide (HL_3]
B viscosité dynamigue du fluide ML

L1

T

Il existe de nombreuses relations empiriques
liant la perméabilité & la porosité, aux diamétres
des grains, & Vindice des vides, & ['indice de
plasticité. De par leur formulation, elles néces-
sitent la détermination de constantes, caractéris-

tigues de chaque milieu poreux étudié.

Dans certaines conditions, la perméabilité peut
varier dans le temps & cause de changements de
structure et de texture de la matrice, dus & des
phénoménes de subsidence (consolidation), de
dissolution, de fluage ou de gonflement (des
couches argileuses).

Il a été constaté, par la pratique, que la loi de
Darcy est valide quand le nombre de Reynolds
caractérisant I'écoulement est compris entre 1 et
10; ce qui est vérifié dans la plupart des milieux
poreux.

avec ¢ = débit spécifique

d = longueur représentative du dianétre des
grains, le plus souvent on prend dlo
{telle que 10 % des grains en poids ont un
diamdtre inférieur a d)
viscosité cinématigue du fluide

<
il

Dans beaucoup de cas, les aquiféres sont
anisotropes et le tenseur des perméabilités
comporte 9 composantes:

Kux ny L

K,
KY“ KYY yz
Kox sz K.z

E =

[ S—

Dans le cas ol les directions principales
d'anisotropie sont paralibles aux axes de coor-
données, il se raméne a:

La transmissivité est définie lorsque l'on
considére que le flux s'effectue sur |'épaisseur
saturée totale de V'aquifére et on a :

T—Ke



Bien que l'épaisseur saturée {e) n'est pas
nécessairement constante, ce concept est sans
signification en écoulement 3D {comme signalé
précédemment).

- Coefficient d'emmagasinement {spéci-
fique)

Dans le cas des nappes captives, I'expression
de 'emmagasinement spécifique d'un fluide dans
un milieu poreux saturé est la suivante:

s, = pgn (8-, v ) (9

avec g = coefficient de compressibilité du fluide
Bs = coefficient de compressibilité du solide
a = goefficient de compressibilité de la
matrice poreuse, due & 1a diminution de

porcsité.

Dans lecasou la compressibilité du fluide et 1a
compressibilité des grains solides sont considé-
rées comme négligeables par rapport a la
compressibilité due & la diminution de porosité, on
obtient:

{10}

ss = p.g.

{ a valeur a dépend de I'état de contrainte et des
caractérisitiques de compressibilité du matériau
poreux.

Par la théorie de Terzaghi et les lois
cedométriques on a:
1 as " s
g=p, = —— = — = ¥ /A.¢'  en régime élastique
v Boed e’ { 7: /C.g' en régime plastique (1)

Le coefficient d'emmagasinement spécifique
(fig.3) varie donc en fonction des éventuelles
modifications du milieu par subsidence (consoli-
dation).

Dans le cas des nappes libres, il faut considérer
I'emmagasinement de fluide lors du passage de
I'état non-saturé a !'état saturé. Cet emmaga-
sinement correspond alors 4 la porosité efficace du
milieu poreux (ne} et dans ce cas, I'emmagasi-
nement par déformation du milieu en conditions
saturées est négligé.

3.1.3.- Conditions aux frontiéres

Une nappe aquifére a une extension limitée
dans l'espace et, sur ces limites les échanges
d'eau avec I'extérieur sont régis par les conditions
aux frontiéres.

Ces conditions sont de trois types:

1. Condition de Dirichlet ou de potentiel
imposé:
h=nh {12}
La vateur du potentiel h est alors spécifice

sur la frontidre considérée, cette condition
est typiquement celle d'un contact nappe-
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riviere, le potentiel constant imposé étant
égal a la cote de la surface libre.

2. Conditicn de Neuman ou de flux imposé:

&
oLy LBy (13)
an ax ay

avec n = la normele extérieure a la frontiére
considérée
1, et 1 = les cesinus directeurs de cette
nornale
¢ = flux imposé & la frontidre

La valeur du gradient de potentiei normal a
la frontiére est alors imposée, Dans le cas
particulier ot @=0, cete condition expri-
me, par application de la loi de Darcy, que
la composante d'écoulement normale a la
frontidre est nulle. Les équipotentielles
sont donc perpendiculaires a cette frontié-
re et les lignes de flux, paralléles,

3. Condition de Fourier ou mixte:

h+a 2 inpose (143

an

Ce troisieme type de condition permet
d’imposer une relation entrele potentiel et
le flux, comme cela est le cas lors:

- de la drainance par une frontiére
séparant la nappe aquifére d'un plan
d'eau; '

- du suintement & la frontiere d'un milieu
poreux, au contact de I'atmosphére.

La définition ad hoc de ces conditions aux
frontidres est indispensable & la résolution
correcte du probléme de champ posé.

3.2.- TRANSPORT DE POLLUANT EN MILIEU
POREUX

Les phénoménes physicochimiques relatifs a la
propagation des poliuants dans les nappes
aquiféres sont trés différents suivant que les
polluants sont miscibles ou non dans l'eau. Les
processus sont advectifs, dispersifs et diffusifs
pour les substances miscibles, tandis qu’ils sont
principalement capillaires pour les substances
immiscibles.

Cependant, I'immiscibilité n'est pas totale et
dans la plupart des cas, ces polluants peuvent étre
solubilisés dans {'eau jusqu’a une concentration
limite {solubilité).

Dans la pratique, dans le cas de la pollution
accidentelle d’une nappe aquifére par des fluides
dit immiscibles (hydrocarbures par exemple), le
polluant a tendance a surnager au-dessusde Veau
avant de pénétrer par solubilisation dans la nappe.

La modélisation de ¢e type de pollution
nécessite donc 'analyse de deux processus de
propagation de polluants, I'un résultant d'écou-
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lements biphasiques dans la zone supérieuredela
nappe, et l"autre résultant des phénoménes de
transport de polluants miscibles dans le milieu
poreux.

3.2.1.- Ecoulements biphasiques

Dans le domaine de saturation pour lequel les
2 fluides sont en écoulement, le systeme
d'équation est le suivant (Biver et a/, 1989):

k. ..k ap
v, =~ —ilzed (L g i, j=1, 2,13 (15)
i, b n ax%.. 173
1 b
Equation de Darcy pour le fluide 1
48
N SN e T, (16)
i,z " ax. i
2 ]
Equation de Darcy pour le fluide 2
avec k,; = permeabilité iptrinséque du milieu
7 poreux
kr 1 r Bye Ry = perméabilité relative,
' viscosité dynamique et
densité du fluide 1
l:r 2t Bys Py = perméabilité relative,
+ viscosité dynamique et
densité du fluide 2
o) o el s -
e | oW +m —|p.. 5| =0 (17}
o, 14,1 x f1m

Equation de conservation de la masse pour le
fluide 1.

3 ] =
_[pzvilzj +n W[P:' 9’2] =0 (18)
ax

Equation de conservation de la masse pour le
fluide 2.

avec n = porositéd du milieu poreux

Sl et s2 = saturations respectives en fluides 1 et 2

Py ~ By = P, (§)) s . L. (19}
Equation de capillarité

S, +5 =1 {20}
Equation de partage de la porosité

avec p. = pression capillajre

P, et py = pressions existant dans les parties saturées
respectivement par les fluides 1 et 2

Les conditions aux limites suivantes sont
distinguées:

s - gy r N . . 0
- Vimperméabilité totale [:i; :i 0 (21)

i=1, 2,3

ni étant les composantes unitaires de la
normale a la frontiére

- ie passage & un milieu de caractéristiques
différentes, la continuité des pressions et des
flux est imposée:

A _ B A
By =R Pz =P, rez)

Lorsque les 2 phases fluides ne sont plus
totalement immiscibles, la composition de ces
phases varie jusqu'a la réalisation d'un équilibre
stationnaire régi par les conditions thermody-
namiques.

3.2.2.- Transport de polluants miscibles

Les processus intervenant dans {a propagation
d'un polluant soluble dans un milieu poreux saturé
sont les suivants (Biver et al, 1989):

- la diffusion moléculaire: déplacement du
polluant dii au gradient de concentration de ce
polivant, décrit par I'équation de Fick:

ac
;24

1

fi = Cste . i=1, 2,3 (23)

- l'adsorption, la désorption et I'échange d'ions:
le polluant a tendance & s’adsorber pour
minimiser la tension superficielle du solide et
son énergie de surface; Vadsorption chimigque
met en jeu des liens chimiques entre les
molécules du fluide pollué et les molécules du
solide;

I"adsorption physique consiste en phénoménes
de capillarité et de condensation,

- l'advection ou convection: transport de polluant
di au mouvement global de I'eau mobile. Si ce
processus intervenait seul, les particules de
polluant se déplacerait de la méme maniere que
"eau dans laquelle eiles sont dissoutes,

- la dispersion mécanique: la propagation d'un
polluant dans I'eau mobile est caractérisée par
I'apparition d'un certain étalement du polluant.
La position de [a zone d’étalement est
déterminge par |'advection {définie ci-dessus),
mais sa géométrie est due aux autres
composantes du mouvement, et en particulier
au régime d’écoulement.

lLes composantes de ['étalement sont donc
constituées de la diffusion, de I’adsorption et de la
dispersion mécanique.

Pour décrire les équations relatives & ces
processus, les hypothéses suivantes sont choi-
sies:

- le polluant est miscible a I'eau interstitiafle pour
les concentrations envisagées, et ne modifie
pas sensiblement la distribution de vitesse de
{"eau dans ftaquelle il s'est mélangé.

- on suppose connu en tout point le mouvement
de I'eau. L'écouiement est laminaire, caracté-
risé par un nombre de Reynolds compris entre 1
et 12,

- on admet qu’une proportion d'eau est immobile
et ne participe pas a ['écoulement,



- la phase solide est considérée comme immobile
(pas de déplacement relatif des grains, pas de
subsidence).

- les mouvements d'eau et de poiluant n’ont pas
de composante thermique.

De plus, il faut poser le concept d'«Elément de
Volume Représentatif» (EVR) introduit par Bear.
On globalise les évenements microscopiques et
locaux sur un élément de volume qui serait
«suffisamment grand par rapport aux événements
et suffisamment petit par rapport aux variations
qu'on désire etudier», Cette hypothése est plus
forte que la simple hypothése géométrique d'un
élément de volume suffisamment grand par
rapport aux pores du milieu considéré. Cette
méthode déterministe convient bien & un probié-
me de grande dimension tel que ceux d'éven-
tuelles poliutions de nappes aquiféres.

En se limitant au terme relatif a ia propagation
du polluant au sein méme de I'eau mobile on
trouve (fig.3)

a3 2 %y
-—— |8 .C]=-c‘ Q- — |8 [c -V —(D]“ —————]
t [ w W ax w |w Tt hfil " ey
avec &, = volume d‘eau mobile par unité de volume du milieu
G, = concentration volumigue de polluant dans l’eau mobile
[Dh i3 = cowposantes du tenseur de dispersion
Q' = flux "externes"
o' = congentration volumique de polluant dans l‘ean des
-flux "externes®.
L "
QOut

Emmagasinement+ Adsorption-Abstraction="in"-"Out"

CONSERVATION DE LA MASSE
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Dans le terme relatif aux flux «externes» sont
regroupes:
- les sources/pertes de poliuants externes;

- les échanges de polluant entre le solide d'une
part et I'eau mobile et immaobile d'autre part;

- l'éventuelie génération de polluant par réaction

chimigque, désintégration radioactive...

Dans I'équation (24), le terme cw.vireprésente
{"advection, et le terme

[Dh]i'ijc_j Sy

la dispersion. Pour un milieu isotrope et saturé, le
tenseur de dispersion hydrodynamique peut
s'exprimer par:

v,.v,
- - i3
[Dh]ij = ag .v.sij + [aL aT] " + dm . sij (25)
avec a; = dispersivité transversale
a, = dispersivité longitudinale
a4, = coefficient de diffusion moléculaire
v o= ‘Ni'vi = yaleur absolue de la vitesse moyenne

d/écoulement

Dans un référentiel de Frenet, lié aux lignes de
courant, le tenseur Dh se ramene a:

Diffusion+Convection+Dispersion

+ TRANSPORT

EQUATION DE TRANSPORT

: [aw ["w Vi T [Dh]ij ) j:u ]]

Fig.3.- Combinaison des termes de diffusion,
convection, dispersion au principe de conservation
de la masse pour obtenir I'éguation de transport
d‘un polluant miscible.
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IV.- TECHNIQUES DE RESOLUTION

Les équations aux dérivées partielles, présen-
tées ci-avant, représentent des phénoménes
physiques bien précis. En y incluant les parame-
tres représentant les propriétés physiques, les
conditions aux frontieres et les sollicitations du
systéme, les solutions de ces équations fournis-
sent la simulation mathématique du systéme etde
son état.

Moyennant des hypothéses trés restrictives
quant aux propriétés de 'agquifére, aux conditions
aux frontiéres et aux directions d’'écoulement, des
solutions analytiques peuvent étre trouvées.
L'exemple le plus connu et le plus utilisé est la
solution de Theis appliquée au cas d'un essai de
pompage. Ce type de solution est acceptable lors
d’estimations relativement grossiéres mais inap-
plicable dans les cas ol la géométrie complexe, le
caractére transitoire des écoulements et ['hété-
rogénéité des propriétés, conditions aux frontiéres
et sollicitations de I'aguifére eétudié doivent étre
prises en compte.

Diverses solutions numériques permettent de
résoudre les équations en s’affranchissant des
hypotheses trés contraignantes des solutions
analytiques. Ces solutions numériques consti-
tuent des approximations de la solution, mais les
erreurs numérigues sont le plus souvent négli-
geables par rapport aux erreurs dues a l'estimation
des paramétres, a la conceptualisation du systéme
et surtout a l'imposition d'hypothéses trop
restrictives.

Les méthodes des différences finies, des
éléments finis et des éléments frontigres sont trés
utilisées dans ce damaine. Elles se sont dévelop-
pées trés rapidement dans les 20 derniéres
années et elies sont améliorées quotidiennement
par les numériciens. Pour la description etle détail
de ces méthodes le lecteur intéressé consultera la
littérature specialisée (Bear (1987}, Zienkiewicz
(1974), Ledoux (1978), Pinder (1877)...).

Ces méthodes demandent une discrétisation
spatiale et temporelle du domaine. La discréti-
sation spatiale consiste en une division de la
région étudiée en cellules, élements ou sous-
régions, qui peuvent étre rectangulaires (diffé-
rences finies), polygonales quelcongues (éléments
finis) ou de formes queicongues (éléments
frontiéres).

La solution de ['équation différentielle est
obtenue en résolvant un systéme d'équations
algébriques valables surle maillage réalisé et pour
des paramétres et conditions aux frontiéres
donnés.

Le systéme est résolu a chaque pas de temps,
aprés actualisation des équations algébriques qui
le composent.

Remarques:

Dans les sédiments meubles, les dépressions
provoquées par |'exploitation des nappes engen-
drent dans les terrains compressibles avoisinants,
des phénoménes de subsidence, dus a l'accrois-
sement de la contrainte effective entre les grains
de la matrice.

Les modéles simulant ce type de compor-
tement doivent é&tre «couplés» avec le modéle
d’écoulement de ia zone étudiée. Les tassements
provoquent une diminution de la porosité des
terrains, entrainant des diminutions de la permé-
abilité et du coefficient d'emmagasinement
spécifique du milieu. Ces non-linearités doivent
étre prises en compte dans les modeéles écou-
lement-tassement, simulant de fa¢on fiable les
phénomeénes de subsidence.

Dans le cas des équations différentielles
représentant le transport de polluants en milieu
poreux, les solutions numeériques sont parfois
extrémement complexes et difficiles a trouver car
elles doivent s'appliquer a des éguationsen méme
temps &a caractére elliptigue et paraboligue.
Lorsqu‘on essaie de résoudre ces équations par
des méthodes numériques classigues, des insta-
bilités numériques apparaissent sous forme
d'oscillations. De nouveaux schémas sont alors a
utiliser: méthodes de décentrage, volumes finis,
méthodes «upstream», méthodes spectrales etc...

De plus, par rapport au cas classique d'une
équation elliptique et parabolique & coefficients
constants, ies problémes de pollution présentent
des particularités supplémentaires:

- Pour un polluant immiscible, il existe une non-
linéarité due & la présence de coefficients
intrinséquement variables. Cette particularité
améne des comportements numeériques assez
différents.

- Pour un pofluant miscible, le probléme réside en
un couplage de |'équation de propagation du
poliuant avec 'équation d'écoulement de {'eau.
Ce couplage est unilatéral en ce sens que
"écoulement peut étre supposeé indépendant de
la propagation du peolluant mais pas linverse.

Ces quelques remarques mettent en exergue
les difficultés rencontrées lors de certaines
simulations mathématiques relatives aux milieux
poreux saturés. De nombreux modéles mathéma-
tiques, de plus en plus sophistiqués, ont vu le jour
ces derniéres années afin d'essayer de résoudre
certains problémes en choisissant différentes
hypothéses de travail.

Pour I'hydrogéologue, utilisateur de ces modeéles,
il est essentiel de distinguer et de discerner les
hypothéses et les approximations effectivement
appliquées dans les modéles utilisés et d'autre
part de juger si ces hypothéses ne sont pas trop
restrictives, et si ces approximations n'entrainent



pas trop d'imprécisions dans les résultats par
rapport aux phénoménes observés.

V.- DONNEES

L'application de modéles numériques en
hydrogéologie requiert la détermination d'un
certain nombre de paramétres & entrer dans le
modéle. D'autre part, de nombreuses mesures
doivent fournir les données géométriques, les
sollicitations extérieures, les conditions aux
frontieres, les conditions initiales et enfin les
valeurs a différentes époques de la variable de
champ recherchée {tableau 5.1.). Ces derniéres
seront utilisées dans la phase de calibration du
modéie.
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La taille des éléments du maillage sera choisie
en fonction des circonstances, de la densité des
mesures disponibles, de la précision désirée pour
les résultats, mais aussi des contingences
informatiques (taille du systdme, temps CPU).
Dans tous les cas, il s'agit donc d'un compromis
entre ces différents impératifs.

Les données nécessaires aux différents types
de modéles sont mentionnées de fagon générale
au tableau 5.7.. Le modeéle de transport d'un
polluant miscible requiert également toutes les
données nécessaires au modéle d’écoulement, en
ce sens il peut &tre considéré comme une super-
structure de celui-ci.

L'hydrogéologue doit alors realiser i'assem-
blage de toutes ces données, transformant le
systtme réel en un modéle mathématique
préservant ies éléments essentiels du systéme.

Tableau 5.1.

MODELE ECOULEMENT

Données géométriques

- Représentation du domaine étudié par un
maillage; choix des dimensions des cellules ou
des éléments du modéle

Paramétres

- Perméabilité ou transmissivité
- Coefficient d'emmagasinement (spécifique)

{spécifiés dans chaque élément du maillage)

Sollicitations extérieures

- Pompages et réinjections
- Infiltrations, flux latéraux

(spécifié 12 olt c'est nécessaire)

Conditions aux frontiéres

- Imperméables
- Flux imposés
- Potentiels imposés

{choix d'une des options pour chagque frontiére)

Conditions initiales

- Hauteurs piezométriques dans toute la zone au
début de la simulation

(spécifides & chaque élément du maillage}

Variables calculées & comparer aux mesures

- Hauteurs piezométriques dans tous les élé-
ments du maillage, a tout moment

- Fiux

- Bilan

MODELE TRANSPORT
DE POLLUANT MISCIBLE

Données géométriques

- Représentation du domaine étudié par un
maillage; choix des dimensions des cellules ou
des éléments du modéle

Paramétres

- Dispersivités longitudinale et transversale
- Porosité du milieu poreux
- Perméabilités relatives des fluides

Sollicitations extérieures

- Concentrations volumiques dans les eaux
pompées et injectées (ou infiltrées)

(spécifiées 1a ol c'est nécessaire)

Conditions aux frontiéres

- Concentrations volumiques imposées dans les
flux de frontiére

(spécifiées aux frontiéres (a ol ¢'est nécessaire)

Conditions initiales

- Concentrations en polluant dans toute la zone
au début de la simulation

(spécifiée dans chaque élément du maillage}

Variables calculées & comparer aux mesures

- Concentrations en polluant dans tous les
éléments du maillage et & tout moment.
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Tableau 5.1. (suite)

MODELE D'ECOULEMENT BIPHASIQUE

Données géométriques

- Représentation du domaine étudié¢ par un
maillage; choix des dimensions des cellules ou
des éléments du modele

Paramétres

- Porosité du milieu

- Perméabilités relatives des fluides
- Pression capillaire

- Densités des fluides

Sollicitations extérieures

- Quantités respectives, pompées ou injectées,
des différents fluides

{spécifiées 1a ol c'est nécessaire)

Conditions aux frontiéres

- imperméabilité totale
- Continuité des pressions et des flux

(& spécifier a chaque frontiére)

Conditions initiales

- Saturations respectives en fluides 1 et 2 dans
toute la zone étudiée

Variables calculées a comparer aux mesures

- Saturations respectives dans toute [a zone et &
tout moment

VI.- CALIBRATION DU MODELE

Ce n'est que lorsqu’un modéle mathématique
représente de fagon précise les phénoménes
simulés que son application pourra étre envisagée
pour d'éventuelies prédictions.

Les lois fondamentales et les hypothéses
choisies doiventtout d'abord représenter de fagon
acceptable les conditions réelies de la nappe. Par
exemple, si le modéle écoulement suppose un
écoulement bidimensionnel plan, il faut que 'on
ait constaté gue ce type de conditions est
réellerment prédominant dans l'aquifére étudié. De
méme, ['étude d'une coupe verticale 2D suppose
qu'aucun flux important n’est constaté perpen-
diculairement & la coupe modélisée. Tous les
écoulements naturels et les phénoménes de
transports sont dans la réalité des processus
transitoires et 8 3 dimensions. Une réduction, par

hypothése, a un régime permanent et & 2
dimensions engendre desrisques qui doivent bien
étre évalués dans chaque application.

Ensuite, le modéle doit résoudre les équations
du systéme le plus précisément possible. Les
méthodes de résolution induisent toujours des
erreurs numériques en relation avec la discréti-
sation spatio-temporelle choisie. En général ces
erreurs peuvent étre réduites de fagon significa-
tive par une discrétisation adéquate, de maniére a
ce qu'elles soient négligeables par rapport aux
autres approximations.

Dans la plupart des cas d'étude, 1a connais-
sance quantitative des propriétés de Faquifere est
le probléme majeur lors de [‘élaboration d'un
modéle, & cause de linsuffisante connaissance
quantitative de la géologie. Les valeurs des
paramétres ne sont connues que dans certaines
zones locales et |I'hydrogéologue doit fournir des
estimations pour les autres zones. Ces consta-
tations démontrent |'obligation de vérifier si les
résultats d'un modéle sont réalistes ou non par
rapport a la réalité.

Cette procédure est appelée «calibration», elle
consiste A minimiser la différence entre mesures
et résultats par I'ajustement des données d'entrée
jusqu’a ce gue le modele reproduise les conditions
du champ mesuré avec un niveau de précision
acceptable. Le plus souvent les données maodifiées -
sont essentiellement les valeurs et répartitions
des paramétres car les autres données résultent
de mesures plus fiables.

La maniére de calibrer la pius souvent utilisée
consiste 3 évaluer 'ajustement entre résultats et
mesures sans autre outil mathématique {moyen-
nes, moindres carrés etc...), car ceux-ci peuvent
dans certains cas, apparemment favorables,
masquer des situations inacceptables.

Cette approche est subjective et requiert de ia
part de {’hydrogéologue une bonne expérience en
la matiére, et un bon jugement afin d’obtenir
finalement une calibration fiable. Les différents
parameétres sont dépendants les uns des autres et
la réponse du modéle constitue I'intégration des
influences respectives. En fait, un résultat du
modeéle peut correspondre a différents jeux de
données, ce qui explique gu’une bonne calibration
n‘est pas & elle seule une garantie de résultats
fiables pour les prédictions.

La fiabilité d'un modéle est surtout garantie par
I'expérience et I'honnéteté de I'hydrogéologue qui
{'a réalisé de fagon & respecter les phénoménes
réels dans la définition du probléme et durant la
phase de calibration (les paramétres doivent étre
ajustés en respectant des intervalles de valeurs
acceptables au vu des mesures). Dans certains
cas, la phase de calibration peutremettre en cause



gradueliement [I'interprétation géologique du
systéme.

L'intérét d'utiliser un modale est lié & sa
capacité d'intégrer et d’utiliser toutes les don nées
et informations relatives & la zone étudiée, d'une
“facon logique. il permet en outre, de déterminer les
zones ol des mesures supplémentaires sont
nécessaires & la bonne compréhension des
processus en cours,

Bien sur, les résultats du modeéle ne sont pas
plus précis que les données disponibles; le modeéle
ne peut remplacer les mesures, mais il peut
synthétiser les données. Les prédictions doivent
toujours étre interpréteées et utilisées en ayant a
I'esprit le degré de certitude avec lequel le systéme
réel est représenté.

Vil.- ETUDE DE SENSIBILITE

- Une analyse de la sensibilité¢ d'un modéle
mathématique de simulation tente habitueliement
de couvrir les aspects suivants:

- étudier les interactions entre paramétres
{relations éventuelies);

- déterminer la plage de variation optimum pour
un parameétre et l'influence d'une variation
{choisie dans cette plage) sur certains résultats;

- déterminer éventuellement les «importances»
respectives des différents paramétres inter-
venant dans le modéle.

Ce type d'analyse est réalisé en principe au
voisinage immédiat des valeurs optimum des
paramétres pour lesquels la calibrationa été jugée
satisfaisante.

Une analyse de sensibilité peut &tre unidimen-
sionnelle (relative & 1 seul paramétre} ou
multidimensionnelle dans le cas ol plus d'un
paramétre est modifié par rapport a la valeur
optimale.

VHI.- TYPE D’APPLICATION

Les modéles physiques ont la capacité de
calculer des extrapolations dont les résultats
constituent une aide précieuse lorsque des
décisions concernant des modifications de solli-
¢citation de 'aquifére sont & prendre. De nouvelles
conditions peuvent étre essayées dans le modele
par ajustement des données et les réponses
permettent d’estimer les effets engendrés et
fournissent donc une base solide de décision.
Parmi les applications possibles des modeles
écoulement quantitatifs on peut citer {Jensen,
1987):
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a) études de bilans:

- détermination des tendances régionales
des écoulements dans le réservoir et les
interactions avec les eaux de surface, les
autres réservoirs, les puits etc...

b} puits de pompage

- prédiction des effets du pompage sur la
piézométrie et sur la suppression de
certains fiux;

- détermination de périmetres de protectior;

- prédiction du mouvement de linterface
entre eau douce et eau salée;

- prédiction de ['effet de l'épandage d'eau
pompée lors de l'irrigation.

¢) changements dans la réalimentation de la

nappe

- prédiction des effets dus & l'urbanisation

- prédiction des changements résultants de
I'irrigation ou de {'infiltration en provenance
d'un nouveau canal

- analyse & long terme des influences des
tendances climatiques sur les niveaux
piézomeétriques et la distinction des effets
dGis aux facteurs antropiques.

d} estimation des paramétres
- dans certains cas, précision de la distri-
bution régionale des paramétres hydrau-

ligues {probiéme inverse)

e) planning des mesures «in situ»
- rationalisation dans la collecte ultérieure de
données par la détermination des mesures
les plus nécessaires

f} gestion des eaux souterraines
- planning idéal d’'exploitation des ressources
- stockage souterrain saisonnier d'eaux de
surface

Parmi les applications possibles des modéles
écoulement qualitatifs on peut citer (Jensen,
1987):

a} contamination & partir d'une source ponc-
tuelle {par exemple une décharge de déchets)

- détermination des conditions existantes de
contamination

- détermination des concentrations

- prédiction des conditions futures de con-
tamination

- identification- des actions réparatrices &
mener et prédictions concernant I'amélio-
ration de la qualité de 'eau

- identification des mesures /n situ & réaliser
incluant la localisation et le menitoring

- sélection des sites possibles pour une
éventuelle décharge
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b) contamination & partir de sources uniformes
(par exemple I'épandage de fertilisants dans
les champs cultivés)

- détermination de la qualité actueliede I'eau
des nappes

- détermination de la concentration dans les
eaux de recharge

- prédiction de la qualité des eaux souter-
raines dans le futur

- identification des options de gestion de
'aquifere

- prédiction des conséquences possibles de
ces choix

- planning du réseau de mesure

c} gestion de la qualité des eaux
- dans certains cas, identification de la
stratégie de pompage pour éviter |'intrusion
d’eaux salées ou polluées.

IX.- CONCLUSIONS

La gestion quantitative et qualitative des
ressources en eau souterraine est devenue, de nos
jours, d'une importance capitale. De par leur
nature, les nappes aquiféres sont le siége de
phénomeénes non observables directement et
contindment, c’est pourquoi leur étude et la
prévision d'évolutions futures comprennent cer-
tains éléments d'incertitude. Toutes les informa-
tions relatives au probléme doivent étre prises en
compte.

Les modéles mathématiques déterministes et
physiquement significatifs, fournissent une mé-
thode intégrant toutes les informations d'une
maniére consistante avec les paramétres de la
nappe choisis en harmonie avec les lois régissant
les phénoménes étudiés. Ces modeéies assurent la
cohérence entre les données et les concepts
utilisés, contrairement aux modéles de type «boite
noire» qui sont basés sur des relations empirigues.

Les paramétres estimés doivent étre calibrés a
I'aide de comparaisons entre les mesures et les
résultats. Cette calibration doit &tre menée en
gardant & I'esprit un solide bagage géologique et
hydrogéologique, tout en étant familier avec les
modéles utilisés et les approximations réalisées.

Les résultats fournis par les modéles restent
une approximation de la réalité et des conditions
complexes de la nappe, mais ils constituent des
informations trés utiles & la gestion des nappes.
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