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1. Modéle de base

On commence par considérer le cas de base ot les individus peuvent passer d’un
état initial & un seul et unique autre état, complémentaire de 1’état initial. De facon
concrete, dans ce texte, on prendra comme exemple le passage de 1’état “chomeur” a
I’état “est sorti du chomage”. Apres avoir examiné ce cas de base, nous envisagerons
le cas plus général ot les individus peuvent passer d’'un état initial a plusieurs autres
états (destinations multiples) mutuellement exclusifs : par exemple, le passage de
I’état “chomeur” aux états “a trouvé un travail a temps plein”, “a trouvé un travail
a temps partiel”, “a quitté la population active”, etc...

1.1. Variables et notations

e T; = durée de chomage, mesurée en mois, semaines ou jours, d’un individu
pris au hasard dans une population donnée. Les valeurs possibles de T; sont
supposées étre t = 0,1,2, ..., 00, t = 0 désignant la période d’entrée au chomage,
t = 1 la premiere période suivant celle d’entrée au chomage, ¢ = 2 la seconde
période suivant celle d’entrée au chomage, etc...

e X;; = vecteur de variables explicatives caractérisant I'individu ¢ et les conditions
du marché du travail rencontrées par I'individu ¢ au cours de la période t (= la
'™ période suivant celle d’entrée au chomage).



e On cherche a modéliser la durée de chomage T; d’un individu ¢ pris au hasard
au fonction des variables explicatives X;; qui le caractérisent.

e Conventions de notation supplémentaires :

a- X = (X, X}y, ..., X},), vecteur de variables explicatives reprenant
I’ensemble des variables caractérisant I'individu 7 et les conditions du mar-
ché du travail rencontrées par I'individu ¢ au cours des périodes 0 & t.

b XL = (X1, XYy, ooy Xioo) ', vecteur de variables explicatives reprenant
I’ensemble des variables caractérisant I'individu 7 et les conditions du mar-
ché du travail rencontrées par l'individu ¢ au cours de toutes les périodes
postérieures a t: t+ 1,t 4 2, ....

c- X1 = (X XN — (X1, X!, ..., X)), vecteur de variables explica-
tives reprenant 1’ensemble des variables caractérisant 'individu ¢ et les
conditions du marché du travail rencontrées par I'individu ¢ au cours de
toutes les périodes de t =0 a t = oo.

e Remarque:

Si les variables explicatives X;; ne varient pas dans le temps, on a X;; = X;
Vt=0,1,2,..., et X% X%t ot X ge réduisent tout simplement a X;, ou X;
dénote le vecteur de variables explicatives invariantes dans temps caractérisant
I'individu .

1.2. Ingrédients du modéle

1.2.1. Fonction de hasard conditionnelle

e La fonction de hasard conditionnelle est définie par:
ANt, X" =IP|T; =t|T; > t, X"], Vt=0,1,2, ... (1)

C’est la probabilité que la durée T; de chdmage d’un individu ¢ pris au hasard
soit (exactement) égale a ¢, sachant qu’elle est au moins égale a ¢ et les variables
X%, En termes de population, cette probabilité \(¢, X*) s’interpréte comme la
proportion des individus qui sortent du chémage en (exactement) ¢ parmi les
individus de la population qui sont toujours au choémage en ¢t — 1 et qui ont les
caractéristiques décrites par X*.

e La fonction de hasard conditionnelle A(t, X) constitue le coeur du modéle.
C’est la fonction que I'on cherche & estimer.

1.2.2. Exogénéité stricte des X;

e On dit que les variables explicatives X;; sont strictement exogénes si' :

1 On notera que cette condition d’exogénéité peut étre exprimée de fagon équivalente et plus simple, mais
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ou D (.|.) désigne les distributions conditionnelles de X" sachant respective-
ment (T; =t —k, X") et X*, autrement dit si, sachant X, la connaissance que
la durée T; est égale a t — k, (Vk = 0,1,2,...,t) n’apporte aucune information
nouvelle pour prédire XL,

e Remarque:

La condition d’exogénéité stricte de X;; est trivialement satisfaite lorsque les
variables explicatives X;; sont invariantes dans le temps. On peut en pratique
souvent, mais pas toujours, considérer cette condition d’exogénéité comme sat-
isfaite.

e La condition (2) d’exogénéité stricte des X;; implique (cf. preuve dans I’Annexe

B) que:
P [ﬂ = t\X“,Xiﬂ] =IP [ﬂ = t\Xioo} =1IP [Ti = t|X“} , Vt=0,1,2,..(3)
IP[T; > t| X", X" = IP[T; > t|X™] = IP[T; > t|X"], Vt=0,1,2,..(4)

et
P|T =T, > t, X" X" = IP[T;, =T, > t, X"]
P[T; =tT; > t, X"

= AMt, X"), Vt=0,1,2,.. (5)
autrement dit que, sachant X*, la connaissance de XL n’apporte aucune in-
formation sur la probabilité que la durée T; de chomage d’un individu ¢ pris au

hasard soit égale a t, supérieure ou égale a ¢, ou encore égale & ¢ sachant qu’elle
est supérieure ou égale a .

1.2.3. Fonction de survie conditionnelle

e On appelle fonction de survie conditionnelle la quantité :
S, X") =IP[T; > t|X"], Vt=0,1,2,...

C’est la probabilité que la durée T; de chomage d’un individu ¢ pris au hasard
soit supérieur ou égale & t, sachant les variables X*. En termes de population,
cette probabilité S(t, X) s’interpréte comme la proportion des individus qui
sortent du chémage en ¢ ou apres ¢, ou ce qui revient au méme la proportion
des individus qui sont toujours au chomage en ¢ — 1, parmi les individus de la
population qui ont les caractéristiques décrites par X.

moins intuitive (cf. preuve dans ’Annexe A) par:

D (Xiim - t,X“) -D (Xii1|X“) L Vt=0,1,2,...



e Sous 'hypothése d’exogénéité stricte des X, étant donné (4), on a:
S(t,X") = IP[T; > t|X"] = IP[T; > t|{X"] = S(t|X*), Vt=0,1,2, ...

ot la fonction S(¢|X®) est la fonction de survie? (conditionnelle) associée 4 la,
distribution conditionnelle définie par :

ft|X™) = P[T; = t|X™], Vt=0,1,2,...

c’est-a-dire la distribution conditionnelle de T} sachant X?®. Autrement dit, sous
’hypothése d’exogénéité stricte des Xy, la fonction S(¢, X*) défini bien, comme
son nom le suggére, une fonction de survie (conditionnelle) au sens habituel du
terme, découlant d’une distribution conditionnelle bien définie.

e Si on renonce & ’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, contrairement a ce
que son nom suggere, la fonction S(¢, X Z"f) ne peut plus étre interprétée comme
une fonction de survie (conditionnelle) au sens habituel du terme, découlant
d’une distribution conditionnelle bien définie. On pourrait étre tenté de croire
qu’il s’agit de la fonction de survie (conditionnelle) associée a la distribution
conditionnelle qui serait définie par:

[, X" =IP|T, =t|X"], Vt=0,1,2,...

C’est faux. En l'absence d’exogénéité stricte des X;;, la fonction f(t, X*) ne
définit en effet pas une distribution conditionnelle au sens habituel du terme
(il faudrait pour cela que le vecteur de variables conditionnantes X% dépende
pas de t), mais seulement une collection (pour ¢ = 0,1,2,...) de probabilités
conditionnelles. En bref, lorsqu’on renonce a I’hypothése d’exogénéité stricte des
X, la fonction S(t, X*) ne définit pas une fonction de survie au sens habituel
du terme.

e Sous ’hypotheése d’exogénéité stricte des X;;, de la fonction de hasard condi-
tionnelle A(¢, X*), on peut déduire la fonction de survie conditionnelle S(t, X*).
Etant donné (4) et (5) et que, de facon générale, X" = (X" V X!) on
X = (X, XU, oo X{tfl),, on a’:

2 On notera que cette définition (classique dans les modéles de durée) de la fonction de survie (condition-
nelle) implique que son complément, c-a-d. la fonction de répartition (conditionnelle), est définie par
F(t|X'™) =1-S(t|X") = P[T; < t|X*®], et non par la définition plus classique pour une v.a. dis-
créte: F(tX') = P[T; < t|X"].

3 La validité la relation de récurrence :

P [Ti > t|X“] - P [Ti > T >t — 1,X“] P [Ti > 1|X“]

vient du fait que 1'événement (7; > t) implique 'événement (7; > t — 1), et donc que lintersection
de ces deux événements est tout simplement 'événement (73 > t):

P [n > 4T >t — 1|X“] - P [n > t|X“]



IP|T; > 0|X™]
P[T; > 1X"] =

P[T; > 2|X?] =

IP[T; > 3|X%] =

=1

P[T; > 1T, > 0, X"] IP[T; > 0|X"]
(1-P[T, <1T; > 0,X"]) IP[T; > 0| X"']
(1= P[T; = 0|T; > 0,X™"]) IP[T; > 0]X"]
(1—IP[T; =0|T; > 0,X™]) IP[T; > 0|X™]
(1= X0,X7) x1=1-X0,X")

IP|T; > 2|T; > 1,X?] IP[T; > 1|X"]
(1-IP[T; <2|T; > 1,X%]) IP|T; > 1]1X*]
(1-P[T: =1|T; > 1, X)) P[T; > 1|X*]
(1-P[T;=1|,T, > 1,X"]) IP[T; > 1|X"]
(1= A1, X)) (1= A(0,X7))

IP[T; > 3|T; > 2, X"| IP[T; > 2| X*]

(1-P[T; <3|T; > 2,X"]) IP[T; > 2|X"]
(1-P[T; =2|T, > 2,X"]) IP[T; > 2|X"]
(1-P[T;=2|,T, > 2,X"?]) IP[T; > 2|X"]
(1—=A2,X7) (1= A1,X") (1—A0,X7)

—

et ainsi de suite, de sorte que, de facon générale, on a:

S(t,XZt) =P [E 2 t‘XZt] — t—1

e Remarque:

1 sit=0

[T (0 —a@, x*)) ve=1.2, ..

t*=0

On notera que dans la formule ci-dessus, S(¢, X*) ne dépend en fait que de
X1 = (Xly, Xlyy oy X4_y) . Autrement dit, sous hypothése d’exogénéité
stricte des Xj, on a en fait*:

S@WU:JWwaﬂ—Pﬁ>ﬂWﬂ

Pour une autre facon,

t, X II X)), VE=1,2, .. (6)

plus directe, de vérifier que, sous I’hypothése

d’exogénéité stricte des Xy, on a bien IP[T; > t|X"] = IP[T; > t| X" 1], Vt =

1,2, ..., cf. Annexe C.

e Si on renonce 'hypothese d’exogénéité stricte des X;;, on peut toujours exprimer
la fonction S(¢, X*™) par rapport a la fonction de hasard conditionnelle \(¢, X*),

40n remarquera que cette égalité n’a aucun sens en ¢ = 0.



mais elle n’a plus la forme simple obtenue ci-dessus. Elle prend la forme plus
complexe (cf. preuve dans I’Annexe D):

(1 ,sit=0
t—1
— * it*
st x) = Pz > gxi] = {11 (=20X)
T LVE=12, .
y H m+1\T > ¢ 4+ 1, X
(=0 [Xite41| X

forme qui, comme on peut le voir, dépend notamment de la distribution des
X, et qui, évidemment, contient comme cas particulier la formule développée
ci-dessus sous I'hypothése d’exogénéité stricte des X;; (& nouveau, cf. preuve
dans 'annexe D). En résumé, si on renonce a 'hypothése d’exogénéité stricte
des X, non seulement la fonction S(¢, X) ne définit pas une fonction de survie
au sens habituel du terme, et ne peut donc pas étre interprétée comme telle,
mais son expression en termes de la fonction de hasard conditionnelle (¢, X*)
n’est plus aussi simple que dans le cas ou les X;; sont strictement exogénes et
dépend notamment de la distribution des Xj;.

1.2.4. Fonction de densité conditionnelle

e On appelle fonction de densité conditionnelle la quantité :
[, X")=IP|T;, =t|X"], Vt=0,1,2,...

C’est la probabilité que la durée T; de chdmage d’un individu ¢ pris au hasard
soit (exactement) égale & ¢, sachant les variables X*. En termes de population,
cette probabilité f(¢, X*) s’interpréte comme la proportion des individus qui
sortent du chomage en (exactement) ¢ parmi les individus de la population qui
ont les caractéristiques décrites par X.

e Comme dans le cas de la fonction de survie conditionnelle S (¢, X*), sous I'hypo-
these d’exogénéité stricte des X, étant donné (3), on a:

[, X") = IP[T, = t|X"] = IP[T; = t|X™] = f(t|{X"®), Vt=0,1,2,...

ott f(t|X"®) défini la distribution conditionnelle de T} sachant X*®. Autrement
dit, sous I'hypothése d’exogénéité stricte des Xy, la fonction f(¢, X) défini
bien, comme son nom le suggeére, une distribution (discréte) conditionnelle au
sens habituel du terme.

e Comme déja mentionné ci-dessus, si on renonce a I’hypothése d’exogénéité stricte
des Xj;, contrairement & ce que son nom suggere, la fonction f(¢, X) ne peut
plus étre interprétée comme une distribution (discréte) conditionnelle au sens
habituel du terme: lorsqu’on renonce & ’hypothése d’exogénéité stricte des X,
la fonction f(t, X) ne définit effet pas une fonction de densité (discréte) au
sens habituel du terme, mais seulement une collection (pour ¢ = 0,1,2,...) de



probabilités conditionnelles.

e De la fonction de hasard conditionnelle A(¢, X*), on peut a nouveau déduire la

fonction de densité conditionnelle f(t, X*). Par définition, de fagon générale,

on a’:

P[T,=tX"] = P[T; =T >t,X"] P[T; > t[X"]
= ANt, X"HS(t,X"), Vt=0,1,2,..

de sorte que, en utilisant les expressions obtenues pour S(¢, X®) a la section
précédente, sous I’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, on a:

A0, X0) ,sit =0
t,Xit :]Pﬂ:tXZt: A t—1 .
f( ) [ | ] )\(thzt) H (1 _ )\(t*’th*)) ,Vi=1,2, ..
t*=0

tandis que si on renonce I’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, on a la forme
plus complexe :

(A0, X7) ,sit=0
t—1
it VI
f X0 = P = g = ] AEX TT =20 X))
Px, V=12,
% H zt*+1|T >t + 1, X"
\ t*=0 [Xie | X77]

forme qui, comme on peut le voir, dépend a nouveau notamment de la distribu-
tion des X;;. Ainsi, on a & nouveau que, si on renonce a I’hypothése d’exogénéité
stricte des X, non seulement la fonction f(¢, X) ne définit pas une fonction de
densité au sens habituel du terme, et ne peut donc pas étre interprétée comme
telle, mais encore que son expression en termes de la fonction de hasard condi-
tionnelle \(t, X) n’est plus aussi simple que dans le cas ou les X;; sont stricte-
ment exogeénes et dépend notamment de la distribution des X;.

1.3. Estimation du modeéle
e On cherche & estimer la fonction de hasard conditionnelle A(¢, X*) d’un individu

i tiré au hasard parmi les individus d’une population cible (par exemple, les
individus qui s’inscrivent comme demandeur d’emploi au cours d’une période

5 La validité de la relation :
P [Ti - t|X”} - P [Ti —t|T > 1, X”} P [Ti > t|Xﬂ

vient, de fagon semblable au cas de la note 3, du fait que I’événement (7; = t) implique ’événement (T; > t),
et donc que intersection de ces deux événements est tout simplement 'événement (7; =t):

P [Ti -4, T > t|X“] - P [Ti - t|X“]



donnée).

e On commence par spécifier une forme fonctionnelle \(t, X%; 3), qui dépend d’un
vecteur p X 1 de parameétres § € ©, pour la fonction de hasard conditionnelle
A(t, X%), forme fonctionnelle que ’on suppose correctement spécifiée, i.e. telle
que:

At, X 3°) = A(t, X™), pour une valeur 3° € ©

e La valeur la fonction de hasard conditionnelle doit toujours étre comprise® entre
0 et 1. De facon a ce que cette restriction soit toujours satisfaite, on spécifiera
par exemple :

At X ) = g (X5)

T

oug(x) = | i " (= fonction (cdf.) logistique) et X** est un vecteur de variables

composé de ¢, (d'un sous-ensemble)” de X, et de leur puissances (carré, cube,
...) et interactions (autrement dit, une forme polynomiale en ¢ et (le sous-
ensemble choisi de) X™). Bien que cela ne garantisse seulement que la positivité
de la valeur de la fonction de hasard conditionnelle, une autre spécification a
priori intéressante (pour l'interprétation des parameétres § en terme de semi-
élasticité) pour le fonction g(x) est g(z) = e”. Notons que lorsque le modeéle
discret considéré est regardé comme la version discrétisée d’un modeéle en temps
continu avec une fonction de hasard proportionnel donnée par A.(t., X%;3) =
Ao(t.) exp(X™:3), alors la fonction fonction de hasard discréte correspondante
est donnée comme ci-dessus par A(t, X'; 8) = g (X' 3), ot g(z) = 1—e~" (qui,
comme la fonction logistique, est toujours comprise entre 0 et 1) et ou X** est
composé de variables binaires pour chacune des périodes t et des variables X,
sans interactions entre ¢ et X,

e Contrairement aux fonctions de survie et de densité conditionnelles, la fonction
de hasard conditionnelle a toujours un sens précis et interprétable d’un point
de vue pratique, que I’hypothése d’exogénéité stricte des X;; soit ou non satis-
faite. Que cette hypotheése soit ou non satisfaite, il est donc toujours légitime de
chercher & estimer la fonction de hasard conditionnelle A\(¢, X*) d’un individu
1 pris au hasard. Dans le cas ot I’hypothése d’exogénéité stricte des X;; n’est
pas satisfaite, on a simplement que, de la fonction de hasard conditionnelle, on
ne peut pas déduire des fonctions de survie et de densité conditionnelles au sens
habituel de ces termes. Dans la suite, on considére le probléme de ’estimation
des paramétres de la fonction de hasard conditionnelle A(t, X*; 3) supposée cor-
rectement spécifiée, tout d’abord sous I’hypothése d’exogénéité stricte des X,
et ensuite sans faire appel a cette hypothese.

6Ta fonction de hasard conditionnelle donne une probabilité conditionnelle, et une probabilité con-
ditionnelle est toujours comprise entre 0 et 1.

"En pratique, le vecteur de variables explicatives X;; correspondant & la période t considérée, dans
lequel peut éventuellement étre incorporé des variables explicatives retardées (avec un ou plusieurs lags).



1.3.1. Estimation sous I’hypothése d’exogénéité stricte des X,

e Si on suppose que les variables explicatives X;; sont strictement exogeénes, pour
la forme fonctionnelle \(¢, X; 3) de la fonction de hasard conditionnelle, étant
donné ce qui précéde, on a comme forme fonctionnelle pour les fonctions de
survie et de densité conditionnelle :

1 ,sit=0

it.oay ) -1
S(t, X" 5) = H (1 B )\(t*,Xit*;ﬁ)) Vt=1,2, ... ™

tr=

et
f(t, X% 8) = A(t, X*; 8)S(t, X 8), Yi=0,1,2,...

e Sous I'hypothese que la forme fonctionnelle )\(t, X ) est correctement spéci-
fice, on a évidemment que S(t, X*; 3) et f(t, X*; 3) sont correctement spécifiées,
ie. que:

pour 3% € ©

{ S(t, X" 8°) = S(t, X*)
f, X7 8%) = f(t, X7)

e Ayant spécifié la fonction de hasard conditionnelle A(t, X*; 3) dont découlent,
sous I'hypothése d’exogénéité stricte des X;;, des spécifications pour les fonc-
tions de survie et de densité conditionnelles, on peut, en supposant le modeéle
correctement spécifié et sur base d’un échantillon d’observations des durées T;
de chomage et des variables explicatives X;; de ces durées pour n individus tirés
au hasard, estimer la “vraie valeur” inconnue 5° du vecteur de parameétres /3 par
la méthode du Maximum de Vraisemblance (MV).

e Pour rappel, de facon générique, s’appuyant sur ’observation d’un échantillon
((Y1,X1),..., (Y, X)) indépendamment (mais non nécessairement identique-
ment) distribué de réalisations d’un couple de variables aléatoires (Y;, X;) —
ou tant Y; que X; peuvent étre des vecteurs de variables — pour lequel est
formulé un modele paramétrique conditionnel :

P={fily|Xi;0): 0 € © CRPi=1,...,n}
correctement spécifié, i.e. tel que:
fi(yi| X5;0°) = pi (y;] X)), pour une valeur ° € ©,Vi=1,...n (8)

ou p; (y;|X;) représente la “vraie” densité conditionelle de Y; sachant X;, un
estimateur MV de #° est donné par:

0, = Argmaxgee Y In fi(Y;|X;;0) 9)

=1

Sous des conditions de régularité générales, cet estimateur #,, est un estimateur
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convergent et asymptotiquement normal de 6°:
~ 1 ~
0, 2 0° et Vo2 \/n(b, —6°) > N(0,1,)

ou:

n

o 1 Blnfl(Yz|Xz,0°) ol £ (Vi X::0°) )
Vi = ;ZE{( ) (Pmige)
=1

RS 9*In f;(Yi|X;;60°)
= e

=1
soit en termes d’approximation utilisable est échantillon fini :

O ~ N(0°,V,," /)

on V, est un estimateur convergent de V,°. En pratique, on utilise typiquement
comme estimateur convergent de V¢ I'estimateur :

L 1P (Y] X 0,)
Vo=—=>_ 98073

n <
=1

e Remarques:

a- On appelle un estimateur MV tel que défini ci-dessus, un estimateur
Maximum de Vraisemblance conditionnel (MVc), car il s’appuye unique-
ment sur les densités conditionnelles de Y; sachant X;, et non sur les den-
sités jointes de (Y;, X;).

b- L’estimateur 6,, donné par (9) peut étre exprimé de fagon équivalente par :

0, = Argmaxgcq H fi(Yi|X;; 0)

1=1

et, étant ’hypothese d’indépendance de I'ensemble des couples {(Y;, X;),
i=1,...,n}, évalué a la “vraie valeur” 6° de 6, on a:

11 fi@ilXi:0°) = p (w1l X, s Xon)
=1

ou p (Yiy, -y Yn| X1, ..., Xin) représente la “vraie” densité conditionelle jointe
de (Y1,...,Y,) sachant (Xi,...,X,). Autrement dit, l'estimateur 0, de
0° n’est autre que la valeur de # qui maximise une forme paramétrique
correctement spécifiée pour la densité conditionnelle jointe de (Y7, ...,Y,)
sachant (X1, ..., X,,) (qu'on appelle communément la (fonction de) vraisem-
blance (conditionnelle) de I’échantillon ((Y3, X1), ..., (Yo, X)), la log-vrai-
semblance (conditionelle) de ’échantillon étant simplement le logarithme
(naturel) de cette quantité: In (T, fi(v:|X;;0)) = > iy In fi(yi] Xi; 0)).

c- Pour que Destimateur 6, défini par (9) soit un estimateur convergent et
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asymptotiquement normal de #°, il n’est pas nécessaire que ’ensemble
des couples {(Y;, X;), i« = 1,...,n} de I'échantillon soient indépendants,
ou, condition moins restrictive®, que le produit [}, fi(v:|Xi;60°) des den-
sités conditionnelles spécifiées corresponde bien, évalué a la “vraie valeur”
6° de 6, a la “vraie” densité conditionnelle jointe de (Y7, ...,Y;,) sachant
(X1,...,X,): il suffit que le modeéle paramétrique conditionnel P soit
correctement spécifié pour les densités conditionnelles (“marginales”) de
Y; sachant X;, Vi =1,...,n (= la condition (8))°.

De facon générale, un estimateur MV définit comme la valeur d’un para-
meétre qui maximise le produit (ou de fagon équivalente la somme des
logarithmes (naturels)) d’un ensemble de densités conditionnelles (pas né-
cessairement de type “marginales” comme ci-dessus) correctement spéci-
fies, et tel que le produit de ces densités conditionnelles n’est pas, évalué
a la “vraie valeur” du paramétre, égal a la “vraie” densité conditionnelle
jointe des observations 1’échantillon, est appelé un estimateur Maximum
de Vraisemblance conditionnel partiel (MVcp). De tels estimateurs sont
utilisés de fagon extensive en économétrie. Ils possédent des propriétés sem-
blables a celles des estimateurs MVc standards : convergence et normalité
asymptotique, avec néanmoins comme différence notable une expression
généralement (mais pas toujours; dans beaucoup de cas courants, elles
sont identiques) plus complexe que celle des estimateurs MVc standards
pour la matrice de variance-covariance asymptotique de I’estimateur.

e La forme de l'estimateur MV (ou plus précisément MVc) de la “vraie valeur”
inconnue 3° du paramétre 3 de la fonction de hasard conditionnel (¢, X; 3)
dépend du schéma d’échantillonnage sur base duquel on suppose qu’est obtenu
un échantillon d’observations sur les durées 7; de chomage et les variables ex-
plicatives X;; de ces durées, et en particulier du fait de savoir si ces durées et
ces variables explicatives sont observées de facon compléte ou non (la cas ty-
pique est le cas ol les durées et les variables explicatives ne sont pas observées
de fagon compléte). On considére ci-dessous trois schémas d’échantillonnage,
par ordre croissant de complexité: échantillonnage aléatoire simple, échantil-
lonnage aléatoire avec censure a droite, et finalement échantillonnage aléatoire
avec censure & droite et observation (partielle) par intervalles. Ces trois sché-
mas d’échantillonnage correspondent a trois cas de figure différents concernant
I'observabilité des durées T; de chomage et des variables explicatives X;; de ces
durées. Pour chacun d’eux , on dérive I'estimateur MVc de 5°. On notera le
cas de I’échantillonnage aléatoire simple peut étre regardé comme un cas partic-
ulier de I’échantillonnage aléatoire avec censure a droite, qui lui-méme peut étre
regardé comme un cas particulier de I’échantillonnage aléatoire avec censure &
droite et observation (partielle) par intervalles En d’autres termes, ce dernier
cas couvre en fait les deux cas précédents.

8 Qui suppose que les {Y;, i = 1,...,n} sont indépendants conditionnellement & (Xi,...,X,). On
notera que cette condition est suffisante pour toujours avoir la méme expression simple que celle décrite ci-
dessus pour la matrice de variance-covariance asymptotique de I’estimateur.

90n notera cependant que, dans ce cas de figure, la matrice de variance-covariance asymptotique
de l'estimateur n’a généralement plus la forme simple décrite ci-dessus.
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A. Echantillonnage aléatoire simple

e Dans ce schéma d’échantillonnage, on suppose qu’un échantillon d’observations
de taille n est obtenu en tirant au hasard n individus dans la population cible,
et que pour chaque individu tiré, on observe de fagcon compléte la durée T; de
son épisode de chomage, ainsi que ’ensemble des variables explicatives X;; de
t = 0 jusque t = T;. Pour chaque individu tiré, on observe donc une réalisation
du couple (T}, X*T?), et I’échantillon d’observations pour les n individus tirés est
une réalisation du n-uple de couples ((Ty, X'T1), ..., (T,,, X"I)).

On notera que ce mode d’échantillonnage suppose que chacun des individus
tirés soit suivi jusqu’a la fin de son épisode de chomage, qu’elle qu’en soit la
longueur. Il s’agit évidemment d’un mode d’échantillonnage peu probable en
pratique, mais qu’il est intéressant de considérer & titre de référence.

e On commence par raisonner comme si, pour chaque individu tiré, on observait
une réalisation du couple (T}, X*°), i.e. comme si les variables explicatives X
étaient toujours entiérement observées, de ¢ = 0 jusque ¢ = oo. Dans ce cas
de figure, étant donné I’hypotheése d’exogénéité stricte des X, si le modele est
bien correctement spécifié, la distribution conditionnelle & X de la durée T
de chdémage d’un individu ¢ tiré au hasard est donnée par la fonction de densité
conditionnelle :

fEX*™>™) = P[T; =t|X"™] = P[T; = t|X"]
= [t X7 = A, X" 50)S(E X 57), Vi=0,1,2,...

Pour un échantillon de n individus tirés au hasard!’, les n couples (T3, X'*),
ety (T}, X™°) sont indépendants et de méme distribution, et un estimateur MVc

Bn de (3° est dés lors donné par:

A

B, = Argmaxgeg » Inf(T;, X" )

i=1

= Argmaxgee y AT, X5 5) + ) InS(T;, X )
i=1 i=1
ou:
0 ,siT; =0
hlS /.T‘Z,XZTZ,/B = Ti—1 A
( ) Zln(l—k(t*,X”";B)) VT =1,2, ..

t*=0

e On constate que 'estimateur MVc Bn de 3° ne dépend pas de I’ensemble des va-
riables de I’échantillon ((77, X)), ..., (T;,, X)), mais, étant donné ’hypothese
d’exogénéité stricte des Xy, seulement de ((Ty, X111), ..., (T,,, X™")). Autrement
dit, pour estimer 3° par I'estimateur MVc Bn, il n’est pas nécessaire de disposer
d’observations de ((Ty, X'*°), ..., (T}, X"°)), mais seulement d’observations de

10 Ay sens strict, avec remise.
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(77, X', o, (T, X7T0)). B est donc un estimateur MVe adéquat pour es-
timer [3° sur base des observations dont on dispose dans le schéma d’échantillon-
nage supposé.

e [estimateur Bn étant un estimateur MVc standard, sous des conditions de régu-
larité générales, il possede les propriétés habituelles des estimateurs MVec, a
savoir (si, comme supposé, le modele est bien correctement spécifié et les X,
strictement exogeénes) :

B, L3 et VORu(B, — B°) 5 N0, 1)

ou':

o 9ln f( TZ,Xsz 59\ (8 f(T,,xTi,8°)
Ve = —ZE[( ) (2]

IS~ g [5‘2lnf(72,X”i;60)]
1

n 030

n 4
1=
soit en termes d’approximation utilisable est échantillon fini :

B, ~ N5V, /n)

avec

S " 9 n f(T, X7 3,)
n 4 0p03

=1

B. Echantillonnage aléatoire avec censure a droite

e Dans ce schéma d’échantillonnage, on suppose qu’un échantillon de taille n est
obtenu en tirant au hasard n individus dans la population cible, et que chaque
individu tiré est observé, tant en ce qui concerne la durée T; de son épisode
de chomage qu’en ce qui concerne ’ensemble de ses variables explicatives X,
au maximum seulement durant une période allant de ¢ = 0 jusque t = C}, ou
C; =0,1,2,... désigne un point de censure a droite, fixe ou aléatoire.

Sont ainsi observés, lorsque la durée T; de 1’épisode de chomage est inférieur ou
égale a C;, a la fois la durée T; exacte de I'épisode de chomage et ’ensemble
des variables explicatives X;; de t = 0 jusque t = T;, et lorsque la durée T;
de I’épisode de chomage est supérieure ou égale & C; + 1 (= supérieure a C;),
simplement le fait que 'on a T; > C; + 1 et ’ensemble des variables explicatives
X de t =0 jusque t = C; (et non C; + 1).

Pour chaque individu tiré, on observe donc plus, comme dans le cas de I’échantil-

1 On notera que la matrice de variance-covariance V° ne dépend pas de n. Cela résulte simplement
du fait que, comme I’échantillon ((T1, X '), ..., (Tn, X™*)) est i.i.d., on a:

-
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lonnage aléatoire simple, une réalisation du couple (T}, X*%¢), mais une réalisa-
tion du triplet (T, XM C;), ou:

—T7 désigne la durée de chomage effectivement observée de 'individu ¢ étant
donné le mécanisme d’échantillonnage, durée qui est égale a:

,I;l 7SIE§C7,

C;), de sorte que l'ensemble T; des valeurs possibles de T est T;

{0, 1,2,...,C;,Cy + 1}.

— M} = min(T}, C;), ce qui reflete le fait que, lorsque T; < C; (et donc T =
T;), on observe les variables explicatives X;; de t = 0 jusque t = T = T;
et lorsque T; > C; + 1 (et donc T} = C; + 1), on observe les variables
explicatives X;; de t =0 jusque t =T — 1 = C; (et non T} = C; + 1).

ou T est par convention fixé & C; + 1 lorsque T; > C; + 1 (& T; >

et ’échantillon d’observations pour les n individus tirés est une réalisation du
n-uple de triplets ((T7, X*M1 CY), ..., (TF, X™Ma C,)).

Ce mode d’échantillonnage est le mode d’échantillonnage typiquement rencontré
en pratique lorsqu’on travaille avec des données de durée.

On raisonne dans un premier temps comme si, pour chaque individu tiré, on
observait une réalisation du triplet (7, X', (C}), i.e. comme si les variables
explicatives X;; étaient toujours entiérement observées, de t = 0 jusque ¢ = oo.

On commence par supposer que, conditionnellement a X, la durée (qu’elle
soit (si T; < C;) ounon (si T; > C; + 1) effectivement observée de fagon exacte)
de chémage T; d’un individu ¢ pris au hasard est indépendante de son point de
censure C}, soit que l'on a:

IP|T, =t|X",C;] = IP[T; = t|X"™], Vt=0,1,2,.. (10)

autrement dit que, sachant X?°, la connaissance du point de censure C;, c’est-
a-dire que I'on observe de fagon compléte le parcours de I'individu ¢ seulement
durant la période allant de t = 0 jusque ¢ = C};, n’apporte aucune information
sur sa durée effective (simplement non observée de fagon exacte si T; > C; + 1)
de chomage T;. Cette hypothése est automatiquement satisfaite si le point de
censure C; est fixe, non aléatoire, ou encore si c’est une fonction de X,

La condition (10) d’indépendance conditionnelle entre T; et C; implique (cf.
preuve dans I’Annexe E) que:

IP[T; > t|X*®,C;] = IP[T; > ¢|X*°], Vt=0,1,2,... (11)
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et par conséquent aussi que'? :
P|T, =T, >, X",C;] = P|T; =t|T;, > t, X", Vt=0,1,2,...

Etant donné la condition (10) d’indépendance conditionnelle entre T; et C;, et
son implication (11), on peut déduire la distribution conditionnelle & (X C;)
de la durée de chomage effectivement observée 77" d’un individu ¢ pris au hasard.
Elle est donnée par la fonction de densité conditionnelle:

FtX™,C)=P[Tr =t|X™,C;], Vt=0,1,2,..,C;+1
IP[T; = t| X", C;] = IP[T; = t|X™] ,sit<C;
| PIT > tX™,C) = P[T, > t|X™] ,sit=C;+]1

qui, puisqu’étant donné I’hypothése d’exogénéité stricte des X, si le modeéle est
bien correctement spécifié, on a:

P[T; =t[X™] = IP[T; =t|X"] = f(t, X" 5°)
= At X" B%)S(t, X" 8%, Vt=0,1,2,...
et
IP|T; > t|X*] = IP[T; > t|X"]
= S(t, X" %, Vt=0,1,2,..

et que, étant donné (6)'3, on a également :

S, X" %) = P[L>tX"] = IP[T; > ¢|X"]
t—1
= St X" = [ =M, X":8%), Vi=1,2,... (12)

=0
est égale a:
F(t|X7™,C) = P[T} = t|X™,C]
= ]P[Ti* :t|Xim?,Oi} , Vt=0,1,2,...,C; + 1
- At X 82)S(t, X 87) L sit <G
= f (t7sziaCi;ﬁo) = i—1 ° .
S(t, X" 8°) ysit=0C+1
ou m} = min(¢, Cy).

Pour un échantillon de n individus tirés au hasard'*, les n triplets (77, X', C}),
ey (T, X7, C),) sont indépendants et de méme distribution, et un estimateur

12 En effet, étant donné (10) et (11) et le fait que (T; =t) = (T >t), V¢ =0,1,2,..., on a:

P[r;=t|x‘~,c;]  P[Ti=t|x'>]
Plr,>txi=.c;]  Plr,>0x>]

P [Ti — [T, > t,X“’",Ci] - P [Ti = T3 > ¢, X“’°]

13 est-a-dire que la fonction de survie S(¢, X*) ne dépend en fait que de X"~
14 A sens strict, avec remise.
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MVec Bn de 3 est dés lors donné par:

B = Argmax;g Zln (T, XM Cy B)

=1

= Argmaxﬁeg Z [H(T[‘SCE) (ln)\(Ti*’XiTi*’ﬁ) 4 n S(Ti*,XiTi*’ﬁ))

=1

+Lirs=c,+1) In S(T7, X B) ]

qu’on peut encore écrire :

B, = Argmaxsg Z In f*(T7, XM, Cy; 8)

i=1

= Argmaxgee Y Iirr<cy N AT, X7, 8) + > InS(T7, XM, 8)

1=1 i=1

ou M; = min(T}, C;), les Iy sont des variables indicatrices et :
0 SiTr =0

In S(ﬂ*,XZMl*,ﬁ) — Tr—1 .
> In(1— A X5R)) VT =1,2,..,Ci + 1

t*=0

e De facon semblable au cas de I'échantillonnage aléatoire simple, on constate
que lestimateur MVc 3, de $° ne dépend pas de I'ensemble des variables de
’échantillon ((TF, X1, CY), ..., (T, X", C,,)), mais, étant donné 1’hypothése
d’exogénéité stricte des X (et (12)), seulement de ((T7, X'™Mi (), ...,
(T, X™Mn (). Autrement dit, pour estimer 3° par l'estimateur MVc Bn, il
n'est pas nécessaire de disposer d’observations de ((77, X', C)), ...,
(Tx,X™° C,)), mais seulement d’observations de ((T7, XM (), ...,
(T, X"Mn C)). Bn est donc un estimateur MVc adéquat pour estimer 3° sur
base des observations dont on dispose dans le schéma d’échantillonnage supposé.

e [’estimateur Bn étant un estimateur MVc standard, sous des conditions de régu-
larité générales, il possede les propriétés habituelles des estimateurs MVec, a
savoir (si, comme supposé, le modele est bien correctement spécifié et les X,
strictement exogeénes) :

B, L3 et VORm(B, — B°) 5 N0, 1)
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ou'®:

1 n o1 * * iMF .0 * * iMF .30 !
o _ n f (Ti X", Cys8 ) dln f (T¢ X" ,Cis8 )
R Ca aﬁ

=1
— _liE a2lnf*(frz*7XZMz*70hBO)
on — opos

soit en termes d’approximation utilisable est échantillon fini :
A o 1,1
B = N(B%,V, /n)

avec
n

2 * * iM¥ -
Vn:_lza lnf (iTzvX : 7027ﬁn)
n 2 9803

C. Echantillonnage aléatoire avec censure a droite et observation
(partielle) par intervalles

e Dans ce dernier schéma d’échantillonnage, on suppose, comme dans le cas précé-
dent, qu'un échantillon de taille n est obtenu en tirant au hasard n individus
dans la population cible, et que chaque individu tiré est observé, tant en ce qui
concerne la durée T; de son épisode de chémage qu’en ce qui concerne ’ensemble
de ses variables explicatives X;;, au maximum seulement durant une période al-
lant de t = 0 jusque t = C}, ot C; désigne un point de censure a droite, fixe ou
aléatoire.

On ne suppose cependant plus que, durant la période allant de ¢ = 0 jusque
t = C;, la durée T; de son épisode de chomage est observée de facon com-
pléte, mais bien, d’'une part, observée par intervalles sur la période allant de
t =0 jusque t = B;g (avec B;y < C;), les H intervalles d’observations (H fixe)
étant donnés par les intervalles [0, B;1|, [Bi1 + 1, Bio), [Biz + 1, Bis), .., [Bin—1 +
1, Bih]a ey [Binl + 1, BzH]: ou Bih Big, e Bz’ha ey Binl, By (avec B;1 < By <

. < By, < ... < Big_1 < Bjy) désignent les H bornes supérieures des inter-
valles, fixes ou aléatoires, et d’autre part, observée de facon compléte sur la
période allant de t = B;g + 1 jusque t = C;, les variables explicatives X;; étant
elles supposées toujours observées de t = 0 jusque la fin ¢ = By, de I'intervalle
lorsque la durée T; tombe dans lintervalle [B;,_1 + 1, Bip] (Vh =1,2,..., H , en
posant par convention By, = —1), et de t = 0 jusque ¢t = T; lorsque la durée T;
est comprise (bornes incluses) entre B;y + 1 et C;, i.e. lorsque la durée T; est
observée de facon compléte.

15 A nouveau, on notera que la matrice de variance-covariance V° ne dépend pas de n. Cela résulte
simplement du fait que, comme I’échantillon ((T7, X, C4), ..., (T, X*°,Cy,)) est i.i.d., on a:

g [(2mr @ xois) ) ((omstar M ous) )
55 o7

82 lIl f*(Ti*7XiJW;7C“ Bo)
opop’

- _E =V° Vi=1,..,n
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On suppose par contre que rien ne change lorsque la durée T; de I’épisode de
chomage est supérieure ou égale a C; + 1 (= supérieure a C;): est dans ce cas
simplement observé le fait que 'on a T; > C; + 1 et I’ensemble des variables
explicatives X;; de t = 0 jusque t = C; (et non C; + 1).

Sont ainsi observés, lorsque la durée T; de 1’épisode de chdmage tombent dans
le h¥™¢ intervalle [Bin—1+ 1, Bip], simplement le fait que B;,—1 +1 < T; < By,
et ’ensemble des variables explicatives X;; de t = 0 jusque t = By, lorsque la
durée T; est comprise (bornes incluses) entre B;y + 1 et C;, a la fois la durée
T; exacte de I'épisode de chomage et I’ensemble des variables explicatives Xj;
de t = 0 jusque t = T;, et enfin lorsque la durée T; de I’épisode de chomage est
supérieure ou égale a C; + 1 (= supérieure a C;), simplement le fait que l'on a
T; > C; + 1 et 'ensemble des variables explicatives X;; de t = 0 jusque t = C}
(et non C; + 1).

Selon ce schéma d’échantillonage, pour chaque individu tiré, on observe donc une
réalisation du (H + 3)-uple de variables aléatoires (T, X*™' By, ..., Bigr, C;),
avec par hypothése toujours B;; < Bjs < ... < B;g < Cj, ou:

—T7 désigne la durée de chomage effectivement observée de I'individu ¢ étant
donné le mécanisme d’échantillonnage, durée qui est égale a:

B , 8l Bip1 +1<T; < By,
Tr =4 T; ,si Big +1<T; < Cj

ou T7* est par convention fixé & B;;, lorsque 7; tombe dans le hé™e intervalle
[Bin—1+ 1,Bip) et & C; 4+ 1 lorsque T; > C; + 1 (& T; > (), de sorte que
I’ensemble T; des valeurs possibles de T} est T; = {Bq,..., Bin, Big +
1,...,C;, C; + 1}, et par convention également By = —1.

— M} = min(T},C;), ce qui reflete le fait que, lorsque T; < C; (et donc
T = By, ou T} = T;), on observe les variables explicatives X;; de t = 0
jusque t = T (avec, selon les cas, T = By, ou T = T;) et lorsque T; >
C;+ 1 (et donc T; = C; + 1), on observe les variables explicatives X;; de
t=0jusquet =T —1=C; (et non T = C; + 1).

et ’échantillon d’observations pour les n individus tirés est une réalisation du n-
uple de (H + 3)—uples ((Tl*, XIMT, Bll> ceey BlHa 01), ceeey (T;;, XnM’*L, Bn1> vy BnHa
Ch)).

Comme déja évoqué, le présent schéma d’échantillonnage contient comme cas
particulier I’échantillonnage aléatoire avec censure a droite examiné a la section
précédente : il 8’y réduit lorsque, pour H quelconque, B;; = 0, Bjs = 1, B;z = 2,
ey Big = H — 1 (et on a toujours C; > B,y = H — 1).

e On raisonne dans un premier temps comme si, pour chaque individu tiré, on
observait une réalisation du (H + 3)-uple (T}, X', By1, ..., Big, C;), i.e. comme
si les variables explicatives X;; étaient toujours entiérement observées, de t = 0
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jusque t = oo.

On commence par supposer que, conditionnellement a X, la durée (qu’elle
soit ou non effectivement observée de fagon exacte) de chomage T; d’un individu
1 pris au hasard est indépendante des bornes B;1, Bs,..., B;g de ses intervalles
d’observation et de son point de censure C;, soit que 1'on a:

IP|T, =t|X"°, By,.... Big,C;] = P[T; = t|X"], Vt=0,1,2,...  (13)

autrement dit que, sachant X*®, la connaissance des bornes B, ..., B;i des in-
tervalles d’observation et du point de censure Cj, c’est-a-dire que de la facon
dont on observe en pratique le parcours de l'individu 7, n’apporte aucune in-
formation sur sa durée effective (en pratique observée ou non de fagon exacte)
de chomage T;. Cette hypothése est automatiquement satisfaite si les bornes
B, ..., B;g et le point de censure C; sont fixes, non aléatoires, ou encore si ces
valeurs sont des fonctions de X,

La condition (13) d’indépendance conditionnelle entre T; et (B, ..., Bi, C;)
implique (cf. preuve dans I’Annexe F) que:

Pty <T; < t5|X™, By, ..., Bin, Ci]
= Pty <T; <t5|X™], Vi, ta=0,1,2... (avec t; < to) (14)
et
IP[T; > t| X", By1, ..., Big, Ci] = IP[T; > t|X™], Vt=0,1,2,...  (15)
et par conséquent aussi que':
IP|T; =t|T; > t, X", By, ..., Biy, C;) = IP[T; = t|T; > ¢, X™], Vt=0,1,2,...

Etant donné la condition (13) d’indépendance conditionnelle entre 7T; et
(B, -, Bir, C;), et ses implications (14) et (15), on peut déduire la distribution
conditionnelle & (X ©© B, ..., Bim, C;) de la durée de chomage effectivement ob-
servée 17 d’un individu ¢ pris au hasard. Elle est donnée par la fonction de

16 En effet, étant donné (13) et (15) et le fait que (T; =t) = (T; > t), Yt =0,1,2,..., on a:

IPlT;=t|X'>,Biy,....B;u,Cs|  IP[Ti=t|x">]
P[TiZt\XiM,Bil,<»<7B¢H,Ci] o ]P[Tizt\xi“’]

P [T¢ — 1T, > ¢, Xi°°,B¢17...,B¢H7C¢] -

P |:T7, = t|T¢ > t, Xwo:|
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densité conditionnelle :
(t|)(zo0 A RIEEE) 13U¥7Cz)
= ZP[ _t|X100 217“'7BiH7Ci] ) Vt:Bllv7BZHvBZH+177CZ7CZ+1

]P[t<T <t‘Xw° zl;---aBiHaoi] sit=DBj,out=DBj;_1+1
= P}t <T; < t|X™] " (Vh=1,2,...H)
~ Y IP[T, =t|X", By, ..., Biy,C;] = IP[T, = t|X"] | si Bijy +1<t<C;

IP[T; > t| X", Bir, .., Bir, Ci] = IP[T; > t|X"™] ,sit=C;+1

qui, puisqu’étant donné I’hypothése d’exogénéité stricte des X, si le modele est
bien correctement spécifié, on a:
P[T, = t|X™] = IP[T; =t|X"] = f(t, X"; 5°)
= A(t, X" 8%)S(t, X", 3%), Vt=0,1,2,..

et17
Pt <T; <t|X™] =IP[t <T; < t|X"
t
_ zlp _ k‘*|Xlk*} _ f(k*’Xik*’ﬁo)
k*=t
- Z)\(k*,X““*;ﬁO)S(k*,Xi’f*;BO), Vi, t=0,1,2... (avec t < 1)
k*=t
et encore

IP|T; > t|X*] = IP[T; > t|X"]
= S, X"p%, Yt=0,1,2,..

18

et que, étant donné (6)'°, on a également :

S(t, X" p%) = IP[T; > t|X"] = P[T; > t| X" ]
t—1

= St,X"hp) =[] = A, X":8%), Vi=1,2,.. (16)

t*=0

17 Car, étant donné ’hypothése d’exogénéité de X, on a:

t<T < X“’°] ZP[ 7k*|X“’°]: t P[Tizk*|X““*]

k*=t k*=t

18 Cest-a-dire que la fonction de survie S(¢, X™) ne dépend en fait que de X"~
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est égale a:

F(t|X™, By, ..., Binr, Ci) = IP [T} = t|X™, By, ..., Bin, Ci]
= IP[T; =t|X"™ By,...Bin,Ci], Yt=By,...,Big,Big +1,...,C;,C; + 1
= f*(t,X"™, Bu,..., Big,Ci; °)

t

Z Ak X’kﬁo)S(l{:* Xik*'ﬁo) sit=B;y,, ount=DB;_1+1

et ’ ’ ’ ’ "Vh=1,2,....H)
T ) A X B)S(E X ) SiBy +1<t<C
S(t, X" 8% sit=C+1
ou m; = min(t, C;) et pour rappel par convention B;p = —1.

Pour un échantillon de n individus tirés au hasard'®, les n (H + 3)-uples
(T7, X', Bty .o, Big, C1)y ooy (T, X7, By, .., B, Cy) sont indépendants et
de méme distribution, et un estimateur MVc (3, de 3° est dés lors donné par:

Bn = Argmaxge@Zlnf*(ﬂ*aXiM;,Bu,---aBiH,Ci;ﬁ)

=1
" I - -

- ArgmaXBEGZ I[(TZ.":Bﬂ)ln kz A(k‘i*wqu ;BO)S(k*>XZk aﬁ)
i=1 *=0

I . .
_'_I[(T{‘:Biz)ln ( Z )‘<k*7XZk ;Bo)s(k*aXlk 7ﬁ)>

k*=B;1+1

T*

H[(T:—Bm)ln( > A(lf*,X““C*;B‘J)S(lf*,X““*;6))

k*=Big—1+1

_'_I[(BiH‘FlSTi*SCi) (ln )\(E*,Xﬂ}’ﬁ) + ln S(j-;*,XZTZ*’/B))

+ I[(T%,":C'%'Jrl) In S(T;,*> XZ'TZ'*71> 6)

I . .
ZH(T —Bin) ( S AKX B0)S (R, X ;ﬁ))]

k*=Bjp—1+1

= Argmaxg.g Z
1=1
+ Z H(Bz'H-i-lSTi*SCi) (ln )‘(Tz*’ X ) ﬁ) +In S(Tz*a X ) ﬁ))

=1

_'_ZH(Ti*:Ci+1) In S(T'i*inTi*ilvﬁ) (17)

i=1

19 Au sens strict, avec remise.
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qu’on peut encore écrire :

Bn = Argmaxﬁe@ Z In f*(,-z—;,*a XiMi*) B’ila sey B’iHa 07,7 6)
=1
n H T . A
= Argmaxﬁee Z [Z I[(Ti*:Bih) In ( Z )\(k*, sz 750)5(1{:*7 sz*; ﬁo)>]
i=1 Lh=1 k*=Bip_1+1

+ Z H(BiH+1ST¢*SCi) In >‘(Tz*> XiTi*a 6)

=1

+ Z H(TZ'*ZBiH"Fl) In S(Ti*, XiMf’ﬁ)

i=1

ou M} = min(T},C;), les Iy sont des variables indicatrices, pour rappel?’

BiO = —1, et:
1 ,sik* =0
g k*,Xik*,ﬁ — k*—1 .
( ) H (1= Ak X*58)) ,VE =1,2,...
t*=0
et
0 ,siTF=0
In (T, XM, 8) = ¢ X .
S (1= AL XTB)) VT =1,2,...,Ci +1

t*=0

e De fagon semblable aux cas des deux schémas d’échantillonnage examinés
précédemment, on constate que 'estimateur MVe [, de 3° ne dépend pas de
I'ensemble des variables de Déchantillon ((T7, X', By, ..., Big, C1), ...,
(T, X", By, ..., Bum, Cr)), mais, étant donné I’hypothése d’exogénéité stricte
des X;; (et (16)), seulement de ((T7, XMi By, ..., Big, Ch), ..., (T, X™Mr B,y
sy Bug, Cr)). Autrement dit, pour estimer 3 par 'estimateur MVc Bn, il n’est
pas nécessaire de disposer d’observations de ((T7, X' By, ..., Biy, C1), ...,
(T, X™° By, ..., Bug, Cy)), mais seulement d’observations de ((T7, XMi | By,
s B, C1)y ooy (T, XM By, .o, B, Cn)). Bn est donc un estimateur MVc
adéquat pour estimer 5° sur base des observations dont on dispose dans le schéma
d’échantillonnage supposé.

e [estimateur Bn étant un estimateur MVc standard, sous des conditions de régu-
larité générales, il possede les propriétés habituelles des estimateurs MVec, a
savoir (si, comme supposé, le modele est bien correctement spécifié et les X,

20 Rappelons également que le présent schéma d’échantillonnage suppose que ’on a toujours B;1 < Bz <
..<Bijp<..<Big_1<Big <.
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strictement exogeénes) :

N 1 N
B, B3 et VOi/n(B, - 8°) S N(0, 1)
ol :
0 RN dln f* (T XM Bir,...,Bip,Ci;8°) Of (T X"™i By,....Bin,Ci;°) /
veo= n ZE K B —
i—1
- _lzn:E 9®In f*(T;, X" By, ..., Bin, Ci; 5°)
o opop’

soit en termes d’approximation utilisable est échantillon fini :

~

B, ~ N3V, /n)

avec

Vn _ _l i 92 1n Jc*(fz-vi*’X*z‘Mi*7 Bill, ...,BiH,CZ';Bn)
0p0p3

n <
=1

e Remarque:

Il est facile, en suivant le méme raisonnement que celui développé ci-dessus, de
dériver I'estimateur MVc f3,, de 3° pour d’autres schémas d’échantillonnage avec
censure a droite et observation (partielle) par intervalles que celui examiné ici:
par exemple des variantes du présent schéma ot, avant le point de censure, la
durée T; n’est toujours observée que par intervalles (cas ot on a B,y = C;, Vi), ou
encore ol la durée T; est d’abord observée de fagon compléte, puis par intervalles,
puis encore de facon compléte jusqu'au point de censure, etc.... Dans tous les
cas, on obtiendra (en supposant toujours qu'’il y a indépendance conditionnelle
entre, d’une part 7;, et d’autre part les bornes By, des intervalles d’observations
et le point de censure C;, un estimateur MVc 3, de 3° dont la fonction de
log-vraisemblance Y, In f*(.) contient des termes du type du premier terme
de (17) pour les durées observées par intervalles, du type du deuxiéme terme
de (17) pour les durées observées de fagon exacte, et du type du troisiéme et
dernier terme de (17) pour les observations de durée censurées.

21 On notera qu’a nouceau la matrice de variance-covariance V° ne dépend pas de n. Cela résulte simple-
ment du fait  que, comme  ’échantillon ((Tf, X", Bi1, ..., Big,C1), ..., (T, X", By,
woiy Bnr,Cp)) est ii.d., on a:

. . !
p | (2w @ XM BBy %) (007 (@7 XM By By Cii%)
o8 o5

O f*(Ty, X™M B, ..., Biwr, Ci; 8°)
opop’

= _FE =V° Vi=1,..,n
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1.3.2. Estimation sans I’hypothése d’exogénéité stricte des X,

A. Echantillonnage aléatoire simple

e En principe, l'estimateur standard (pour X;; exogeéne) reste adéquat: il est
toujours convergent et asymptotiquement normal (avec la méme matrice de
variance-covariance asymptotique), mais correspond maintenant & un estima-
teur MVc partiel (et non MVc standard).

B. Echantillonnage aléatoire avec censure a droite

e En principe, estimateur standard (pour X;; exogéne) reste a nouveau adéquat :
il est toujours convergent et asymptotiquement normal (avec la méme matrice de
variance-covariance asymptotique), mais correspond maintenant a un estimateur
MVec partiel (et non MVc standard).

C. Echantillonnage aléatoire avec censure a droite et observation
(partielle) par intervalles

e A priori, 'estimateur standard (pour X;; exogéne) n’est plus adéquat.

2. Modéle avec plusieurs destinations

On considére a présent une généralisation du modele de base ot les individus
peuvent passer d’un état initial a plusieurs autres états (destinations multiples)
mutuellement exclusifs : de facon concréte, par exemple le passage de I’état “chomeur”
aux états “a trouvé un travail a temps plein”, “a trouvé un travail & temps partiel”,
“a quitté la population active”, etc... Cette généralisation revient simplement & dé-
composer la sortie de ’état initial, i.e. I'état “est sorti du chdmage” du modele de
base, en plusieurs “sous-états” mutuellement exclusifs. On suppose que ces “sous-
états” mutuellement exclusifs forment une partition, autrement dit que les diverses
destinations considérées recouvrent toutes les destinations possibles.

2.1. Variables et notations

e A coté de la variable T; = durée de chdmage, mesurée en mois, semaines ou jours,
d’un individu ¢ pris au hasard dans une population donnée, dont les valeurs
possibles sont supposées étre t = 0,1, 2,...,00, on a maintenant une variable
supplémentaire F; = destination vers laquelle I'individu i se dirige (emploi temps
plein, temps partiel, sortie population active, etc..) lorsqu’il sort, aprés une durée
T;, du chdmage. On suppose que les valeurs possibles de F; sont [ = 1,2, ..., L,
oul L est le nombre de destinations mutuellement exclusives vers lesquelles les
individus peuvent sortir. On retrouve le modeéle de base lorsque L = 1.

e Les conventions de notations (i.e. X, X% X%l X'®) concernant les variables
explicatives caractérisant l'individu ¢ et les conditions du marché du travail
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rencontrées par I'individu ¢ au cours des différentes périodes t restent inchangées.

e On cherche maintenant & modéliser le couple de variables (7}, E;) durée de cho-
mage/destination de sortie d’un individu 7 pris au hasard au fonction des vari-
ables explicatives X;; qui le caractérisent.

2.2. Ingrédients du modéle

2.2.1. Fonctions de hasard spécifique conditionnelles et fonction de
hasard conditionnelle

e Les fonctions de hasard spécifique conditionnelles?? sont définies par:

Vi=0,1,2,..

MN(EXY) =P[Ti=tE =T, >t X", o _ 57

(18)
Elle donnent la probabilité jointe qu’un individu ¢ pris au hasard ait une durée 7T;
de chomage (exactement) égale a t et que sa destination E; de sortie du chémage
soit égale a [, sachant que sa durée T; de chdémage est au moins égale a t et les
variables explicatives X*. En termes de population, la probabilité (¢, X*)
s’interpréte comme la proportion des individus qui sortent du chomage en t
vers la destination [, parmi les individus de la population qui sont toujours au
chomage en t — 1 et qui ont les caractéristiques décrites par X*.

e Les fonctions de hasard spécifique conditionnelles \;(t, X%), [ = 1,2, ..., L for-
ment le coeur du modele. Ce sont les fonctions que 'on cherche a estimer.
On notera que ces fonctions de hasard spécifique conditionnelles \;(t, X*) ne
constituent pas des fonctions de hasard au sens habituel du terme.

e Comme dans le modéle de base, la fonction de hasard conditionnelle est définie
par: ‘ A
ANt, X") = IP[T; =t|T; > t,X"], Vt=0,1,2,...

C’est la probabilité que, quelque soit sa destination F; de sortie, la durée T;
de chomage d’un individu ¢ pris au hasard soit (exactement) égale a ¢, sachant
qu’elle est au moins égale a t et les variables X*. En termes de population,
cette probabilité A(t, X) s’interpréte comme la proportion des individus qui
sortent du chomage en (exactement) ¢, quelle que soit leur destination [, parmi
les individus de la population qui sont toujours au chémage en t — 1 et qui ont
les caractéristiques décrites par X .

e Les différentes sorties [ = 1,2, ..., L formant une partition, la fonction de hasard
conditionnelle (¢, X) est tout simplement égale a la somme des fonctions de

22 ainsi appelées par analogie aux modeles (latents, en temps continu) a risques concurrents (competing
risk models).
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hasard spécifique conditionnelles \;(t, X*) pour les différentes sorties?

L
A, X =) Nt XM, VE=0,1,2,... (19)
=1

2.2.2. Exogénéité stricte des X,

e Dans ce modéle plus général, on dit que les variables explicatives X;; sont stricte-

ment exogénes si’* :
' ' Vt=0,12,..
D (X" T, =t —k B, =1,X") =D (X|X"), Vk=0,1,2,..,t (20)
Vi=1,2,....L

ou D (.|.) désigne les distributions conditionnelles de X"+ sachant respective-
ment (T; =t — k, E; = [, X%) et X%, autrement dit si, sachant X*, la connais-
sance que la durée T; est égale at—k (Vk = 0,1,2,...,t) et que la destination de
sortie E; est égale a [ (VI =1,2,..., L), n’apporte aucune information nouvelle
pour prédire X 4L,

e Remarques:

a- Comme dans le cas du modeéle de base, la condition d’exogénéité stricte
des X;; est trivialement satisfaite lorsque les variables explicatives X;; sont
invariantes dans le temps. On peut en pratique souvent, mais pas toujours,
considérer cette condition d’exogénéité comme satisfaite.

b- La condition (20) d’exogénéité stricte des X;; implique la condition (2)
d’exogénéité stricte des X;; utilisée dans le cadre du modeéle de base, c-a-
d.:

D (X, = t — k, X) = D (XX 3 (21)

et s’y réduit dans le cas ou L = 1.

e La condition (20) d’exogénéité stricte des X;; implique (cf. preuve dans1’Annexe

23 Formellement :
LX) = P [Ti — T > ¢, X“] - P [Ti —t,(E;=1ou..ouE; =L)|T> t,X“]

- IP[(Ti —1,E; =1) ou ... ou (T} = t, E; = L)|T; > t,X“]
L ) L

- ZP[Ti —t, B = I|T; > t,X”] Z (t, X'
=1 =

24 0On notera que, de facon semblable au cas du modeéle de base, cette condition d’exogénéité peut
étre exprimée de fagon équivalente et plus simple, mais moins intuitive par (cf. preuve dans ’annexe G):

D (Xiim — B = z,X“) -D (Xiip(“) . Yt=0,1,2,.., ¥Vi=1,2,.., L
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H) que:

P[T;=t,E =1|X" X™] = PP[T;=t E =1]X"]
Vi = 2

= P[L=tE=UX"], ;15"

(22)

autrement dit que, sachant X*, la connaissance de XL n’apporte aucune in-
formation sur la probabilité jointe qu’'un individu ¢ pris au hasard ait une durée
T; de chomage égale a t et que sa destination E; de sortie du chomage soit égale
al.

Comme dans le modeéle de base (puisque (20) = (21)), elle implique aussi que :

P[T; = X" XT] = P[T; = t|X™]

= IP[T;=tX"], Vt=0,1,2,... (23)
P(T; > t| X" X"H] = IP[T; > t|X™]
= P[T, > t|X"], Vt=0,1,2,.. (24)

et

T, =T > , X4 XY = P[T; = 4|T; > 1, X*]
P[T; =tT; > t, X"
= ANt,X™), Vt=0,1,2, ... (25)
autrement dit que, sachant X*, la connaissance de X! n’apporte aucune in-
formation sur la probabilité que, quelle que soit sa destination de sortie Ej;, la

durée T; de chomage d'un individu ¢ pris au hasard soit égale & ¢, supérieure ou
égale a t, ou encore égale a t sachant qu’elle est supérieure ou égale a t.

Enfin, elle implique encore que:

P|T,=tE =T, >t, X" X" = IP[T,=tE =T, > t, X"
= P[T; =t E =T, > ¢, X"]

Vi=0,1,2,..

= Al(taXit)’ Vi= 1>2’ ""L

(26)
autrement dit que, sachant X*, la connaissance de XL n’apporte aucune in-
formation sur la probabilité jointe que la destination FE; de sortie d’un individu ¢
pris au hasard soit égale a [ et que sa durée T; de chomage soit égale a ¢, sachant
que cette durée est supérieure ou égale a t.

2.2.3. Fonction de survie conditionnelle

e Comme dans le modéle de base, le fonction de survie conditionnelle est définie
par: 4 4
S, X") =IP[T; > t|X"], Vt=0,1,2,...

C’est la probabilité que, quelque soit sa destination E; de sortie, la durée T;
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de chomage d’un individu ¢ pris au hasard soit supérieur ou égale a ¢, sachant
les variables X*. En termes de population, cette probabilité S(¢, X%) s’inter-
préte comme la proportion des individus qui, quelle que soit leur destination de
FE; de sortie, sortent du chémage en ¢t ou aprés ¢, ou ce qui revient au méme
la proportion des individus qui sont toujours au chémage en t — 1, parmi les
individus de la population qui ont les caractéristiques décrites par X*.

Comme dans le modéle de base, sous 'hypothése d’exogénéité stricte des Xy,
étant donné (24), on a:

S(t, X") = IP[T; > t|X"] = IP[T; > t|X"°] = S(t|X"), Vt=0,1,2,...

ot la fonction S(¢|X?®) est la fonction de survie (conditionnelle) associée & la
distribution conditionnelle définie par :

ft|X™) = P[T; = t|X*™], Vt=0,1,2,...

c’est-a-dire la distribution conditionnelle de T} sachant X?®. Autrement dit, sous
I’hypothése d’exogénéité stricte des X, la fonction S (¢, X*) défini bien, comme
son nom le suggére, une fonction de survie (conditionnelle) au sens habituel
du terme, découlant d’une distribution conditionnelle bien définie. Par contre, a
nouveau comme dans le modéle de base, si on renonce a I’hypothése d’exogénéité
stricte des Xj;, la fonction S(¢, X") ne peut plus étre interprétée comme une
fonction de survie (conditionnelle) au sens habituel du terme, découlant d’une
distribution conditionnelle bien définie, mais seulement comme une collection
(pour t = 0,1,2,...) de probabilités conditionnelles.

Toujours comme dans le modéle de base, sous I’hypothése d’exogénéité stricte des
X, de la fonction de hasard conditionnelle \(¢, X), on peut déduire la fonction
de survie conditionnelle S(¢, X*). La condition (20) d’exogénéité stricte des X
impliquant la condition (21) d’exogénéité stricte des X;; utilisée dans le cadre du
modeéle de base, les résultats obtenu sous cette hypothése dans le modele de base
restent en effet d’application dans le cadre du modeéle a destinations multiples.
Et comme la fonction de hasard conditionnelle A(¢, X) est simplement égale a la
somme des fonctions de hasard spécifique conditionnelles \; (¢, X*) (cf. équation
(19)), on peut en fait écrire la fonction de survie conditionnelle S (¢, X*) comme
une fonction des fonctions de hasard spécifique conditionnelles \;(¢, X). Ainsi,
en substituant (19) dans l'expression dérivée a la Section 1.2.3 pour S(t, X*)
sous I’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, on obtient :

1 ,sit=20
St X" =P[T; > t|X"] = = ( L ,
- 1-5" A t*,X”*) V=12, ...
tl—_[O lzzl i )

Remarque:

On notera & nouveau que dans la formule ci-dessus, S(¢, X®) ne dépend en
fait que de X' = (Xly, X4y, .., X,,_;)". Autrement dit, sous hypothese
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d’exogénéité stricte des Xj;, on a en fait® :

S(t, X") = IP[T; > t|X"] = IP[T, > t|X*]

= S(t, X" = II(1—§:Al xﬁ*) Vi=1,2,... (27)

t*=0

e Si on renonce ’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, on peut toujours ex-
primer la fonction S(t, X) par rapport aux fonctions de hasard spécifique con-
ditionnelles \;(t, X*), mais, comme pour le modéle de base, elle n’a plus la
forme simple donnée ci-dessus. En substituant comme précédemment (19) dans
I'expression dérivée a la Section 1.2.3 pour S(t, X™) pour cette fois le cas ou
I’hypothése d’exogénéité stricte des X;; ne tient pas, on voit qu’elle prend la
forme plus complexe :

(1 ,sit=0

t—1 I
— * it*
S(t,X") = P[1; > 1) X7] = HO (1 SPYCERS)
th*+1\T >t + 1, X"
>< *
H zt*+1|XZt ]

\ t*=0

forme qui dépend notamment de la distribution des X;;.. Ainsi, si on renonce a
’hypothése d’exogénéité stricte des Xy, non seulement la fonction S(¢, X*) ne
définit pas une fonction de survie au sens habituel du terme, et ne peut donc
pas étre interprétée comme telle, mais son expression en termes de fonctions de
hasard spécifique conditionnelles \;(t, X*) n’est plus aussi simple que dans le
cas ol les X;; sont strictement exogénes et dépend notamment de la distribution
des X;;.

2.2.4. Fonction de densité jointe conditionnelle et fonction de densité
conditionnelle

e La fonction de densité jointe conditionnelle est définie par:

Vi=0,1,2,..

fult, . X") =P[Ti=t,E;=1UX"], o, {57}

C’est la probabilité jointe qu'un individu ¢ pris au hasard ait une durée T; de
chomage (exactement) égale a ¢ et que sa destination FE; de sortie du chémage
soit égale & [, sachant les variables explicatives X%. En termes de population,
le probabilité fr(t,1, X*) s'interpréte comme la proportion des individus qui
sortent du chdmage en t vers la destination [, parmi les individus de la population
qui ont les caractéristiques décrites par X*.

< .,
25 On remarquera que cette égalité n’a aucun sens en ¢ = 0.

Vi=1,2,...
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e Sous 'hypothése d’exogénéité stricte des X;;, étant donné (22), on a:
fot, L, X" = IP[T, =t E = | X"]

ico 7 ico Vtzoa
= P[T =15 = IX™] = f(6.0x™), 170

ot fr(t,1|X™) défini la distribution jointe conditionnelle de (Tj, E;) sachant
X, Autrement dit, sous I’hypothése d’exogénéité stricte des Xy, la fonction
fr(t,1, X%) défini bien, comme son nom le suggére, une distribution (discréte)
jointe conditionnelle au sens habituel du terme. Par contre, si on renonce a
I’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, contrairement & ce que son nom suggere,
la fonction f7(t,1, X") ne peut plus étre interprétée comme une distribution
(discrete) jointe conditionnelle au sens habituel du terme, mais seulement, dans
le modele de base, comme une collection (pour t = 0,1,2,...) de probabilités
jointes conditionnelles.

e Comme pour la fonction de survie conditionnelle, des fonctions de hasard spé-
cifique conditionnelles \;(t, X*), on peut déduire la fonction de densité jointe
conditionnelle fr(t,1, X*). Par définition, de facon générale, on a®:

P|T,=t,E=1X"] = IP|T,=tE =T, >t,X"| IP[T; > t|X"]

Vt=0,1,2,..

= N(EXSEXT), o]

(28)
de sorte que, en utilisant les expressions obtenues pour S(¢, X*) a la section
précédente, sous I’hypothése d’exogénéité stricte des Xy, VI=1,2,...,L, on a:
fit, LX) = IP[T;, =t E; = 1| X"]
(0, X0) ,sit=0
At X T] (1 =S )\l(t*,X”*)) Vt=1,2,...
=0 =1

tandis que si on renonce ’hypothése d’exogénéité stricte des X, VIi=1,2,..., L,
on a la forme plus complexe :

fo(t,1, X" = IP[T,=t,E = 1|X"]

[ N0, X70) ,sit=0
t—1 I
) e I (1- S x)
t*—o = Vt=1,2, ..
,t*+1|T >t + 1, X"
X H it*
L t*=0 Zt*+1‘X ]

26 1,3 validité de la relation :
P [Ti —tE = 1|X“] .y [Ti —t, B =T > t,X“] P [Ti > t|X“]

vient, de fagon semblable au cas de la note 3, du fait que I’événement (7; = t) implique 'événement (T; > t).
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forme qui, comme on peut le voir, dépend & nouveau notamment de la distrib-
ution des X;;. Ainsi, on a encore que, si on renonce a ’hypothése d’exogénéité
stricte des Xj;, non seulement la fonction f7(¢,1, X*) ne définit pas une fonction
de densité jointe au sens habituel du terme, et ne peut donc pas étre interprétée
comme telle, mais encore que son expression en termes des fonctions de hasard
spécifique conditionnelles \;(¢, X) n’est plus aussi simple que dans le cas o les
X, sont strictement exogeénes et dépend notamment de la distribution des Xj;.

Comme dans le modeéle de base, la fonction de densité conditionnelle est définie
par: A A
f(t,X")=IP|T, =t|X"], Vt=0,1,2,...

C’est la probabilité que, quelque soit sa destination F; de sortie, la durée T;
de chomage d’un individu ¢ pris au hasard soit (exactement) égale a ¢, sachant
les variables X*. En termes de population, cette probabilité f(¢, X*) s’inter-
préte comme la proportion des individus qui, quelle que soit leur destination de
E; de sortie, sortent du chomage en (exactement) ¢ parmi les individus de la
population qui ont les caractéristiques décrites par X.

A nouveau comme dans le modéle de base, sous 'hypothése d’exogénéité stricte
des X1, étant donné (23), on a:

[, X") = IP[T;, = t|X"] = IP[T; = t|X"°] = f(t|{X"), Vt=0,1,2,...

ot f(t|X?°) défini la distribution conditionnelle de T} sachant X*®. Autrement
dit, sous ’hypothése d’exogénéité stricte des Xy, la fonction f(¢, X*) défini bien
une distribution (discréte) conditionnelle au sens habituel du terme. Par contre,
si on renonce & I'hypothése d’exogénéité stricte des Xy, la fonction f(¢, X*) ne
peut & nouveau plus étre interprétée comme une distribution (discréte) condi-
tionnelle au sens habituel du terme, mais seulement comme une collection (pour
t=0,1,2,...) de probabilités conditionnelles.

Par définition, de facon générale, on a:

L
f. X" = P[T,=4X"]=> P[T; =t E =1|X"]

=1

L
= > At X"), Vi=0,1,2,..
1=1
soit, étant donné (28),

L
Ft, X" = IP[T; = t| X" = Y "Nt XSt X™), Vi=0,1,2,...
=1

Des expressions obtenues précédemment, on déduit que sous ’hypothése d’exogénéité
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stricte des X, on a:

f(t, X" = IP[T; = t[X"]

L
> M
=1

: ZL:)\l(t,Xit) [ﬁ (1 — ZL:)\I(t*,X“*))] V=12, ...

tandis que si on renonce I’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, on a la forme
plus complexe :

f(t, X" = IP[T, = t|X"]

L
5 0(0, X70) sit=0
=1

L =l L
= Z)\l(t,Xit) [H (1—Z>\l(t*,Xit*)
r=0 = NVt=1,2,..
0" ]

zt*+1|T >t 1, X ]
\ t*=0

[ Xipe 1| X]

forme qui dépend a nouveau notamment de la distribution des X;;. Ainsi, on
a toujours que, si on renonce a ’hypothése d’exogénéité stricte des X, non
seulement la fonction f(¢, X") ne définit pas une fonction de densité au sens
habituel du terme, et ne peut donc pas étre interprétée comme telle, mais encore
que son expression en termes des fonctions de hasard spécifique conditionnelles
Ai(t, X%) n’est plus aussi simple que dans le cas ou les X;; sont strictement
exogenes et dépend notamment de la distribution des X;.

On notera que, comme pour la fonction de survie et pour les mémes raisons, les
expressions données ci-dessus pour la fonction de densité conditionnelle f (¢, X*)
sont identiques a celles obtenues dans le cadre du modéle de base: on a simpe-
ment que la fonction de densité conditionnelle (¢, X*) est exprimée comme la
somme des fonctions de hasard spécifique conditionnelles \;(¢, X%).

2.3. Estimation du modéle

e On cherche a estimer les fonctions de hasard spécifique conditionnelles (¢, X*)
d’un individu 4 tiré au hasard parmi les individus d’une population cible (par
exemple, les individus qui s’inscrivent comme demandeur d’emploi au cours
d’une période donnée).

e On commence par spécifier des formes fonctionnelles \;(t, X%; 3,), qui dépendent
de vecteurs p; X 1 de paramétres 3; € O, pour les fonctions de hasard spécifique
conditionnelles \;(¢, X*), formes fonctionnelles que ’on suppose correctement
spécifiées, i.e. telle que:

N(t, X% B9) = N(t, X™), pour des valeurs 37 € O, VI=1,2,..., L
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e Les valeurs des fonctions de hasard spécifique conditionnelles doivent toujours
étre comprise?” entre 0 et 1. De facon a ce que cette restriction soit toujours
satisfaite, on spécifiera par exemple:

Ai(t, Xit% B)=y (Xit*lﬁz)

T

ou g(z) = ] j_ " (= fonction (cdf.) logistique) et X** est un vecteur de vari-

ables composé de ¢, (d’un sous-ensemble)*® de X%, et de leur puissances (carré,
cube, ...) et interactions (autrement dit, une forme polynomiale en ¢ et (le sous-
ensemble choisi de) X%). Bien que cela ne garantisse seulement que la positivité
des valeurs des fonctions de hasard spécifique conditionnelles, une autre spéci-
fication a priori intéressante (pour l'interprétation des parameétres 3, en terme
de semi-élasticité) pour le fonction g(x) est g(x) = e”. Des restrictions croisées
entre les vecteurs de parametres 3; peuvent éventuellement étre envisagées.

e Comme dans le modeéle de base, contrairement aux fonctions de survie et de den-
sité (jointe) conditionnelles, les fonctions de hasard spécifique conditionnelles
ont toujours un sens précis et interprétable d’un point de vue pratique, que
I’hypothése d’exogénéité stricte des X;; soit ou non satisfaite. Que cette hy-
potheése soit ou non satisfaite, il est donc toujours légitime de chercher a estimer
les fonctions de hasard spécifique conditionnelles \;(t, X*) d’un individu 4 pris
au hasard. Dans le cas ou I'hypothese d’exogénéité stricte des X;; n’est pas
satisfaite, on a simplement que, des fonctions de hasard spécifique condition-
nelles, on ne peut pas déduire des fonctions de survie et de densité (jointe)
conditionnelles au sens habituel de ces termes. Dans la suite, on considére
le probléme de I'estimation des parameétres des fonctions de hasard spécifique
conditionnelles \;(t, X%; 3;,) supposée correctement spécifiée, tout d’abord sous
I’hypothése d’exogénéité stricte des Xj;, et ensuite sans faire appel a cette hy-
pothese.

2.3.1. Estimation sous I’hypothése d’exogénéité stricte des X,

e Si on suppose que les variables explicatives X;; sont strictement exogénes, pour
les formes fonctionnelles \;(t, X%; 3,) des fonctions de hasard spécifique condi-
tionnelles, étant donné ce qui précéde, on a comme forme fonctionnelle pour les
fonctions de survie et de densité jointe conditionnelle :

1 ,sit=0
SEX"8) =1 1 (

II

t*=

L - (29)
-3 A7, X ;51)) Vi=1,2, ..
I

=1

2T Les fonctions de hasard spécifique conditionnelles donnent des probabilités conditionnelles, et une
probabilité conditionnelle est toujours comprise entre 0 et 1.

28 Fn pratique, le vecteur de variables explicatives X;: correspondant & la période ¢ considérée, dans
lequel peuvent éventuellement étre incorporées des variables explicatives retardées (avec un ou plusieurs
retards).
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et
0,1,2, ...
1

i i i v 1
Folt 1, X5 B) = Nt X B)S(E XY B), oy Z )9 T

ou 3 = (B, By, ..., 37) est un vecteur p x 1 de parametres (p = S5 py).

e Sous I'hypothese que les formes fonctionnelles Ai(t, Xi’f; [, sont correctement
spécifiées, on a évidemment que S(t, X*; 3) et fr(t,1, X"; 3) sont correctement
spécifiées, i.e. que:

{ S(t, X5 5°) = S(t, X)
fL(t> la XZta 60) = fL(t> la XZt) ’
ou B’ = (87,69,..,87) et © = ©1 x Oy x ... x O (si les vecteurs de parametres
B, sont non liés).

pour 5° € ©

e Ayant spécifié les fonctions de hasard spécifique conditionnelles \;(t, X; 3;)
dont découlent, sous 'hypothése d’exogénéité stricte des X;, des spécifications
pour les fonctions de survie et de densité jointe conditionnelles, on peut, comme
dans le modéle de base, en supposant le modéle correctement spécifié et sur base
d’un échantillon d’observations des durées T; de chomage, des destinations F; de
sortie et des variables explicatives X;; pour n individus tirés au hasard, estimer
la “vraie valeur” inconnue 3° du vecteur de parameétres S par la méthode du
Maximum de Vraisemblance (MV).

e La forme de l'estimateur MV (ou plus précisément MVc) de la “vraie valeur”
inconnue 5° du vecteur de paramétres 3 des fonctions de hasard spécifique con-
ditionnelles A (¢, X*; 3,) dépend du schéma d’échantillonnage sur base duquel
on suppose qu’est obtenu un échantillon d’observations sur les durées T; de
chdomage, les destinations F; de sortie et les variables explicatives X;;, et en
particulier du fait de savoir si ces durées, ces destinations et ces variables ex-
plicatives sont observées de fagon compléte ou non (la cas typique est le cas o les
durées, les destinations et les variables explicatives ne sont pas observées de fagon
compléte). On considére ci-dessous deux schémas d’échantillonnage : échantil-
lonnage aléatoire simple et échantillonnage aléatoire avec censure a droite. Ces
deux schémas d’échantillonnage correspondent a deux cas de figure différents
concernant ’observabilité des durées T; de chémage, des destinations F; de sor-
tie et des variables explicatives X;;. Pour chacun d’eux , on dérive I’estimateur
MVe de 3°. On notera que le cas de I’échantillonnage aléatoire simple peut étre
regardé comme un cas particulier de I’échantillonnage aléatoire avec censure a
droite. En d’autres termes, ce dernier cas couvre en fait le cas précédent. A
Iinstar de ce que nous avons fait pour le modele de base, en suivant la méme
approche, d’autres schémas d’échantillonnage peuvent évidemment étre envis-
agés, mais nous ne le ferons pas ici.

A. Echantillonnage aléatoire simple

e Dans ce schéma d’échantillonnage, on suppose qu’un échantillon d’observations
de taille n est obtenu en tirant au hasard n individus dans la population cible,
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et que pour chaque individu tiré, on observe de fagon compléte la durée T;
de son épisode de chomage, sa destinations FE; de sortie ainsi que 1’ensemble
des variables explicatives X;; de ¢ = 0 jusque ¢t = 7T;. Pour chaque individu
tiré, on observe donc une réalisation du triplet (7}, E;, X%), et 1’échantillon
d’observations pour les n individus tirés est une réalisation du n-uple de triplets
((T1> E17 XlTl)? ) (Tn> Ena XnTn))

On notera que ce mode d’échantillonnage suppose que chacun des individus
tirés soit suivi jusqu’a la fin de son épisode de chomage, qu’elle qu’en soit la
longueur. Il s’agit évidemment d’un mode d’échantillonnage peu probable en
pratique, mais qu’il est intéressant de considérer a titre de référence.

e On commence par raisonner comme si, pour chaque individu tiré, on observait
une réalisation du triplet (T}, E;, X*®), i.e. comme si les variables explicatives
X étaient toujours entierement observées, de ¢ = 0 jusque ¢ = oco. Dans ce
cas de figure, étant donné I’hypothése d’exogénéité stricte des X, si le modele
est bien correctement spécifié, la distribution jointe conditionnelle & X de la
durée T; de chomage et de la destination F; de sortie d’'un individu 7 tiré au
hasard est donnée par la fonction de densité jointe conditionnelle :

fLt,UX™) = IP[T; =t,E =1X"] = IP[T; =t,E; = | X"]
Vt=0,1,2,..

i o 3 0 7 o 1
= fo(t, L, X" B%) = N(t, X" B7) S (¢, X ), Vi=1,2,..L

Pour un échantillon de n individus tirés au hasard®, les n triplets (71, Ey, X1*°),
eoiy (T By X™°) sont indépendants et de méme distribution, et un estimateur
MVe 3, de 5 est dés lors donné par:

Bn = Argma‘XﬁGQZlnfL<ﬂ7Ei7XiTi;/8)

=1

n L n
= Argmaxgee Y Y lm—p I \(T, X5 8) + > In S(T;, X5 8)
=1 [=1 =1
ou:
0 , 81T, =0
In S(T;, X" 8) = { Ll L ,
( ) Zln (1_Z>‘l(t*aXlt*a61)) ,VI; =12, ..
=1

t*=0

~

e On constate que 'estimateur MVc 3, de 5° ne dépend pas de ’ensemble des
variables de I’échantillon ((71, Ey, X'*), ..., (T}, E,, X)), mais, é¢tant donné
I’hypothése d’exogénéité stricte des Xy, seulement de ((Ty, Ep, X)), ...,
(T, E,, X™)). Autrement dit, pour estimer 3° par I'estimateur MVc Bn, il n’est
pas nécessaire de disposer d’observations de ((7%, By, X'®), ..., (T, E,, X">®)),
mais seulement d’observations de (T}, Ey, X*11), ..., (T,, By, X"™)). B3, est donc

29 Ay sens strict, avec remise.
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un estimateur MVc adéquat pour estimer 5° sur base des observations dont on
dispose dans le schéma d’échantillonnage supposé.

e [’estimateur Bn étant un estimateur MVc standard, sous des conditions de régu-
larité générales, il possede les propriétés habituelles des estimateurs MVe, a
savoir (si, comme supposé, le modeéle est bien correctement spécifié et les X;;
strictement exogeénes) :

B, L3 et VOm(B, — B°) 5 N0, 1)

o :

o 1 < dln f (TI,E“Xsz 39)\ [ 0lnfu(Ts,E;, XiTi:8°)
V:zZE[( : ) (Pring)

B 1 i E 0 In f1(T;, E;, X1T5; 8°)
- [ 0307 }

soit en termes d’approximation utilisable est échantillon fini :

7’L

~

B, ~ N5V, /n)

avec

A no a9 . il
= -y S B )
opap

n <
=1

B. Echantillonnage aléatoire avec censure a droite

e Dans ce schéma d’échantillonnage, on suppose qu’un échantillon de taille n est
obtenu en tirant au hasard n individus dans la population cible, et que chaque
individu tiré est observé, tant en ce qui concerne la durée T; de son épisode de
chomage, sa destination F; de sa sortie et I’ensemble de ses variables explicatives
X, au maximum seulement durant une période allant de t = 0 jusque t = Cj,
ou C; =0,1,2,... désigne un point de censure & droite, fixe ou aléatoire.

Sont ainsi observés, lorsque la durée T; de ’épisode de chomage est inférieur ou
égale & C}, a la fois la durée T; exacte de ’épisode de chémage, sa destination F;
de sa sortie et I’ensemble des variables explicatives X;; de ¢ = 0 jusque t = T;,
et lorsque la durée T; de I’épisode de chdmage est supérieure ou égale a C; + 1
(= supérieure a C;), simplement le fait que 'on a T; > C; + 1 (sans information
sur E;) et I’ensemble des variables explicatives X;; de ¢ = 0 jusque t = C; (et
non C; + 1).

Pour chaque individu tiré, on observe donc plus, comme dans le cas de I’échantil-

30 On notera que la matrice de variance-covariance V° ne dépend pas de n. Cela résulte simplement
du fait que, comme I’échantillon ((T41, E;, X**°), ..., (T, Ei, X™*)) est i.i.d., on a:

"

E [(alnfL(Ti,aEé,x”i;m)) (OlnfL(T',(;Eé,X”i;BO))'} - g {52 lnf(Tgﬁ%é;Xm;ﬁ“) =V°, Vi=1,
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lonnage aléatoire simple, une réalisation du triplet (7}, E;, X*%¢), mais une réal-
isation du quadruplet (T}, EF, XM C;), ou:

—T7 désigne la durée de chomage effectivement observée de 'individu ¢ étant
donné le mécanisme d’échantillonnage, durée qui est égale a:

,I;l 7SIE§C7,

C;), de sorte que l'ensemble T; des valeurs possibles de T est T;

{0,1,2,...,C;,C; + 1}.
— E7 désigne la destination de sortie effectivement observée de l'individu
1 étant donné le mécanisme d’échantillonnage, destination qui est égale a:

o E; ,siT; <G
lo LsiTi>C 41

ou T est par convention fixé & C; + 1 lorsque T; > C; + 1 (& T; >

ou Ef est par convention fixé a 0 lorsque 7; > C; +1 (& T; > C}), de sorte
que l'ensemble E; des valeurs possibles de Ef est E; = {0,1,2,..., L}.

— M} = min(T}, C;), ce qui reflete le fait que, lorsque T; < C; (et donc T =
T;), on observe les variables explicatives X;; de t = 0 jusque t = T} = T;
et lorsque T; > C; + 1 (et donc T} = C; + 1), on observe les variables
explicatives X;; de t =0 jusque t =T — 1 = C; (et non T = C; + 1).

et ’échantillon d’observations pour les n individus tirés est une réalisation du
n-uple de quadruplets (17, Ef, XM CY), ..., (T, EX, X"Ma C)).

On note G; I'ensemble des valeurs possibles du couple (77, EY). On remarquera
G; n’est pas simplement égal a T; X E;. Un certain nombre de couples de T; x E;
sont en effet impossibles, a savoir tous les couples (¢,1) ou t < C; et [ = 0, et
encore tous les couples (¢,1) ot = C; + 1 et [ #0.

Ce mode d’échantillonnage est le mode d’échantillonnage qui est typiquement
rencontré en pratique.

On raisonne dans un premier temps comme si, pour chaque individu tiré, on
observait une réalisation du quadruplet (7, E¥, X', C}), i.e. comme si les vari-
ables explicatives X;; étaient toujours entiérement observées, de ¢ = 0 jusque
t = 00.

On commence par supposer que, conditionnellement & X®°, la durée T; de cho-
mage et la destination FE; de sortie (qu’elles soient (si 7; < C;) ou non (si
T; > C; + 1) effectivement observées de fagon exacte) d’un individu 4 pris au
hasard sont indépendantes de son point de censure C}, soit que l'on a:

Vt=0,1,2,..

P[T, = 1. B = I|X™.C] = P[T, = t. B, = IX™], ;9" 7

(30)

autrement dit que, sachant X, la connaissance du point de censure Cj, c’est-
a-dire que l'on observe de facon compléte le parcours de I'individu ¢ seulement
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durant la période allant de t = 0 jusque ¢ = C};, n’apporte aucune information
sur sa durée effective (simplement non observée de fagon exacte si T; > C; + 1)
de chomage T; et sa destination de sortie E; (aussi non observée si T; > C; + 1).
Cette hypothése est automatiquement satisfaite si le point de censure C; est fixe,
non aléatoire, ou encore si c’est une fonction de X,

La condition (30) d’indépendance conditionnelle entre (7}, E;) et C; implique
(cf. preuve dans I’Annexe I) que:

IP[T; > t|X*®,C;] = IP[T; > ¢|X*°], Vt=0,1,2,... (31)
et par conséquent aussi que?! :
IP|T;, =t E; =UT; > t, X",

Vt=0,1,2,..

= P[L=tE=UT>tX>], | _ L

Etant donné la condition (30) d’indépendance conditionnelle entre (7}, E;) et
C;, et son implication (31), on peut déduire la distribution conditionnelle &
(X" ;) de la durée de chomage et de la destination de sortie effectivement
observées (17, EY) d’'un individu ¢ pris au hasard. Elle est donnée par la fonction
de densité jointe conditionnelle :

FLt1X,C) = P[T; =t,E; = 1| X*,C], Y(t,1) €G;
IP[T; =t,E; =1|X",C| = IP[T; =t,E; = | X™] ,sit<C;(=1%#0)
IP[T; > t| X ] = IP[T; > t| X" ,sit=Ci+1(=1=0)

qui, puisqu’étant donné I’hypothése d’exogénéité stricte des X, si le modeéle est
bien correctement spécifié, on a:

PT,=tE =X = P[Ti=tE =1X"] = fu(t,l,X"; 5°)
; ; Vt=0,1,2,...
_ it. Qo 1t. Qo ) Ly
= MBXBESEXTE) g 1 L
et

P|T; > t|X*] = IP[T; > t|X"]
= S(t, X" %, Vt=0,1,2,..

31 En effet, étant donné (30) et (31) et le fait que (T; =t) = (T; > t),¥t=0,1,2,..,VI=1,2,...,L, on
a:

Plr=t,B;=1|x",c;]  IP[1=t,B;=1|X">]
P>t xioe,c;]  —  IP|Ti>t|xi%]

P [Ti =t E =IT, > t,Xi‘X’,Ci] =

P[T = t, B =T, > t, X
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et que, étant donné (27)*?, on a également :

St, X" %) = IP[T; > t|X"] = IP[T; > t|X"'] = 5(t, X" )

t—1 L
- II(l—E:M@ﬂXWMﬁO,Vt:LQW. (32)
t*=0 =1

est égale a:
FLtUX™,C) = P[T} =t Bf =X, C], V(1) €G;
= P[T} =t.B =11x™ ¢}
= 1L X O 5°) = { Al(t,X‘it_;ﬁlo)S(t,Xit;ﬁo) , S? r<C
S(t, X1, 5°) =Gt
ott m; = min(t, Cy).

Pour un échantillon de n individus tirés au hasard®®, les n quadruplets
(Ty, Ef, X", C), ..., (TF, EX, X" C,,) sont indépendants et de méme distri-
bution, et un estimateur MVc f3,, de 3° est dés lors donné par:

A

B, = Argmaxg.g Zln (T, B, XM O3 B)

=1
n L
= Argmaxgeo Y | Lir<cy (E L=y In \(T5, X5, By) + In S(T3, X7 ﬁ)>
=1 =1

+ I[(Ti*:Cz'Jrl) In S(T7, XiTi*_l’ B) }
qu’on peut encore écrire :

Bn = Argmaxsg Zln (T, Ef, X™M CyB)
1=1
n L n
= Argmaxgee Y Y irr<cy e =y M N(TF, X7 8) + ) " In S(T7, XM, g)

i=1 =1 i=1
ou M} = min(T;, C;), les Iy sont des variables indicatrices et :
0 L siTr =0
InS(Ty, XM gy =¢ it L -
E:m<1—ZAﬂiX”ﬁd),VH:JJV”Q+1
=1

t*=0

e De fagon semblable au cas de I'échantillonnage aléatoire simple, on constate
que l'estimateur MVc 3, de 3° ne dépend pas de ’ensemble des variables de
’échantillon ((T7, B, X', C), ..., (T*, EX, X" (,)), mais, étant donné I’hypo-

32 (est-a-dire que la fonction de survie S(¢, X*) ne dépend en fait que de X"~
33 Ay sens strict, avec remise.
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thése d’exogénéité stricte des X;; (et (32)), seulement de ((T7, By, XMi (),
o (TF, B, X™Ma C)). Autrement dit, pour estimer 3° par 1'estimateur MVe
Bn, il n’est pas nécessaire de disposer d’observations de (T}, Ej, X' CY), ...,
(T#, E*, X" (C,)), mais seulement d’observations de ((T}, B, X*Mi (), ...,
(Tx, B, X™Ma C)). Bn est donc un estimateur MVc adéquat pour estimer
[° sur base des observations dont on dispose dans le schéma d’échantillonnage
SUpposé.

e [’estimateur Bn étant un estimateur MVc standard, sous des conditions de régu-
larité générales, il possede les propriétés habituelles des estimateurs MVe, a
savoir (si, comme supposé, le modele est bien correctement spécifié et les X,
strictement exogeénes) :

B, L3 et VOm(B, — B°) 5 N0, 1)

834 .
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1 ¢ o g (1B X o)\ (o X 0y
o _ _ L\tq [k 2] L\tq o5 y1y
Vo= 13 p| (s =
i=1

1 E B PQ In fz(n*,E:,X@'Mf,ci;ﬁ°>}
=1

n 080

n 4
soit en termes d’approximation utilisable est échantillon fini :

~

B, =~ N5V, /n)

avec
n

- 1Z821nfz(ﬂ*,Ef,XiM?70i;Bn)
B0y’

2.3.2. Estimation sans I’hypothése d’exogénéité stricte des X

A. Echantillonnage aléatoire simple

e En principe, lestimateur standard (pour X;; exogéne) reste adéquat: il est
toujours convergent et asymptotiquement normal (avec la méme matrice de
variance-covariance asymptotique), mais correspond maintenant & un estima-
teur MVc partiel (et non MVc standard).

3 A nouveau, on notera que la matrice de variance-covariance V° ne dépend pas de n. Cela résulte
simplement du fait que, comme I’échantillon ((TF, Ef, X', C1), ..., (T, Ej, X™°,Cy)) est i.i.d., on a:

(e A MF ° ¥k e iMY o\’
E|:<01nfL(T7; EX XY 08 )) (alnfL(T. JEF XM ci8 )) ]
o8 aB

=V° Vi=1,...,n

_ g |PWfiy B XM G p0)
- BEE)d
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B. Echantillonnage aléatoire avec censure a droite

e En principe, estimateur standard (pour X;; exogéne) reste a nouveau adéquat :
il est toujours convergent et asymptotiquement normal (avec la méme matrice de
variance-covariance asymptotique), mais correspond maintenant a un estimateur
MVc partiel (et non MVc standard).

3. Annexes
Annexe A

e Preuve de I’équivalence des conditions d’exogénéité stricte :

D (X T, =t —k,X") =D (X"™X"), Vt=0,1,2,..., VE=10,1,2,...,¢
(A-1)
et
D (X"™|T; =t,X") =D (X"™X"), Vi=0,1,2,... (A-2)

On doit montrer que (A-2) est une condition nécessaire et suffisante pour (A-1).

e Preuve que (A-2) est une condition nécessaire pour (A-1), i.e. que (A-1) =

(A-2).
La preuve est immédiate en prenant k£ = 0 dans (A-1).

e Preuve que (A-2) est une condition suffisante pour (A-1), i.e. que (A-2) =
(A-1).

La condition (A-2) est identique & la condition (A-1) Vt =0,1,2,...et k =0. 1l
suffit donc de montrer que (A-2) = (A-1) Vi =0,1,2,...et Vk=1,2,..., 1.
De (A-2),Vt=0,1,2,....Vk=1,2,...,t,on a:

D (Xit—k+1|/1'vi —t_ k’, Xit—k) —D (Xit—k+1|Xit—k) (A_S)
o0 XL = (X0, X porgr o Xioo)" 08 X0 = (X, X, Xy )

La condition (A-3) signifie que, conditionnellement & X% X#=Ftl of (T, =
t — k) sont indépendants :

XL ) (Ty =t —k) | X% Vi=0,1,2,...VEk=1,2,...,t (A-4)
La propriété (A-4) implique que, V¢t =0,1,2,....Vk=1,2,...,t,on a:
D (T, =t — k| X" xit=kt1) = p (T ¢ k:|X”*k,Xiw,Xiﬂ)
= D(T,=t— kX"

ou D(.].) représente des distributions conditionnelles et X it=kt1t)

= (XJt_ps1ys - Xjp)' et donc aussi que, comme Xit = (Xit-h xitk Ly
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Vt=0,1,2,..,Vk=1,2,...,t,0on a:
D (,I; —t_ k|Xit—k’ X’it—k-‘rl)
— D (ﬂ —t— k|Xitfk X'i(t—k-i-l,t) Xzﬂ)
= D(T;=t— kX", X)) =D (T; =t — k|X") (A-5)

L’égalité de (A-5) signifie que, conditionnellement & X% X%l et (T, =t — k)
sont indépendants:

XL (Ti=t—k) [ X", Vt=0,1,2,...Vk=1,2,..,1
ce qui implique que:

D (X", =t -k, X") =D (X™HX"), Vt=0,1,2,..,Vk=1,2,..,t

Annexe B

e Preuve que la condition d’exogénéité stricte :

D (X" T, =t —k,X") =D (X™X"), Vt=0,1,2,..., Vk=0,1,2,...,¢

(B-1)
implique :
P[T, = t| X" X" = IP[T, = |X"], Vt=0,1,2, ... (B-2)
IP|T; > t| X", X" = IP[T; > t|X"], Vt=0,1,2,... (B-3)
et
P[T, =T, > t, X*, X' = IP[T, = t|T; > t, X"], Vt=0,1,2,...  (B-4)

e Preuve que (B-1) implique (B-2).

La condition (B-1) signifie que, conditionnellement & X% X%t et (T; =t — k)
sont indépendants :

XM | (Ty=t—Fk)| X", Vt=0,1,2,..., Vk=0,1,2,...,t
Cela implique que, Vi =0,1,2,.... Vk=0,1,2,....t, on a:
IP|T; =t — kX", X" = IP[T; =t — k| X" (B-5)
soit, en prenant £ = 0:
IP[T; = t| X" X"™H]| = IP[T; = t|X"]
CQFD.
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e Preuve que (B-1) implique (B-3).
Vt=0,1,2,...,0n a:
]P[Tz > t‘Xit,Xiﬂ} - 1-— IP[TZ <t- 1‘Xit,Xiﬂ]

t—1
= 1-) P[T; = t| X", X"

t*=0

soit, étant donné (B-5),

t—1
PIT > XX = 13 P[1 = )XY

=1 —tJP_([]TZ- <t—11X"]
= IP[T; > t|X"] (B-6)
CQFD.
e Preuve que (B-1) implique (B-4).
Vt=20,1,2,...,0on a:
P[T, =T > t, X", X"™] = PILT 2Oy o,

PIT, > ] X, X
soit, comme (7; = t) implique (7; > t),

P[T; = t| X, X£]
P[T; > t| X, Xitt]

P[T, = 1|, > t, X", X —

soit encore, étant donné (B-5), (B-6) et I'implication évoquée ci-dessus,

IP[T, = t| X

IP[T, > t| X %]

P[T, =1t,T; > t| X"]
IP[T, > t| X%

= P[T;=T; > t,X"]

P[T, =t|T; > t, X", X™H] =

CQEFD.
Annexe C

e Preuve directe que, sous I'’hypothése d’exogénéité stricte des X;;, qui implique
que ‘ A
IP|T; =t| X" = IP[T; = t|X"], Vt=0,1,2, ... (C-1)

on a bien
IP|T; > t|X"] = IP[T; > t| X" Vi=1,2,...
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ot Xt = (X1, XU, ooy X))
Vt=1,2,...,0n a:
P|T; > X" = 1-IP[T; <t—1|X"]
t—1
= 1-) _ PP[T;=t|X"]
t*=0

soit, étant donné (C-1) et que X* = (X"~ V XY

t—1
P[T, > tX"] = 1= PP[T;=t"|X""]
t*=0
= 1_P[Ti St_l‘Xitfl}
= P [Tz‘ > t|Xit—1}
CQFD.
Annexe D

e Calcul de la fonction de survie conditionnelle S(, X*) dans le cas ol I’hypothése
d’exogénéité stricte des X;; ne tient pas.

e En vue du calcul de la fonction de survie conditionnelle S(t, X), on consid-
ere tout d’abord la probabilité jointe (en supposant X; discret et par abus de
notation) IP[T; > t, X*]. Par conditionnement successifs, on a* :

PIT,>t,X"] = IP[T; >, Xu|T; >t =1, X" IP[T; >t — 1, X"
= P[T; >, Xu|T; >t — 1, X"
XIP[T; >t — 1, Xy |T; >t — 2, X" ] IP[T; > t — 2, X7
= IP[T; > ¢, Xu|T, >t — 1, X"
XIP[T; >t =1, Xy |T; > ¢ — 2, X"
XIP[T; >t =2, Xyo|T; >t =3, X" °] IP[T; > ¢ — 3, X"

= etc...

35 1,3 validité de la relation récurrente :
P [n > t,X“] .y [n >t X T >t — I,X“’l] P [n > 1,X“’1]

vient d’une part du fait que X* = (X*" X/}, et d’autre part du fait que, facon semblable au cas
de la note 3, 'événement (T; > t) implique 'événement (T; >t — 1), de sorte qu’on a:

P[> 6, X" = P[T> T >t =1, X0, X7} = P16, X0, T > £ =1, X7
et donc, par conditionnement :

P [Ti > t,X“] —P [Ti >t Xu|Ti >t — 1,X“’1} P [Ti >t l,X”’l}
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En décomposant ainsi IP[T; > t, X*] jusqu'at =0,Vt=1,2,..., on a:

t
PILzt,X"] = P[L 20X [] P12 4", X T 2 7 = 1, X7]
t*=1
t

= PX°)[[P[T: =", X |, > 7 = 1, X" 7] (D-1)

t*=1
puisque pour t = 0, on a simplement :
IP|T; > 0,X"] =IP(X"™) (car (T; > 0) est certain) (D-2)
Par conditionnement supplémentaire, on a encore:
P[T;, > t°, Xy T, > £ — 1, X771
= PXp izt T2t - LX" | P[L 2G>t -1, X"
soit, comme
P[Xip|T; > T, >t — 1, X"
= P[Xu|T; >t X" (car (T; > t") = (T; > t* — 1))
et
P [1’; Z t*‘j‘; Z t* _ ]_,Xit*_l:|
= 1-P[T, <t = 1T >t =1, X" ]
= 1-P[Ti=t"-1|T; > t* -1, X" ]
= 1=t -1, X"
o A(.,.) est la fonction de hasard définie par I’équation (1),
P[> ¢, X T; > 1 = 1, X771
= (L=At" =1, X" P[X;|T; > 7, X (D-3)
En utilisant (D-2) et (D-3), on déduit finalement que, V¢t =1,2,..., on a:

t

PT,>t,X"] = P[T;>0X° [[ P[T; >t X |T, >t — 1, X" ]

=1
¢

= P(X") H (1-At" =1, X" ") P[Xu|T; > t*’Xz‘t*—l}
t*=1
t—1

= P(X) (1= A, X)) P [ X | T3 > 17 41, X7
t*=0

-1 t—1

= ] @=x0, X)) x [ P [Xie-sa|T: >t + 1, X ] x IP(X7)

t*=0 t*=0
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tandis que pour ¢ = 0, on asimplement :

IP|T; > t,X"] = IP(X")

e Ayant obtenu la probabilité jointe IP[T; > t, X*], on déduit aisément la fonction
de survie conditionnelle S(¢, X**) (par commodité, on continue & supposer X
discret et a abuser des notations).

Par définition, on a:

IP[T; > t, X"

(X7 = P[1; 2 11X = AR

L Vt=0,1,2, ...

Or, par conditionnement successifs, Vt = 1,2, ..., on a*%:

P(X“‘/) — Zp[Xit"Xitfl]]P(Xitq)
= IP[Xu|, X" P [Xyo|, X*72) IP(X")

- P [Xit"Xitfl} P [Xitfl‘aXitiﬂ P [Xit,g\,Xitfﬂ
X... x IP[Xul, X*] IP(X™)
t—1
= P(X°) [] P [Xipeia| X"

£+=0
tandis qu’en ¢ = 0, on a simplement P (X™).

En combinant les résultats obtenus pour IP[T; > t|X%] et IP(X™), on obtient
finalement :

(1 ,sit=0
t—1
, , 1 — At X
S(t, X") = IP[T; > t|X"] = t*zo( (X5 Vi 19
ﬁ P [Xit*+1‘Ti >t + 17Xit*] , T
X ok
= IP [ Xipe 1| X]

Cette expression générale de S(t, X) est différente de celle obtenue sous 1’hypo-
these d’exogénéité stricte des X;;, mais s’y réduit si on a:

IP[Xja|T; >t + 1, X"] = P [Xus|X"],VE=0,1,2, ...

On montre ci-dessous que cette condition est bien remplie sous 'hypothése d’exo-
généité stricte des Xj;.

36 Raisonnement semblable & celui de la note 35.
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e Preuve que la condition:
P Xyn|T; > t+1,X"] = IP [ Xy | X"] ,VE=0,1,2, ... (D-4)
tient sous I'’hypothese d’exogénéité stricte des X :

D (X", =t — k,X") = D (X"X"), Vt=0,1,2,..., Vk=0,1,2,...,¢

(D-5)
L’hypotheése d’exogénéité stricte (D-5) signifieque, conditionnellement a X,
Xl et (T; =t — k) sont indépendants :

XT | (Ty=t—k)| X", Vt=0,1,2,...Vk=0,1,2,...,¢
Cette condition implique que®” :
XM | (Ty=1ouTy=2o0u..ouT;=t) | X" Vt=0,1,2,..

condition qui est équivalente®® a:

XM | (Tyj=1ouTy=2o0u..ouT;=t) | X" Vt=0,1,2,..

Or, ’événement contraire de (7; =0 ou T; = 1 ou ... ou T; = t) est I’événement
T, >t+ 1. On a donc aussi:

XM (Ty>t4+1) | X", Vt=0,1,2,...
ce qui implique en particulier que (car X;;,; C X% :
Xy L(T;>t4+1) | X% Vt=0,1,2,... (car X, C X
soit, en supposant X;; discret et en abusant des notations, que:
P Xja|T; > t+1,X"] = P [ Xy | X"] ¥Vt =0,1,2,...
CQFD.

e Remarque:

Comme nous venons de le montrer, I’hypothése d’exogénéité stricte (D-5) im-
plique la condition (D-4). Le fait de savoir si le contraire est aussi vrai, et donc
si les conditions (D-4) et (D-5) sont en fait équivalentes, est encore a vérifier.

3T Cette implication découle de la propriété de base suivante. Soit A un événement quelconque et r événe-
ments Bi, B, ..., B mutuellement exclusifs. Si on a: ALl B;, Vi = 0,1,...,7 (= prop. A), alors:
A1 (By ou Bz ou ... ou By) (= prop. B).
Preuve: la prop. B tient ssi IP[Aet(B; ou Bz ou ... ou B,)] = P(A)P(B1 ou Bz ou ... ou B;) =
IP(A) (Yi_, IP(B;)) (car les B; sonts mutuellement exclusifs). On a IP[Aet (B ou Bz ou ... ou By)] =
P[(Aet By) ou (A et Bz) ou...ou (Aet B.)] = >._, IP(A et B;) (car les B; sonts mutuellement ex-
clusifs). Or, si la prop A. tient, on a P(A et B;) = P(A)P(B;), Vi = 0,1,..,7. On en déduit
que si la prop A. tient, on a Y, IP(A et B;) = Y1 IP(A)IP(B:) = IP(A) (};_, IP(B:)), CQFD.

38 Cette équivalence découle de la propriété standard suivante. Soit A, B deux événements quelconques.
Ona: AlB& A1l B AlLB& ALB.
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Annexe E

e Preuve que la condition d’indépendance conditionnelle :
P[T, = t|X™,C;] = P[T, = t|X™], Vt=0,1,2,... (E-1)
implique :

IP|T; > t|X",C;] = IP[T; > t|X™°], Vt=0,1,2,... (E-2)

Vt=20,1,2,...,0n a:
IP[T; > t|X**,C] = 1-IP[T; <t—1|/X",C

t—1
= 1= P[T,=t"|X"™,C}]

t*=0

soit, étant donné (E-1),

t—1
PT; > t|X",C] = 1-) IP[T; =t|X™]
t*=0
= 1-P[T; <t—1]X"]
= IP[T; > t]X™]

CQFD.
Annexe F
e Preuve que la condition d’indépendance conditionnelle :
IP[T; = t|X*°, B, ..., Bin, C;] = IP[T; = t|X**], Vt=0,1,2,... (F-1)
implique :
Pty <T; < 65| X™, Ba, ..., Bin, Ci]
= P[t; <T; < 6| X™], Vi,ta=0,1,2... (t1 < tp) (F-2)
et
IP[T; > t| X", By, ..., Big, C;] = IP[T; > t|X"™], Vt=0,1,2,... (F-3)

e Preuve que (F-1) implique (F-2).

De facon semblable au cas de la preuve faite dans I’Annexe E ci-dessus, V1, ty =
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0,1,2... (t; <t3), on a:

ZP[tl < T; < 1| X™, Ba, ..., Bir, Cy]

ZIP[ = t*|X"™, By, ..., B, Ci

tr=t,

soit, étant donné (F-1),

1P[t1 <T; < 6| X", Ba, ..., Binr, Gy

t*=t1

= IP[ti <T; < ] X™]

CQFD.
e Preuve que (F-1) implique (F-3).
De facon semblable & ci-dessus, Vi =0,1,2,..., on a:
IP|T; > t| X", By, ..., Bi, Cy]
= l—ZP[T <t—1|Xwo Zla---yB’iHaOi]
- 1—2113[ = t*| X", By, ..., Binr, Ci
=0
soit, étant donné (F-1),
JP[T > t| X", By, ..., Bin, Ci]
= 1—2113 p =t X7
=0
= 1-IP[T; <t—1]X"]
= IP[T; > t|X™]
CQFD.
Annexe G
e Preuve de I’équivalence des conditions d’exogénéité stricte :
‘ ‘ A A Vt=0,1,2,
D(X™T, =t —k,B;=1,X") =D (X™|X"), Vk=0,1,2,...t  (G-1)
Vi=1,2,..,L

et

D (Xz&uﬂZ =, F; = l,X“) =D (Xiﬂ|Xit) , Vi=0,1,2,...., VI=1,2,..

On doit montrer que (G-2) est une condition nécessaire et suffisante pour (G-1).

11 suffit d’adapter la preuve de I’Annexe A.
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Annexe H

e Preuve que la condition d’exogénéité stricte :

Vt=0,1,2,..
D(X™T, =t —k,E; =1, X") =D (X™|X"), Vk=0,1,2,...t (H-1)
Vi=1,2,.. L
implique :
o vt yit+l] o it Vt=0,1,2,...
P|T,=t,E =|X" X" = IP[T; =t,E; =1|X"], Wi=1.2 . L (H-2)
P[T; = t|X" X" = P[T; = t|X"], Vt=0,1,2,... (H-3)
IP|T; > t| X", X" = IP[T; > t|X"], Vt=0,1,2,.. (H-4)
IP[T; = t|T; > ¢, X", X"H]
= P[T,=tT; >t,X"], Vt=0,1,2,... (H-5)
et
IP|T,=t,E =T, > t, X" X"
i Vt=0,1,2,...
= Plh=tE=IL=6X", o151 (H-6)

e Preuve que (H-1) implique (H-2).

La condition (H-1) signifieque, conditionnellement & X%, X" et (T; = ¢ —
k, E; = 1) sont indépendants :

| Vt=0,1,2,..
X (=t -k E=1)] X", Yk=0,1,2,..t
Vi=1,2,..L

Cela implique que, Vt =0,1,2,...,Vk=0,1,2,...,t,VI=1,2,...,L, on a:
P|T,=t—kE=|X" X" =P[T,=t—k E; =1|X"] (H-7)
soit, en prenant £ = 0:
IP|T; =t,E; = | X", X"™]| = IP|T;, = t,E; = | X"]
CQFD.



o1

e Preuve que (H-1) implique (H-3), (H-4) et (H-5).
La condition (H-1) implique que:
D (X T, =t —k,X") =D (X™X"), Vt=0,1,2,..., Vk=10,1,2,...,¢

autrement dit la condition d’exogénéité utilisée dans le modele de base. Or,
nous avons prouvé dans 'annexe B que cette derniére condition implique (H-3),

(H-4) et (H-5).
e Preuve que (H-1) implique (H-6).

Vt=0,1,2,...,0n a:

P[T; =t E, =1,T; > t| X%, XtH]

P[T,=t,E; = I|T, > t, X", X" = PIT, > X7, XH]

soit, comme (7; = t) implique (T; > t),

P[T; = t, E; = | X", X"

[T =t B = T, 2 4, X1 XU = =

soit encore, étant donné (H-2), (H-4) et I'implication évoquée ci-dessus,

IPIT, =t,E; = 1| X"]
IP[T; > t| X"
IPIT, =t B, =1,T, > t|X"]
IPT; = t|X"]
= PP[T,=tE =T, >t,X"]

PIT = 5~ I|T, > £, X, X1

CQEFD.
Annexe 1
e Preuve que la condition d’indépendance conditionnelle :
ioo ioo Vt=0,1,2,...
ZP[Ti =t FE=1X ,CZ} :]P[ﬂ- =t FE;=1X ] D oWl=1.2 L (I-1)

implique :
IP|T; > t|X",C;] = IP[T; > t|{X™], Vt=0,1,2,...
Vt=20,1,2,...,0n a:

P|T, > tX"™,C] = 1-IP[T; <t—1]X"°,C]

= 1= P[T;=t|X"™,C|]

- 1_ZZ]P[Tizt*,Ei:l|Xi°°,C¢]

L Vt=0,1,2, ...



soit, étant donné (I-1),

IP[T; > t|X",

Gl

t—1 L
1= > PP[T; =t B = 1|X*]
=1

t*=0

1—}2&) p =t X

_I—PM§%MMﬂ
_ ]P[TZ Z t|Xioo]

CQFD.
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