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Préservation des modes ripgides et conditions sur les déplacements au

veiginage de 1'axe dans les coques troncconiques de révolution

Introduction

Les €quations d'une coque de réyolution ont &té développées dans un
rapport antérieur IlI » Suivant une approche classique, aprés un calcul
exact des déformations, on y négligeait tous les termes de l'@nergie de
déformation dont le coefficient est en %-. Le présent rapport montre
que cette fagon de faire détruit la représentation exacte des modes rigides
de rotation, Partant des expressions exactes des déformations,on les déve-
loppe directement en séries de puilssances, La troncature des développements
est alors faite en portant toute l'attention sur la conservation des modes
rigides, En fait, un railsonnement trds simple permet de déterminer de fagon
générale les termes que 1l'on peut négliger, Pour illustrer les résultats,

on calcule les déformations pour les six modes rigides, -

La seconde partie de ce rapport’est consacrée A l'étude des conditions
i respecter sur l'axe de symétrie, Cette étude est basée sur le fait que
les déformations doivent rester finies, On obtient ainsi un certain nombre
de relations a vérifier sur 1'axe, Ici aussi, le fait de négliger tous

les termes en 32 des déformations conduit i des conditions trop restrictives
R
puisqu'elles reviennent i bloquer toutes les rotatioms, sauf si la coque

coupe 1l'axe en lui &tant perpendiculaire,



Section 1, Préservation des modes rieides

1, Le caleul exact des déformations a été fait de facon compléte dans
[1] et nous nous limiterons 3 en rappeler les résultats : si s.est la
direction définie par 1l'intersection du feuillet moyen avec le plan
" méridien, © la direction azimutale et S la direction orthogomale aux
deux premiéres (figure 1) on obtient l'expression suivante des déforma-

tions :
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Dans ces formules, R représente le rayon du feuillet moyen : c'est une

fonction de s seulement,
2, Les déplacements seront régils par les hypothéses classiques :
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3, Si 1l'on fait 1'hypoth@se que 1l'épaisseur h vérifie 1'inépalité
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avec, R, = R/cos¢ , on peut écrire sans grande erreur
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Introduisant ce développement dans les déformations, on est conduit

aux expressions approchées
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- 1 _ 1 _ _ cos _
Yoo = Dgv * 3(0gu = vsing) + S(O S+ T(dga - Bsing) " (Dgu = v stn$))
YSS o o + D8 w

= 1 R _ Scos¢ | 1 | _
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4, Dans le cas oll la condition

lb._
Rg

<< 1,

plus restrictive que la précédente, est vérifige, on est tenté de négliper

Scos . -
tous les termes en ———fﬂ que l'on voit apparaltre, Mais ce faisant, on

R

néglige des termes 3 ce point importants que les modes rigides cessent

d'8tre dépourvus d'énergile, Examinons ce probldme de plus prés,

Lors d'un déplacement rigide, les déformations sont nulles partout,
Pour une valeur donnée de s, les fonctions constante et linaire sont
indépendantes, ce qui entralne que les coefficients de ces deux fonctions

doivent s'annuler indépendamment, et ce pour chaque déformation,

Ceci posé, on remarquera d'autre part que pour toutes les déformations,
sauf y o 4 le coefficient de EE%EK n'est autre que la déformation du
R
feuillet moyen, Ce terme est donc nul pour un mode rigide et on peut le

, le coefficient de Scos¢
s6” RZ

négliger, Par contre, dans 1l'expression de vy
n'est qu'une partie de la déformation du feuillet moyen, Il n'y a aucune
raison que ce terme s'annule et, en général, il ne s'annule pas,

Négliger ce terme &quivaut donc 3 renoncer i une représentation exacte des

modes rigides,

Tenant compte de cette remarque, on peut finalement &crire
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69 =3 (Dea B8sing) RZ (Deu vsing)



-
g

Le découpage de y . en y_ + ¥, t de X [}

Pase €€ Ygp Yg T Yg et ce Xse ]

dérivées covariantes, On peut en effet montrer qu'en coordonnées curvi-
lignes orthogonales, chaque dérivée covariantes ne contient qu'une fois
chaque composante, Cette particularité présente un» grand intérét pour

1'organisation pratique des calculs,

1 _
Pour illustrer 1'inportance du terme en —, dans §_, , nous calculerons

2
R 8
la déformation 2;6 = 3; + ﬁb pour chacun des six modes rigides : pour
faciliter les calculs, notons d&s i présent que (figure 2) les axes
. -> > -+> ' .
cartésiens e ey, e s expriment en fonction des axes des coordonnées
-+ > -+
polaires e. » € » €, par
> -+ -+
e, = e, cpsd - &g sing
Z = e sin + Z cosf
y r 0
> ->
e = e
z z

-

-> > ->
' e, s'expriment eux-mémes en termes des vecteurs ey ©

N
Les axes e ee
par les relations (figure 3)

> -»> >
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r S ¢ s ¢
-5 -> R ¢ -» 4’ 4
e =e_ s8inp — e cos
Z S s
-+ -
e, =e
e )

en 68 + 8 correspond aux deux
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a) Mode rigide de translation selon e,

- >
u=e

e, si ) e co
= e np - e s
z S 8 L

soit w = sinp , u = = cosp , v =a =8 = O
Il eét clair que XS =0

6

b) Mode rigide de translation selon ZX

& > -> -+ .
u=e =e_ cosf - e  sind
X r 6
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11 vient donc
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8

sin

= - £23% (- 5in® sind + sind sind) = O,
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e

.¢) Translation rigide selon -

Le développement est identique
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d) Rotation autour de e,

-3
u = (R + S cos¢ ) ey »
solt v =R
B = cos}

u=w=aqoa = 0,

ce qui donne

§ =0
8
3 - L sing co§¢ + cos¢ R sing
] R 2
R
On constate que si 1'on négligeait le terme en co§¢ , on obtiendrait

R

- 1
66 = - E-sin¢ cosp # O,

Le mode rigide ne serait pas représenté de fagon exacte.

->
e) Rotation autour de e,
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3
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e Ax
= y sind Z - z sind Z ~ 2 cosh P4

z r 0
or (figure 4)

r =R + S cosé

z =24+ S siny



On en dadult :

u = (R +5S cos¢)(zS sing - Zs cosy) sing ~ (Z + S sin¢)(gs cos¢ + Zssin¢)
‘ -+
sing ~(Z + S sing) eecose
= [(R sing - Z cosp) + S (sing cos¢ - sing cos¢)]_gs sing
- [(R cosd + Z sing) + S (cosz¢ + sin2¢)] Zs sing
- (Z + 8 sing) ge cosd
et

u=- (R cos) + 2 sind) sind

v = ~ Z cosf

=
i

(R sing - Z cos$) sind

o = - sind

o)
i

- silnd cosd

"Il vient donc

s =0
8 : ‘
g
— 1 2 cosd
66 = - ﬁ-cose cos ¢ - > (~Rcos¢costd — Z sing cos® + Z sind cosd)
R
= - l-cosz¢ cosg + R cosz¢ cosf
- R 2
R
. — . " cosé
A nouveau, on observe que 69 n'est nul que grace au terme en 5 .
' R

Le fait de le négliger aurait donc aussi détruit la représentation de ce

mode rigide,
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b) Rotation autour de e, : les développements et les conclusions sont

ident iques,

/

Section 2, Conditions au voisinage de 1'axe

1. Proposons-nous de déterminer sous quelles conditions les déformations
restent finies au voisinage de 1'axe, Le cas de 36 est particulier,
et nous le traiterons en dernier lieu, Pour toutes les autres défor-
R le
coefficient de %- doit Eétre de 1; forme C R, oli C ne contient que
des puilssances positives ou nulles de R, On obtient donc les conditions

mat ions, la régle est simple: lorsqu'il existe un terme en

Dev + u 8ind + w cosd = Eee R (1)
.Deu,- v sing = Ge R . (2)
.Dew - v cosp = Gygh ' (3)
DGB + o sing = C_ R (4)

0o

Au voisinage de 1l'axe, chacun des premiers membres doit donc €tre
nul,

Considérons a présent.ge: on a

- 1 . s
8y =-;2 [R (Deu -8 sing) - cosp (Dyu - Vslné)]
Il faut donc que ~

R (Dea -8 sing) - cos¢(D6 u - v sing) = C9 R2

soit encore, en tenant compte de (2), que
2

R-(Ded -B sin¢) - cosd Gg R =CyR

ou



Dea -~ Bsing - cosp Ce = Ce R (5)

Pour des déplacements de la forme

u(s,0) = u(s) cos(nd+m 5

2.
v(8,0) = v(s) sin(nb+m -Tér-)
w(s,0) ='w(s) cos(ne+m'%ﬁ

0(s,08) = a(s) cos(nb+m LAY

B(s,6) = R(s) sin(nb+m %),

L

les équations (1) d (5) deviennent :

nv +usind + v cosp = Egg R a")
-n-u - v sing = G9 R 2"
-n W =~ Vv cosd = Ges R (3')

np+oa sin¢' = Cee R (4")
-n o - B sinp = G6 cos¢= Ce R (5")

e

2, Conditions sur les déplacements du feuillet moyen

Les équations (1') 3 (3') seront compatibles en R = O si le déter-

minant

sing n cosd
-n - ging 0 = 0,

o - cos¢ - n




ce quli donne la condition
n(sin2¢ + cosz¢) - n3 = n(l-ng) =0

Il ne peut donc y avoir de solution non nulle que pour n = 0 et n

Les conditions s'@crivent alors
a) pour n = 0
u sinp + w cos¢ = 0
v sing = O

vcosyp =0

Si 1'on se rappelle que u. =u sin¢ + w cos$ , ces conditions se

raménent 3

u =0 . 4)

On remarquera qu'il n'y a aucune condition sur u . En particulier,

>
le mode rigide de translation selon e, reste possible,
b) pour n = 1, les équations 1' 3 3'
u sing + w cosp + v =0
u+vsing =0
WtV cosp = 0
La premiére &quation peut s'écrire

u +u =0, (5)

Multiplions la deuxiéme par cos¢ et soustrayons~y la troisiéme

multipliée par sin$. Il vient

u cosp = w sing = u, = 0 (6)

=

1.



L'équation (6) montre qu'il faut fixer u, d zéro, Par contre, le sens
de 1l'équation (5) est moins &évident, Pour comprendre sa signification,

il faut passer dans les axes cartésiens, On a en effet

/

¥

ux(r,e,z) = ur(r;e,z)cose =~ Uy (r,8,z) sind
uy(r,e,z) = ur(r,e,z)sine + uy (r,8,z) cosby
dans notre cas,

T
ur(r,B,z) = u, cos(® +m 50

i

ue(r,e,z) = u, sin(6 + m<%) s

)

avec ug +u = 0, Il vient donc
u (r,8,z) = u [;ose cos(6 + m EJ + gind sin(6 + m-l)‘
x r 4 2 2;]

uy (r,0,2) = u [éine cos(® +m %0 + cos® sin(® + m gﬁ ]

soit

it

nf=

r,0,2 os
u (r,0,z) u_ cosm

kis
uy (r,06,2z) = u sin m 7
>
La condition u. + ug = 0 condult donc & une translation, selon ey

-

pour m = 0, selon 3& pour m = 1,



3, Conditions sur les rotations

Les équations (4') et (5') portent sur les rotations :

a) Pour n = 0, ces &quations se réduisent i
ing = C__ R
o sing 00
B sinp =-C, R + G, cosp ,
soit, pour R = 0O
o sing = O

B sihg = fini,

Dés lors, en dehors du cas oii la coque se raccorderalt tanpgentiellement .

3 1'axe, il convient d'imposer
¢9g =0 .(7)

' . - - 1 - .
On constate que si l'on avait négligé les termes en = de 68 y on aurait

la condition supplémentaire R

qui, excepté pour cos¢ = 0, bloque le mode rigide de rotation autour

de Zz « En effet, on a
B = ¢z cosp - ¢r sing,

et on doit fixer le mode ¢ _= cte , qui n'a pas de sens,
: r

S . . m“.rw\—s'h -¥,.



b)Y Pour n = 1, les &quations (4') et (5') s'écrivent, en R = 0 :

/
i
i

B + asing =0 /

o + Bsing + G, .cosp = O

8
De la premiére, on déduit
B = - asing.
La seconde revient 3 dire
o + Bsing = fini..
Il vient donc comme seule condition
B + asing = 0,
soit, en coordonnées polaires,
42 cos¢ - ¢r sing +¢esin¢ =0
ou encore
(6, = ¢4) sind = ¢_ cosé

Une seule des rotations ¢r et ¢z suffit i déterminer R,

Or on voit mal comment ¢, pourrait varier en cos(0 + m %-) sur l'axe,

On posera donc $, = 0. Il en découle la condition

by = 9y B



Ici encore, il faut passer dans les axes cartésiens pour pouvoir interpréter

cette condition, Puisque
¢x(r,6,2) = ¢r(r,e,z) cos 8 - ¢e(r,6,z) sin 6
¢y(r,6,z) = ¢r(r,6,z) sin 6 + ¢e(r,6,z) cos 6 ,
avec
¢r(r,9,z) = ¢r sin(®@ + m %0
¢9(r,e,z) = b, cos(®@ +m %0,
‘on obtient, pour b = dg ¢
¢x(r,e,z) = ¢r [ sin(6 + m %Q cos 6 - sin 0 cgs(e + m %9 ] = ¢r sin m-%

T w T
¢y(r,6,z) ¢r [ sind sin(6 + m E) + cosb cos(e +m E):] = ¢r cos m 7

' > +
La condition ¢r = ¢6 conduit donc @ une rotation autour de ey ou de e,

selon quem = O oum = 1,

. 1 - .
A nouveau, la suppression des termes en —5 dans 6, aurait conduit 3 des

R2 6
conditions trop restrictives,
En effet, on aurait eu le systéme
osin¢ +8 =20
o+ B sin¢g =0, et

qui ne donne une solution non nulle que si son déterminant est nul, soit
sin2 $ -1 =0,

Ainsi, dans tous les cas ol sin¢ # 1, c'est-d-dire chaque fois que la coque
ki

fait avec l'axe un angle différent de >

, on aurait di fixer o et B, ce qui

revient 3 bloquer les rotationms,

Y 1 3



Résumé des conditions aux limites sur 1'axe

oy
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