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INTRODUCT ION

Dans le cas des structures i géométrie axisymétrique, on peut décomposer
un champ de déplacements quelconques en série de Fourier. |

A chaque mode de Fourier correspond une charge et, vu l'orthogonalité de
la base choisie, on peut faire une analyse sé&parée de chaque mode.

La rapidité de convergence dépend de la régularit® de la mise en charge.
Mais, dans la plupart des cas, la convergence est suffisammenr rapide
pour permettre 1'étude d'un petit nombre de modes. Il s'agit donc d'une
procidure simple et &conomique, '

Pour 1'étude dynamique des structures, l'@tude séparée de chaque mode
circonférentiel permet de filtrer tous les autres modes'qui sont souvent
trés rapprochés. C'est 14 un trés grénd avantage,

I1 existe cependant une limitation 3 cette &tude. S'il est possible de
décomposer en série de Fourier toutes les charges rencontrées dans la pra-
tique, les fixations sont um peu plus délicates. Pratiquement, seules
‘les fixations présentant la méme périodicit@ que.le mode considéré peuvent
Stre représeﬁtéese'Ceci recouvre cependant un trés grand nombre d'appli-
cations pratiques., ' ‘

Le présent rapport présente 1'élément de coque 3 géométrie axisymétrique
(type 18 dans la bibliothéque SAMCEF). La théorie correspondante a &té

développée dans un rapport antérieur [ 07 .

Dans un premier chapitre, on expose les caractéristiques essentielles de
1'é1ément. Partant de la discrétisation de 1'élément, on expose la déri-
vation de 1'énergie de déformation, et les diverses options prises par

le programme quant 3 la mise en charge.

Comme bien souvent en coordonnées curvilignes, les contfaintes'conjuguées
aux paramétres-des champs de déplacements n'ont pas d'interprétation
simple. On calcule donc des moyennes par. intégration directe de la loi dév
Hooke. Le choix de ces moyennes est discuté dans les applications numé- »

riques. N
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L'utilisation de coordonnées cylindriques conduit 3 des singularités
au voisinage de l'axé, On démontre que la quadrature de GAUSS permet

cependant de calculer exactement les intégrales né€cessaires.
Enfin, 1'élément permet d'@tudier les sandwiches symétriques,

Aux chapitres 2 et 3, le lecteur trouvera une série d'applications

numériques en statique et en vibrations,

.Dans ce dernier domaine, il existe un assez grand nombre de ré&férences.

Les résultats sont comparés et discutés. En statique, par contre, il
existe peu d'exemples dans la 1ittératute,‘sauf pour les sollicitations
axisymétriques., C'est pourquoi, dans la plupart des cas, on s'est
référé a4 des solutions analytiques qui sont alors rapidement exposées.
Dans un certain nombre de cas, les mémes probléﬁes ont &té traités par
1'élément d'dme de multicouche (type 16), ce qui a permis de comparer

les résultats.



" CHAPITRE 1

-

. ELEMENT DE COQUE DE REVOLUTION EN SOLLICITATION ASYMETRIQUE

1. Le systéme d'axes propres est défini par deux coordonnées décrivant le

feuillet

moyen et une troisiéme, piise selon la normale (fig. 1).

Pour le feuillet moyen, on utilise les variables suivantes:

@ S »n "
on o .

.

Un point

(s, 6, 2

mdyen.
La

distance 3 1'axe
coordonnée curviligne de la courbe génératrice
angle de la tangente & la génératrice avec la verticale

angle de rotation autour de 1'axe.

quelconque de la coque a donc pour coordonnées le triplet

), ot z est la distance orthogohale du point considéré au feuillet

déformation de la coque est déterminée par des hypothéses de type

REISSNER : on pose

no.

u + zZg

v + zB

]

Les déplacements sont développés en série de Fourier selon 0 :

= T
u(s,6) = I u o (8) cos(ng + m 2)
. n,m
T
v(s,e)l I U (s) sin(nd + m 2)
. n,m
- . 'n'
w(s,8) = I W (s) cos(no + m-z)



a(s,0) = I a_ (s) cos(nb + m%})
n,m
B(s,8) = I .Bnm (s) sin(nd + m-g) .

n,m

D3s lors, les déformations s'expriment par
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do.

X = nm I
Xss T ( Te ) cos(nf+ m 2)

nm
- 1 dr . n n
X T s LS = T : e

08 2 r %hm ds T Bnm) cos(nef n 2)

. nm :
Y, = I G—ng ) sin(n8+ m 39

nm

Y. o= r2u oy 85y (e + BT
Yo n% ( r Ynm vnm ds ) sin(nd + 2)

- dwnm Ym T

Yo = T (opy g T opg) costmbrmy)
nm

- n nm T

Yoz b3 (Bnm i LR e ) sin(nd+ m 5
nm ¢}

- 48 ;

Gs = I (‘""‘&‘g’*) sin(né+ m -2:-)
nm

s = (-2 - l‘B ) sin(nd + =m Ib v

] r mm ¢ nm » 2

nm

On a évidemment

-Ei..r_ = Sin R
ds LI v

1 oyt < . - . DU
Pour-ﬁ “# 0, sing varie, Neanmoins, les déformations sont calculées d par-

: F 8 . . . o
tir de la"valeur de siny prise dans le tronc de cOne sécant.
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2, Discrétisation des champs de déplacements et de rotations

Dans chaque &lément, on utilise la coordonnée normalisée

(1221
i
2 la

La coordonnée ¢ varie entre O et 1, ce qui assure le meilleur condition-
nement 3 la matrice de connexion,

Pour le degré k (k=2,3) et pour un harmonique (n,m) donn&, on pose alors

n
u "“al +u2g+ cvoe +an+1€

V=Bl + BZE+ coc +81;1+]_€n

: n
{ W=Y1+Yz€+ es e +Yn+1g

‘seit, sous forme globale,
u = M(x,v,2) a |
oll u sont les déplacements, et a les paramétres du‘chAmpo
Les déplacements nodaux ¢ sont reli&s aux paramétres a par la matrice de
connexion C :
q = Ca. .
On calcule alors les déformations par les formules du paragraphe 1 soit,
formellement,‘ ' |

€ = du = 3Ma = Ba = BC—lq



3, Loi de Hooke

La loi de Hooke s'@crit, pour 1'extension
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Pour la flexion et le cisaillement,
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4, Energie de déformation

L'énergie de déformation s'obtient par

27 h ‘ :
U= L de (eT HH g, + ET uP e ) r ds ,
2 o Ja M M P P

On peut scinder cette expression en

27
= a .2 T (2) .2 I
U = Em Jo ['an cos (nd + m 2) + wnm sin " (n6 + m 2)
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5, Matrice des tensions

On peut ais@ment s'apercevoir que les tensions faibles b = I a n'ont
pas d'interprétation simple. Par conséquent, on intégrera directement

1la loi de Hooke. Les moyennes choisies sont du type

¢l
N=de£ R
0 :

Il s'agit de moyennes sur la projection de l'élément dans le plan
méridien. Ces moyennes peuvent €tre attribuées au milieu de cette pro~

jection. Le choix de ces moyennes est discuté& dans les applications.

6. Forces de pression

Les forces de pression peuvent €tre posées

- constantes,

"=~ linéaires a cubiques.,

Dans le premier cas, on donne une valeur de la pression.
Dans les autres, on donne les valeurs aux sownets, puis éventuellement

une ou deux valeurs intermédiaires.

Le travail de la pression $'@crit

27 1-- - [2n 1 : ' .
rd6 tpw dE = de p L w o cos(nd + m ED dE
o] o o ‘o nmm T _

=3 k 7l p

W
nn nm nnm
nm
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2
: _ 1 , U
Pom = K [ p cos(ng .+ m 2) dE
“nm o

est 1'harmonique (n,m) de la pression. C'est cette valeur qui doit tre

donnée par l'utilisateur,

7« Application de forces en un noeud

Une force quelconque est décomposable en ses composantes

W, U, V, A, B conjuguées aux déplacements Ws Us V, G; Bs

Le travail s'écrit

-

27 - :
, . - , i T
R J T Lanm cos(ng+ m 2) + Uunm cos(nf+ m EQ
+ Vv sin(né+ m L) + Ag cos(no+ m-l) + BB sin(no+ m 3)] do
nm -2 nm 2 nm 2

= 3 [W w _+U u +V v +A a +B B |,
'nm nm -nom nm nm nn nm nm o nm oo

ce qui définit les harmoniques (n,m) des charges conjuguées :

2\

=r W cos(n® + n g& dn
- . P, o .

.
W
eui]

[ 27

’n‘.
m = ], U cos(ng +m 2) de

: 27 .
'Vnm = r . vV gin(ng + m 30 de



27w .
Bnm = . B sin(n@ +m ED de

Ce sont ces charges qui doivent &tre introduites dans le programme.

8. Termes thermiques

En présence d'un accroissement de ﬁempérature T0 + z Tl,‘(T1 =3AT/h)

1'énergie de déformation s'&crit

I = "N | " . \' X X
T= N (1) e+ N (T) e + M (1) X+ M (T) Xgg* W

8.1 Les tensions sont donc du type

oW
Nss,z NSS(T) '§""::"‘ » etc ceey
0€ g

Ce qui signifié qu'on voit apparaftre un terme indépendant de tensions.
Nous supposerons le tenseur des coéfficients de dilatdtion diagonal dans les
axes propres. On écrira les dilatations thermiques libres en découplant la

membrane de la plaques

ESS(T) - =g T

e, (T) = aq

66

Xss(T) =q T

Xee(T) = q T



Les tensions thérmiques sont donc

'NSS(T) = —_kg Toh
Ny (T = = kg T h
M (1) = - kT 3{;
Mgp(™ =~ kl; Ty l{':zi

Oﬁ;kﬁb - Es ( “2s +\%6 uéSY(tﬁAge A%s)
kg - Eg ( a§6+ Yos asz Y(l_yéeyes)
k§ = EI; (“si + Y6 “eg)/(l'f’ée Vo)
kg. ='E§ (“eep * Yos asséy(l-wgﬁybs)

Y
o |
\ . - »
et on calcule les moyennes comme pour les tensions &lastiques, par

8.2 Le terme d'énergie thermique peut 8tre interprété comme un terme

d'énergie potentielle. En effet,

e e e e e o S e 7 e iy b} i e s e L s ot i g b, e e
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14.

W(T) = o(T) € = o(T) Ba ,
Intégrant sur 1'élément; on a alors

-[ W(T) dV = J : o(T)T Ba dV = - f(T)T a
él. él. ,

£(T) = - J o (T B av

est la charge conjugu@e aux paramétres de champ.

La chafge thermique est donc

-1t

g(T) =¢ £(T)

Remarque : Les températures introduites par l'utilisateur seront pour 1'har-

monique (n,m)



27 T
T =« J T cos(nb+ m ED de

27 :
AT cos(nb+ m %) de

9. Matrice des masses
L'énergie cinétique rapportée 3 une section s'écrit
u

-
T = i-(u, v, w; o, B) J

™R E <

| : - W h>
ot J = diag.(pM hM » Py hM ’ Dp hp ’ pR.T% ’ pR.TR ).

pR et pp sont pris &gaux sauf dans le cas du sandwich.

10, Option de sandwich symétrique (figure‘4)
10.1, Masse

L'énergie cinétique a pour expression

© [ he
Z . L
21 = { @+ a2 s BHa+rEHar L) az
P1 ) z Rs Rg
h~e

Pv—- -
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s
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«2 o2 z
pZ ( Us * Yg Eg
= 0 + z&
= ¥ + zB
= W »

. = h
on obtient, en négligeant les termes en = et

2T = [pl(ﬁz +

02
v
o2
+ p2 (u

5

+ 92 ) (h=e) + o &2+ 2%

%

h
Re 14

(h-e) 3
12
2 2 6l + 2o
+B ) 12

+ v+ w).2e.+p2(a‘

" On retrouve donc la. forme normale

2T = p n(a? +

avec

v

2

16,

i a+E) az)

7.



p (h-e)> +p, (6n’e + 2¢%)

P
R h3

10.2, Raideur

10.2,1, thpg‘éfextension : seule les semelles résistent & 1'extension.

St Wt Ot Wt e

= L M : s
Par consZquent, la matrice de Hooke H a la forme classique, mais

on y pose h = 2e

10242, Champs_de flexion et

s Wt Bk Bt Wt % W W W Wt St Sht Wt

Seules les semelles résistent 3 la flexion. Par contre 1'&me

seule résiste au cisaillement. Par conséquent, l'inertie

3 .

h «

i est.a remp lacer par

L (6h2e + 2e3) = 'bi fe
T2 ® 12 ° h

En cisaillement, on pose simplement

G
52
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11.}ntégration

‘Dans ce qui précéde, on a vu apparaitre des intégrales du type



18,

avecr = a+bf ;5 k=o0,1, 2, «a0 3 L==1,0,1

Pour £> 0 , 1l'intégration ne pose pas de probl@mes, puisqu’'il s'agit

de polynomes. Par contre, les intégrales du type

1 _k
£ 4
T S
(o]

sont plus délicates & &valuer. I1 y a lieu de distinguer trois cas:

a) b/a est grand, ce qui signifie que la variation relative du rayon

est importante. Dans ce cas, on écrit simplement

o a+bE) b o (b&)+a b a
Les intégrales
1 k
= E.
Ik r dg
o
. s'obtiennent alors par récurrence }
N\
. 1 k i - 1 1 be £ 4 ag k-1 & - a 1 gktl~ it
k a+bt b o atbg o avbE



soit

b) Lursque-% est petit, le procédé ci-dessus devient imprécis., Mais
du fait de la faible variation du rayon, les fonctions & intégrer sont bien
appvochées par des polynomes, On intégre donc par la méthode de GAUSS 3 5

points.

c) Lorsque le rayon est nul 3 l'une des extrémités, 1'ihtégration est plus .
délicate. Dans ce cas, la fonction %~n'est pas intégrable. Cependant; les dé-
formations doivent rester finies. Cette condition physique permet d'ailleurs
de déterminer les conditions aux limites appropries, Elles se préseptent

dans le cas général sous la forme

i‘ai':‘pi (E) =0

Dans la combinaison linéaire, toutes les singularités ont disparu. Par contre,
les fonctions % (£) ne sont pas nécessairement intégrables, On sait cepen-
dant qu'elles sont continues dans 1'ouvert ] o,1[.Cette propriété est trés

"importante,

La solution se trouve dans la quadrature numédrique de GAUSS. La quadrature de
GAUSS 3 (n+l) points sur] o,1 [ peut dtre congidérée comme une fonctionnelle

linéaire, définie sur Co] 0,1 [+ La 1inéarité provient de sa structure méme !

\

= n+l

G(x) = & Hi £(x,)
i=i t

ol X, et Hi représentent respectivement les points et les poids
de GAUSS. La continuité n'est exig@e que sur l'ouvert, car les points de
GAUSS sont tous intérieurs.

D'autre part, pour tout polynome de degré (2 4+ 1), la quadrature de GAUSS

B e T T T, W Tt




coincide avec l'intégrale :

G(P (x) ) =1 (P (x))
2n+1 2n+1

O P (x) est un polynome de degré (2n+1).
2n+1
Par cons&quent, si les fonctions ¢ i(x) ne sont pas intégrables mais sont
cont inues sur | o, 1 [ » et si leur combinaison lin&aire est int2grable,

on peut calcUler leur quadrature de GAUSS terme 4 terme, Bien plus,

si leur combinaison linéaire est un polynome de degré (2n+l), on a

I( Zay ¢, () =G (Zag ¢, ()= 2a GO, ().
i i i

Dans notre cas, l'8nergie de déformation s'écrit sous la forme

W
w(g) = -8

TG
W
- .o(&)
oy RO

ol Wo et W1 sont des polynomes de degré (2n+1). Les conditions aux

limites assurant que W(f) €st fini pour r=0. Cela entraine wo(g) en r = 0,

Nécessairement, Wo(g) doit donc &tre de la forme
.

(a+bE) WE(E),



ol Wx(g) est un polynome et , finalement,

H(E) = WH(E) + W (&)

Cette foﬁction est un polynome de degré (2n+l). On peut donc dire que la quadra-
ture de GAUSS, calculée par combinaison linéaire des quadratures des fonctions
rencontrées, méme non intégrables, conduit finalement au calcul correct de
1'intégrale., Les conditions aux limites peuvent en particulier €tre spécifiées

séparément par une contrainte linéaire.

12, Déplacements généralisés en axes structuraux

12.1. Les axes structuraux sont les axes R, Z,0 des coordonnées cylindriques.

Les déplacements sont donc U UZ' U,.. Pour les rotations, la comnexion

R’ )
exige 1'introduction d'une trxoisiéme rotation fictive y autour de 1'axe

perpendiculaire au feuillet moyen. On transforme alors'simplément le triplet

(Byvs0) en (s 9,0 ¢0)

12.2. Les rotations internes sont toujours condensées. L'él&ment se présente

donc en axes structuraux comme aux figures 2 et 3.

13; Conditions aux limites en r=0

Il s'agit de trouver sous quelles conditions les déformations sont finies
en r=0, A

Ces conditions sont

sin ¢=0 +» U

=0
n=0, m=0 ' » R\\_

| -sin $F 0 = U =0, a=0.
r\\
sin ¢=0 » v =0
n=0, m=1
sin ¢#0 > v =0, g=0




n=1

e g ey
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CHAPITRE 2, APPLICATIONS NUMERIQUES EN STATIQUE

1. Dilatation thermique d'un disque plein

Il s'agit d'un test de fonctionnement. Soumis & un champ de tempé&rature
uniforme, le disque doit avoir une dilatation correspondant 3 un champ

de déformation uniforme T . Les contraintes doivent &tre nulles.

Prenant T = 100 ,0 = 10-6, on a

df= 10—2

On choisit un disque plein, de 300 mm de rayon,
Les paramétres Elastiques sont

E = 2,1.104 .kg7mm2, v =0,3

La plaque est supposée d'épaisseur unitaire.
Dés lors, la charge thermique 3 la p&riphérie vaut

2 7R. (14V) ZR ,oT

1-v

E«Th

-V

zzﬂR‘

5654,866
Ce probléme a &té traité avec 3 Eléments de degré 3.

On a obtenu les résultats suivants -




"o

charge ou charge ou
r ur(exact) ‘ ur(ASP18) réaction(exact) réaction(ASP18)
o 0 0 _ - -
-2 : -2
100 10 0,9999990,10 - -
200 2.1072 1,999998.10~2 - -
300 3,107 % 2,999997,10™ 5654, 866 5654 ,86

2. Disque creux en dilatation thermique

(figure 2,1)

If s'agit d'un disque creux, bloqué sur sont contour intérieur. On le

chauffe uniformément.

On péut montrer que la solution est du type

u= Ar +'E
T

Les conditions aux limites sont

u(Rl) = 0

[% +V -‘-;-] = (1+v) aT,

soit

R

2

= (1+v) aT




ou encore

)
B = - AR].
%
A(l+v) + A~ (1-v) = (1+v) oT
2
)
g g
A=t v (L==5) ] = (1¥v) o . .
RZ R2
Prenant
6

a =10 ; v=0,3 ; T=100
R, =100 , R, =300 ,

on obtient

8
9

4

!

A [—;‘95+ 0,3 .37 =1,3.10

et

A = 0,943548388.,10™"

B = - 0,943548388

Le tableau suivant compare la solution analytique & la solution

par Eléments finis obtenue avec deux &léments de degré 3.



T ur\(exact) | u (ASP18)
100 0 , 0

133,3 55,04033 55,09677
166,7 100,6452 100,7055
200 141,5323 141,5265
233,3 | 179,723 ~ 179,7228
266,7 216,2298 216,2296
300 251,6129 251,6079

. On constate que la correspnndance est remarquable.
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fe

3. Disque soumis 3 une température variant linfairement avec le rayon

Le flux de tension de bridage de Duhamel vaut

D (L +vy)al | .

ol D="I§’1"l"“‘2< . ' .
’ 1~y

.Le disque est régi par le principe

R . .
{2 du u 1 du u, du u du, u
[ Prepamer [FEr] g L@ v D B @D
1 | |

rdr stat,

L'équation d'Euler de ce principe est (D = cte , a = cte)

%—g?(r%g)-l:~2~=(1+v)u% ,

et les conditions aux limites 3
%%f+ v %~= (1 + v)' aT aux extrémités 1ibre§
u=u 13 ol les déplacemegts gsont fix€s.

Pout un disque plein de rayon R et d'épaisseur constante et pour une

température de la forme

T=¢c+dr,
on obtient, tous calculs faits,

-

: 1-v ‘ 1 2
u=q ]:c+ 3 dR] r+-§-(1+ v)a dr

o POy OH U S0 )



Les flux de tensions sont donnés par

O ¢ )

er 3 od (R~ 1)

N = RSL:Xil

08 = 3 o d.(R - 21) o,

Donnons-nous les valeurs suivantes :
. -6
a =10

¢ = 100

w
[

300 mm

h=1mun

4

tx3
it

2,1.16 kgymmz

il vient

w=1,7.10" r + 0,433,100

oz
i

0,7.107 (&, - 1)

N = 0,7.1072 (R, - 21)



T u (mm)
(mm) rexact ASPIS
0 0 0
100 2,13.1072 2,13.107
200 5,13,1072 5,13.1072
300 9.1072 9.1072

A 1'occasion de ce test, on a comparé deux méthodes de calcul des

tensions :
a) moyenne des tensions sur le volume des &léments

_ 1 1 -
N, = I Nrdg / J r dg
0 0

. b) moyenne des tensions sur l'intersection de la surface méridienne

de 1'élément, soit

- 1
N=JNd£
B Jo

A priori, il est assez naturel d'attribuer la premiére ‘moyenne au

centre de gravité de 1'élément, soit en.

- .t T
gAefgrdg/erg . »
0 0 .

s i s s a L peeiemp ¢ e ae e s ins e s e ol g eenss e e, e s s e s S TR A Santn < 4 s ) 2 e amyg e Mg me s s e e s e o
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Les

tandis que la seconde sera située en

adg/j
0

€ =5

1

L'exemple suivant montre le bien fondé de ces localisations.

C'est pourquoi on a choisi le cas b, bien plus facile

a interpréter.

Elément 1 2 3-
r
B 50 150 250
[ exact 1,751 1,051 0,3502
Nrr(rB)4 ,
| ASP18 1,750 1,050 0,3500
(exact 1,401 0 - 1,401
Nop(Tp)y
ASP18 1,400 -0 - 1,400
N 66,67 155,5 ©253,2
[ exact 1,640 1,011 0,3277
Nrr (rA)J
ASP18 1,633 1,011 0,3267
U [exact 1,166 - 0,0770 | = 1,445
ANee(rA)J
: ASP18 1,167 - 0,07778 | = 1,447

valeurs précédentes sont obtenues par un passage au degré 3.

.



Jle

4. Disque soumis 3 un gradient thermique linairement variable

Le probléme est analogue au précédent.

Posant cette fois-ci

DuEhB . T =-..A£
2 ' 1 nh ’
1=v

on obtient pour les tensions de bridage
Mrr(T) = =D a (1+v) Tl
= - +
Mee(T) D a (1+v) T,

La solution de KIRCHHOFF de ce probléme est similaire 3 celle du

probléme précédent. Il suffit de remplacer

3 ) . )

Eh pér Eh -
L’ 12(1-v%)
: AT
T Par A
on a donc, pour %;-= c + dr
n 1=y 1 2
¢e =g Ec + ...3... dsz r +,-3~ (1+\)‘) o dr
M_ =D 12 d (R, - 1)
rr = ¢ 3 2
M =Da1“"2d(R-—r)
06 3 2

Qr =0 B \\, ‘;

-~

Les déplacements normaux peuvent &tre &valués 3 partir de la relation
de Kirchhoff '

dw

b, = -5

b o dr



Prenons

Le m8mne probléme a &té passé aux degrés 2 et 3.

E =
h = 2,29 mm
c = 100

= 2,1.104 kgymmz '

Les rdsultats sont consignés dans le tableau suivant.

32,

102¢r W
r .
Kirchhoff | 28me degré 3éme degré | Kirchhoff | 28me degré | 3éme degré
0 0 0 0 5,045 5,107 5,044
100 0,93 0,9108 0,9316 4,6105 4,652 4,609
200 2,24 2,231 2,2416 3,055 3,081 3,054
300 3,93 3,930 3,930 0 0 0

Les figures 4.1 et 4.2 donnent les déplacements de Kirchhoff et les

déplacements obtenus par une analyse au degré 2,

Les moments sont donnés d

\

1

ans le tableau ci-aprés,

| 08 10 My,
Elément '
Kirchhoff | degré 2 | degré 3 | Kirchhoff | degré 2| degré 3
7,64 7,68 7,65 6,12 7,68 6,12
4,59 4,89 4,59 0 0,309 | ©
3 1,53 1,84 1,53 -6,12 | 5,80 |-6,12




On constate une excellente correspondance au degré 3. La correspondance
est un peu moins bonne au degré 2. Dans ce cas, en effet, la retation-
est lin&aire, tandis que le gradient thermique provoque des rotations

du second degré.

5. Plaque appuyée, soumise 3. une charge concentrée en son centre

I1 s'agit ici d'un test particuli@rement sévére.

La solution de Kirchhoff de ce probléme est [1]

3P (1=vD) 34y,
W o= - | R" -xr%) =21
4 h3 m B 1+v

2

wi] .

Les moments sont donnés par

Mrr b §1 *v) lu T

- -v) P
Mag = Mo * - 4 *
Ce probliéme est traité de 4 fagons :

l. avec un Eélément central,

2. avec un petit trou au centre : la plaque faisant 300 mm de diamétre,

on y fait un trou de 2 mm,
3. avec introduction directe de la matrice de Hooke,

4. avec une épaisseur trés {iiblement variable ¢
elle vaut 1,003 au centré‘et varie linéairement jusqu'a 1 3 la

périphérie.
\ .
Tous ces passages ont &té effectués au degré 3.



W
r .
Kirchhoff Cas 1 Cas 2 Cas 3 Cas 4
0 23,6302 - 23,5194 23,50069 23,3988
2 - 23,4053 - - -
33,3 | 22,8295 - 22,8600 | 22,83283 | 22,7311
34,7 - 22,7455 - - -
66,7 | 21,0857 - 21,1194 21,110281 | 21,01320
67,§ - 21,0413 ‘—. = - -
100 '18,7329 18,7032 | 18,7311 | 18,71863 | 18,6419
133,3 15,9791' 15,9622 15,9851 '15,97293 15,90965
| 166,7 | 12,9572 | 12,9472 | 12,9644 | 12,95477 | 12,90504
200 9,76758 9,76176 9,77415 9,767033 9,730554
233;3 6,4976 | 6,49915 6;50713" 6,502509 6,478691
1266,7 3,2248 3,2247 3,22859 |- 3,226362 | 3,214664
300 o 0 0 0 0

On remarquera que la correspondance est trés bonne,

Le fait de ménager un trou change assez peu les choses.

La petite différence que l'on peut observer entre le cas 3 et le cas 4

provient d'une 1&gére imprécision dans le calcul de la matrice de

. Hooke dans le cas 3.

Dans les deux premiers cas, les moments ont &té calculés par

I M__r dr /J r dr
r .
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dans les cas 3 et 4, par

J Mrr Qr / J dr

Les résultats sont reproduits 3 la figure 5.l.

6. Cylindre sous pression

Ce test est destiné 3 vé@rifier la construction des charges équivalentes.

Il s'agit du cylindre représenté 3 la figure (6.1).

Aux extrémités, on bloque les déplacements verticaux.

D'autre part, la flexion n'intervenant pas, on peut fixer ¢6 partout.

La solution est facile 3 obtenir !

€rr © 0
u
3
€6 T X
‘N =Eh v SE—
1T 2" R
1-v
1
Nog ":;Ejl“ii’r" .
1-v

De plus, 1'équilibre circonférentiel s'écrit

o Mg TR R
Vo o
ce qui entraine -
_~Nrr = vp R
et I
p R
up = .

Y



36.

Dans notre cas, on a posé

1 }cg/rnr.n2

o
[}

E = 2,1.10"

kg'/mru2
v =0,3

h = 3 um

Il vient donc

=
i

1
00 100 kg'/mm

1
T ‘30 kg'/mm

[~4
{

= 0,144444 nm

Ces résultats sont obtenus exactement par le prdgramme;

7. Sphére sous -pression

Ce probléme simple permet de vérifier 1'introduction de la courbure .

et des axes locaux.

La sphére est représentéé par un &lément. Deux cas sont envisagés :
1. oﬂ utilise un &l&ment é'simple courbure (fig. 7.1), ~
2, on utilise un &lément 3 double courbure (fig. 7.2).

Dans les deux cas, seuls les déplacements radiaux sont tolér@s aux

extrémités de 1'élément.,

La solution exacte est la suivante :

o am e



Les données

nunériques sont i

R = 1000 mm
p=1 kg'/mm2
v =0,3
h =0,3 m
E = 2,1.10% kg'/m?
On obtient
‘ déplacement radial
Point
- exact ‘simple courbure | double courbure
1 55,5556 51,56537 53,68674
2 55,5556 55,6356731 53,6918677
3 55,5556 55,6356731 53,6918677
4 55,5556 \§1,56537 53,68674




On constate que

1. dans le cas de la simple courbure, les déplacements sont trop

faibles au bord et trop grands au milieus

2. dans le cas de la double courbure, les déplacements sont prati-
quement uniformes., Ils sont un peu trop faibles (erreur de 3,25 7).

Cet excés de raideur diminue lorsqu'on multiplie les &léments.

Pour les efforts, les résultats sont @

exact simple courbure ' double courbure
N, 500 473,4671 487,3652
erreur rel, - 5,3 % 2,72.%
Nee 500 494,0432 495,6421
erreur rel. - 1,2 7 0,83 7

L'erreur est donc beaucoup plus faible dans le cas de la double

courbure, spécialement pour Nss'

e

e e ey



.. 8+ Cylindre mince en flexion

-~

Cet exemple est destiné 3 vérifier le fonctionnement de 1'élément pour
le cas n=l, Le cylindre est représenté & la figure 8.1.

Ses caractéristiques sont :

longueur : 1000 mm

rayon moyen : 100 mm

€paisseur : 1 mm ,

module de Young : E = 2,1.104 kg'/mmzl

coefficient de Poissoniv= 0,3,

Ce cylindre est chargé en poutre console. Sa charge d'extrémité est sup-
posée répartie uniformément sur la circonférence,

‘Congidérons (figure 8.2) cette section. Pour une force F. agissant selon
. b

1'axe OX, on a une densité de force f = ===
» 2nrh

Elle se décompose en

fr = f cos@
f. =~ f sin6
Dés lors,

o]

2m F 2 2
I}'= 1, fr, ‘rh cosg do = Soeh rh . cos 9 #6 =

‘ 27 2 .
_ . _ F . : 2 - _F
F = J 'fa rh sind d6 = - e N rh 'J sin 06 do S

.Les résultats peuvent &tre comparés i la solution domnnée par la théorie

des poutres avec effort tranchant. Pour une poutre.éonsole)




ol I est. " le moment d'inertie , tandis de 2* est la section réduite

de cisaillement.

On a
2m .
I= J y2 dQ =h J r3 sing do =.nr3h
| 0 :
f
Q* - .2
S 4.
T 4y

oi S(y) est le moment statique de la partie de la section comprise entre

1'axe et le point considéré. Dans ce cas, on a

0 .
S(@)=nh I r sing do = hr2 (1~c056),
o A

soit

3

27 . ‘
S(6) rde = 2wr"h = 2I,

o
Par conséquent,vQ* =Q/2 = wrh

Le problémg a é;é traité
on a idéalis& un cylindre dix fois plus &pais 3 1'aide de 10 Eléments de type

d l'aide de 5 éléments de degré 3. Par ailleurg,

16 [11] « Le tableau suivant donne une'comparaison.des résultats




YR

EIE

3

- 5,443,103

Poutre 5,443.1Q° 0
ASPL8 | 5,427003.107° - 5,378815.1072 0,90 %
ASP16 | 5,426907.107° - 5,370178.10° 1,05 2

La concordance des résultats est excellente. Les fléches obtenues par
la théorie des poutres sont un peu plus grandes,comme on pouvait s'y attendre
puisqué cette théorie fait des hypothéses sur la répartition des efforts. |
D'autres part, les solutions par &léments finié rendent compte d'une légére

déformation de la section:

3

8,8.10 ° par ASP18

Jul = Juj|

‘f’TE;T““

10,5.1073 par  ASP16

La petitesse de cette déformation justifie a posteriori la comparaison
avec une théorie de poutres. v

Les flux de contrainte 'ont également &té compar&s aux résultats obtenus

par la théorie des poutres..On a:
, 3
M =/F(g -3s) = 1.(10‘ —’s)

.106 r.nm4 S\g

Ia_ﬂ'.
;I;= Te 104 mm3
(0,¢) nay = 3,182373.107% kg'/mn’,

d z&8rod.

Les contraintes varient linéairment des sts) max

e et L i g LW e eenes e i ve(S A e £ m e+ e e e e ek e O —
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9. Cylindre creux en torsion

‘Ce probléme permet de tester le comportement de 1'é€lément pour n=0,
m=1 . Il s'agit du méme cylindre qu'au paragraphe 8, si ce n'est son épaisseur
qui wvaut 3 présent 10 mm.

On applique une force circonférentielle totale
F = 1k 'o
'8 g

Le moment de torsion est donc, pour R= 100 mm,

- '
Mt = Fe T 100 kg'mm
On peut comparer la solution.obtenue 3 deux théories différentes

a) la théorie de Coulomb, qui fait des hypothéses sur les déplacements.

On obtient alors pour 1'angle de torsion

Mtz
’w(z) L
r+~% 2 27 3, . o 03
avec Ip=21r . r*oyrdr =2~[4rh+8r(f2~) ]
r-3

b) la théorie de Bredt, qui fait des hypothdses sur les tensions : on

ose t = constante sur l'épaisseur. D&s lors
]

\ .
2 : : 3
' 2 T 2 h™, _
Mt 27 TT dr. 3 3r h+ i ) = T A »
.
= 2
avec , .
3 .
A= ZTT (r2 h + ;h""‘ . .

12



La solution est donc régie par‘ie pr incipe

soit

Ce cylindre a été &tudié 3 1'aide de 5 &léments de type 18 et de 8

éléments de type 16. On doit avoir :

v (Bredt) >y (ASP18) > ¢ (Coulomb)

P (Bredt) =19y (ASPL6) >/¢_ (Coulovnb)' s

‘car la théorie de Bredt ' fait des hypoth@ses sur la répartition des
contraintes, tandis que la théorie de Coulomb fait des hypoth3ses plus
restrictives sur les déplacements. Les résultats sont comparés dans

le tableau suivant..

'\\\\\\\\ ' ' Déplacements circonféreatiels
2 BREDT ASP18 COULOMB ASP16
o o o o 0
v -6 -6 S I -6
200 | 3,937700.107% | 3,937697.107% | 3,931155.107° | 3,934420.10
'409 _ 7,875399,10—6 7,8753Q4;10_6 7,862310.10’6 -
600 | 1,181310.107° | 1,181309.10™ | 1,179346.10™ | 1,180326,107
800 | 1,575080.107° | 1,575079.107° | 1,572462.107° -
1000 | 1,968850.107° | 1,968849.107° | 1,965577.10™> | 1,967214.107°

On notera l'excellente concordance entre la théorie de BREDT et la

solut ion par &léments finis.

e e e ST eaip s g 4§ Seamseer o Y




10. Membrane en cisaillement pur

Le cisaillement pur est caract&ris& par un tenseur des contraintes

de composantes cartésiennes

= =

=0

c n 3
onstante 3 911

Opp =0

012

Ce type de sollicitation permet de tester 1'élément pour n = 2,

En effet, on a

sin® T o 1

g o cosf cosb
rr ro
- ind
Uar 066 sing A cosf T 0 sin
sin26 - cos28
cos20 ~ 8in26
soit '
Urr = 1 8in26 -
22 e in2
UBB T sinlf
Opg = T cos28 .

Les tractions de surface sont données paf

- g8inf

cosf

T P e WTNETTIT AT



Considé&rons une membrane circulaire : sur la circonférence,

n, = 1 » By = 0 e Par conséquent,
co = - - L L
tr Opp =T sin26 T cos(28 +‘2)

il

t =0 = T cos20

- . |
5 0 T sin(26 + 2) . .

Le calcul des déplacements se fait le plus simplement en coordonnées

cartésiennes :

el1 =0 , 522 0
Y —l::sa‘u‘z-..-'-»af.-!:
12 G Bxl axz
: Ju du,
La rotation 65;1-— 3;;0 est nulle, Par cogsequent,
Mlx
le 2-G
M1z
3x2 2G




Transformons 3

u_ |  cos8 8ing T ou, ] ’ sin26
T 1
= | / =L IE
2G ’
u, ~ 8in@ cosb u, cos26
soit
u, = - l-E-r coé (26 +
r 2 G 2
u, = l-l-r sin (26 + Uit
6 2 G 2
Choisissons les données suivantes : A
- plaque circulaire, R = 400, épaisseur = 10, E = 2,6.104, v=0,3+G= 104
selon u = - 104
« forces " a la périphérie
selon Uy = + 104 .
Il vient
4
, 10
a) N _ == = = 7,957747 = - N_ . =N
3 o 14400 ‘66 s@
Nrr
b) T " 0,7957747
c) | (u) = -—}{;"is —»3,9788735.10-5 r
\ " max . ’ :
\
\,
- -5
(ue) = 3,9788735.,10 ~ r




Comparaison des résultats

7,957747

T u (exac;). u_ (ASP18)
0 0 0
100 | - 3,9788735.107> | - 3,978874,107>
200 | - 7,9577470.107° | = 7,957747.107
300 - 1,19366205.10‘2 —‘1,193662.10_2
400 | - 1,5915494.1072 | = 1,591549,1072
Elément Nrr (exact) Nrr (ASP13)
1 - 7,957747 - 7,957747
2 - 7,957747 - 7,957747
3 - 7,957747 < 7,957747
4 - - 7,957747

On a montré que 1l'on doit avoir | N_

e |

. Cette relation est vérifiée exactement,

Le méme probléme a Egalement\ 6té traité

multicoﬁche.[ fl] .

On trouvera ci-dessous la comparaison des résultats.
\ .

PAECPRONREE T ¥ 2 e e el

_par 1'@lément 16 d'dme de

T R AT



-

“t7e

u
R max

g

TR

V6 max R G
analytique | - 1.591549 107> | 1.591549 1072 | = 0.795774 | 0.795774 | 0.795774
glément 18 | - 1.591549 107> | 1.591549 1072 | - 0.795774 | 0,795774 | 0.795774
&lément 16 | - 1.591597 107> | 1.591550 1072 | = 0.795771 | 0.795751 | 0.795780
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par [ Mrr Qr / S dr ,

placé en (rl + rz) / 2

par f M, dr / J dr ,

6o
placé en (r1 + rz) /2

par [ Mo T dr /J rdr,

placé en [ r2 dr / [ r dr

par f M ,, rdr /[ r dr ,

00
placé en'.fr2 dr / [ r dr

solution de Kirchhoff
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CHAPITRE3 . APPLICATIONS NUMERIQUES EN DYNAMIQUE

1, Plaque circulaire appuyée

I1 s'agit d'une plaque circulaire d'épaisseur constante dont on
étudie les vibrations pour n = O, On utilise 4 &léments de degré 3,

On dafinit 1a pulsation réduite

oi D est la rigidité flexiomnelle

Eh3

D = ere-

12(1-v2)

On combare les résultats aux références [ 2,3,4 ] .

Comme données numériques, on'a choisi

1m

rayon de la plaque : R= _
épaisseur  h=6,532.10 " m
module de Young : E= 2,1.1011 N/m2
coefficient de Poisson : v = 1/3

densité@ de masse tp= 8.103 kg/m3

Pour les données ci-dessus, on a A = 0,975900,
Les déﬁlacements u. ; ug
La rotation ¢e est nulle au centre, tandis que le déplacement trans-—
versal l'est 3 la périphérie.

Trois modes ont &té calculés et les résultats sont les suivants :

N

et les rotations ¢¥ ¢z sont bloqués partout,

e e et e o TR R



1 2 3
DN18 4,983882 29,78744 74,78977
DN11(xéf.[2]) 4,98379 29,78

réf. [ 3] 4,98383 -

réf. [ 4] | - 29,6

_ghéorie 4,98383 -

°

On remarquera que les fréquences obtenues par le DN18 sont légérement

supérieures 3 celles de DN1l. C'est di 3 la condensation des rotations

intérieures,




2. Vibrations d'une plaque circulaire d'épaisseur linéairement variable

(xéf. [ 2, 47])

On considére.une plaque circulaire dont 1'épaisseur est donnée en

fonction du rayon par

h

\
T =0, (L -8r1x).
ol ho est la valeur du rapport-% au centre (fig. 2.1).
Comme ci-dessus, on définit la pulsation réduite
2
ph R
Q2 ) w2
D
ol
E b3
D= >
12(1=-v™)

Les données numériques sont

E = 1,092.10’

v =0,3

h= 107"

Il vient alors

\

QE":N .
AN

La plaque a été idéalisée par 11 &léments de degré 3.

e



i

vy

- On fixe les déplacements verticaux 3 la périphé&rie, la rotation au

centre. Les déplacements up et uZ; ainsi que les rotations ¢ﬁ et ¢,

.sont fixés partout.

Voici la comparaison des résultats :

pulsations réduites

ler mode ' 28ume mode
DN18 | 6,291959 37,71491
DN11 (réf.[2]) 6,292 37,72
Réf. [ 5] 6,4 37,9

La correspondance avec DNIi est excellente,

Les"fréquenées obteriues dans la référence 5. = - sont un peu plus
élevées, Cet écart est dii au fait que 1'auteur a utilisé la théorie
de Kirchhoff, '

Les modes ont &té représentés 3 la figure 2.2. S0




3. Antenne sphérique encastrée

Il s'agit d'une calotte sphérique encastrée en son pdle,
Olson et Lindberg ['5 ] ont &tudié cette structure d la fois par 1'ex~
périence et par des éléments finis de coque d double courbure,
D'autres résultats ont &té obtenus par Idelsohn [:6:] et par Mol [ 2:] .
L'existence de ces nombreuses références a permis une comparaison
détaillée, |
Comme dang [23 et‘[ﬁj on a tenu compte de la présence du bloc central,

Les données sont (fig. 3.1) ¢

Réyon de la sphére

0,9144 m
Diamétre de 1'antenne ¢ 0,6096 m

Diamétre du bloc d'ancrage : 0,1016 m
3

Epa;sseur :h=1,95,10 " m
Module dé Young : E = 6,80,10'0 N/’
-Coéfficient de Poisson s v =20,3
Densité.dé masgse 1 p = 2,8.103 kg/m3

La structure a &té présentée par 11 &€léments de degré 3, et les E€léments
' ont &té pris courbes. Les calculs ont été faits jusque n = 7, ‘
Les résultats sont consignés dans le tableau suivant. La variable n y

désigne le nombre d'onde circonférentiel, m le nombfeid'onde'longitidinal.



2125,9

n | w | fowe) | f2 | £[6] £[7] £[5] | £ expér.[5]
o | o | 260,7 |258,8 | 263,94 | 275,1-277,8 | 145,15
o | 1 862,6 | 866,4 807,8-394,3 | 875,20 891
o | 2 | 950,8 | 951,9 923,9-970,9 | 934,46 1034
o | 3 | 1186,3 [1187,4 1111,4 1234
o | 4 | 1616,1
1| o 78,46 80,62 28,372 6
1|1 | se62,1 818,94 878,1 882
1|2 | 957,6 946,30 940
1 | 3 | 1199,3 1142,1
1 | 4 | 1633,6 | |
2 | o 43,39 40,16 29,311 26
2 | 1 | 895,18 893,04 870
2 | 2 | 1004,4 986,31 | 1034
2| 3 | 1255,3
2 | 4 | 1700 |
3| o 72,821 74 69,269 49
3 (1 901,39. ' 805,79 910,17 918
3 | 2 | 1041,7 1044,5 | 1081
3 [ 3 | 1326,4
3| 4 | 1797,3
4 | o | 123,62 125,1 123,36 98
4 | 1 | 929,14 | 947,15 946
4 | 2 | 1130 1144
{4 | 3 | 143,96
4 | 4 | 1938 |
5 (o 187,38 187,5 190,51 162
5 11 977,18 1026,88 1000,4 | 1003
5 | 2 | 1215,97
5 |3 | 159%,4
5| 4




Yl on |fome) | D el | &£ [70 £ [5] £

6 | o 262,22 260,87 271,01 | 241.

6 | 1 | 1043,8 | 1071,3 1076

6 | 2 | 1343,0 |

6 | 3 | 1778,9

6 | 4 | 2356,0

710 347,21 347,1 361,72 331

7 1 1 | 1129,3 - 1168 - o |
7 | 2 | 149,5 Rl
7 | 3 | 1992,96

7 | 4 | 2618,9

Aux figures 3,2 et 3.3, on a représenté quelques modes .

Les figures 3.4 & 3,10 comparent les fréquences pour différents m, n

étant maintenu constant. On constate que

le pour m = 0, les valeurs expérimentales sont considérablement plus
basses que les valeurs obtenues., ,
La raison est 3 chercher au niveau de 1'encastrement,
Olson et Lindberg [5] ont considéré ‘que la coque se prolongeait
jusqu'au centre. Les fréquences obtenues sont plus basses, mais
toujours plus élevéequue les fréquences expérimentales. -

D'autre part, toutes les idéalisations tenant compte du bloc central
E?'S-\GJ ] donnent des résultats analogues ;

2, pour m > 0, les diverses analyses concordent trés bien.



4. Cylindre "librement appuyé"

I1 s'agit d'un probléme:traité par Arnold et Wafburton [ 8] .
Ces deux auteurs ont utilis@ une théorie de Kirchhoff-Love pour décrire
leur coque. Les fréquences propres sont obtenues par une technique de
Rayleigh-Ritz. Les conditions aux limites, caractérisées par l'expression

“"freely supported", correspondent aux fixations suivantes :

r ~

aux extrémités.

U s 0, B libres

L A
Les données numériques sont (fig. 4.1) :

longueur du cylindre 15,63 in

i

module de Young E

29,6.10° 1b/in”

coefficient de Poisson : v = 0,29
0,283 1b/in> , soit

4

poids spécifique

7,3299.10"% 1b sec’/in”

densité de masse

rayon moyen 1,9245 in

épaisseur de la coque : 0,101 in

Le cylindre e &té id&alisé par dix &léments de degré 3.

Les calculs ont &té faits 5our.n = 2; n=3etn-=4%,

On notera que les auteurs ont donné exactement leurs valeurs expérimentales,
tandi§ que leurs valeurs théoriques ne sont doﬁnéequue par graphique:
Elles sont donc assez imprécises.

Les résultats sont @

i aeceicias )




n. m DN18 - théorie [8] Expérience [8]
1 908 950 960
2 2085 2050 2070
. |3 3846 3800 3725
4 5733 5800 5270
.5 7527 7500 6880
6 9133 9100 8270
1 2039 2050 2130
2 12340 2400 2420
3 3078 * 3100 3130
30 4 4178 4150 4180
5 5467 5400 5380
6 6818 6750 6670
1 3839 3900 3985
2 3986 4050 4130
4 3 4310 4350 4430
4 4861 4900 4950
5 5633 5650 5690
6 6583 6650 6630

\

La .cortespondénce est bonne pour ri = 3 et 4. Pour n = 2, elle.'].’est: |
moins s Mais les résultats de DN18 sont tris proches 'des résultats
théo;iqués _d'Arndld et Warburton.Ces auteurs signalent d'ailleurs que ces .
conditions aux limites de type "ffeely supported", trés commodes pour

la théorie, sont trés difficiles 3 reproduire en pratique. Ils ont df

. faire de nombreux essais avant de trouver un mode d'appui convenable,

sans pour autant obtenir une bonne correspondance pour n = 2,




5. Cylindre bi-encastré

Dans un autre article [_9 ] » les mémes auteurs ont &tudié le cas de
cylindres bi-encastrés. '

Dans ce cas, il suffit de poser

=y = = = =O‘
u2 8 uz o . B '
aux deux extrémités, Ici aussi, ils ont obtenu des résultats th@oriques
et expérimentaux. Le cylindré traité est identique au précédent, si ce
n'est les fixations. Le tableau suivant donne une comparaison des résul-
tats. De m@me que ci-dessus, les résultats théoriques sont relevés sur

graphique et donc peu précis,

n m DN18 théorie [ 9] expérience [ 9 ]
1 1288 1180 1240
2 | .2615 2470 2440
3 | 4286 4350 : -
2| & | 6049 © 6235 1 -
5 | 7764 8000 8020
6 | 9336 9470 9440
1 | 2102 2120 2150
2 2558 2530 2560
3 3414 2340 3380
31 4 |asso | 4460 4480
1 s | s83s 5760 . 5740
6 | 7180 | 7060 | 7010

On trouvera 3 la figure 5.1 le diagramme comparatif des fréquences.
On constate une bonne correspondance.

Les figures 5.2 4 5.4 donnent la forme du mode n = 2 , m = 1,

e e e




6, Faux sandwich

Ce probléme a pour but de vérifier le fonctionnement de l'option de
sandwiche On considére (fig. 5;1) d'une part, une plaque circulaire
homogéne de rayoh R = 300 mm et d'épaisseur h = 11 wm; d'autre part, un
sandwich dont les semelles ont une épaisseur de 1 mm, la distance de leurs
feuillets moyens &tant de 10 mm, o |
On dorne aux semelles et 4 1'&me la densité de masse de la plaque,

On étudie alors le premier mode de vibration de ia,plaque et du sandwich,
'pour.un encastrement au centre, L'inspection des résultats montre qu'il
s'agit d'un mode de membrane. Or, seules les semelles résistent 3 1'ex~

-

tension. On doit donc s'attendre i obtenir

f(sandwich) = f(plaque) ./ %T
puisque’seule la raideur est modifiée,

Effectivement, on obtient ¢

fsandwich = 55,62125 Hz

f = 130,4443 H
plaque z

et le rapport vaut bien

/Z ..

11
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