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Introduction

Math & Manip et modélisation

La transition de I’enseignement primaire vers 1’école
secondaire est problématique & de nombreux ni-
veaux. En mathématiques, on observe un glissement
des mathématiques concrétes issues du monde sen-
sible vers une formalisation de plus en plus impor-
tante. Pour beaucoup d’éléves, ce cap est trés diffi-
cile a franchir.

Alors qu’aux cours de sciences 'aspect expérimen-
tal a été réintroduit pour les éléves du degré supé-
rieur du secondaire, le cours de mathématiques a
tendance a devenir de plus en plus abstrait au fur
et & mesure de la progression dans le cursus.

Notre projet vise a réintroduire dans les classes du
secondaire un espace ou les liens entre le concret et
les modéles mathématiques émergent des manipula-
tions physiques réalisées par les éléves et ol ces mo-
déles deviennent une nécessité pour traiter les pro-
blémes posés plutdét qu'une donnée pré-existante.
Ce sont ces activités que nous appelons Math &
Manips.

Le contexte dans lequel les éléves évoluent lors de
la réalisation d'une Math & Manip les améne tout
naturellement a entrer dans des démarches ou la
modélisation prend tout son sens. En effet, notre
volonté de confronter les conceptions des éléves avec
le vécu expérimental puis d’en faire naitre un mo-
déle mathématique nous conduit & explorer diverses
étapes d’un processus de modélisation telles que :
conjecture, protocole, expérimentation, interpréta-
tion des résultats, construction d’un modéle, valida-
tion, comparaison entre résultats théoriques et ex-
périmentaux, exploitation du modéle. .. Ainsi s’est

imposée la conviction que nous ne pouvions disso-
cier ces activités de la composante modélisation.

Quatre problémes

Cet article propose quatre problémes d’optimisa-
tion destinés a la fin du secondaire. Le contexte
est géométrique, il s’agit dans chacun des cas de
construire un solide de volume maximum, & partir
d’une feuille de papier, en tenant compte de cer-
taines contraintes. A chaque fois, une manipulation
de courte durée permet aux éléves de mieux perce-
voir quels sont les enjeux d’un tel type de probléme.
Chaque situation a été choisie pour faire apparaitre
une difficulté spécifique, faire naitre une réflexion,
susciter une discussion. Dans une séquence sur 1’op-
timisation, ces problémes trouvent leur place entre
d’autres exercices issus de contextes complétement
différents.

Dans les trois premiers, accessibles aux éléves de
toutes les sections, il s’agit de construire une boite
parallélépipédique de volume maximum & partir
d’un développement particulier découpé dans une
feuille de papier de format A4.

Le premier, trés classique, ne présente aucune dif-
ficulté, ni dans le choix de la variable, ni dans la
construction de la fonction. Nous présentons ici la
possibilité de I'utiliser comme introduction a la dé-
rivée. Son objectif essentiel est d’aider ’éléve a com-
prendre I'essence de 'optimisation et ensuite, & per-
cevoir efficacité de l'outil dérivée.

Le deuxiéme probléme présente une premiére dif-
ficulté car deux variables s’introduisent naturel-
lement au départ, tout en étant liées par une
contrainte imposée par la construction.
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Quant au troisiéme, il montre que le recours a la
dérivée ne fournit pas toujours la solution attendue
et attire I'attention sur la nécessité d’une preuve.

Le dernier probléme est plutot destiné aux éléves
des sections de « mathématiques pour scienti-
fiques ». Il a pour objet la construction d’un cone
de volume maximum & partir d’une feuille circulaire
dont on retire un secteur. L’enjeu est ici de faire
voir aux éléves & quel point un choix judicieux de
la variable indépendante peut simplifier les calculs.

Des réflexions sur des facteurs qui nous semblent in-
fluer sur lactivité des éléves, comme la formulation
de la question ou de la consigne, ou encore 'ordre
dans lequel les exercices sont proposés, seront éga-
lement menées au cours des activités qui suivent.

1. La boite sans couvercle

Chaque éléve regoit quelques feuilles de papier de
format A4. On leur indique les dimensions de la
feuille, respectivement 21 cm et 29,7 cm pour la lar-
geur et la longueur, puis on leur demande de décou-
per un carré dans chacun des coins de cette feuille
pour construire une boite parallélépipédique sans
couvercle et d’en calculer le volume.

Dans un deuxiéme temps, on leur demandera de
construire par ce procédé la boite dont le volume
est le plus grand possible.

Ce probleme, trés classique, se trouve dans de nom-
breux manuels, assorti d’un schéma, voire d’un des-
sin en perspective de la boite, et bien souvent la
longueur du c6té du carré découpé est déja notée
r sur la figure. La question est du type « Quelle
est la longueur du coté du carré qu’il faut découper
pour obtenir la boite de volume maximal 7 ». Posé
sous cette forme, le probléme élude complétement
la phase de modélisation, de nombreux éléves ne
voient pas comment la boite est construite, n’ima-
ginent pas la diversité des boites qu’on peut obtenir
et n’ont pas idée de 'allure de la fonction qui donne
le volume. Pour ces éléves, la question de trouver la
boite de volume maximal est vide de sens.

Le recours a la manipulation aide de nombreux
éléves & se représenter la situation. La consigne
ne précise pas que les carrés découpés doivent étre
identiques. C’est la manipulation qui montre que
c’est nécessaire pour obtenir une boite parallélépi-
pédique.

Les éléves s’apergoivent de la diversité des boites
obtenues en comparant leurs constructions et
constatent que les volumes calculés sont différents.
Pour calculer le volume d’une boite, il faut, soit
mesurer, soit calculer ses trois dimensions. En
construisant la boite, les éléves remarquent assez fa-
cilement que la longueur du c6té du carré découpé
correspond & la hauteur de la boite et que la largeur
et la longueur de cette boite valent respectivement
21 cm et 29,7 em diminués du double de cette hau-
teur.

29,7

21
Fig. 1

La longueur du c6té du carré découpé s’impose as-
sez naturellement comme la variable, notée =, en
fonction de laquelle on exprimera les dimensions de
la boite et son volume (figure 1).

Nous aurons alors les relations h = x, £ = 21 — 2x,
L = 29,7 — 2z qui fournissent respectivement les
expressions de la hauteur, de la largeur et de la lon-
gueur de la boite; le volume V' sera obtenu par la
formule V.=~h- (- L.

On peut deés lors ébaucher un tableau reprenant les
dimensions de quelques boites déja construites et la
valeur de leur volume.

coté du carré || hauteur | largeur | longueur || volume
en cm encm |encm | encm |encm?
T h / L v
2 2 17 25,7 873,8
3 3 15 23,7 1066,5
5 5 11 19,7 1083,5
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Au vu des premiers résultats, on peut avoir 1'im-
pression que le volume augmente sans cesse quand x
augmente. Cette conception est fortement présente
chez les éléves et reste souvent trés prégnante, ce qui
entrave généralement une vraie compréhension du
principe de 'optimisation au profit de I’application
de techniques calculatoires.

Cette impression est mise en défaut dés qu’on re-
garde ce qu’il advient lorsqu’on découpe un carré
beaucoup plus grand. Par exemple, si z =9, h =9,
L =11,7et £ =3, on obtient V' = 315,9.

Dans la pratique, certains éléves ont commencé par
découper un carré de 1 cm de coté, ont noté le vo-
lume de la boite obtenue, puis dans la méme feuille
ont découpé un carré de 2 cm de codté et ainsi de
suite. Ils se sont étonnés de ce que le volume aug-
mente d’abord pour diminuer ensuite. Une éléve,
persuadée que le volume était fonction croissante
de x, voulait découper un carré de 10,5 cm de coté.
Il a fallu lui demander de construire la boite pour
qu’elle se rende compte de ce qui se passait.

Dans une autre classe, les éléves ont construit des
boites variées (figure 2), et notamment des cas
presque « limites » en découpant des carrés de
0,2 cm ou de 9 cm de coté (figure 3). Une éléve
qui a obtenu une boite de volume 955,8 cm3 en dé-
coupant des carrés de 6 cm de coté pensait s’étre
trompée car elle était persuadée que les mesures de
volume allaient en augmentant. I’observation de la
boite formée & partir de la feuille dans laquelle on
a découpé les carrés de 9 cm de coté lui a permis
de voir que la fonction n’était pas celle qu’elle ima-
ginait.

Fig. 2

Fig. 3

Pour trouver la boite de volume maximum, les
éléves peuvent imaginer faire un tableau plus com-
plet, en faisant varier systématiquement x de 1 cm
et pourraient étre tentés de conclure que la solution
consiste & découper un carré de 4 cm de coté.

optimisation

Ce tableau pourrait étre raffiné a 'aide d’'un ta-
bleur, de facon a examiner de plus prés ce qui se
passe entre x = 3 et x = 5. Si on procéde par pas
de 1 mm, c’est encore pour x = 4 cm qu’on obtient
le plus grand volume.

hauteur| largeur longueur volume

en cm en cm en cm en cm?®

h=x ({=21—-22x|L=297—-2x||V=h-{-L
1 19 27,7 526,3
2 17 25,7 873,8
3 15 23,7 1066,5
4 13 21,7 1128,4
5 11 19,7 1083,5
6 9 17,7 955,8
7 7 15,7 769,3
8 5 13,7 548
9 3 11,7 315,9
10 1 9,7 97

Les éléves, souvent peu enclins & s’investir longue-
ment dans une méthode de résolution par approxi-
mations successives, se tournent généralement vers
une représentation graphique des résultats. Celle-
ci permet de se rendre compte que 'optimum de-
mandé est maximum d’une fonction V' (z), ce qui
engage la classe dans une réflexion plus théorique.
On recherche alors I'expression analytique de cette
fonction en remplacant les expressions de h, £ et L
dans la formule du volume V =h-¢- L.

On obtient V(z) = x(21 — 22)(29,7 — 2z) dont
voici le graphique réalisé avec un logiciel de dessin
(figure 4).

100/ /

Fig. 4
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Vu les valeurs prises par le volume, le graphique
en axes orthonormés ne peut étre pergu globale-
ment ; on a effectué un changement d’unité sur I’axe
Oy. Cependant, ce changement d’unités contribue
& masquer les différences d’ordonnées prés du point
d’abscisse 4.

Sur base de ce graphique, on interroge les éléves sur
les limites de variation de la variable : seules les va-
leurs comprises entre 0 et 10,5 cm sont prises en
compte.

Notons que la lecture du graphique semble encore
donner raison aux éléves qui pensaient que la so-
lution consistait & découper un carré de 4 cm de
coté.

Le professeur invite alors les éléves & regarder de
plus prés ce qui se passe en @ = 4 grace a un zoom
de la fonction dans un voisinage de cette valeur (fi-
gure 5).

P(4:112838)

x=4
Fig. 5

Meéme si les différences d’ordonnées entre les points
de la fonction dans un voisinage de © = 4 sont im-
perceptibles, ’examen de cette figure suggére que la
valeur maximale se trouve sur '« axe de symétrie »
approximatif de cette portion de courbe, donc un
peu & droite de & = 4.

Le logiciel de géomeétrie dynamique utilisé (GeoGe-
bra) permet de déplacer le point P vers la droite
tout en affichant ses coordonnées. I.’enseignant pro-
pose de tracer en plus la tangente en P et d’afficher
son équation (figure 6). La tangente en un point
d’une courbe est introduite comme la droite passant
par ce point et qui, localement, épouse au mieux la
courbe.

y=454x+111023  P@;112838)

x =4
Fig. 6

On observe que la tangente en x = 4 est une droite
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croissante d’équation y = 4,54z 4+ 1110,23 (ces cal-
culs, ainsi que les suivants, sont effectués en arron-
dissant & deux décimales).

Le fait que la tangente est croissante indique que
le volume n’a pas fini d’augmenter quand on est
en x = 4. On déplace lentement le point P vers
la droite en observant les valeurs de la fonction qui
s’affichent en méme temps. On comprend que la va-
leur maximum est atteinte quand la tangente est
horizontale (figure 7) et cela se produit au mieux
au point de coordonnées (4,04 ; 1128,49). Pour des
valeurs arrondies & deux décimales, c’est donc en
découpant un carré de 4,04 cm de c6té qu’on ob-
tiendrait la boite de volume maximum.

y==003x+11286 P (4,04;112849)

x =4,04
Fig. 7

Si on revient au graphique global, on percoit trés
nettement la variation de la pente de la tangente
entre x = 4 et x = 4,04 alors que la différence
des ordonnées de ces deux points est imperceptible
(figure 8).

—

ngente.en .x =
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E

tangenteen .y =

100/ /

Fig. 8

Les observations sur les tangentes dans ce dernier
graphique donnent & ’enseignant un argument vrai-
ment convaincant pour motiver 'intérét d’étudier la
pente de la tangente au graphique d’une fonction en
chacun de ses points. On va créer a partir de cette
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pente un nouvel outil d’analyse de la croissance et

de la décroissance d’une fonction, et donc un outil
7

pour la recherche des extrema.

Si les éléves ne connaissent pas encore la dérivée,
on reviendra au probléme de la boite sans cou-
vercle plus tard, lorsque les éléves disposeront du
concept et des formules de dérivation. Ils pourront
alors constater la puissance de l'outil dérivée pour
trouver la solution théorique au probléme.

Si les éléves connaissent déja la notion de dérivée,
le passage par l'observation du graphique et de la
pente de la tangente devrait faire le lien et renforcer
I'idée que la dérivée en un point est la pente de la
tangente a la courbe en ce point.

La fonction V' (z) est une cubique, dont I'expression
analytique est

V(z) =42° —101.42% 4 623,7 .
Sa dérivée
V'(z) = 1222 — 202,84 623,7

sannule en = 12,73 et = 4,04 (valeurs appro-
chées a deux décimales). Il reste a voir que la va-
leur © = 4,04 fournit la valeur de z pour laquelle la
fonction est maximum et correspond a la solution
du probléme. La valeur 2 = 12,73 par contre, pour
laquelle la fonction est minimum, n’a aucun sens
dans le cadre du probléme qui nous occupe.

La distinction entre minimum et maximum se fait
ici par un retour vers les observations concrétes : ta-
bleau de valeurs ou graphique obtenu & ’aide d’un
logiciel adéquat.

2. La boite parallélépipédique

Chaque groupe d’éléves regoit quelques feuilles car-
rées de 20 cm de coté.

La consigne est de construire
une boite parallélépipédique
fermée a partir d'un dévelop-
pement obtenu en découpant
symétriquement un rectangle
de chaque coté de la feuille car-
rée, de fagon & obtenir un T,
comme le montre la figure 9. Fig. 9

Dans un deuxiéme temps, il s’agira de construire la
boite dont le volume est le plus grand possible.

optimisation

Cette fois, il semble bien qu'il y ait deux longueurs
& choisir au moment du découpage, notées = et y
sur la figure 10.

20

20
Fig. 10

Fn fonction de la facilité des éléves a voir dans 1'es-
pace, notamment de leur capacité & imaginer une
boite a partir de son développement, une discus-
sion pourrait s’engager d’emblée sur la possibilité
de construire une boite parallélépipédique fermée
pour n’importe quelle valeur de x et de y, avec
O<z<10et 0 <y <20.

Certains éléves auront besoin de tester un décou-
page « au hasard » pour se convaincre qu'’il n’est
pas toujours possible de refermer la boite. En effet,
toute figure en T n’est pas le développement d’un
parallélépipéde. La question des valeurs admissibles
de x et y se pose alors.

Une autre stratégie consiste a commencer par un
cas particulier, celui de la boite dont les quatre faces
latérales sont identiques, ce qui conduit & une boite
avec deux faces carrées de 5 cm de coté (figure 11).

5
5
5
5
20
5
5
20
Fig. 11
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La manipulation seule n’améne pas nécessairement
I’expression des contraintes. Pour aller plus loin, on
dessine le développement d’un parallélépipéde rec-
tangle, dont les dimensions sont z, [ et L (figure 12).

x L
l
X
X
20
v |
X
20
Fig. 12

On voit alors clairement que
y=2r+1

mais qu’il faut aussi exprimer que le développement
est inscrit dans un carré de 20 cm de c6té, ce qui
donne

2x 420 = 20
20+ L = 20.

Les dimensions de la boite sont donc z pour la hau-
teur, L = 20—2x et | = 10—z pour la longueur et la
largeur de la base. On peut compléter par y = 10+
si on veut connaitre les dimensions du rectangle a
découper.

Pour de nombreux éléves, c’est cette phase de mo-
délisation qui est difficile, surtout Iexpression des
contraintes pour que la boite soit constructible.

Lors  des

construction,
obtiennent

cssais  de
les éléves
des
qui ne se referment pas
exactement. Si la lon-
gueur y du rectangle
découpé est trop grande
par rapport a sa largeur
r, il y a un excés de
papier (figure 13).

boites

Fig. 13

Dans le cas contraire (figure 14), il y a au moins
une face incompléte (figure 15).

Fig. 14 Fuig. 15

Il se peut que la longueur y du rectangle découpé
soit beaucoup trop petite par rapport au x, a tel
point qu’il manque toute une face et une partie
d’une autre (figures 16 et 17).

Fig. 16 Fig. 17
Les éléves qui se trouvent devant une telle situation
sont souvent désemparés.

Une maniére de déblo-
quer la situation est de
présenter le développe-
ment d’une boite décou-
verte par d’autres éléves,
et d’y placer des traits
de couleurs pour montrer
les segments qui devront
se raccorder au moment

de construire la boite (fi-
gure 18).

Fig. 18

Dés que les éléves ont trouvé lexpression des
contraintes, il ne leur est pas difficile de trouver
la fonction volume, par exemple, en fonction de la
variable z

V(z)=2-1-L = - (10 —z) - (20 — 2z2)
= 27°% — 4022 + 2002

Le graphique en est donné a la figure 19. Il faut gar-
der a l'esprit que, pour le probléme traité, x doit
étre inférieur a 10 et restreindre le graphique en
conséquence.
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Fig. 19

Le logiciel de géométrie dynamique permet & nou-
veau la recherche du maximum par ajustement et
montre que c’est bien le point ou la tangente est
horizontale que 1'on cherche. La fonction dérivée
V'(x) = 622 — 80z 4 200 s’annule pour z = 10

= 10
ouzr =-.

C’est cette derniére valeur de x qui donne la boite
de volume maximum. Le rectangle & découper est de
dimensions z = 1:—? ety = ‘%—3.0. La solution = = 10,
y = 20 fournit la valeur minimum de la fonction
V(z), qui correspond & une boite de volume nul
puisqu’il n’y a plus de papier pour la construire.

Afin de valider 'optimum en =z = % et y = 4—3?,

les éléves pourront soit examiner le graphique, soit
étudier le signe de la dérivée premiére au voisinage
de ce point, soit encore calculer V(10).

3. Le cube

Les éléves travaillent en groupe et disposent de
quelques feuilles de papier de format A4. On leur
donne pour consigne de construire dans cette feuille
le développement d'un cube de volume maximal.
Les découpes doivent étre paralléles aux bords de
la feuille, le développement doit étre d’un seul te-
nant et les faces du cube entiéres.

Les éléves ne se souviennent sans doute pas de tous
les développements du cube, mais, aprés avoir tra-
vaillé sur le développement de la boite parallélé-
pipédique, ils penseront sans doute au développe-
ment du cube en T ou au modéle en croix latine
(figure 20).

Fig. 20

La variable s’impose d’elle-méme, c’est la longueur
de 'aréte du cube, on la note z. La fonction a maxi-
miser est celle qui exprime le volume du cube, c’est
Vz) = 8.

La méthode mise en place précédemment, en utili-
sant la dérivée, risque fort de désargonner les éléves.
En effet, V/(x) = 322 s’annule en 2 = 0, la tangente
au graphique de la fonction est donc horizontale en
r = 0 mais il est clair que cette valeur ne fournit
pas la solution au probléme proposé.

Comme la fonction 23 est toujours croissante, il
s’agit ici de trouver la valeur de x maximale pour
laquelle il est possible de construire un dévelop-
pement sur la feuille A4 tout en respectant les
consignes.

Il y a donc lieu d’exprimer les contraintes sur
cette variable x. En se référant a 'un ou l'autre
des développements de la figure 20, on obtient les
contraintes suivantes

3r < 21
4o < 29,7.

Ce systéme admet pour valeur maximale de z la
valeur 7 cm.

Le volume maximum est ici atteint pour la valeur
maximum admissible de x. Il ne s’agit pas d'un
point ot la dérivée de la fonction s’annule, mais
d’un point au « bord » de Uintervalle définissant les
valeurs admissibles.

Si tous les éléves en sont convaincus (il s’agit ef-
fectivement de la solution optimale), la preuve n’en
a pas encore été établie, et il n’est pas certain que
des idées surgissent pour élaborer une justification
compléte, ni méme que sa nécessité s’impose aux
éléves, a ce stade.
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La suite de ’activité a pour double objectif de faire
percevoir la nécessité d'une preuve et de donner des
pistes pour 'établir.

L’enseignant demande aux éléves de refaire le méme
exercice a partir d’'une feuille A4 coupée en deux
dans le sens de la longueur (10,5 cm de large et
29,7 cm de long).

S’ils sont convaincus que des contraintes similaires
permettent de trouver la solution quelles que soient
les dimensions de la feuille rectangulaire, ils écriront

3z < 10,5

dr < 29,7
qui donne x = 3,5 cm pour l'aréte du cube et
42,875 cm? pour le volume.

Si personne ne trouve mieux, ’enseignant exhibe
le cube de volume maximal de 5,25 cm d’aréte et
engage les éléves & trouver comment il I’a obtenu.
Si nécessaire, le cube sera développé pour faire voir
que la solution optimale est obtenue avec un autre
développement du cube, celui présenté en figure 21.

En effet, dans le cas examiné a pré-
sent, les contraintes qui ménent a la
solution optimale sont

2r <

{ br <

La valeur maximale de x qui sa-
tisfait le systéme est 5,25, ce qui
donne un volume de 144,7 cm?® pour
le cube, valeur manifestement supé-

rieure & celle obtenue pour le cube
de 3.5 cm d’aréte.

10,5
29,7.

Fig. 21

Cette remise en question devrait pousser les éléves
& réexaminer la nécessité d’une preuve pour la solu-
tion optimale qu’ils avaient obtenue pour la feuille
A4. Ils n’avaient examiné qu’un (ou deux) déve-
loppements du cube, mais pas tous. Or la preuve
passe par le recensement de toutes les possibilités
de construction du développement et nécessite la
prise en compte des onze développements du cube.

Ceux-ci peuvent étre classés en deux types, notés
3x4 ou 2x5, suivant le nombre de carrés disposés
dans les deux directions. Il y en a dix du type 3x4
et un seul du type 2x5. Selon les dimensions de la
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feuille rectangulaire, I'un ou l'autre des deux sys-
témes de contraintes établis précédemment permet
de trouver l'aréte du cube de volume maximal.

Pour vérifier la bonne compréhension de la dé-
marche, on peut proposer un exemple pour lequel
la réponse au probléme est fournie par la contrainte
sur la longueur de la feuille, par exemple construire
le développement d’un cube de volume maximal
dans une feuille de 20 cm de large et 24 cm de long
(avec les mémes consignes). L’exemple d’une feuille
carrée est également intéressant.

Ces derniéres réflexions permettent d’aborder la gé-
néralisation du probléme a une feuille rectangulaire
de dimensions quelconques, de largeur ¢ et de lon-
gueur L.

Il faut déterminer le c6té qui donnera le cube de vo-
lume maximal dans chacun de ces deux cas. Notons
r34 la mesure du coté du cube de volume maximum
pour un développement de type 3x4, et xo5 celle
pour le développement de type 2x5.

Pour les développements 3x4, le systéme de

contraintes est

{ngé ot

. 0L
ir < I 234 = min{-, —}
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puisque les deux inégalités doivent étre respectées
en meéme temps.

De méme, pour le développement 2x5, le systéme
de contraintes est

20 < /4 ¢ . {K L
e =min{-, —}.
51 < I 2 2’5
L’optimum cherché sera réalisé avec un cube dont
le coté mesure la plus grande de ces valeurs et donc

Topt = max{Ts4, Top}.
4. Le cbone

Chaque éléve regoit un disque |
de papier (éventuellement de
grammage 160), de 10 cm de
rayon, fendu suivant un rayon.
La consigne est de construire
un coéne dont le volume est le
plus grand possible en décou-
pant un secteur du disque. Fig. 22

Dés le départ, on fait remarquer que, pour visua-
liser de maniére continue les différents cones sans
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découper de secteur dans le disque, on peut faire
glisser 'une sur 'autre les deux parties du disque
situées de part et d’autre de la fente. Pour chaque
cone obtenu de cette maniére, le secteur a enlever
apparait alors en épaisseur double.

La mesure en radians de l'angle de ce secteur angu-
laire est notée . La manipulation a pour but d’ai-
der les éléves & percevoir les différentes variables
qui interviennent dans ce probléme ainsi que la fa-
gon dont elles interagissent. Lorsque l'angle o du
secteur découpé augmente, le rayon de la base du
cone diminue puisque la circonférence de la base
diminue ; simultanément la hauteur du coéne aug-
mente. Au contraire, lorsque o diminue, le rayon de
la base du cone augmente et sa hauteur diminue. Il
y a donc lieu de chercher les liens qui unissent ces
variables.

Dans 'expression du volume du céone V = %r2h,
les deux grandeurs r et h varient simultanément.
La manipulation montre qu’elles ne varient pas in-
dépendamment 'une de l'autre, elles sont toutes
deux liées & a. Le lien entre r et h apparait sans
trop de peine dés qu’on représente la situation par
un schéma (figure 23). Le théoréme de PYTHAGORE
nous donne h% 472 = 102, avec pour valeurs admis-
sibles pour r et h les réels strictement compris entre
0 et 10 .

10 cm

Fig. 23

Le lien avec « est beaucoup plus difficile a percevoir,
il faudra sans doute évoquer la définition du radian
pour que les éléves se rappellent que, tout comme
27 R est la longueur de la circonférence, aR est la
longueur de 'arc de cercle de rayon R et d’angle au
centre a.

Dans le probléme qui nous occupe, le cercle de dé-
part est de rayon 10, sa circonférence mesure donc
20 7. En retirant un secteur d’angle «, on retire un
arc de longueur 10 . La circonférence de la base
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du cone est donc égale & 20 m — 10 a.. Le rayon de la
base du cone est donc lié a I'amplitude du secteur
angulaire par la relation

10 —r

20m — 100 =2
0w 0« r 10

ou encore a =27

ot les angles sont exprimés en radians.

Les éléves qui n’arrivent pas ou ne cherchent pas
d’emblée & exprimer le lien entre r et o ne sont
pas complétement empéchés de progresser dans la
résolution du probléme. A partir de Iexpression
du volume du cone V = %7'2h et de la relation
h? + 72 = 102, ils peuvent choisir I'une des deux
grandeurs 7 ou h comme variable indépendante et
en calculer la valeur, dite optimale, correspondant
au cone de volume maximal. Le choix devrait se
porter assez naturellement sur h, qui évite une ra-
cine carrée dans l’expression de la fonction volume.
On obtient alors la cubique

V(h) = g(m()h, — 3
dont la dérivée
V'(h) = g(mo )

est trés aisée a calculer. Cette dérivée s’annule pour
h= ?10 ou pour h = —?10. Les valeurs admis-
sibles pour la hauteur étant strictement positives,
nous gardons hgp; = ?10 cm ~ 5,77 cm, qui est
admissible car strictement inférieure a 10. Il restera
encore 4 montrer qu’elle correspond a un maximum.

De la valeur de hgp et de la relation r» = /100 — A2,
on déduit 74, le rayon du cone de volume maximal

6
Fopt = (/100 = 12, = %10 cm ~

A ce moment, on rappelle la consigne qui consiste
A construire le cone en découpant un secteur angu-
laire dans la feuille de papier. Le probléme du lien
entre r et a qui avait éventuellement été laissé en
suspens devra finalement étre traité a ce moment.
On obtient finalement

Qopt = 2 (1 — \26) rad.

L’angle du secteur & retirer vaut donc approxima-
tivement 1,15 rad ou 66,06°.

8,165 cm.

Dans ce probléme, la fagon de poser la question
de départ est primordiale et influence notablement
Pactivité des éléves lors de la résolution.
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Telle qu’elle est formulée ici, la consigne ne men-
tionne pas explicitement ’angle du secteur angu-
laire & découper. Mais si on demande plutot de
déterminer 'amplitude de I’angle du secteur angu-
laire qu’il faut découper dans un disque de papier
pour obtenir un céne de volume maximal, on attire
I’attention sur la variable o de telle maniére que
des éléves pourraient penser qu'il est obligatoire de
la choisir comme variable indépendante, ce qui les
pousserait dans une direction ot ils se trouveraient
confrontés a des calculs fastidieux.

On peut laisser des éléves s’engager dans les dif-
férentes approches. Une comparaison des fonctions
dont il convient de chercher le maximum

V(h) = g(lﬂoh — 1)
V(r) = §r2\/100 — 2
Via) = 125 (27 — a)?V4ra — o2

"~ 3n2
permettra alors de mettre en évidence qu’un choix
judicieux de la variable donne lieu & des calculs plus
simples ot les risques d’erreurs sont moindres.

En guise de conclusion

A partir de I'examen de ces quatre « Math & Ma-
nips », nous pouvons mettre en évidence des fac-
teurs qui nous semblent influer particuliérement sur
Pactivité des éléves.

Le premier est 'importance de la formulation de
la question ou de la consigne, qui peut susciter des
entrées assez différentes dans un méme probléme,
par exemple induire ou non le choix de certaines
variables pour la modélisation. Dans certains cas,
la phase de modélisation est complétement absente

optimisation

car des schémas pertinents sont fournis aux éléves
avec ’énoncé. Lors de la mise en situations des
éléves devant des problémes dits complexes, faisant
appel a plusieurs registres, la phase de modélisation
ne pourra pas étre éludée. Le contexte de I'optimi-
sation est une opportunité a saisir pour développer
chez les éléves des compétences en cette matiére
difficile.

Un deuxiéme facteur est celui de la variété et
du type des problémes abordés au cours des dif-
férentes séquences consacrées a cette matiére car
ils influencent fortement ’approche que les éléves
ont d’un nouveau probléme a traiter. Par exemple,
l'ordre dans lequel les exercices sont proposés
conduit les éléves a réinvestir une méthode qui a
donné de bons résultats dans un probléme précé-
dent. Cependant, les outils théoriques qu'il est pos-
sible de mettre en ceuvre afin de trouver la solution
au probléme posé, une fois qu’il est modélisé, ne
se limitent pas a la seule recherche de zéros d’une
fonction dérivée. De plus, la validation du résul-
tat obtenu, quelle que soit la méthode retenue pour
I’établir, doit étre effectuée rigoureusement.
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